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پیش گفتار
سال دوم نیم سال در که است اضافه ای مطالب انضمام به وریتم ها ال آنالیز درس به مربوط مستندات تمام شامل درسنامه این

است. شده ارائه شریف صنعت اه دانش ریاض ده دانش در ٩٩−١٣٩٨ تحصیل
حد در که است بوده این بر من تلاش واقع در است؛ وریتم ال معمول درس ی از بیشتر است آمده درسنامه این در که مطالبی

است. ضروری موارد برخ در حت و مفید کامپیوتر علوم دانشجوی ی برای دانستنش که بشود فراهم جامع محتوای توانم
ایرادهای حاوی احتمالا بنابراین و نشده اند بررس علم صحت لحاظ از تمرین ها) پاسخ های (حت درسنامه این مطالب اکثریت

گیرد. قرار علاقمند دانشجویان استفاده مورد بتواند فعل صورت با حت امیدوارم اما هستند. فراوان
خاطر به عزیزان هم از است. درس دانشجویان و درس کننده ارائه تیم جمع اری هم حاصل درس مطالب شدن توب م
برنامه ریزی به مربوط جلسات که احمدزاده هان آقای عزیزم دوست از علاقمندم خاص به طور م کنم. ر تش صمیمانه زحماتشان
تمرین های کنم. زاری سپاس قاسم الهه خانم جزوه ها مسئول و ، توفیق علیرضا آقای درس ارشد دستیار کردند، ارائه را خط
دقت با که دانشجویان از همچنین رم. متش عزیزان این هم از است. درس دستیاران تیم تلاش مرهون درس عمل و نظری
نقش زمینه این در که دانشجویان از نفر چند ‐به خصوص داشتند نقش درسنامه ها غنای و کیفیت بالابردن در زمان صرف و نظر

م کنم. قدردان است) مشخص درسنامه در کارشان تاثیر (که داشتند پررنگ تری
بازخوردهایتان کردن مطرح برای است. دادگرنیا علیرضا آقای عهده به درسنامه این نگهداری و مدیریت زحمت حاضر حال در

کنید. اتبه م ایشان با alirezadadgarnia1378@gmail.com آدرس طریق از م توانید م بینید که ایرادهایی یا
بیابید. اینجا در م توانید را درسنامه از نسخه آخرین و درس ویدیوهای
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درس اطلاعات

درس هدف ١
و کلاسی وریتم  های ال برخ و وریتم ها، ال طراح با مرتبط بنیادین مفاهیم و روش ها با آشنایی وریتم ها ال آنالیز درس از هدف
کند. استفاده جدید وریتم های ال طراح برای شده گفته تکنی های از بتواند درس پایان در دانشجو م رود انتظار است. پرکاربرد

تقریبی سرفصل ٢
کلاسی مباحث •

وریتم ها. ال کارآیی ملاک های وریتم ها، ال تحلیل روش های ، محاسبات مدل های با آشنایی –
حل. و تقسیم روش –

حالت ها. همه جستجوی روش –
حریصانه. روش –
پویا. برنامه ریزی –

مسیر، کوتاه ترین وریتم های ال همبندی، مولفه های کردن پیدا گراف ها، پیمایش گراف ها: کلاسی وریتم های ال –
جریان. ه شب

سخت. مسائل حل برای مهم روش های ان پی‐تمامیت. مفهوم و مسائل سخت دادن نشان روش های با آشنایی –
. خط برنامه ریزی –

اضافه مباحث •
. تصادف وریتم های ال در مباحث –

جویباری. وریتم های ال –
برخط. وریتم های ال –

وزن ها. ضربی به روزرسان روش –

درس ٨اطلاعات



درس تقویم و بارم بندی ٣
نمره. ۶ میان ترم: •

بعدازظهر. یا صبح اردیبهشت ۴ پنجشنبه
نمره. ٨ پایان ترم: •

.٩ ساعت خرداد ٢٧ سه شنبه
نمره. ٣ نظری: تمرین های •

هفته سه شنبه ظهر ١٢ آن تحویل موعد و م شود آپلود شب سه شنبه تمرین سری هر بود؛ خواهند هفتگ صورت به تمرین ها
شد. خواهد لحاظ کرده کسب آن ها در را نمره بیشترین که تمرین سری ١٠ صرفاً دانشجو هر برای است. بعد

نمره. ٣ : عمل تمرین های •
اسفند. ٢٣ تا اسفند ٢ از اول: سری .١

فروردین. ٢٢ تا اسفند ٢٣ از دوم: سری .٢
اردیبهشت. ١٢ تا فروردین ٢٢ از سوم: سری .٣

دهد. تحویل تأخیر روز ٣ با مجموع در را خود عمل تمرین های م تواند دانشجو هر
اضافه. نمره ١ : جزوه نویس •

ی نهایی: نسخه کلاس، از بعد ساعت ٣٣ حداکثر اولیه: نسخه ‐ بفرستید مرحله ٢ در باید را م نویسید که جزوه ای
بالا نمره کنید. استفاده درس سایت در شده منتشر قالب از نوشتن جزوه برای اولیه. نسخه فرستادن مهلت از بعد هفته
اصول و بیان، نحوه ، فن درست کلاس، در شده گفته مطالب پوشش و جامعیت لحاظ از که م گیرد تعلق جزوه هایی به
کنید. شرکت کلاس در را جلسه آن است لازم جلسه، ی جزوه نوشتن برای باشند. داشته بالایی کیفیت صفحه بندی
درس دهنده ارائه تیم و دانشجویان سایر به بی احترام و است ناپسند کرده اید رزرو را آن که جلسه ای جزوه ننوشتن همچنین

م شود. محسوب
مدرس توسط شده آپلود جزوه های که کنید توجه اما کنیم، آپلود درس سایت روی وقت اسرع در را جزوه ها م کنیم تلاش

نشده اند. بررس درس
کنید. هماهنگ قاسم خانم با جزوه نویس برای

اضافه. نمره ١ اضافه: مباحث از کوئیز •
.١١ ساعت تیر ١١ چهارشنبه

که: کنید توجه

است. پایان ترم و میان ترم از نمره ٧ کسب درس گذراندن برای لازم شرط •
کرد. خواهد تغییر ١٠ و ۴ به امتحان دو این بارم های باشد، میان ترمتان نمره از بیشتر پایان ترمتان نمره  که صورت در •

.(٢۵ جلسه آخر تا (تقریباً بود خواهد کلاسی مباحث از صرفاً پایان ترم و ترم میان •

درس ٩اطلاعات



اسفند ٢٧ جلسه جبران کلاس مورد در شد. خواهد برگزار جبران جلسه دو ١٢:٣٠ تا ٩ ساعت اسفند ١۵ پنجشنبه روز در •
شد. خواهد اطلاع رسان بعداً

بود. خواهد ٧ تا ۵ ساعت دوشنبه ها تمرین  کلاس زمان •

درس منبع و کلاس نقش ۴
کلاس برگزاری هدف است. پیچیده تر مباحث به مربوط گره های گشودن و درس مبحث هر از کل تصویر ارائه درس کلاس نقش
مطالعه با بتواند که طوری به باشد، داشته نظر مورد مبحث به نسبت خوبی ذهن جهت گیری کلاس از بعد دانشجو که است این
صورت به که است مطالب برخ کردن مطرح ر، دی هدف شود. متوجه کامل طور به را جزئیات ، درس منبع از مربوطه مبحث
که چیزی با متفاوت گونه ای به است ن مم استاندارد مباحث برخ که کنید توجه خاص طور به ندارد. وجود منابع در سرراست
هر منابع و حل تمرین، کلاس درس، کلاس در شده گفته مطالب دانستن مسئول دانشجویان شوند. ارائه کلاس در دارید انتظار

م باشند. جلسه

پایان ١۴:۵٢ حدود و م شود شروع ١٣:٣٢ حدود درس کلاس کند. شرکت درس جلسات در دانشجو م شود توصیه اکیداً
گفته مطالب بازنویس و مرور صرف را کلاس زمان برابر ٢ حدود جلسه، هر از بعد ساعت ۴٨ تا م شود توصیه همچنین م یابد.

کنید. کلاس در شده

تمرین حل کلاس نقش ۵
ماهیت اما م شود. توصیه و است پسندیده بسیار مبهم، نکات پرسیدن و کردن مطرح خاص طور به و درس کلاس در مشارکت
فرصت دادن تمرین  حل جلسات نقش م کند. محدود را تعامل حجم شود داده پوشش است لازم که استانداردی سرفصل و کلاس
بدیل ایده های و روش ها بررس کلاس، در شده مطرح مباحث و ایده ها مورد در کردن تامل و اندیشیدن برای دانشجویان به بیشتر
نقش جلسات این در دانشجو یان بنابراین است. مرتبط تمرین های و مثال ها دیدن و سان، ی نتایج به رسیدن برای نادرست احیاناً و

دارند. درس کلاس به نسبت فعال تری و پررنگ تر

کادمی آ و اخلاق استاندارهای ۶
هست مهم بسیار بنابراین کنیم. رعایت ن مم جای تا را کادمی آ و اخلاق استانداردهای که است این درس این در ما تلاش
درس کننده ارائه تیم  و درس، دانشجویان سایر درس، به نسبت را کلمه‐ اعم معنای ‐به لازم ادب موارد همه در دانشجویان که
از استفاده عدم ر، دی دانشجویان با کلاس سر کردن صحبت عدم درس، جلسات در شرکت امر این مصادیق از کنند. رعایت
ضروری)، مطلقاً موارد (یا است مرتبط ارائه حال در فعل محتوای به مستقیماً که منابع به دسترس برای جز ترونی ال وسایل
حداکثر درس دستیاران و مدرس متقابلا است. کلاس نظم رعایت و مناسب جای در نشستن کلاس، به موقع به خروج و ورود

داد. خواهند انجام درس دانشجویان و درس به نسبت ادب رعایت برای را تلاششان
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بحث ، عمل تمرین های مورد در باشد. دانشجو خود کار دانشجو هر توسط شده داده تحویل تمرین های که م رود انتظار
از کردن پیدا گاه آ یا دیدن اما م شود)، توصیه حت (و است مجاز درس دانشجویان سایر با مسئله حل ایده های مورد در کردن
کنید نگاه لاسیتان هم کد از بخش به حت نباید تمرین تحویل موعد از قبل بنابراین نیست. مجاز دانشجویان سایر راه حل جزئیات
نیست. مجاز هم لاس هم برنامه ال زدایی اش به کم طبعاً کاغذ). روی شبه کد صورت به احیاناً چه شده تایپ صورت به (چه
کنید. فراهم را لاس هم توسط کدتان شدن دیده  ان ام یا کنید بازگو لاسیتان هم برای را خود پیاده سازی جزئیات نباید همچنین
ن مم همچنین است. کد مشابهت کردن پیدا برای کوئرا سایت ان ام ، عمل تمرین های در تخلف ها تشخیص برای ما اصل ابزار
کار تمرین ها آیا دهیم تشخیص تا شود گرفته شده داده تمرین های از عمل آزمون ی ، عمل تمرین های موعد پایان از بعد است

خیر. یا است دانشجو خود

به کردن نگاه به مجاز اما کنید، مشورت خود لاس هم با سوال حل ایده های مورد در م توانید نیز نظری تمرین های در
تمرین حل برای که را دوستانتان از کدام هر نام است لازم همچنین نیستید. هم کلاس به خود راه حل دادن نشان و هم کلاس راه حل

تخط شما کار اینکه شانس و شماست از محافظت برای قاعده این بنویسید. تمرینتان پاسخ ابتدای در کرده اید مشورت آنها با
از کوئیز ی تمرین، سری هر تحویل موعد از بعد است ن مم م دهد. کاهش را شود داده تشخیص کادمی آ استانداردهای از
نتوانید و باشید داده تحویل تمرین برای را درست جواب اگر اما ندارد، نمره ای کوئیزها این شود. گرفته کلاس سر تمرین سوال های
خواهد تلق تمرین ها نگارش در تخلف بر شاهدی عنوان به موضوع این بنویسید، تمرین همان برای را درست جواب کوئیز، در

شد.

را آن است لازم م کنید، استفاده منبع از که صورت در نیست. مجاز اینترنت، در مثلا آماده، راه حل های از استفاده همچنین
کنید. محافظت متخلف عنوان به شدن داده تشخیص برابر در خودتان از تا کنید ذکر تمرینتان پاسخ ابتدای در

شامل م تواند قوانین، این نقض مجازات شد. خواهد برخورد جدی طور به تمرین ها مورد در شده گفته قوانین نقض موارد با
از و ، عمل و نظری تمرین های کل در گرفتن صفر تخلف)، شامل سوال فقط نه (و نظر مورد تمرین سری کل در گرفتن صفر

باشد. ر) دی نشده اعلام احتمال نمره هر چه و شده اعلام اضافه نمره ٢ (چه اضافه نمره هرگونه دادن دست

دهنده ارائه تیم با مورد این در است لازم خیر، یا م شود محسوب درس قواعد از تخلف شما کار داشتید تردید که صورت در
در کنید؛ اعلام ما به را موضوع این داوطلبانه که است این کار بهترین کردید، تخلف که صورت در همچنین کنید. مشورت درس

شد. خواهد شما با نرم تری بسیار برخورد کنیم کشف را شما تخلف ما که حالت به نسبت صورت این

که اولیه ای نمره است ن مم تخلف صورت در بنابراین شد. خواهد موکول ترم آخر به احتمالا تخلف ها بررس که کنید توجه
تخلف ناگهان و شود اعلام درس دستیاران توسط شما برای کامل نمره  هم ترم اواخر در حت و باشد کامل نمره م کنید دریافت

بدهید. دست از را اضافه نمره های و تمرین ها نمره کل و شود اعلام شما

آزمون ها مورد در ٧
درس مطالب دانستن شامل موضوع این است. درس مبحث مورد در دانشجو فکری توانایی میزان سنجش آزمون ها کلاسی هدف

است. جدید مسائل حل برای آنها کاربستن به توانایی و

که کرد خواهیم تلاش منظور همین به باشند. هم درس مطالب یادگیری فرایند ادامه ارزشیابی، بر علاوه م توانند آزمون ها اما
کنیم. منتشر را سوال ها برای راهنمایی حداقل یا پاسخ پایان ترم و میان ترم از بعد
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درست، ایده دانستن بر علاوه شده، نوشته راه حل های برای باشد. دقیق ان ام حد تا برگه ها تصحیح که م کنیم تلاش همچنین
ناقص طور به اما باشید، داشته راه حل برای درست ایده  اگر دارد. م گیرید که نمره ای میزان در مهم نقش هم راه حل نوشتن نحوه

گرفت. نخواهید کامل نمره کنید، بیانش گنگ یا

دقیق تر ذهن پرورش به کم و راه حل هایشان احتمال نواقص و اشتباهات از دانشجویان کردن گاه آ خاطر به هم موضوع این
نوشته اند. کامل تر و دقیق تر را راه حلشان که دانشجویان با افتراق و عدالت رعایت خاطر به هم و است شفاف تر بیان و

گرفت. نخواهند نمره ای نشود منجر سوال درست راه حل به و باشد نادرست اساس از ایده شان که راه حل هایی راستا همین در
راه حل. حجم نه و م شود، انجام آن بیان دقت و وضوح درجه و راه حل درست میزان اساس بر نمره ده ر دی عبارت به

درس در موفقیت برای نکات ٨
وریتم ها ال طراح توانایی آوردن درست به است. ترم طول در مداوم تلاش و گذاشتن وقت درس، در موفقیت برای نکته کلیدی ترین
به نزدی بازه  در (مثلا مقطع زیاد گذاشتن وقت استراتژی بنابراین و است، زمان بر پروسه ای وریتم ال تفکر یافتن پرورش و

کرد. نخواهد تولید درخشان نتایج امتحان ها)

شایان کم مطالب تعمیق و یم تح به م گیرید یاد که مطالبی نوشتن است. «نوشتن» تأثیر گرفتن جدی ر دی مهم نکته
کم آن احتمال ایرادهای فهمیدن و کردن دقیق تر به راه حلتان نوشتن به تلاش م کنید، حل تمرین که زمان همچنین م کند.

م کند.

درس از بخش حداقل که م شود توصیه دلیل همین به است. مفید بسیار مطالب یادگیری برای نیز ران دی از بازخورد گرفتن
کنید. استفاده ال اش رفع و تمرین حل برای شده تعیین زمان های از همچنین دهید. انجام دوستانتان همراه به را خواندنتان

اهمیت فردی تفاوت های گرفتن نظر در ر)، دی کار هر (یا درس یادگیری نحوه برای توصیه و راهنما هرگونه به توجه هنگام
برخ و دارند بهتری یادگیری گروه و تعامل محیط ی در و ران دی حضور در که هستند دانشجویان از بعض مثلا دارد. بسیار

م کنند برقرار کمتری ارتباط بعض و م گیرند یاد را مطالب بهتر کلاس سر ، بعض خاص طور به م گیرند. یاد بهتر تنهایی در ر دی
خاطر به بخش و دانشجویان، متفاوت شخصیت خاطر به مسئله این از (بخش بخوانند خودشان را مطالب که دارند بیشتری نیاز و
نیست. بودن دانشمندتر یا بودن باهوش تر معن به لزوماً است، مثبت هرچند جمع در بودن فعال تر است). اساتید متفاوت شخصیت

سایر از حال عین در و کنید استفاده بیشتر آن ها از و بشناسید را م کنند کار بهتر شما شخص برای که روش هایی کنید سع
مطالعه روی بیشتری تمرکز م برند، کمتری استفاده کلاس از که هستید دانشجویان زمره از اگر مثال برای نشوید. غافل هم روش ها
ارائه تیم به بازخورد دادن از جدای موضوع این طبعاً نکنید. ترک عنوان هیچ به را کلاس در حضور ول ذارید، ب خودتان شخص

است. نواقصشان اصلاح برای درس دهنده

این به م کنید. مصرف که است ذهن ای انرژی درس، در خودتان پیشرفت میزان سنجش برای معیار بهترین گفت بتوان شاید
کتاب مطالعه است. یادگیری لازمه جدید)، مسائل چه و کلاس در شده داده پوشش نکات (چه مختلف مسائل روی کردن فکر دلیل
را م گذارید کردن فکر برای که زمان از مفید استفاده برای لازم ذهن جهت ده و است لازم مدرس حرف های به توجه و درس
شدن درگیر نیازمند عمیق یادگیری و باشد مطالب یادگیری پیش زمینه م تواند صرفاً مطالب با انفعال مواجهه اما م دهد، شما به

است. فکری انرژی صرف و مباحث با
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کرد خواهیم تلاش توانمان حد در ما ببرید! لذت درس از کنید سع نیست: کمتر نکات بقیه از اهمیتش که نکته آخرین
ضعف های و محدودیت ها اما شود، فراهم جالب مطالب یادگیری برای خوبی فرصت و باشد جذاب علاقمند افراد برای درس که
تجربه ایجاد وظیفه از مهم بخش که م شود باعث دارد وجود درس مدرس وقت و شخصیت تجربه، دانش، در لاجرم که جدی ای

باشد. دانشجویان خود عهده به آموزش لذت بخش
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

دادگرنیا علیرضا و مستان مهدی نگارنده: وریتم ها ال از مقدمات :١ جلسه

ساختمان داده  و گسسته ریاضیات ، درس این پیش نیاز م کنیم. بیان آن ها تحلیل ونگ چ و وریتم ها ال از جلسه،مقدمات این در
همچون ساختمان داده هایی کارکرد ونگ چ با که است لازم اما نداربم) نیازی درس این در داده ساختمان جزئیات به نیازی چند است(هر

باشید. داشته درهم سازی١آشنایی

پایدار تطابق ١

بخش و مرد را آن بخش ی رئوس دارد(که رأس n آن بخش هر که داریم دو بخش گراف که است شرح پایدار٢بدین تطابق(ازدواج) مسئله
شامل واقع در و است کامل لیست دارد(هر وجود مقابل طرف رأس n از ترجیحات از لیست رأس هر برای م کنند). مدل زن با را آن ر دی

.( است شده مرتب ترجیحات ترتیب به که است عنصر n

کارآ طور به را آن ونه چ دارد، وجود اگر و نه یا دارد وجود )پایدار (ازدواج تطابق ی آیا که است این دارد وجود که سؤال حال
رأس با x رأس اگر مثلا دهند. ترجیح خود فعل زوج های به را ر دی ی بخواهند که نباشد زن و مردی که است این پایدار از بیابیم.منظور
x به را y رأس ، نیز a رأس و دهد ترجیح است) فعل اش زوج (که b به را a رأس ، y رأس و باشند منطبق٣شده b رأس با y رأس و a

ترجیحات لیست اگر ازدواج این نیست. پایداری ازداج مثال، این که هستند این بیان گر (y, a) ،آن گاه دهد ترجیح است) فعل اش زوج (که
است. (x, b), (y, a) ترجیحات، این پایدار ازدواج . b : x, y و a : y, x و y : a, b و x : a, b است: نا پایدار باشد، زیر صورت به افراد

حال م شود. استفاده روش این از بیمارستان ها و ان پزش کردن منطبق کشور ها، برخ در دارد؛مثلا زیادی کاربرد های ، مسئله این
دهد. پاسخ سؤال، این دو هر به که م دهیم ارائه وریتم ال

داریم.مثلا موقت های شدن منطبق وریتم ال اجرای این در که است صورت بدین وریتم است.ال خواستگاری وریتم سؤال،ال این وریتم ال
کرد!). تشبیه نامزدی دوران به را آن شوند(م توان منطبق ر دی ی با زن ها و مرد ها بعض موقت طور وریتم،به ال اجرای طول در است ن مم

تا که است صورت بدین وریتم نشده اند.ال منطبق کس با و هستند تنها زن ها و مرد ها همه ابتدا در که است صورت بدین وریتم ال
در که زن اولین به مرد این و ( بنامید m را فرد م کنیم(این انتخاب دلخواه به را تنها های مرد از ی دارد. وجود تنها مرد ی که زمان
آن گاه است تنها w اگر .( بنامید w را زن م دهد.(این است)،پیشنهاد نکرده خواستگاری (هنوز نداده است پیشنهاد هنوز ترجیحاتش لیست
ترجیح m به را m′ ، w است،اگر موقت زوج ی (m′, w) اگر اینصورت غیر در و م کند پیدا اختصاص هم به موقت طور به (m,w)

شود. م تنها m′ و شود م موقت زوج ی (m,w) صورت این غیر در و کند م رد را m ، دهد م
1hasing
2stable marriage
3match
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پایدار ازدواج ی یل تش وریتم، ال توسط شده یل تش زوج n شد، تمام که هنگام و م شود تمام وریتم ال که دهیم نشان باید حال
م دهند.

وقت است، مشخص وریتم ال روند از که همانطور م ماند؛زیرا باق داده شده کرد،نسبت پیدا نسبت مردی به زن که وقت : ١ مشاهده
که دهد پیشنهاد زن این به مردی که م کند پیدا تغییر زمان تنها و برود بین از نیست قرار اختصاص کرد،این پیدا اختصاص مردی به زن
دهد).همینطور رخ اتفاق این مرد ها برای که است ن مم شود.(اما تنها وقت هیچ ر دی نیست قرار زن این پس و باشد بهتر او فعل زوج از

است!!) بهتر زن این بودن تنها از مردی هر با ازدواج این که فرض شود.(با بهتر که م تواند فقط زن ها وضعیت

اگر که دلیل بدین وریتم). ال با است(مطابق نداده پیشنهاد او به که دارد وجود زن ی حتماً وقت آن باشد، تنها مردی اگر :٢ مشاهده
یا بلافاصله (یا اند کرده رد را او زن ها تمام که است معن بدین باشد، شده تمام لیست و باشد داده پیشنهاد زن ها تمام به m تنهای مرد
نم تواند پس است، برابر زن ها و مرد تعداد چون و یافته اند اختصاص اکنون زن ها همه این شده اند).بنابر مواجه بهتری پیشنهاد با که بعداً

است. تناقض پس باشد، تنها مرد این

.( نیست تنها مردی هیچ ر دی و م یابد پایان پیشنهاد، n2 حداکثر از م پذیرد.(بعد پایان وریتم ال این که م کند بیان مشاهده دو این

(y, b) و (x, a) که کنید فرض باشند. ناراحت(ناپایدار) زوج (x, b) زوج که کنید است.فرض پایدار ازدواج ی ، وریتم ال خروج
است، فعل اش زوج که a به را b ، x که است این (x, b) زوج بودن ناراحت از منظور باشد. وریتم ال توسط یافته تخصیص زوج های

م دهد،یعن ترجیح است، فعل اش زوج که a به را b ، x م دهد.این که ترجیح است، فعل اش زوج که y به را x نیز b و م دهد ترجیح
پایین تر اولویت سراغ به وگرنه است شده رد و است) ترجیحات لیست ترتیب به مرد ها پیشنهاد است(زیرا داده پیشنهاد b به a از قبل x این که
طبق زن ها وضع است(چون x از مطلوب تر برایش فرد این و است شده پیدا b برای بهتری مورد که م دهد رخ زمان اتفاق نم رفت.این

است. تناقض (x, b) زوج بودن ناراحت با که ( نم شود بد تر ١ مشاهده

است. بهینه() غیر زنان برای و بهینه مردان برای وریتم ال این

اجرا ثابت زمان در را وریتم ال while حلقه م توان که نشان دهیم کنیم.اگر صحبت  وریتم ال سازی پیاده راجع به کم م خواهیم حال
O(1) در بتوانیم با این کار است.برای O(n2) زمان از وریتم ال این اجرای زمان م شود،پس اجرا حلقه این بار n2 حداکثر چون آن گاه کرد،
هر و دارند حضور لیست این در مردان همه ابتدا در که باشیم پیوندی۴داشته لیست ی م توانیم این کار برای کنیم. پیدا را تنها مرد ی
م شوند تنها وریتم ال اجرای حین در که مردان همینطور و است O(1) زمان در کار این و م کنیم انتخاب را نفر ی لیست ابتدای از دفعه
آن در اولویت ها ترتیب که آرایه ی مرد هر برای م توانیم نیز O(1) زمان در ترجیحات لیست بررس برای کنیم. اضافه لیست انتهای به را

قسمت برای است. کدام است داده پیشنهاد آن به مرد این که است زن آخرین نشان دهنده شمارنده۵که ی و کنیم داری نگه را دارد وجود
برای که باشیم داشته n طول به آرایه ی م توانیم است، موقت زوج چه کس با نیست، تنها اگر یا است تنها که کنیم بررس باید را w زن که
ری دی مرد با w اگر که باید نیز آخر قسمت است).برای ١ ‐ خانه آن است، تنها است(اگر چه کس موقتش زوج که مشخص کنیم زن هر
آرایه ای زن، هر برای م توانیم این کار خیر.برای یا دهد م ترجیح m به را m′ ، w آیا که تشخیص دهیم باید ،( m′ است(مانند موقت زوح

چه کس زن این ام i اولویت که است این بیان کننده آرایه ام i خانه که باشد این گونه بنامید) pref را (آن ترجیحات آرایه اگر که کنیم درست
که است زن این چندم اولویت ، ام i شماره مرد که م کند بیان آن ام i خانه که است این گونه ( بنامید rank را جدید(آن آرایه است،آن گاه

است: زیر صورت به rank آرایه ساختن کد شبه واقع در ساخت. O(n) در م توان زن هر برای ترجیحات آرایه از را آرایه این

1 for i = 1 to n

2 rank[pref [i]] = i

4linked list
5counter
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تا انجام دهیم را w.rank[m] > w.rank[m′] مقایسه باید خیر، یا دهد م ترجیح m به را m′ ، w آیا که این مقایسه برای بنابر این
انجام دهیم. را قسمت این

است. انجام قابل ثابت زمان در while حلقه اجرای بار هر پس . م شود انجام ثابت زمان در نیز قسمت این پس

تعاریف ٢

ما از مسئله خروج عنوان به را سوال خواسته و داده اند ورودی عنوان به را داده هایی ما به که است این درس این در مسئله از منظور
چه ، خانواده این از ورودی هر برای که است شده مشخص و است ورودی  نامتناه از ورودی،خانواده ای از منظور واقع در م خواهند.

طراح از بیان دارد).حال قرار خروج ای چه ورودی، هر با متناظر که م کند مشخص که داریم تابع واقع است(در نظر مد خروج ای
ندارد. محاسبات لحاظ از است،مطلوبیت متناه  ورودی های تعداد که مسائل مورد بیابیم.در را تابع این بتوانیم ما که است این وریتم ال

است: زیر مسئله ، ورودی متناه تعداد برای مثال ی

شطرنج صفحه از موقعیت ی ورودی:

خیر. یا دارد برد سفید،استراتژی مهره با ن بازی آیا : خروج

م کنیم بررس را آن ها که محاسبات مسائل دسته بندی در و است) زیاد خیل آن تعداد است(ول متناه مسئله، این ورودی های تعداد
نیست. متناه ورودی ها تعداد آن گاه یریم، ب نظر در n× n را شطرنج صفحه مثال برای و دهیم تعمیم را مسئله این اگر اما نیست.

تعداد و شود انجام باید پروسه ای چه وریتم ال از مرحله هر در که باشد واضح کاملا و است متناه و دقیق وریتم،پروسه ال از منظور
باشیم: داشته وریتم ال از گام در اگر مثال برای باشد، اجرا قابل باید نیز وریتم ال گام هر شود. تمام و باشد متناه وریتم ال گام های
لحاظ از گام این ”… اینصورت غیر …در آنگاه دارد صحیح جواب wn+xn+ yn = zn معادله که است صحیح عدد بزرگترین ۴ ”اگر

است. دشوار آن بودن درست فهمیدن ول نیست ل مش دچار بودن دقیق

بیان برای ول است تورینگ ماشین مدل ، مدل ی که دهیم ارائه کامییوتر برای ریاض مدل ی باید که است این وریتم ال دقیق تر بیان
حافظه ای کامپیوتر که است این مدل این در ما فرض است. WordRam مدل از و نم شود استفاده مدل این از درس این در ریاض مدل
w ≥ lg n است،آن گاه n سایز از ما ورودی اگر و است بیت w که نگه داشت عددی م توان آن خانه هر در و دارد خانه تعدادی که دارد
مدل این کرد.در بیان دقیق را موارد این همه م توان اما کنیم بررس را محاسبات مدل دقیق طور به که نیست نیازی خیل درس این است.در

. بیت اعمال و جمع مثل مقدمات اعمال یا ، حافظه خانه ی در نوشتن و خواندن مانند داد انجام ثابت زمان در را اعمال برخ م توان

هر که کنیم استدلال باید و کنیم بیان کدی شبه صورت به را آن ها یا باشد توصیف صورت به است ن مم وریتم ها ال بیان درس این در
کنیم. تحلیل بهتر را وریتم ال اجرای زمان م توانیم کار این با و م کشد طول چقدر وریتم ال از ( گام(خط

وریتم ال اجرای زمان تحلیل ٣

م سنجیم. ورودی طول برحسب را اجرا زمان که وییم ب باید ابتدا چیست. اجرا زمان از ما منظور دقیقاً که شود مطرح سوال این است ن مم
نظر مورد خروج آن ها از کدام هر برای ما وریتم ال م خواهیم و داریم ورودی ها از خانواده ی ، محاسبات مسائل در گفتیم که همان طور
متفاوت عدد n وریتم ال ورودی کنید فرض حال کنیم. حساب ورودی طول هر برای را وریتم ال اجرای زمان که است این هدف بدهد. را
را کدام ورودی ها ن مم حالت های همۀ بین کنیم، تحلیل را وریتم ال م خواهیم که زمان که است این م شود مطرح که سوال باشد.

٣
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کنیم تعریف را وریتم، ال اجرای زمان ،T (n) یعن م کنیم. تحلیل را حالت بدترین دیده اید، قبلا احتمالا که همان طور م گیریم؟ نظر در
اکثر (در است آسان آن تحلیل ریاض نظر از که است این دارد کار این  که حسن .n به طول ورودی های روی وریتم ال اجرای زمان بیش ترین

همبستگ ساده تر، و کلاسی مسائل برای حداقل همچنین، است. خوب هم حالت بدترین در ما اجرای زمان که م کند تضمین و مسائل)
زمان اما م کنند کار خوب خیل عمل در که دارند وجود وریتم هایی ال نیست. این گونه هم همیشه اما دارد. عمل در وریتم ال با خوبی
انگار اما م کند عمل بد آن ها روی شدت به وریتم ال که دارند وجود خاص خیل ورودی های واقع در است. بد آن ها حالت بدترین اجرای
ی سری که است نیاز پس است. کم بسیار آن ها افتادن اتفاق احتمال یا نم افتند اتفاق هیچ وقت خاص خیل ورودی های آن عمل در
این کنند. تحلیل را برسند نظر به خوب م خواهیم ملاک هایی تحت که وریتم هایی ال که باشند داشته وجود نیز مدرن تر تحلیل روش های
بدترین ورای تحلیل آن به گاه که اخیر سال بیست در خصوص به است. شده کار آن ها روی زیاد و دارند وجود نیز تحلیل روش های
ساده ترین واقع در متوسط. حالت تحلیل مانند دارد وجود نیز ساده تر زین جای چند اما نم پردازیم آن به درس این در م شود. گفته حالت۶

ی اما م آید جذابی گزینۀ نظر به کنیم. تحلیل را متوسط حالت حالت، بدترین تحلیل جای به که است این م رسد ذهن به که چیزی
نیاز کنیم تعریف را متوسط ، ریاض امید با بخواهیم اگر کنیم؟ تعریف چیزی چه را متوسط که است این آن ایراد مهم ترین دارد. ایرادهایی
عمل به یعن باشد مصنوع است ن مم بذاریم ورودی ها روی توزیع نوع هر م کنند. پیروی توزیع چه از ما ورودی های بدانیم که داریم
زمان توزیع ی تحت که بیاید نظر به و کند گمراه را ما عملا اما باشد داشته خوبی ریاض تحلیل است ن مم واقع در باشد. نداشته ربط
که حالت بدترین تحلیل برخلاف کند. عمل بد بسیار عمل در است ن مم و ندارد وجود آن برای تضمین اما است خوب وریتم ال اجرای
هر باشد مهم خیل که نیست چیزی متوسط حالت تحلیل بنابراین م کند. کار خوب همیشه وریتم ال که م داد تضمین ما به بود خوب اگر

دارد. وجود آن مورد در نیز جالبی نتایج و است شده کار زیاد آن روی چند
است تابع ی منظور که بیاید وجود به تصور این است ن مم و م کنیم محاسبه ورودی طول برحسب را اجرا زمان گفتیم که کنید دقت
مرتبه ای صورت به را اجرا زمان دیده اید، کردیم، اشاره آن به جلسه همین در که مثال و داده ها ساختمان درس در احتمالا که همان طور اما،
طول دقیق تعریف معناست؟ چه به ورودی طول که است این ر دی سوال م گیریم. نادیده اوقات اکثر را ثابت ضرایب و م کنیم محاسبه
دارند، وزن هایی آن یال های و راس ها و است گراف ی مسئله ورودی اگر مثلا است. دارد، وجود ورودی در که بیت هایی تعداد ورودی،
را ورودی طول وریتم ها، ال تحلیل در اوقات از بسیاری اما م گوییم. ورودی طول را است لازم اطلاعات این ذخیرۀ برای که بیت هایی کل
نظر در را بیت ها تعداد بخواهیم صورت که در یریم، ب ورودی را عدد تعدادی بخواهیم اگر مثال برای م گیریم. نظر در ورودی عناصر تعداد
عمل هر که م دهیم قرار محاسبات مدل روی را فرض ما دلیل همین به م شود. سخت آن محاسبۀ و م شود مهم اعداد این طول یریم ب
ر دی و یریم ب نظر در ورودی عناصر تعداد همان را ورودی طول م توانیم فرض این با م دهد. انجام O(1) در را عدد دو روی مقدمات
که م شود لازم گاه اما هستند ل ش این به م دهیم انجام ما که تحلیل هایی و وریتم ها ال از بسیاری نکنیم. دقت ورودی اعداد اندازۀ به
گام های تعداد یا نباشد معقول کردیم اضافه که فرض یا باشند بزرگ خیل ورودی اعداد است ن مم واقع در برویم. دقیق تعریف سراغ به
به طور یریم. ب نظر در ورودی طول عنوان به را بیت ها تعداد که است لازم شرایط این در کند. پیدا ربط ورودی اعداد اندازۀ به وریتم ال
زمان در اعداد اندازۀ گاه داریم، محاسبات پیچیدگ قسمت در که بحث هایی و بیشینه٨ جریان مسئلۀ پویا٧، برنامه ریزی جلسات در خاص

کنیم. دقت آن ها به که است لازم و دارند تاثیر اجرا

وریتم ال خود دربارۀ و هستیم آن حل برای وریتم ال دنبال به ، محاسبات مسئلۀ نام به داریم مسئله ای ی که دادیم توضیح این جا تا
تعریف داریم نیاز پس باشد. خوب آن اجرای زمان که هستیم وریتم ال دنبال به ما که کنید توجه حال کردیم. بحث آن اجرای زمان و
ی که هستند ل ش این به داریم کار و سر آن ها با ما که محاسبات مسائل از بسیاری دهیم. ارائه نیز وریتم ال بودن) (خوب کارآیی٩ از

خوب خیل آن اجرای زمان طبعاً اما کرد پیدا م توان راحت به را نیم، ب آن مورد در فکری نیست لازم خیل که وریتم ال یا بد وریتم ال
از مستقل زیرمجموعه ای خروج و گراف ی ورودی مسئله این در یرید. ب نظر در را بیشینه مستقل مجموعۀ مسئلۀ مثال برای نیست.
از ی مسئله این باشد. نداشته وجود یال آن ها از دوتایی هیچ بین که رأس تعدادی یعن مستقل زیرمجموعۀ است. بیشینه، اندازۀ با رئوس

6Beyond worst case analysis
7Dynamic Programming
8Maximum flow
9Efficiency
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زیرمجموعه های همۀ است کاف تنها کند. حل را مسئله که بدهیم وریتم ال م توانیم راحت به است. گراف وریتم های ال کلاسی مسائل
یا دارد وجود یال دوتایی هر بین بفهمیم که کنیم صرف را زمان ی و کنیم بررس باید را زیرمجموعه 2n یعن کنیم. بررس را رئوس
نیز O(n2) هزینۀ که کنیم بررس را آن ها بین یال وجود و یریم ب نظر در را نقاط از زوج هر زیرمجموعه این در م توانیم مثلا ندارد. وجود
جستجوی وریتم ال مسائل از خیل واقع در کنیم. حل را مسئله م توانیم حالات همۀ بررس با حال هر به پس بدهیم. باید بررس این برای
اما کنیم. پیدا را مدنظر خروج حالت ها همۀ کردن بررس با م توانیم و است متناه آن ها جواب های تعداد چون دارند حالت ها١٠ همۀ
اجرای زمان سوال همین در هستند. نمایی ورودی برحسب و دارند بدی اجرای زمان ل، ش این به وریتم های ال معمولا که است این نکته
پایدار تطابق مسئلۀ در مثلا برسیم. n! مرتبۀ به است ن مم هم سوالات از بعض در است. O(2nn2) کردیم پیدا فکر بدون که وریتم ال
مجموعۀ ی زیرمجموعه های همۀ که بنویسید برنامه ای که است کردن فکر برای خوبی سوال هم این البته دارد. وجود مختلف حالت n!

حل حالات همۀ جستجوی با م توانید را مسائل از خیل دهید انجام را کار این اگر کند. تولید را عدد n ت های جایش همۀ یا عضوی n

ما اما م شود برابر دو اجرا زمان آن گاه شود زیاد ی ورودی) عناصر (تعداد n اگر مثلا زیرا نیستند خوب اجراها زمان این طبعاً کنید.
اجرایی زمان چنین بخواهیم اگر شود. ضرب عدد ی در نیز اجرا زمان شد ضرب عددی ی در ورودی عناصر تعداد اگر که داریم دوست
اجرای زمان داشتن وریتم، ال ی کارآیی برای دفاع قابل و استاندارد تعریف ی پس م رسیم. چندجمله ای اجرای زمان به باشیم داشته
عدد ی در اجرا زمان آن گاه شود برابر دو ورودی عناصر تعداد و باشد O(nk) وریتم ال اجرای زمان اگر مثال برای است. چندجمله ای

خیل خواص چندجمله ای ها همچنین م شود. محسوب بزرگ خیل بهبود نمایی اجرای زمان با مقایسه در که م شود ضرب (2k) ثابت
تعریف را چندجمله ای اجرای زمان اگر پس است. چندجمله ای ی هم باز چندجمله ای دو ترکیبِ و ضرب جمع، مثلا دارند. نیز خوبی
از دفعه تعدادی و باشد داشته زیربرنامه عنوان به را ر دی خوب وریتم ال ی خوب، وریتم ال ی اگر آن گاه یریم ب نظر در خوب وریتم ال
با مختلف روش های به را چندجمله ای اجرای زمان با وریتم ال تعدادی اگر واقع در است. چندجمله ای اجرا زمان هم باز کند، استفاده آن

ریاضیات یا محاسبات مدل های در را وریتم ال ی اگر که است این نیز ر دی نکتۀ ی داریم. کارآمد وریتم ال ی همچنان کنیم تلفیق هم
چندجمله ای به طور آن ها اجرای زمان معمولا کنیم اجرا تورینگ، ماشین یا Word RAM مانند داد، ارائه م توان کامپیوتر برای که مختلف
Word مدل در وریتم ال ی اجرای زمان اگر یعن باشد. خوش دست تعریف تعریف، این که م شوند باعث موارد این دارند. فرق هم با
مثلا باشند داشته فرق هم با چندجمله ای ها این است ن مم تنها است. چندجمله ای نیز تورینگ ماشین مدل در باشد چندجمله ای RAM
از نیست قرار و ندارد وجود نگران جای ندارید، آشنایی تورینگ ماشین با اگر البته باشد. O(n3) ر دی مدل در و O(n2) مدل ی در
وضوح به باشد O(n100) وریتم ال ی اجرای زمان اگر مثلا دارد. نیز کاست هایی تعریف این حال عین در نیم. ب استفاده ای مفاهیم این
حداکثر معمولا آن ها اجرای زمان دارند، چندجمله ای وریتم ال که مسائل و م آید پیش کم عمل در اما است معقول نکتۀ این نیست. کارآ
O(n) وریتم ال ی اجرای زمان است ن مم یعن است وارد نیز O نمادگذاری به اعتراض این مشابه ندارند. بالایی درجۀ و است O(n3)

وریتم ال مسئله ی که دهیم نشان بتوانیم اگر حال نباشد. کارآمدی وریتم ال و باشد بزرگ بسیار شده، مخف O در که ثابت آن اما باشد
بخش در رابطه، این در است. سخت مسئلۀ ی و ندارد کارآ وریتم ال واقعاً که م شویم قانع بهتر آن گاه ندارد چندجمله ای اجرای زمان با
چندجمله ای اجرای زمان با وریتم ال را کارآ وریتم ال که است درست داد. خواهیم ارائه بیش تری خیل توضیحات محاسبات پیچیدگ
که است این ما هدف و دهیم ارائه O(n100) اجرای زمان با وریتم ال مسائل برای که نیست این ما هدف درس این در اما کردیم تعریف
پیدا مسائل بعض در باشد. پایین آن درجۀ که چندجمله ای ی یعن دهیم ارائه O(n2) و O(n log n) ،O(n) اجرای زمان با وریتم ال
که کنیم پیدا O(n log n) اجرای زمان با وریتم ال که است این هوشمندی و نیست سخت کار O(n2) اجرای زمان با وریتم ال ی کردن

شود. بزرگ n اگر است O(n2) از بهتر خیل
مثلا م شوند. ظاهر زیاد خیل که هستند آن ها از نوع چند م شویم روبه رو آن ها با که مسائل بین در که کنیم اضافه باید را نکته این
رأس تک هر مثلا هستند. مستقل که داریم رئوس از مختلف زیرمجموعه های است. بهینه سازی مسئلۀ ی بیشینه، مستقل مجموعۀ مسئلۀ
مسئلۀ ی مسئله، این گفت م توان بنابراین است. بیشینه آن سایز که م خواهد را زیرمجموعه ای مسئله، اما است مستقل مجموعۀ ی

ی دارد وجود اگر و ندارد یا دارد وجود چیزی ی که است این سوال یعن هستند جستجو مسائل مسائل، ر دی نوع است. بهینه سازی
جواب فقط هم گاه البته کنیم. پیدا را پایدار تطابق ی که است این هدف پایدار، تطابق مسئلۀ در مثال برای دهیم. خروج را آن ها از
دارد؟ ذرد) ب رئوس همۀ از که (دوری همیلتون دور گراف آیا که است این سوال و شده داده گراف مثلا است. خیر یا بله ل ش به مسئله

10Brute force
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مسئلۀ در مثال برای کرد. تبدیل هم به را مسائل این م توان مواقع از بسیاری در که است این نکته و داریم مختلف مسئلۀ نوع چند پس
حداقل اندازۀ با مستقل زیرمجموعه ای گراف آیا که باشد این خروج و کنیم اضافه ورودی به k عدد ی م توانیم بیشینه، مستقل مجموعۀ

م شود. تبدیل جستجو مسئلۀ ی به بهینه سازی مسئلۀ این کار این با دارد؟ k

اعمال ی سری ما محاسبات مدل که است این بر ما فرض ببینیم. مثال همراه به را رایج اجراهای زمان از ی سری که نیست بد حال
گام های کل در و حافظه از خانه دو مقایسۀ یا حافظه از خانه دو روی مقدمات منطق و ریاض اعمال یا حافظه از خانه ی خواندن مثال
در مثال عنوان به دیده ایم. O(log n) اجرای زمان با وریتم هایی ال از هم مثال هایی م دهد. انجام O(1) در را ما وریتم ال مقدمات
جستجوی از استفاده با مرتب شده آرایۀ ی در عدد ی کردن پیدا نکنیم، حساب وریتم ال اجرای زمان جزء را ورودی خواندن صورت که
اجرای زمان م شود قلمداد اجرا زمان بهترین اصولا و م شود ظاهر جاها خیل که ری دی اجرای زمان م برد. زمان O(log n) دودویی١١،
این م کنیم حساب اجرا زمان جزء نیز را ورودی خواندن معمولا چون باشد خط ورودی طول برحسب اجرا زمان یعن است O(n) یا خط
مرتب شده آرایۀ دو یا کنیم پیدا را بیشینه یا کمینه آرایه ای در بخواهیم اگر مثال عنوان به برسیم. آن به م توانیم که است اجرایی زمان بهترین
ر دی مثال دهیم. انجام O(n) در م توانستیم را مرتب شده آرایۀ دو ادغام آورید، یاد به را ١٢ ادغام مرتب سازی وریتم ال اگر کنیم. ادغام را
واقع در است. حل قابل O(n) در نیز مسئله این شود. k آن ها جمع که کنیم پیدا عدد دو مرتب شده، عدد n از لیست در که است این
k حاصل اگر م زنیم. جمع هم با را خانه دو این متناظر عدد سپس م دهیم. قرار آرایه، انتهای در ی و آرایه ابتدای در ی اشاره گر، دو
کنیم جمع هم عدد بزرگ ترین با را آن اگر حت چون نم خورد در به آرایه اول خانۀ یعن شد k از کم تر اگر است. تمام مسئله حل که شد
به آرایه آخر خانۀ یعن شد k از بیش تر آن ها جمع اگر همین طور و ببریم جلو ی را اول خانۀ اشاره گر م توانیم بنابراین نم رسد k به باز
ری دی سمت به اشاره گر دو از ی م توانیم گام هر در ترتیب همین به ببریم. عقب ی را آخر خانۀ اشاره گر م توانیم و نم خورد درد
مسئله این فکر بدون وریتم ال ندارند. یا دارند وجود k مجموع با عدد دو که م شود معلوم بالأخره nگام از بعد بنابراین و دهیم حرکت
در که است این سخت تر سوال حال است. O(n2) آن اجرای زمان که کنیم بررس را ن مم حالت (

n
2

) همۀ که است ل ش این به نیز
از بعد و کنیم مرتب را آرایه ابتدا که است این بدیه وریتم ال شود. k آن ها جمع که کنید پیدا دو مرتب شده)، لزوماً (نه عدد n از لیست
وریتم هایی ال از استفاده (با م شود مرتب سازی صرف زمان این زیرا است O(n log n) آن اجرای زمان که کنیم عمل قبل مسئلۀ مانند آن
کنیم. حل را مسئله م توانیم نیز O(n) در که است این جالب نکتۀ م کنیم. پیدا را عدد دو O(n) در سپس و ( ادغام مرتب سازی نظیر
هر و کنیم حرکت آرایه روی سپس کنیم ذخیره درهم سازی جدول ی در را عدد n همۀ یعن کنیم. استفاده درهم سازی١٣ از باید واقع در
کل در پس دارد را O(1) هزینۀ متوسط به طور کار این ندارد. یا دارد وجود درهم سازی جدول در k−a که کنیم بررس را دیدیم که a عدد
مسئلۀ م شود، حل زمان این در که مسئله ای مهم ترین م رسیم. O(n log n) اجرای زمان به بدهیم. باید را O(n) هزینۀ متوسط به طور
حل، و تقسیم روش با مثلا که ری دی مسائل از خیل و م شود ظاهر نیز ر دی مسائل از خیل در زیربرنامه عنوان به که است مرتب سازی
این شد، خواهد صحبت آن راجع به بعد جلسۀ در مفصل به طور که زمینه، این در جالب مسئلۀ ی دارند. اجرایی زمان چنین م شوند حل
و دارد O(n2) بدیه وریتم ال هم مسئله این کنیم. پیدا را نقطه زوج نزدی ترین باید و شده داده ما به صفحه در نقطه ی سری که است
ورودی است. 3SUM مسئلۀ است، O(n3) آن بدیه وریتم ال که ری دی مسئلۀ داد. خواهیم آن برای بهتری وریتم های ال بعد جلسۀ در
این برای شود؟ صفر آن ها جمع که دارند وجود ak و aj ،ai مانند عدد سه آیا که است این سوال و هستند a1, a2, . . . , an اعداد مسئله
و م کنیم ذخیره درهم سازی جدول ی در را اعداد همۀ واقع در داد. O(n2) وریتم ال م توان درهم سازی جدول از استفاده با نیز مسئله
آیا که است این م شود مطرح که سوال ندارد. یا دارد وجود جدول در آن ها مجموع قرینۀ آیا که م کنیم بررس اعداد از زوج هر برای
عدد زوج هر برای و کنیم مرتب را اعداد همۀ ابتدا م توانیم زیرا داریم O(n2 log n) قطع وریتم ال داریم؟ نیز O(n2) قطع وریتم ال
داریم. نیز O(n2) قطع وریتم ال ندارد. یا دارد وجود اعداد بین در −(a+ b) آیا که کنیم بررس دودویی جستجوی از استفاده با ،a, b
با برابر آن ها مجموع که دارند وجود عدد دو آیا که م کنیم بررس a عدد هر برای قبل، مسئلۀ از استفاده با و م کنیم مرتب را آرایه هم باز

شود. −a

11Binary search
12Merge sort
13Hashing
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درس کلیات ۴

بهتر شاید که دارند وجود مسائل جزوه ها در که است این اول نکتۀ دهیم. ارائه توضیحات درس کلیت راجع به است قرار بخش این در
نیاز شاید نیز مواقع بعض بروید. سوال حل راه سراغ به بعد و کنید فکر سوال آن روی خودتان مقداری آن ها حل راه خواندن از قبل باشد
بهتر طبعاً کنید مطالب درگیر را خود ذهن بیش تر چه هر واقع در کنید. فکر آن راجع به بهتر درک برای مطلب ی خواندن از بعد که باشد
آسان تر. بعض و باشند سخت تر مقداری است ن مم آن ها از بعض هستند. متنوع مطالب که است این دوم نکتۀ یرید. ب یاد م توانید
را مطالب این م توانید باشند. پیشرفته تر یا سخت تر مقداری که شود گفته مطالبی است ن مم جلسات از بعض انتهای در خاص به طور
م شود بررس جلسه انتهای در که مسئله ای م توانید و است ل ش همین به دوم جلسۀ مثلا بروید. آن ها سراغ به ری دی زمان یا نکنید دنبال
که ٢٢ و ٢١ جلسات مانند هستند طولان تر عادی حالت از که دارند وجود نیز جلسات بروید. آن سراغ به ری دی زمان یا نکنید دنبال را
متنوع تکنی های راجع به هم که است قرار درس این در ندارند. قرار نیز امتحان بودجۀ در و م شود گفته اختیاری مطالب آن ها انتهای در
جدید، مسائل در زیربرنامه یا مستقیم به طور م شویم، روبه رو آن ها با عمل در اوقات از خیل که کلاسی مسائل هم وریتم، ال طراح

ی یعن دارند کلاسی وی ال کرد، خواهیم بررس که مسائل اکثر ر. دی محاسبات مدل های راجع به حدی تا همین طور کنیم. بحث
به را ورودی که باشد ل ش این به مسئله مدل است ن مم گاه بدهیم. خروج ی که است قرار و داریم ی جا) صورت (به ورودی
برگرداند. را تصمیمش ر دی نم تواند و یرد ب تصمیم لحظه هر در باید ما وریتم ال شود. داده ما به تکه تکه ورودی و نداریم ی جا صورت
ورودی کل که باشیم نداشته کاف حافظۀ است ن مم م شود. صحبت آن ها راجع به اضافه جلسات در که است برخط١۴ مدل ی واقع در
به دست ورودی راجع به اطلاعات ی سری و داریم نگه را آن از اطلاعات و کنیم نگاه را ورودی کل بار ی بتوانیم تنها و کنیم ذخیره را
ارائه تصادف وریتم ال بخواهیم است ن مم یا کنیم حل تقریبی بخواهیم و کنیم حل دقیق را مسئله نخواهیم است ن مم نیز گاه بیاوریم.
در است، تصادف تکنی های دربارۀ اضافه جلسات از زیادی بخش خاص به طور م پردازیم. بیش تر درس در وریتم ها ال این به که دهیم
را تصادف وریتم ال ی بعد جلسۀ در مثال عنوان به م زنیم. تصادف وریتم های ال به گریزی گاه نیز درس کلاسی و مقدمات بخش
قسمت هایی در حت و ما درس جمله از وریتم، ال مقدمات درس های در اصولا دید. خواهیم نقطه زوج نزدی ترین کردن پیدا مسئلۀ برای
روش های که روش هایی از ی سری هستند. ترکیبیات وریتم های ال ما، وریتم های ال اصطلاح به همچنان م شود، پیشرفته تر مقداری که
روش های از استفاده با وریتم ال طراح قبل، به نسبت کرده اند پیدا بیش تری رواج اخیر دهۀ دو ی در و هستند وریتم ال طراح در مدرن تر
روش های یا پیوسته بهینه سازی روش های اما کرد. خواهیم بررس درس این در را خط بهینه سازی روش البته هستند. پیوسته بهینه سازی

ترکیبیات وریتم های ال با بیش تر و نم شود پرداخته آن ها به درس این در که هستند وریتم ال طراح مدرن روش های ، خط جبر بر مبتن
داریم. کار و سر

به باید که هستند مباحث یعن هستند کلاسی و بنیادی مباحث ،١١ تا ١ جلسات دهیم، توضیح بخواهیم جلسات خود راجع به اگر
را جلسات این مباحث کل در و کنید حل مسئله کنید، تأمل است لازم چه قدر هر که کنید سع و ذارید ب وقت آن ها روی کاف اندازۀ
مسیر کوتاه ترین گراف، پیمایش وریتم های ال گراف، مقدمات وریتم های ال مانند وریتم ال طراح کلاسی روش های یرید. ب یاد خوب
تکه چند درس که گفت م توان بعد به آن جا از کنید. دنبال باید کامل که م دهند یل تش را درس مقدمات قسمت های پویا برنامه ریزی و
،٢٠ تا ١٧ جلسات در است. بیشینه جریان راجع به ،١۶ تا ١٣ جلسات مثلا کرد. دنبال نیز هم از مستقل را آن ها م توان بعضاً که م شود
نیز را جلسه پنج این م توان که هستند سخت مسائل حل با رابطه در ،٢٢ و ٢١ جلسات و شد خواهد بحث مسائل سخت اثبات راجع به
م دهند. یل تش را درس کلاسی قسمت جلسات این و م شود بررس خط برنامه ریزی ،٢۶ تا ٢٣ جلسات در گرفت. نظر در تکه ی
کامل را آن نخواهید اگر حت بدانید را بیشینه جریان مسئلۀ از مقدمات که است خوب فقط کنید دنبال به ترتیب که نیست لازم را تکه ها این
یا سخت مسائل مانند ر دی قسمت های به م توانید آن از بعد اما ببینید را ١۴ جلسۀ از نیم و ١٣ جلسۀ که است خوب مثلا کنید، دنبال

هستند. مستقل ر دی ی از خط برنامه ریزی و سخت مسائل تکۀ دو گفت م توان بزنید. سر خط برنامه ریزی
مثلا خاص. حالت های جز به ندارند ٢۶ تا ١٣ جلسات به زیادی وابستگ نیز آن ها که هستند درس اضافۀ جلسات جلسات، این از بعد
تکه هایی نیز اضافه جلسات خود م شود. گفته سخت مسائل جلسات در آن تعریف که شود آورده ان پی‐تمامیت١۵ از اسم است ن مم

14Online
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دو هستند. برخط وریتم های ال با رابطه در اضافه ٢ و ١ جلسات م دهند. یل تش تصادف وریتم های ال را آن ها موضوع مهم ترین و دارند
که گفت بتوان شاید ندارند، خود از قبل جلسات به خاص ربط که هستند ر دی تکۀ ی درخت تجزیۀ و ثابت پارامتر وریتم های ال جلسۀ
بر مبتن روش های راجع به که جلسه ای جز به کرد دنبال مستقل به طور م توان نیز را تقریبی وریتم های ال است. ٢١ جلسۀ آن پیش نیاز تنها
با رابطه در که اضافه جلسات بیش تر است. خط برنامه ریزی آن پیش نیاز طبعاً و تقریبی وریتم های ال طراح برای است خط برنامه ریزی

شود. دنبال ترتیب به که است خوب است، تصادف وریتم ال
یعن یرید ب یاد را مباحث م توانید بهتر کنید، درگیر بیش تر را خود ذهن چه قدر هر که است این م دانید، خودتان احتمالا که نهایی، نکتۀ

است، موجود جزوه در آن ها حل و شده اند حل تمرین حل کلاس یا کلاس سر که مسئله هایی کنید، حل مسئله کنید، فکر بیش تر چه قدر هر
ذهن انرژی که میزان با دارد تناسب شما یادگیری میزان کل در دارد. شما یادگیری در زیادی تاثیر کنید، حل خودتان حل راه دیدن از قبل را

نشود. حل اگر حت کنید، حل جدید مسئلۀ یا بفهمید را چیزهایی ی م کنید سع و م کنید صرف

٨
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار
دادگرنیا علیرضا نگارنده: حل١ و تقسیم :٢ جلسه

مثال ی و باشیم داشته حل و تقسیم روش بر مروری است قرار جلسه این در شدیم. آشنا درس کلیات و مقدمات با قبل جلسۀ در
ر دی مثال ی نیز جلسه انتهای در کنیم. حل م دهد ما به بهتری اجرای زمان که تصادف روش ی و روش این از استفاده با را کلاسی

م کنیم. حل تصادف روش همان با را

حل و تقسیم روش ١

سپس م کنیم تقسیم کوچ تر سایز با زیرمسئله چند به را مسئله ابتدا روش این در است. شده یل تش مرحله سه از حل و تقسیم روش
برای برسیم. اصل مسئلۀ جواب به تا م کنیم (ادغام) تلفیق هم با را زیرمسئله ها نهایت در و م کنیم حل را زیرمسئله ها این از کدام هر
مرتب بازگشت طور به زیرآرایه ها این از کدام هر م کرد، تقسیم n2تایی زیرآرایۀ دو به را nتایی آرایۀ ابتدا ٢ ادغام مرتب سازی وریتم ال مثال
انجام راحت به حل و تقسیم مرحلۀ دو وریتم ال این در برسیم. اصل آرایۀ جواب به تا م کرد ادغام هم با را زیر آرایه دو این جواب و م کرد
وریتم ال برعکس است، ن مم گاه دهد. انجام را تلفیق O(n) در که بنویسیم وریتم ال ی که داریم نیاز تلفیق قسمت برای اما م شوند
نیاز بخش دو هر است ن مم گاه و باشد ساده تلفیق بخش و باشد داشته هوشمندانه ای عمل به نیاز تقسیم بخش ، ادغام مرتب سازی
حل از بعد تلفیق بخش سریع٣ مرتب سازی در مثال برای نباشند. انجام قابل سادگ به هیچ کدام و باشند داشته هوشمندانه ای وریتم ال به

است. مسئله تقسیم بخش اصل چالش و م شود انجام خودبه خود زیرمسئله ها

صفحه در نقطه زوج نزدی ترین کردن پیدا مسئلۀ ٢

d (pi, pj) طوری که کنیم پیدا را j و i اندیس های باید ما و است شده داده ما به صفحه در p1, p2, . . . , pn نقطۀ n که است این مسئله
وجود O

(
n2

) زمان پیچیدگ با مسئله این برای بدیه حل راه ی است). pj و pi نقطۀ دو فاصلۀ d (pi, pj) از (منظور باشد کمینه
به دست مقادیر همۀ بین و کنیم حساب را d (pi, pj) دارد، حالت (

n
2

) که ،pj و pi نقطۀ دو هر برای است کاف که صورت این به دارد
هستیم. O(n log n) زمان پیچیدگ با حل راه دنبال به ما حل و تقسیم سوالات اکثر مانند اما کنیم. پیدا را کمینه آمده

آن ها بین و کنیم حساب را متوال نقطۀ دو هر فاصلۀ سپس کنیم مرتب را نقاط است کاف م کنیم. بررس را بعدی ی حالت ابتدا
کل زمان پیچیدگ دارد، نیاز O(n) زمان به کمینه کردن پیدا و O(n log n) زمان به نقاط کردن مرتب که آن جا از کنیم. پیدا را کمینه

است. O(n log n) وریتم ال

آن باشیم امیدوار و کنیم مرتب آن ها (y) x مشخصۀ برحسب را نقاط که برسد ذهن به ایده این شاید م گردیم. باز اصل مسئلۀ به حال
نم افتد. اتفاق این که دارد وجود بسیاری حالات اما باشد. نزدی هم به نیز آن ها (y) x مشخصۀ دارند، را فاصله کم ترین که نقطه ای دو

1Divide and Conquer (and Combine)
2Merge Sort
3Quick Sort
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به دسته دو که (تقسیم) دوم دستۀ در را نقاط بقیۀ و م دهیم قرار دسته ی در را اول n2تای م کنیم، مرتب x مشخصۀ برحسب را نقاط
تلفیق قسمت مسئله این در اما (حل). م کنیم حل دسته دو هر برای بازگشت طور به را مسئله سپس شده اند جدا ر ی دی از خط ی وسیلۀ

ی که نقاط زوج فاصلۀ باید تنها که کنید دقت باشد. δ2 دوم دستۀ در و δ1 اول دستۀ در فاصله کمینۀ کنید فرض نیست. بدیه چندان
تعداد همچنین شده اند. بررس بازگشت قسمت در نقاط زوج بقیۀ زیرا کنیم بررس را دارد قرار دوم دستۀ در ری دی و اول دستۀ در آن ها از

.δ = min {δ1, δ2} م دهیم قرار کنیم. بررس را آن ها همۀ نم توانیم ما پس است n2

4 تقریباً نقاط زوج این

δ1

δ2

δ δ
ℓ1 ℓ2

ℓ

بین آمده وجود به نوارِ از خارج که نقطه ای هر م کنیم. رسم آن از δ فاصلۀ به و دسته دو تقسیم کنندۀ خط موازاتِ به خط دو بالا ل ش مانند
توجه کنیم. بررس را نوار داخل نقاط است کاف تنها پس دارد ℓ خط ر دی طرف نقاط از δ از بزرگ تر فاصله ای دارد قرار ℓ2 و ℓ1 خط دو
نم دهد. کاهش را کنیم بررس باید که نقاط زوج تعداد نوار این وجود لزوماً یعن یرند ب قرار نوار داخل نقاط، همۀ است ن مم که کنید
در م دهیم نشان م گرفتیم، نظر در بعدی نقطۀ با را نقطه هر بعدی ی حالت در م کنیم. استفاده را بعدی ی حالت با مشابه ایده ای حال
مانند دلخواه نقطۀ ی یریم. ب نظر در بعدی نقطۀ ٧ با را نقطه هر است کاف کنیم، مرتب y مشخصۀ برحسب را نوار بین نقاط اگر این جا

م کنیم: تقسیم زیر ل ش مانند را نوار و م گیریم نظر در را p

δ1

δ2

δ δ
ℓ1 ℓ2

ℓ

q

ppppppppppppppppp

rrrrrrrrrrrrrrrrr

δ
2

δ
2

وجود نقطه دو نم تواند مربع هیچ در که کنید دقت باشد. داشته قرار پایین خط روی p نقطۀ که شده اند رسم ل ش به خطوط واقع در
زوج فاصلۀ م دانیم اما است کوچ تر δ از که است √

2
2 δ یعن مربع قطر اندازۀ به حداکثر هم از آن ها فاصلۀ این صورت در زیرا باشد داشته

دارند قرار شده رسم مستطیل از بالاتر که نقاط فاصلۀ هم چنین است. تناقض این و است δ حداقل دارند قرار ℓ خط سمت ی که نقاط
کنیم حساب را p از ،(r دارند(مانند قرار مربع ها از ی درون که نقاط فاصلۀ است کاف تنها پس است. δ با برابر حداقل p از ،(q (مانند

است. δ و عدد این کمینۀ مسئله، نهایی جواب کنیم. پیدا را کمینه آمده به دست مقادیر همۀ بین و

نوار داخل نقاط همۀ تلفیق مرحلۀ برای واقع در نداریم. خطوط این کشیدن به نیازی ما سوال این وریتم ال نوشتن برای که کنید دقت
بالا توضیحات م کنیم. حساب را آن از بعد نقطۀ ٧ با نقطه هر فاصلۀ بالا به پایین از و م کنیم مرتب y مشخصۀ حسب بر م کنیم، پیدا را

م کند. کار درست وریتم ال این چرا بفهمیم تا م کند کم ما به
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به کنیم مرتب را نقاط بار هر بخواهیم اگر اما باشند داشته O(n) زمان پیچیدگ تلفیق و تقسیم مراحل داریم نیاز که کنید توجه حال
م کنیم. مرتب x مشخصۀ برحسب بار ی و y مشخصۀ برحسب را نقاط بار ی ابتدا ل مش این حل برای داریم. نیاز O(n log n) زمان

(کاف م کنیم پیدا را داریم مرحله این در که نقاط مرتب شدۀ و م کنیم حرکت x برحسب مرتب شده آرایۀ روی بار ی تقسیم مرحلۀ در
x مشخصۀ که نقاط و م کنیم حرکت y برحسب مرتب شده آرایۀ روی تلفیق مرحلۀ برای مشابه به طور کنیم). ذخیره را نقاط اندیس اسن
وریتم ال زمان پیچیدگ بدهیم. O(n) هزینۀ داریم نیاز تنها مرحله دو هر در پس م کنیم. جدا را م گیرد قرار ℓ2 و ℓ1 خط دو بین آن ها

داریم م دهیم. نشان T (n) با را بازگشت
T (n) = 2T

(n
2

)
+O(n)

داده ایم، وریتم ال ابتدای در نیز O(n log n) هزینۀ دو که این به توجه با و T (n) = O(n log n) م شود نتیجه اساس قضیۀ طبق که
م شود. O(n log n) وریتم ال کل زمان پیچیدگ

تصادف ترتیب ی که است این وریتم ال کل ایدۀ م دهیم. ارائه مسئله این برای O(n) متوسط زمان با تصادف وریتم ال ی ادامه در
مسئله رسیدیم pk نقطۀ به اگر که صورت این به کنیم، بررس را نقاط ترتیب همین به و م گیریم نظر در را p1, p2, . . . , pn مانند نقاط از
است واضح دهیم انجام را کار این بتوانیم اگر بدهیم. O(1) هزینۀ متوسط به طور مرحله هر در و کنیم حل p1, p2, . . . , pk نقاط برای را
(مثلا آن نزدی نقاط تنها رسیدیم که pk نقطۀ هر به که است این هدف مسئله این برای حال است. O(n) وریتم ال کل زمان پیچیدگ که

کنیم. پیاده سازی را وریتم ال این ونه چ که است این داریم که چالش و کنیم بررس را (r شعاع به دایره ی

و مقیاس بندی تغییر با کار این است. مختصات مبدا آن چپ پایین گوشۀ که دارند قرار 1 × 1 مربع ی در ما نقاط کل کنید فرض
با را 1 × 1 مربع است. δ کردیم پیدا الان تا که فاصله ای کوتاه ترین کنید فرض است. انجام قابل به سادگ مختصات محورهای ان م

م کنیم. ه بندی شب δ
2 × δ

2 مربع های

pk

δ
2

δ
2

×

× آن در که مربع به بالا ل ش در مثال برای داردو قرار آن در که است ستون و سطر نشان دهندۀ که م دهیم نسبت شماره ای مربع هر به
از غیر (به دارد قرار نقطه ی حداکثر مربع هر در نیز این جا در حل، و تقسیم وریتم ال مانند م دهیم. نسبت را (2, 4) شمارۀ دارد وجود
δ از بیش تر فاصله ای باشد داشته قرار بالا) ل ش در آبی رنگ با شده کشیده (مربع های pk اطراف مربع ٢۵ از خارج نقطه ای هر و (pk خود
کنیم. پیدا را دارد قرار آن در pk که مربع است کاف تنها زیرا کنیم پیدا م توانیم O(1) زمان در را مربع ها این که کنید دقت دارد. pk از
O(1) زمان در بتوانیم اگر پس م آید. به دست دارد قرار آن در pk که مربع شمارۀ و م کنیم تقسیم δ

2 بر را pk مشخصۀ دو این، برای
کمینۀ و م کنیم حساب را نقطه ٢۵ حداکثر از pk فاصلۀ نه، یا دارد قرار نقطه ای مشخص شده مربع ٢۵ از کدام هر در که دهیم تشخیص
جدول از نه یا دارد وجود نقطه ای مربع هر در این که کردن ذخیره برای دارد. نیاز O(1) هزینۀ به مراحل این همۀ م کنیم. مقایسه δ با را آن ها
که کنید توجه م کنیم. ذخیره درهم سازی جدول در را دارد قرار نقطه آن ها در که مربع هایی شمارۀ واقع در م کنیم. استفاده درهم سازی۴

4Hash Table
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هر به سادگ م توانیم ل مش این حل برای داریم. مرتب زوج ی این جا اما م کردیم ذخیره درهم سازی جدول در را عدد ی همواره ما
همچنین م کنیم. نظیر را ma+ b عدد (a, b) مرتب زوج به دارد سطر m ما مربع اگر مثال عنوان به کنیم. نظیر عدد ی به را مرتب زوج
همۀ م توانیم O(1) زمان در متوسط به طور این صورت در م کنیم. تعریف نیز دارد قرار آن درون که نقطه ای به اشاره گر۵ ی مربع هر برای

کنیم. پیدا را دارند قرار pk اطراف مربع ٢۵ در که نقاط

و است ثابت عدد ی δ مقدار که است فرض این از استفاده با درهم سازی جدول و ه بندی شب ساختن که م کنیم اشاره نکته این به
متوسط به طور که بسازیم نو از را درهم سازی جدول و ه بندی شب باید و ندارند استفاده ای هیچ کدام ر دی کند تغییر δ مقدار که صورت در
دو از وریتم ال اجرای زمان که کنید دقت م دهد. رخ کم احتمال به اتفاق این م دهیم نشان بدهیم. کار این برای باید را O(k) هزینۀ
دارد O(n) زمان پیچیدگ که است درهم سازی جدول دوباره ساختن گرفتن نظر در بدون زمان کل اول قسمت است. شده یل تش قسمت
نشان اگر م نامیم. T را آن که است جدید درهم سازی جدول های ساختن زمان کل دوم قسمت و م دهیم O(1) هزینۀ pk هر برای ما زیرا
به را نقاط ترتیب وریتم ال ابتدای در ما که کنید توجه است. تمام اثبات م شود انجام O(n) زمان در متوسط به طور نیز قسمت این دهیم
کوتاه ترین که باشد پاره خط سر دو از ی pk اول، نقطۀ k بین که م کند تغییر δ زمان که است واضح گرفتیم. نظر در تصادف ل ش
سر دو از کدام هر این که احتمال زیرا است 2

k اتفاق این احتمال است، تصادف نقاط ترتیب که آن جا از دارد. نقاط زوج همۀ بین را طول
م دهیم، درهم سازی جدول ساختن برای را ck متوسط هزینۀ حداکثر کنیم فرض اگر است. 1

k باشند دنباله آخر عضو پاره خط، کوتاه ترین
م شود نتیجه

E[T ] ≤
n∑

k=1

2

k
× ck = O(n)

به طور نقاط ترتیب اگر زیرا باشند داشته تصادف ترتیب باید حتماً نقاط که کنید دقت م شود. اثبات بودیم آن دنبال به که م ح پس
زمان پیچیدگ که بسازیم را درهم سازی جدول nبار شویم مجبور و کند تغییر δ مقدار pk هر برای است ن مم باشد شده انتخاب دشمنانه

م شود. O(n2) آن
دربرگیرنده۶ دایرۀ کوچ ترین مسئلۀ ادامه در م شود. گفته Randomized Incremental کردیم استفاده مسئله این در که روش به

کرد. خواهیم حل روش این با را

دربرگیرنده دایرۀ کوچ ترین مسئلۀ ٣

آن روی یا داخل نقاط همۀ که کنیم پیدا را دایره ای کوچ ترین م خواهیم و است شده داده ما به صفحه در نقطه تعدادی که است این مسئله
ی از اگر زیرا م گذرد نقطه ٢ حداقل از دایره این همواره که است این دارد وجود مسئله این با رابطه در که نکته ای اولین یرند. ب قرار دایره

م کنیم کوچ را دایره واقع در م شود. شامل را نقاط همۀ و م گذرد نقطه دو از که کنیم رسم آن از کوچ تر دایره ای م توانیم ذرد ب نقطه
دایره کوچ ترین روی نقطه ٣ بدانیم اگر پس م گذرد، دایره ی دقیقاً نقطه سه هر از که است این دوم نکتۀ کند. گیر ر دی نقطۀ ی به تا
دوتایی ها همۀ که است صورت این به دارد وجود مسئله این برای که بدیه وریتم ال م شود. تعیین تا ی صورت به دایره آن دارند وجود
نقطه سه آن از که تایی ی دایرۀ سه تایی ها برای و نقطه دو آن قطر به دایره دوتایی ها برای یریم، ب نظر در را نقاط از ن مم سه تایی های و
در زیرا است O(n4) وریتم ال این زمان پیچیدگ کنیم. پیدا م شود شامل را نقاط همۀ که دایره کوچ ترین تا کنیم بررس را م گذرد

نه. یا دارند قرار دایره آن داخل نقاط همۀ آیا که کنیم بررس O(n) در و یریم ب نظر در باید را دایره O(n3) کل

دهیم. ارائه O(n) اجرای زمان متوسط با تصادف وریتم ال Randomized Incremental روش از استفاده با م خواهیم حال
م شود، شامل را p1, p2, . . . , pm نقاط که دایره ای کوچ ترین باشد. نقاط از تصادف ترتیب ی p1, p2, . . . , pk, . . . , pn کنید فرض
Dk−1 دایرۀ داخل pk اگر کنیم. اضافه p1, p2, . . . , pk−1 نقاط به را pk م خواهیم و داریم را Dk−1 م کنیم فرض م نامیم. Dm را

5Pointer
6Smallest Enclosing Circle

۴
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و دارد قرار Dk−1 از خارج pk م کنیم فرض پس .Dk = Dk−1 م دهیم قرار و دهیم انجام خاص کار نیست لازم که باشد داشته قرار
را Dk−1 مرکز و Ok را Dk مرکز است. بزرگ تر Dk−1 از Dk وضوح به نگذرد. pk از Dk که کنید فرض بسازیم. جدیدی دایرۀ باید
Ok−1 سمت به OkOk−1 خط روی را Ok اگر حال دارند. قرار دایره دو اشتراک در pk جز به نقاط بقیۀ که کنید دقت م نامیم. Ok−1

pk که دهیم ادامه جایی تا را کار این م توانیم م شود. نیز بزرگ تر و م شود شامل را قبل نقاط همچنان دایره دو اشتراک دهیم، حرکت
کوچ ترین که کنیم اشاره نکته این به نیست بد م گذرد. pk از Dk که کنیم فرض اول همان از م توانستیم پس یرد. ب قرار Dk مرز روی
نقاط همۀ که بسازیم کوچ تری دایرۀ م توانیم باشد داشته وجود دایره دو اگر و است تا ی همواره م شود شامل را نقاط همۀ که دایره ای

شود. شامل را

OkOk−1

pkpkpkpkpkpkpkpkpkpkpkpkpkpkpkpkpk

نقاط برای م کنیم فرض قبل مانند کنیم. حل دارد، قرار دایره محیط روی pk که اضافه فرض این با را قبل مسئلۀ همان باید حال پس
تغییری دایره که باشد دایره داخل pi نقطۀ اگر کنیم. اضافه را pi نقطۀ م خواهیم و است شده حل مسئله (i < k) p1, p2, . . . , pi−1

به پس م شود. شامل را نقاط همۀ و م گذرد pk و pi از که کنیم پیدا را دایره ای کوچ ترین باید باشد دایره از خارج pi اگر اما نم کند
(j < i) p1, p2, . . . , pj−1 نقاط برای م کنیم فرض دارند. قرار دایره محیط روی pk و pi که اضافه فرض این با م رسیم جدید مسئله ای
دایره از خارج pj اگر اما نم کند تغییری دایره که باشد دایره داخل pj نقطۀ اگر کنیم. اضافه را pj نقطۀ م خواهیم و است شده حل مسئله
و م شود تعیین تا ی دایره این که م شود شامل را نقاط همۀ و م گذرد pk و pi ،pj از که کنیم پیدا را دایره ای کوچ ترین باید باشد

م نویسیم: را آن کد شبه وریتم ال این از بهتر درک برای م شود. متوقف وریتم ال

SEC (p = p1, p2, . . . , pn)

1 Let p1, p2, . . . , pn be a random permutation of pi’s
2 D2 = smallest circle containing p1, p2

3 for i = 3 to n

4 if pi ∈ Di−1

5 Di = Di−1

6 else
7 Di = SEC1(i− 1, pi)

8 return Dn

۵
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SEC1 (k, q)

1 D1 = smallest circle containing p1, q

2 for i = 2 to k

3 if pi ∈ Di−1

4 Di = Di−1

5 else
6 Di = SEC2(i− 1, pi, q)

7 return Dk

SEC2 (k, q1, q2)

1 D0 = smallest circle containing q1, q2

2 for i = 1 to k

3 if pi ∈ Di−1

4 Di = Di−1

5 else
6 Di = Circle having pi, q1, q2 on its boundary
7 return Dk

حال م شود. تعیین تا ی به طور م گذرد q2 و q1 ،pi نقاط از که دایره ای زیرا نداریم بازگشت ر دی SEC2 تابع در که کنید توجه
که زمان هایی اگر ،SEC1 تابع برای است. O(k) ،SEC2 تابع اجرای زمان که است واضح م کنیم. محاسبه را وریتم ال اجرای زمان
انجام نقطه زوج نزدی ترین کردن پیدا مسئلۀ در که تحلیل مانند است. O(k) آن اجرای زمان نگیریم نظر در را م شود صرف else در
زمان کل پس است O(1) نیز م دهیم else برای که هزینه ای متوسط به طور پس است O (

1
i

) بیفتد دایره از خارج pi این که احتمال دادیم،
که است O(n) متوسط به طور ،SEC تابع اجرای زمان م شود ثابت مشابه به طور و است O(k) متوسط به طور نیز SEC1 تابع اجرای

بودیم. آن دنبال به که است اجرایی زمان همان

پایین ابعاد در را شد، خواهیم آشنا آن با بعداً که ٧ خط برنامه ریزی مسئلۀ م توان Randomized Incremental روش از استفاده با
کرد. حل

7Linear Programming
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

مستان مهدی نگارنده: ها گراف پیمایش های وریتم ال :٣ جلسه

ها ١ گراف در پیمایش های وریتم ال به راجع داریم قصد بعد جلسه و جلسه این در شدیم. آشنا حل و تقسیم مفهوم قبل،با جلسه در
کنیم. صحبت

مسائل از نمونه ای ١

کنیم؛ پیمایش٢ را گراف میخواهیم و جهت)داریم بدون یا دار (جهت گراف که است صورت بدین مسئله

در موجود یال های طریق از پیمایش معمولا و است های٣گراف رأس  تمام دیدن و گذشتن معن به کل حالت در پیمایش از منظور
م شود انجام گراف

دارند. مشابه ای های وریتم ال معمولا داریم، برخورد آنها با مبحث این در که مسائل

هستند: صورت بدین مسائل کل طور به

داده م شود. ورودی عنوان به s ∈ V مانند گراف از رأس ی و G = (V,E) گراف : ورودی (١

رسید؟ م توان هایی رأس چه به s رأس از : خروج

داده م شود. ورودی عنوان به s, t ∈ V مانند گراف از رأس دو و G = (V,E) گراف : ورودی (٢

خیر؟ یا دارد وجود مسیری۴ t رأس به s رأس از آیا : خروج

گویند. پذیری۵ دسترس مسئله این به

م دهیم. قرار بررس مورد را آن ها از تعدادی ادامه در که نوع این از ری دی مسائل و

کاربرد ٢

بدین مسائل نوع این های کاربرد از دارد.برخ زیادی های کاربرد امروزه گراف که دارند،زیرا زیادی کاربرد امروز دنیای در مسائل نوع این
است: صورت

1graph
2Graph traversal
3node
4path
5reachability

١
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چیست؟ شهر، از نقطه دو بین مسیر ترین ١)کوتاه

پیمایش هوشمندی طور به را وب صفحات کل کنیم سع و کرده شروع ای صفحه از دارد؛مثلا کاربرد Web crawling مبحث ٢)در
آن مانند و نکنیم بررس را تکراری صفحات و کرده

حافظه این به ر دی فعل برنامه که است هایی فضای کردن حذف برای روش این از ، نویس برنامه های زبان برخ در روب۶ زباله (٣
ندارد. دسترس ها

کنیم.بدین حل را روبی عب م بخواهیم مثلا کنیم؛ بررس سوال برای را حالت زیادی تعداد بخواهیم که باشیم داشته ای مسئله (۴
درست روبی عب م به بتوانیم که بیابیم را هایی عملیات بخواهیم ما و اند داده ما به را روبی عب م از خاص حالت ی که صورت
تغییر ی با روبی عب م از حالت از بتوانیم اگر و دهیم نسبت رأس ی ، روبی عب م از حالت هر به م توانیم اینجا در برسیم. شده
که برسیم رأس به که است این هدف و م کنیم رسم یال رأس دو این بین برسیم، روبی عب م از ر دی حالت به ، عب م در وضعیت

است. کامل ، عب م که است حالت با متناظر

دست. این از ری دی مسائل و

کامپیوتر در گراف ذخیره و نمایش ٣

م کنیم: معرف را ها آن از برخ که داریم مختلف های روش کامپیوتر در گراف سازی ذخیره و نمایش برای

ماتریس در (i, j) درایه که صورت بدین کنیم داری نگه را n×n ماتریس ، باشیم داشته رأس n گراف اگر : مجاورت٧ ماتریس (١
است. ٠ اینصورت غیر در باشد یال j و i رأس بین اگر است ١ مجاورت

( O(1) زمان است(در سریع رأس) دو بین یال ر(وجود دی ی به رأس دو بودن وصل بررس مزایا:

اطلاعات این درخت،م  توان ی نمایش برای مثلا که صورت در ( Ω(n2) م کند( مصرف ، کردن ذخیره برای زیادی حافظه معایب:
زمان م برد. Ω(n) رأس هر های همسایه کردن لیست همینطور کرد. داری نگه کمتری بسیار حافظه در را

رأس ی با متناظر آرایه این از خانه هر )که م دهیم نمایش Adj[n] (با داریم ای آرایه که کنید فرض : مجاورت٨ لیست (٢
همسایه که است پیوندی لیست ی ، Adj[i] درایه حال ( ایم. کرده ده شماره 1, 2, . . . , n های شماره با را ها رأس کنید است.(فرض

م کند. نگه داری خود در را ام i رأس های

است. گراف های یال مجموعه E و رئوس مجموعه V آن در که است O(|V |+ |E|) مصرف حافظه مزایا:

است. ام i ٩رأس درجه deg(i) آن در که است O(deg(i)) برابر ، ام i رأس برای است.مثلا سریع رأس ی های همسایه کردن لیست

زمان آن از بیشتر و نباشد عمل ( O(1) ) سریع زمان در که است ن مم خیر، یا دارند یال ر دی ی به رأس دو اینکه بررس معایب:
ببرد.

6garbage collector
7Adjacency matrix
8adjacency list
9degree
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1

2

3

4

5

6

ساده گراف :١ ل ش

١ ٢ ۴ ۵ null
٢ ١ ٣ null
٣ ٢ ۴ null
۴ ١ ٣ ۵ null
۵ ١ ۴ null
۶ null

١ ساده گراف مجاورت لیست :٢ ل ش

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6



0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0

1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0


١ ساده گراف مجاورت ماتریس :٣ ل ش

٣
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١٠ ضمن نمایش (٣

ورودی عنوان به تابع این که داریم تابع باشیم.مثلا کرده ذخیره کامپیوتر حافظه در را گراف کل که نیست گونه بدین نمایش نوع این
که است مواقع برای حالت م گرداند.این بر را گراف در رأس آن های همسایه و م گیرد ورودی عنوان به را v مانند گراف از رأس ی
تنها باید و داریم تابع ی فقط که زیرا ؛ کرد ، اشاره م گیرد کم بسیار حافظه به م توان روش این مزیت های باشد.از بزرگ ما گراف

کنیم. سازی ذخیره را آن اطلاعات

باشد داشته م تواند روبی عب م این که هایی حالت تعداد یرید. ب نظر در را روبی عب م کردن درست مسئله مثال، ی عنوان به
بدهند،م توانیم ما به را روبی عب م از خاص حالت ی اگر مثلا است).اما عمل غیر تقریبا ها آن همه سازی ذخیره است(و زیاد بسیار
ها رأس روبی عب م های حالت اینجا (در بدهیم خروج عنوان به را آن و کنیم بررس را ن مم های چرخش همه که بنویسیم تابع

هستند). ها یال ر، دی حالت به چرخش ی از رسیدن و هستند

سطح اول١١ جستجوی وریتم ال ۴

به s مانند دلخواه رأس ی از کنیم بررس م خواهیم که وقت . دهیم انجام ونه چ را گراف روی پیمایش که کنیم بررس م خواهیم حال
از که م کنیم بررس و م کنیم شروع s رأس از اینکه برویم؛یعن جلو قدم به قدم که است این ار راه برسیم،ی م توانیم رأس هایی چه

ی مرحله های رأس سراغ م نامیم.حال مرحله ی١٢ی ،رأس های را رأس ها برسیم.این گام ی با م توانیم ری دی های رأس چه به s رأس
در نیست)؛ مهم اینجا در که باشند اشتراکات شامل است ن برسیم(مم م توانیم هایی رأس چه به ها رأس این از که م کنیم بررس رفته
مرحله های رأس برای را کار همین و م نامیم ٢ مرحله رأس های ، را جدید مرحله رأس های این م رسیم. جدید رأس تعدادی به مرحله این

. آخر ال همینطور و م دهیم انجام ٢

: یعن ؛ قرار م دهیم (‐١) مقدار با برابر را آن مرحله رأس، هر برای ابتدا

for each u ∈ V : u.level= -1

م کنیم: سازی پیاده بالا وریتم ال برای را زیر کد شبه حال
10implicit
11Breadth First Search
12level
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BFS(node v)

1 v.level=0
2 i = 0

3 current={v}

4 while current not empty
5 next={}

6 i = i+ 1

7 for each v in current
8 for each u in Adj[v]
9 if (u.level= -1)

10 u.level=i
11 u.parent=v
12 next.add(u)
13 current=next

م فرمایید: مشاهده را است شده اجرا ٣ شماره رأس روی که BFS عملیات از ای نمونه

قرار current در را آن و صفر با برابر را م کنیم شروع آن از که رأس مرحلۀ ، ابتدا در که است صورت بدین وریتم ال این توضیح
این به بندی سطح م کند. بندی سطح را رأس ها سپس م گیرد. شروع عنوان به را v مانند ریشه رأس ی ابتدا ، مذکور تابع م دهیم.
i سطح رئوس از ی مجاور که u رأس ، i + 1 سطح برای حال میدهیم، قرار اول سطح در را v مجاور رأس های تمام که است صورت
فاصله کوتاه ترین اساس بر هارا رأس ر دی عبارت به باشد. نیامده ری دی سطح هیچ در u که شرط به میدهیم قرار سطح این در را است
به که زمان اولین پس میشویم. رأس ها وارد دلخواه ترتیب به سطح هر در و سطح، ترتیب به پیمایش برای حال نیم. می بندی سطح v از

ایم. رسیده v به نسبت ن مم فاصله کمترین با م رسیم، رأس هر

جهت های گراف برای که ها وریتم ال بعض جهت.در بدون های گراف هم و م کند کار دار جهت های گراف برای هم وریتم ال این
گرفت. نظر در متفاوت جهت دو در دار جهت یال دو صورت را،به جهت بدون های یال است،م توانیم دار

: وریتم ال پیرامون نکات

۵
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بررس بار دو از بیش یال هیچ و م شود بررس بار ی رأس هر که زیرا ؛ است O(|V |+ |E|) با برابر وریتم ال این اجرای ١‐زمان
م شود. next و current در مقادیر داری نگه صرف که است Θ(|V |) حالت بدترین در اضافه مصرف حافظه نم شود.همینطور

است. v به u از مسیر کوتاهترین طول با برابر ، u رأس هر برای u.level مشخصۀ ، وریتم ال پایان در ‐٢

current و اند شده برچسب١٣گذاری درست به s از k حداکثر فاصله با های رأس ، while حلقه ی از ام k اجرای پایان در ادعا:
است. k آن ها تا s فاصله که است رأس هایی شامل دقیقاً

باشد،اگر k + 1 رأس تا s فاصله که کنید است.فرض واضح استقرا م شود.پایه ثابت راحت به استقرا از استفاده با ادعا این : اثبات
برابر رأس آن تا s فاصله که م رسیم رأس کنیم،به ط آخر به مانده به ی یال تا را است k + 1 طول به که s رأس تا رأس این از مسیری
در جدید رأس این ام k + 1 مرحله در و است current در while حلقه اجرای ام k مرحله در ، رأس این استقرا فرض طبق و است k

م شود. ثابت ادعا دارد.پس را ها ویژگ م شود،این اضافه لیست این به که رأس هر و م شود اضافه current فعل لیست

هایی یال ، گراف برای اگر کنیم.یعن چاپ را فاصله کوتاهترین با مسیر خود بخواهیم که است این برای parent مشخصۀ کاربرد ‐٣
رأس را s (اگر است. درخت حاصل گراف باشند، F = {(u, u.parent)| ∀u ∈ V, u.parnet ̸= null} مجموعۀ در که یریم ب را

است، u.parnet = null که رئوس که داریم توجه آنگاه ایم، کرده کردن حرکت به شروع آن از پیمایش ابتدای در که یریم ب نظر در
( ندارند. قرار s شامل همبندی مولفه در واقع در و ندارد وجود مسیری آنها به s رأس از که است رئوس شامل

آنگاه Eπ = {(u, u.parent)| ∀u ∈ Vπ − {s}} و Vπ = {u.parent ̸= null|∀u ∈ VG} ∪ {s} که کنیم فرض اگر حال
است؛ v به s از ترین کوتاه مسیر یریم،این ب نظر در را v ∈ V هر برای v به s مسیر اگر آن در که است درخت Gπ = (Vπ, Eπ) گراف
حلقه که هنگام که م کنیم فرض م شود؛یعن ثابت استقرایی طور به نیز ادعا مسیر)١۴م نامیم.این ترین کوتاه ،(درخت را درخت این
از مسیر ترین کوتاه v به s مسیر داریم(که درخت است،چنین k حداکثر رئوس آن تا s فاصله که رئوس ایم،برای کرده اجرا بار k را while

رئوس به یال است،ی u.level = k + 1 که رأس م شود،هر اجرا بار امین k + 1 برای while حلقه که هنگام حال ( است. v به s
مسیر پس ، داریم u به t از هم یال ی داشت،حال وجود t به s از k طول به درخت،مسیری آن در این بنابر و هستند t.level = k که دارد
م توانیم بنابر این  دارد. را ویژگ این رئوس همه برای درخت این که کنیم بیان م توانیم استقرایی طور به داریم.پس u به s از k+1 طول به

کند. چاپ را رأس هر به s از مسیر کوتاهترین رأس، هر برای parent داشتن با که بنویسیم بازگشت تابع

که صورت بدین کنیم؛ پیدا را اش های همبندی مولفه م توانیم نباشد، همبند ، گراف اگر که است این parent داری نگه کاربرد ر دی
(BFS)سطح اول جستجوی وریتم ال بار ی ، v مانند دلخواه رأس ی از سپس م کنیم. اجرا را ∀u ∈ V : u.level = −1 ابتدا در
و نیامده v همبندی مولفه در که م رویم ری دی رأس سراغ به م دهد.سپس را v همبندی مولفۀ کار این ؛ م کنیم اجرا v راس روی بر را

است: زیر صورت به کار این کد شبه نباشد. (‐١) با برابر رأس هیچ برای level ر دی تا م کنیم تکرار را کار همین

1 numOfComponent=0
2 for each u ∈ V

3 u.level= -1
4 for each v ∈ V

5 if (v.level= -1)
6 BFS(v)
7 numOfComponent++

13label
14shortest path tree
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Omer Reingold توسط که کرد حل سراسری متغیر O(1) با را جهت بدون گراف در پذیری دسترس مسئله م توانیم : اضاف نکته
باشد. نداشته وجود وریتم ال چنین که م شود زده حدس دار جهت گراف برای ،ول است. شده حل

دار وزن گراف در مسیر ترین کوتاه ۵

فرمایید: م مشاهده زیر ل ش در را دار وزن گراف از ای دارد).نمونه قرار عددی ، آن یال هر دارد(روی وزن یال هر ، گراف در کنید فرض

v1 v2

v3

v4v5

v6

١

٢

٣

۴

۵

۶

٧ ٨ ٩

را کنیم:رأس ها سازی شبیه اینگونه را مسئله که توانیم م بیابیم. را رأس دو بین وزن کمترین با وجود) صورت مسیر(در م خواهیم
ترین کوتاه بخواهیم اگر م باشد.حال متناظرش یال وزن با برابر نخ هر طول که هستند هایی نخ نیز ها یال و م گیریم نظر در مهره تعدادی
صورت (در کنیم دور ر دی ی از را ها مهره این از بیشتر نتوانیم ر دی تا م کنیم دور ر دی ی از مهره ،دو کنیم پیدا را مهره دو بین فاصله
است. ر دی ی از مهره دو کردن دور میزان حداکثر مهره، دو بین مسیر ترین کوتاه که م کنیم ادعا م شوند). پاره ها نخ کردن، دور بیشتر

نیست. بیشتر ر دی ی از مهره دو کردن دور میزان حداکثر این از مهره دو بین مسیر ترین کوتاه که است واضح البته

جدا مجموعه از را s رأس(مهره) ایم.سپس داده قرار نقطه ی در را ها مهره همه م کنیم فرض که است این مسئله حل برای شهود ی
غیر م شود.رأس(مهره) پاره ،نخ صورت این غیر در ؛ کنیم دور نتوانیم این از بیشتر ر دی تا م کنیم دور قدر آن را رأس(مهره) آن و کرده
و کنیم دور این از بیشتر نتوانیم ر دی مجددا تا م کنیم دور ر دی ی با را st مجموعه م نامیم.حال t را است متصل نخ این به که را s از

برسیم. نظر مورد رأس(مهره) به تا م دهیم ادامه را کار این همینطور

است. سترا دای وریتم ال سوال این حل برای نظر مورد وریتم ال

مراجع
[1] Cormen, Thomas H., et al. Introduction to Algorithms. 3rd ed., MIT Press, 2009, pp. 528-539.

[2] www.geeksforgeeks.org

٧

سطح اول جستجوی . ٣ ٣٧جلسه



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

نادعل سنا نگارنده: آن) تعمیم و عمق اول (جست وجوی گراف ها پیمایش وریتم های ال ادامه :۴ جلسه

را سطح اول جست وجوی وریتم ال راس، دو فاصله پیداکردن و گراف پیمایش مسئله مختلف صورت های حل برای گذشته جلسه در
برای آن ایده از سپس و کنیم بررس را سطح اول جست و جوی وریتم ال از ری دی پیاده سازی ابتدا م خواهیم جلسه این در ارائه دادیم.
ایده این تعمیم به دریافتیم، را وریتم ال این کاربردهای از تعدادی که آن از بعد کنیم. استفاده عمق اول جست و جوی وریتم ال طراح

م پردازیم.

مجدد پیاده سازی ‐ سطح اول جست وجوی وریتم ال ١

مشخص کنیم. را s رأس تا رأس هر فاصله گراف، پیمایش با م خواهیم داده شده است. آن از s رأس یرید. ب نظر در را G گراف

کنید: توجه زیر شبه کد به

BFS(s)

1 for each v ∈ V (G)

2 v.level = −1

3 s.level = 0

4 Q = new Queue

5 Q.enque(s)

6 while Q is not empty
7 v = Q.deque

8 for each (v, w) ∈ E(G)

9 if w.level == −1

10 w.level = v.level + 1

11 w.parent = v

12 Q.enque(w)

معناست این به ‐ ١ (مقدار م دهیم قرار ‐ ١ برابر را شروع رأس جز به رأس هر سطح١ اولیه مقدار ابتدا فوق، تابع ۴ تا ١ خطوط در
حلقه در م کنیم. صف وارد را آن و قرارداده ٠ برابر را اولیه مقدار شروع رأس برای سپس نشده است). مشخص هنوز رأس این سطح که
مشخص را پدرش و سطح نشده، مشخص آن سطح حال به تا که آن همسایه ی هر برای و کرده خارج صف از را رأس ی بار هر while

م کنیم. صف وارد را آن کرده
1level

١
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عمق اول جست و جوی وریتم ال ٢

انتخاب هایی اولین از شود. زین  جای ری دی داده ساختار هر با م تواند صف داده ساختار که است این فوق وریتم ال در توجه قابل نکته
از ی تغییر‐ کم از ‐پس م شود حاصل زین جای این از که وریتم ال است. ٢ پشته داده ساختار برسد ذهن به است ن مم که

م شود. نامیده عمق٣ اول جست وجوی وریتم ال که م سازد را گراف ها پیمایش در مهم وریتم های ال

وریتم ال پیاده سازی ٢ . ١

م شود. مشخص ادامه در تابع این نام گذاری دلیل م آید. در زیر صورت به وریتم ال ، زین جای از پس

DFS-Visit(s)

1 for each v ∈ V

2 v.mark = false

3 s.mark = true

4 S = new Stack

5 S.push(s)

6 while S is not empty
7 v = S.pop

8 for each (v, w) ∈ E

9 if w.mark == false

10 w.mark = true

11 w.parent = v

12 S.push(w)

کرد: پیاده سازی بازگشت صورت به م توان را وریتم ال این همچنین

DFS-Visit(v)

1 v.mark = true

2 time = time+ 1

3 v.d = time

4 for each (v, w) ∈ E(G)

5 if w.mark == false

6 w.parent = v

7 DFA-Visit(w)
8 time = time+ 1

9 v.f = time

2Stack
3Depth-first Search

٢
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پایان۵ زمان v.f و v رأس کشف۴ زمان v.d صورت این در است. صفر آن اولیه مقدار که جهان ست متغیر ی time کنید فرض
است. نوادگانش و v رأس بررس

م کند. نشان دار۶ هستند دسترس قابل آن از که را رئوس تمام ،v داده شده راس ی برای فوق وریتم ال .١ ادعا

کنید. اثبات را ادعا این م توانید تمرین عنوان به

اول جست وجوی وریتم ال را وریتم ال این معمولا دلیل همین به م کند. بررس را گراف رئوس همه م بینیم ادامه در که وریتم ال
را. فوق وریتم ال نه م نامیم، عمق

DFS(G)

1 for each v ∈ V (G)

2 v.mark = false

3 time = 0

4 for each v ∈ G.V

5 if not v.mark

6 DFS-Visit(v)

م کنیم: اجرا زیر گراف روی را عمق اول جست وجوی وریتم ال مثال:

تابع که هستند رئوس سفید رئوس ل ش هر (در زده م شود صدا آن برای DFS-Visit تابع که باشد رأس اولین s کنید فرض
صدا آن ها برای DFS-Visit تابع از پیش که است رئوس نشان دهنده خاکستری رنگ زده نشده است. صدا آن ها برای هنوز DFS-Visit

رسیده است). پایان به برایشان تابع این اجرای که م کند مشخص را رئوس مش رنگ و نیافته است. پایان هنوز اما زده شده است

t

s

u v

r x

y

w

s از خروج یال های همه حال بود. خواهد s.d = 1 پس م یابد. افزایش واحد ی time مقدار م شود. نشانه گذاری رأس این ابتدا
باشد. یال اولین (s, t) یال کنید فرض زده شود. صدا برایشان DFS-Visit تابع نشده اند نشان دار حال به تا اگر تا م شوند بررس

4discovery time
5finishing time
6mark
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u v

r x

y

wt

1 | ?

t.d = 2 پس م یابد افزایش ر دی واحد ی time مقدار زده م شود. صدا DFS-Visit(t) تابع نشده است نشانه گذاری هنوز t چون
باشد. (t, u) یال اولین م کنیم فرض خواهندشد. بررس t از خروج یال های همه سپس خواهدبود. t.parent = s و

u v

r x

y

w2 | ?

1 | ?

u.d = 3 پس م یابد افزایش ر دی واحد ی time مقدار زده م شود. صدا DFS-Visit(u) تابع نشده است نشانه گذاری هنوز u چون
م شود. بررس (u, s) یعن رأس این خروج یال تنها سپس خواهدبود. u.parent = t و

v

r x

y

w2 | ?

1 | ?

3 | ?

افزایش ر دی واحد ی time متغیر م یابد. پایان for حلقه شود برقرار if شرط که آن بدون شده است نشانه گذاری این از پیش s چون
زده شده بود. صدا DFS-Visit(t) تابع درون تابع این م رسد. پایان به DFS-Visit(u) اجرای داده م شود. قرار u.f = 4 پس میابد.

م باشد. (t, v) باق مانده یال تنها م شوند. بررس t از خروج یال های ر دی تابع این اجرای پایان با حال

r x

y

w2 | ?

1 | ?

3 | 4 v
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v.d = 5 پس م یابد افزایش ر دی واحد ی time مقدار زده م شود. صدا DFS-Visit(v) تابع نشده است نشانه گذاری هنوز v چون
م شود. بررس (v, u) یعن رأس این خروج یال تنها سپس خواهدبود. v.parent = t و

r x

y

w2 | ?

1 | ?

3 | 4 5 | ?

افزایش ر دی واحد ی time متغیر م یابد. پایان for حلقه شود برقرار if شرط که آن بدون شده است نشانه گذاری این از پیش u چون
م رسد. پایان به DFS-Visit(v) اجرای داده م شود. قرار v.f = 6 پس م یابد.

r x

y

w2 | ?

1 | ?

3 | 4 5 | 6

متغیر م یابد. پایان for حلقه ندارد ری دی خروج یال نیز t چون زده شده بود. صدا DFS-Visit(t) تابع درون DFS-Visit(v) تابع
DFS-Visit(t) تابع م رسد. پایان به نیز DFS-Visit(t) اجرای داده م شود. قرار t.f = 7 پس م یابد. افزایش ر دی واحد ی time

دارد. خروج یال دو s م شوند. بررس s از خروج ر دی یال های آن پایان از بعد بنابراین زده شده بود. صدا DFS-Visit(s) تابع درون
.(s, r) یال و (s, u) یال

r x

y

w2 | 7

1 | ?

3 | 4 5 | 6

افزایش ر دی واحد ی time مقدار زده م شود. صدا DFS-Visit(r) تابع پس نه. r رأس اما شده است نشان دار این از پیش v راس
خواهدبود. r.parent = s و r.d = 8 پس م یابد

۵
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x

y

w2 | 7

1 | ?

3 | 4

8 | ?

5 | 6

time مقدار م شود. فراخوان DFS-Visit(w) تابع پس نشده است. نشان دار w فقط .(r, w) و (r, v) دارد. خروج یال دو r رأس
بررس (w, v) یعن رأس این خروج یال تنها سپس خواهدبود. w.parent = r و w.d = 9 پس م يابد افزایش ر دی واحد ی

م شود.

x

y

2 | 7

1 | ?

3 | 4

8 | ?

5 | 6

9 | ?

افزایش ر دی واحد ی time متغیر م یابد. پایان for حلقه شود برقرار if شرط که آن بدون شده است نشانه گذاری این از پیش v چون
م رسد. پایان به DFS-Visit(w) اجرای داده م شود. قرار w.f = 10 پس م یابد.

x

y

2 | 7

1 | ?

3 | 4

8 | ?

5 | 6

9 | 10

م یابد. پایان for حلقه ندارد ری دی خروج یال نیز r چون زده شده بود. صدا DFS-Visit(r) تابع درون DFS-Visit(w) تابع
م رسد. پایان به نیز DFS-Visit(r) اجرای داده م شود. قرار r.f = 11 پس م یابد. افزایش ر دی واحد ی time متغیر

x

y

2 | 7

1 | ?

3 | 4

8 | 11

5 | 6

9 | 10

۶
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حلقه پس شده اند بررس حال به تا s خروج یال های همه چون زده شده بود. صدا DFS-Visit(s) تابع درون DFS-Visit(r) تابع
م رسد. پایان به DFS-Visit(s) اجرای داده م شود. قرار s.f = 12 پس م یابد. افزایش ر دی واحد ی time متغیر م یابد. پایان for

x

y

2 | 7

1 | 12

3 | 4

8 | 11

5 | 6

9 | 10

رأس ی برای فقط حال به تا DFS(G) تابع ٣ خط for حلقه کنید دقت کنید. دنبال مشابه طریق به م توانید خودتان را مراحل بقیه
شده است. اجرا

⊠

پرانتزی خاصیت ٢ . ٢

آن خاتمه زمان به و راست پرانتز ی رأس هر کشف زمان به اگر یعن هستند. پرانتزی خاصیت دارای رئوس پایان و کشف زمان .٢ ادعا
م شود. حاصل صحیح پرانتزگذاری ی دهیم، قرار هم کنار را پرانتز ها زمان، تغییرات به توجه با نهایت در و دهیم نسبت چپ پرانتز ی

کنید. ثابت را فوق ادعای درست م توانید تمرین عنوان به

یال ها برچسب گذاری ٢ . ٣

وریتم ال این اجرای از بعد را G یال های صورت این در است. شده اجرا G گراف روی بر عمق اول جست وجوی وریتم ال که یرید ب نظر در
کرد: تقسیم دسته ۴ به م توان

بار اولین v رأس اگر است درخت یال ی (u, v) یال واقع در باشند. (v.parent,v) فرم به که هستند یال هایی : ٧ درخت یال های ‐ ١
م شود. نامیده عمق اول درخت م شود، حاصل درخت یال های اجتماع از که درخت شود. کشف (u, v) یال بررس هنگام

محسوب خودش جد رأس ی که داریم توجه باشد. u راس اجداد از v رأس اگر گوییم برگشت را (u, v) یال : ٨ برگشت یال های ‐ ٢
هستند. برگشت یال همواره طوقه ها بنابراین م شود.

باشد. u رأس نوادگان از v رأس اگر گویند روبه جلو را (u, v) درخت غیر یال  : روبه جلو٩ یال های ‐ ٣
ی هیچ که است راس دو بین یال  ر دی عبارت به نگیرند. قرار بالا دسته های از ی هیچ جزء که هستند یال هایی : ١٠ تقاطع یال های ‐ ۴

نباشد. ری دی فرزند یا نوه

این از که یال هایی ترتیب همچنین یرید. ب نظر در s را شروع (رأس م کنیم اجرا زیر گراف روی را عمق اول جست وجوی وریتم ال مثال:
شده است.). مشخص ل ش در م شوند بررس رأس

7tree edges
8back edges
9forward edges

10cross edges
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s

2

1
3

خواهدبود: زیر صورت به گراف یال های دسته بندی صورت این در

s

t

t

t

b
f

c

⊠

برعکس ترتیب به را فوق گراف یال های اگر مثال برای دارد. تاثیر یال ها نوع و درخت ل ش در یال ها بررس ترتیب که داریم دقت نکته:
م بود: زیر صورت به یال ها نوع و نهایی درخت م کردیم بررس

s

t

f

f

b
t

t

ایجاد برگشت و درخت یال های فقط بی جهت، گراف ی روی عمق اول جست وجوی وریتم ال اجرای از بعد داد نشان م توان نکته:
خواهدشد.

رنگ بندی کرد. مشخص عمق اول جست وجوی وریتم اال اجرای هنگام را یال هر نوع م توان ونه چ که کنیم بررس م خواهیم حال
یرید: ب نظر در رئوس برای را زیر

م دهیم. نسبت سفید رنگ وریتم ال اجرای از قبل راس هر به ‐
بود. خواهد خاکستری راس این رنگ ،v راس روی DFS-Visit تابع اجرای حین در ‐

م شود. مش راس این رنگ ،v راس روی DFS-Visit تابع اجرای پایان از پس ‐

کرد: مشخص را یال نوع م توان w راس رنگ روی حالت بندی با حال
نشده است. نشان دار حال به تا رأس این م دهد نشان رأس ی بودن سفید زیرا است. درخت vw یال باشد سفید w اگر ‐

٨
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است. v اجداد از w پس است دسترس  قابل w از v ادعا١ به توجه با زیرا است. برگشت vw یال باشد خاکستری w اگر ‐
نوع تشخیص برای پایان و شروع های زمان پرانتزی خاصیت از م توان حالت این در است. روبه جلو یا تقاطع vw یال باشد wمش اگر ‐
.w.f < v.f پس  دارد. ادامه همچنان v رأس بررس اما رسیده است. پایان به آن بررس یعن است مش w رأس چون کرد. استفاده یال

دهد. رخ است ن مم حالت دو حال
پس نیست. w نوادگان از v م شود نتیجه ١ ادعا از صورت این در که (v.s > w.f) شده است بررس w بررس پایان از پس v رأس یا

است. تقاطع یال این
است. روبه جلو vw یال و v نوادگان از w صورت این در که (v.s < w.f) شده است بررس w بررس هنگام v رأس یا

کاربرد چند ۴ . ٢

دور: وجود تشخیص

دارد؟ دور G گراف آیا : خروج .G گراف ورودی:
داشته باشد. برگشت یال ی حداقل DFS(G) اگر فقط و اگر دارد، دور G گراف .٣ ادعا

v نوادگان از u ، برگشت یال تعریف به توجه با بنامید. (u, v) = e0 را یال این باشد. داشته برگشت یال G گراف کنید فرض ابتدا اثبات.
م آید. وجود به دور ی W مسیر و برگشت یال اجتماع از است. موجود u به v از W = ve1v1...eku مانند مسیری پس است.

اولین v0 کرد فرض م توان مسئله کلیت از کاستن بدون دارد. C = v0e1v1...ekvke0v0 مانند دوری G گراف کنید فرض بار این
موجود C = v0e1v1...ekvk مسیر vk و v0 بین چون ١ ادعا به توجه با م شود. فراخوان آن برای DFS-Visit تابع که است دور راس

خواهدبود. برگشت vk, v0 یال تعریف، به توجه با پس بود خواهد v0 نوادگان از vk پس نشده است نشان دار هنوز vk و است

:١١ توپولوژی مرتب سازی

باشد. راست به چپ از یال ها همه جهت که G گراف راس های از خط ترتیب : خروج .G دور١٢ بدون و جهت دار گراف ورودی:

1

2

3

4

5

رفتن برای آماده شدن مختلف هستند(مراحل فعالیت تعدادی گراف رأس های کنید فرض آمده است. ادامه در فوق مسئله از تعبیری
کفش پیشنیاز پوشیدن هستند(جوراب پیشنیازی روابط مشخص کننده یال ها شوند. انجام پیشنیازی روابط رعایت با باید که اه) دانش به

شوند. رعایت پیشنیازی روابط که کنیم مشخص گونه ای به  را کار ها انجام ترتیب م خواهیم است). پوشیدن
دارد. جواب دور بدون جهت دار گراف های برای توپولوژی مرتب سازی مسئله .١ لم

11Topological Sorting
12Directed Acyclic Graph
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چاه رأس هیچ کنید فرض داشته باشد). ورودی یال فقط که است راس چاه (راس دارد چاه١٣ راس دور بدون جهت دار گراف هر اثبات.
ی به خروج اش یال های از ی با بار هر و کرد شروع راس ی از م توان صورت این در دارند. خروج یال رئوس همه ،یعن نباشد

در و بسته گشت گراف این پس م شویم. تکراری رأس وارد بالاخره است محدود گراف رأس های تعداد چون رفت. مجاور راس های از
است. تناقض که دارد دور نتیجه

برای م کنیم فرض است. برقرار م ح وضوح به باشد |V (G)| = 1 اگر م کنیم. ثابت را م ح رئوس تعداد روی استقرا با حال
v مانند چاه راس ی حداقل گراف این یرید. ب نظر در را راس n با G دور بدون جهت دار گراف باشد. برقرار م ح |V (G)| = n− 1

برای توپولوژی مرتب سازی مسئله استقرا فرض طبق پس است بی دور وضوح به باق مانده گراف کنید. حذف گراف از را راس این دارد.
به را v راس حال است. راست به چپ از یال ها همه جهت که دارد وجود گراف این رئوس روی خط ترتیب یعن دارد. جواب G\{v}

و است. راست به چپ از جهتشان یعن هستند ورودی یال v یال های همه پس است چاه رأس v چون کنید. اضافه خط ترتیب این انتهای
م شود. اثبات م ح

م دهد. ارائه توپولوژی مرتب سازی مسئله حل برای وریتم ال فوق اثبات

استفاده کرد: مسئله این حل برای عمق اول جست وجوی وریتم ال از م توان فوق وریتم ال بر علاوه
کن. اجرا G گراف روی را عمق اول جست و جوی وریتم ال ‐

کرد). وارد DFS تابع سازی پیاده در را مرحله این م توان که است (واضح کن چاپ خروج در خاتمه زمان عکس ترتیب به را رأس ها ‐

م شود. ثابت فوق وریتم ال درست برگشت یال انتهای راس روی حالت بندی و خلف برهان با اثبات.

تعمیم ٣

این به اما دست یابیم. ری دی کاربردی وریتم ال به توانستیم سطح اول جست وجوی وریتم ال در پشته به صف تغییر با دیدیم که همانطور
داد. تعمیم داده ساختارها سایر برای را فوق وریتم ال م توان نیستیم. محدود داده ساختار دو

WFS(s)

1 for each v ∈ V

2 v.mark = false

3 B = new Bag

4 B.insert((∅, s))

5 while B is not empty
6 (v, w) = B.extract

7 if w.mark == false

8 w.mark = true

9 w.parent = v

10 for each (w, t) ∈ E

11 B.insert(w, t)

13sink
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دارد: تفاوت چند قبل پیاده سازی های با پیاده سازی این
م شوند. داده ساختار وارد رئوس جای به یال ها اولا

شده است. موکول خروجشان زمان به آن ها نبودن یا بودن نشان دار بررس و م شوند داده ساختار وارد w همسایه های همه ثانیاً

وریتم ال به استفاده کنیم کمینه هرم از B جای به اگر مثال برای کارم آید. به وزن دار گراف های روی وریتم  ال پیاده سازی در اول ویژگ
م نامیم. بهترین١۶ اول جست وجوی را وریتم ال حالت این در م رسیم. کمینه١۵ فراگیر درخت مسئله برای ‐پریم١۴ یارنی توسط ارائه شده

محاسبه ونه چ را کلید این که این به توجه با دهیم، نسبت کلید١٧ ی هرم) در رأس هر (یعن یال هر به وریتم ال این در اگر همچنین
م رسیم. ه شب در جریان محاسبه وریتم ال یا دایجسترا١٨ وریتم ال به کرده باشیم

مراجع
[1] Cormen, Thomas H., et al. Introduction to Algorithms. 3rd ed., MIT Press, 2009, pp. 594-610.

[2] Erickson, Jeff. Algorithms. 1st ed., 2019, pp. 199-204.

14Jarnik-Prim
15Minimum Spaning Tree
16Best-first Search
17key
18dijkstra
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

مروج حسین محمد نگارنده: حریصانه وریتم های ال :۵ جلسه

توضیح  موضوع مسئله حل استفاده با که است این بر سع بیشتر که م شود پرداخته ١ حریصانه های وریتم ال معرف به جلسه این در
م شود. گفته آن  مورد در جالب قضیه ای و م شود معرف ماتروید نام به مفهوم جلسه این میانه در داده شود.

حریصانه وریتم های ال ١

آشنا کاربرد هایشان با و دهیم توضیح را آن ها  مثال چند ارائه با کنیم م سع که هستند پرکابردی ول ساده       های وریتم ال ها، وریتم ال این
شویم.

بازه ها مسئله ١ . ١

هم با بازه تا دو هیچ که طوری به کند انتخاب را بازه تعداد بیشترین که دهید ارائه وریتم ال است. شده داده ما به بازه تعدادی سوال:
باشند. نداشته اشتراک

صعودی ترتیب به شروعشان زمان برحسب را ها بازه که است این اول رد روی باشیم. داشته رد روی چند توانیم م سوال این حل برای
رد روی کنیم. انتخاب ندارد شده انتخاب قبل های بازه با اشتراک که را ای بازه مرحله هر در و کنیم شروع اول بازه از سپس و کنیم مرتب
کنیم. تکرار را اول رد روی وریتم ال همان و کنیم مرتب صعودی ترتیب به پایانشان زمان حسب بر هارا بازه که باشد این تواند م دوم
کنیم. اجرا آن روی را اول رد روی وریتم ال و کنیم مرتب صعودی ترتیب به و طولشان برحسب را ها بازه که باشد این تواند م سوم رد روی

مثال چند یا ی روی خطا و آزمون از استفاده با توانیم م را موضوع این است دوم رد روی همان سوال این برای مناسب رد روی اما
کنید. توجه وریتم ال این کد شبه به کند. م کار درست رد روی این که ببینیم

SelectIntervals(intervals)

1 sort intervals by finishing times so that f1 ≤ f2 ≤ ... ≤ fn

2 S ← ∅

3 for j = 1 to n

4 if interval[j] is compatible with S
5 S ← S ∪ {interval[j]}
6 return S

1Greedy algorithms
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کنیم. مقایسه شده انتخاب بار آخرین که ای بازه انتهای با را ام j بازه ابتدای توانستیم م کد شبه ۴ خط در

های بازه بهینه جواب در و باشند شده انتخاب i1, i2, ..., ik های بازه بالا وریتم ال در کنید فرض وریتم: ال بودن بهینه اثبات
اگر حال است. خاصیت این با اندیس بزرگترین r آن در که i1 = j1, ..., ir = jr که فرض این باشند.با شده انتخاب j1, j2, ..., jm
در ها بازه که باشد.ترتیبی داشته را ن مم r بیشترین که گیریم م نظر در را مجموعه ای آن داشتیم ها بازه برای بهینه جواب مجموعه چند
مجموعه از را jr+1 بازه م توانیم که کنیم م دقت نکته این به حال است. بازه انتهای نظر از صعودی صورت به شده اند گرفته نظر در بالا
رساند م تناقض به را ما این که بماند بهینه همچنان جواب که طوری به کنیم زین جای را ir+1 بازه آن جای به و کنیم حذف بهینه جواب

رسیم. م تناقض به که ایم کرده انتخاب را بیشینه r بودیم کرده فرض زیرا

م کنیم. واگذار خواننده به بیشتر تمرین برای را آن حل و کنیم م مطرح قبل سوال مشابه را سوال حالا

که طوری به کند انتخاب بازه تعدادی که که کنید ارائه وریتم ال است. شده داده دارند خاص وزن کدام هر که بازه تعدادی سوال:
باشد. ن مم بیشترین ها آن وزن مقدار جمع و باشند نداشته اشتراک هم با دوتایی هیچ

وزن جوری را بازه ها توانیم م زیرا کند نم کار سوال این برای قبل سوال وریتم ال که است این دارد وجود سوال این درباره که ای نکته
حریصانه وریتم ال از ری دی جور کنیم سع باید پس نباشد خوب دهد م انجام قبل مثال در حریصانه وریتم ال که انتخابی که کنیم ده

کنیم. استفاده

حریصانه وریتم ال از کل شمای ١ . ٢

کرد: توصیف مرحله ٣ در را حریصانه وریتم ال م توان

م شود. تبدیل تر کوچ زیرمسئله ی به مسئله و م کنیم تبدیل م دهیم انجام آن در انتخاب ی که ای مسئله رابه سازی بهینه مسئله . ١
است. حریصانه انتخاب شامل که دارد وجود مسئله برای بهینه جواب ی همیشه م کنیم ثابت . ٢

زیرمسئله ای حریصانه، انتخاب از بعد دهیم م نشان که ترتیب این به یعن است برقرار بهینه٢ زیرمسئله خاصیت دهیم م نشان . ٣
برای بهینه جواب ی کنیم، تلفیق حریصانه انتخاب با زیرمسئله برای بهینه جواب ی اگر که دارد را خاصیت این م ماند باق که

م آید. بدست اصل مسئله

م کند کار آن ها برای حریصانه روش که هایی مسئله کلیت ١ . ٢ . ١

و است w : S → Q+ وزن تابع و A ⊆ 2S مجموعه ی و S مجموعه ی ورودی که هستند صورت این به معمولا ها مسئله این
اندازه مثلا که است این بودن بهینه از منظور باشد. بهینه B که طوری به B ∈ A که B ⊆ S مانند مجموعه ی نیز نظر مورد خروج

کنید. توجه زیر مثال به باشد. کمترین یا بیشترین w(B) =
∑
x∈B

w(x) یا و باشد ترین کوچ یا بزرگترین مجموعه

تا دهیم ارائه وریتم ال خواهیم م حال باشد. S از خط مستقل زیرمجموعه های A و باشد بردار ها از مجموعه ای S کنید فرض
باشد. داشته را خط مستقل بردار بیشترین که کند انتخاب A از را مجموعه ای

هر گوییم م که اینگونه کنیم م تبدیل چیز چند انتخاب مسئله به را مسئله ابتدا که است اینگونه سوال این برای حریصانه وریتم ال
های بردار برای جبرخط در که خواص طبق نباشد. خط وابسته قبل شده انتخاب بردارهای با که کنیم م انتخاب را برداری مرحله

2Optimal substructure

٢
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داشته خط مستقل بردار مجوعه ی اگر دانیم م چون م کند کار درست ما وریتم ال دانیم م دارد وجود برداری فضای و خط مستقل
کنیم. تبدیل برداری فضای برای ای پایه به دهیم گسترش را مجموعه این توانیم م باشیم

بررس را حالت این حال و نباشد اینگونه کنید فرض حال بود ی ثابت تابع وزن تابع که بود حالت شد بررس قبل مثال در که حالت
نزول ترتیب به وزنشان حسب بر را ها si که است این وریتم ال م کند؟ کار مسئله این برای زیر وریتم ال آیا که است این سوال کنیم. م

صورت: بدین یعن کنیم م مرتب

S = {s1, s2, ..., sn}, w(s1) ≥ w(s2) ≥ ... ≥ w(sn)

انتخاب قبل های بردار با si اگر تنها و اگر م کنیم انتخاب را si بردار ام i مرحله در کنیم.حال م انتخاب را آن و کنیم م شروع s1 از حال
بدهند. را خط مستقل مجموعه ی یل تش شده

.I ⊆ 2S و باشد متناه ای مجموعه S کنید فرض م شویم. آشنا ماتروید مفهوم با بحث ادامه در

باشد: برقرار زیر خاصیت سه اگر م گوییم ماتروید ی را (S, I)

∅ ∈ I . ١
B ⊆ I آنگاه B ⊆ A,A ∈ I اگر . ٢

(A ∪ {x})A+ x ∈ I که طوری به x ∈ B\A داشته باشد وجود آنگاه A,B ∈ I, |B| > |A| اگر . ٣

کنیم. م عنوان زیر قضیه تحت که دارد وجود ها ماتروید مورد در جالبی نکته

وزن بیشترین با S از مستقل زیرمجموعه زیر، کد شبه با حریصانه وریتم ال آنگاه باشد دلخواه وزن تابع ی w : S → Q+ اگر قضیه)
کند. م پیدا را

و (S, I) برای حریصانه وریتم ال اگر یعن است درست نیز بالا قضیه برعکس که است این دارد وجود قضیه این درباره که جالبی نکته  
نیز را بودن ماتروید سوم شرط یریم ب نتیجه م توانیم صورت این در باشد داشته را بودن ماتروید دوم و اول شرط I و باشد کارا بالا قضیه

داشت. خواهد

SelectOPT(S)

1 suppose w(s1) ≥ w(s2) ≥ ... ≥ w(sn)

2 A← ∅

3 for i = 1 to n

4 if A+ si ∈ I

5 A = A+ si

6 return S

کرده اشتباه وریتم ال که باشد اندیس اولین k کنید فرض و باشد A = {a1, ..., am} حریصانه وریتم ال خروج کنید فرض برهان:
ندارد. وجود باشد {a1, ..., ak} شامل که ای بهینه جواب ول دارد وجود {a1, ..., ak−1} شامل بهینه جواب یعن است

م کنیم اجرا را مقابل وریتم ال حال C = {a1, ..., ak} و باشد بهینه جواب ی B = {a1, ..., ak−1, b1, ..., bl} کنید فرض

٣
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1 while |B| > |C|
2 choose x ∈ B\C such that C + x ∈ I

3 C = C + x

بود خواهد زیر ل ش به پس ندارد را ها bi از ی نهایی مجموعه چون نهایت در رسد. م اتمام به مرحله l − 1 از پس حلقه این
Cfinal = {a1, ..., ak, b1, ..., bi−1, bi+1, ..., bl}

کنیم. اثبات و بیان م کنیم سع را ادعا ی حال

.w(ak) ≥ w(bi) ادعا:

نشده انتخاب ول است شده بررس ak از زودتر   حریصانه وریتم ال توسط bi صورت این در w(ak) < w(bi) کنید فرض برهان:
م شود. ثابت ادعا پس است. تناقض در اولیه فرض با که نیست مستقل نیز B پس نیست مستقل {a1, ..., ak−1, bi} مجموعه یعن است،

م شود. اثبات قضیه م ح کل در پس است تناقض که است ak شامل که است بهینه جواب ی خود Cfinal پس

گراف ی های زیرجنگل ١ . ٢ . ٢

کنیم. بررس را ها گراف مورد در جالبی م ح م خواهیم قسمت این در

G = (V,E), I = {f ⊆ اگر ر دی بیان به یا م دهند ماتروید ی یل تش گراف ی زیرجنگل های کنید ثابت سوال:
است. ماتروید ی (E, I) کنید ثابت E|f haven‘t cycle}

اگر یعن کنیم اثبات را سوم خاصیت کنیم م سع حال است. واضح (E, I) برای ماتروید خواص از دو و ی خاصیت برهان:
طور به باشد جنگل ی همچنان F + x که دارد وجود x ∈ F ′\F مانند یال آنگاه |F ′| > |F | و باشند G از زیرجنگل هایی F, F ′

ندارد وجود یال چنین کنید فرض حال است. F از متفاوت همبندی مولفه دو در سرش دو که دارد وجود x ∈ F ′ یال گفت م توان معادل
مولفه م شود نتیجه خلف فرض طبق است. یال |C| − 1 دارای و است درخت ی یریم ب نظر در را F از C مانند همبندی مولفه هر حال
م شود نتیجه کل در پس است. یال |C| − 1 دارای حداکثر نیز F ′ در C های راس مجموعه پس م گیرند. جای  F مولفه های در F ′ های

است. برقرار م ح و باطل خلف فرض پس است تناقض که |F ′| ≤ |F |

کنید فکر بیشتر تمرین عنوان به و کنیم حل حریصانه وریتم ال با م توانیم را فراگیر٣ جنگل بزرگترین مسئله م گیریم نتیجه بالا قضیه از
کنیم. حل را فراگیر۴ درخت ترین کوچ مسئله حریصانه وریتم ال با توانیم م ونه چ و چرا که

واحد کارهای بندی زمان ١ . ٢ . ٣

کنید. حل را آن حریصانه وریتم ال به بیشتر تسلط برای که کنید سع و م کنیم مطرح را جالبی مسئله بیشتر تمرین برای

1 ≤ di ≤ n مانند مشخص زمان تا باید ام i کار است. ی کشد م طول هرکار که زمان که بدهیم انجام باید را کار n تعداد سوال:
اعداد این که کنیم پرداخت را wi جریمه باید نشود تمام موعدش زمان تا ام i کار اگر است. شده داده ورودی در ها زمان این که شود تمام
را جریمه ن مم میزان کمترین طوری به بدهد کارها از مناسب بندی زمان ی دهید ارائه وریتم ال حال است. شده داده ورودی در نیز

کنیم. پرداخت
3Maximum spanning forest
4Minimum spanning tree

۴
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کارهای که طوری به یرید ب S از زیرمجموعه هایی همه ی مجموعه را I مجموعه و یرید ب کارها تمام مجوعه را S مجموعه راهنمایی:
شوند. انجام موعدشان از قبل کارها هم که کرد ریزی برنامه جوری بتوان را زیرمجموعه آن

مراجع
[1] Cormen, Thomas H., et al. Introduction to Algorithms. 3rd ed., MIT Press, 2009, pp. 414-450.
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار
بهرنگ نیما نگارنده: حریصانه وریتم ال ادامه :۶ جلسه

کردیم. ارائه مسائل دسته این برای مدل و کردیم مطالعه را م کند کار برایشان حریصانه وریتم ال که مسائل از کلیات قبل جلسه در
م پردازیم. حریصانه وریتم ال ادامه به جلسه این در

کمینه فراگیر زیردرخت ١

ی دنبال به آن در و م شود تعریف C : E → Q+ آن وزن تابع و G = (V,E) دار وزن گراف ی با ١ فراگیر زیردرخت کمینه مسئله
باشد. کمینه یالهایش جمع که هستیم فراگیر زیردرخت

دارد. ما مسئله با زیادی ارتباط که داشت وجود وزن بیشینه با زیرجنگل مسئله که دیدیم ماترویدها در

است. افزایش رد روی مسئله، این حل برای حریصانه رد روی ی

افزایش رد روی ١. ١

از جلوگیری یال، افزودن برای شرط اولین م کنیم. اضافه مناسبی یال گام به گام و م گیریم نظر در را H = (V, ∅) خال گراف ابتدا در
است. گراف در دور یل تش

ی دقیقا در رأس هر و م کند تقسیم دسته دو به را ما های رأس مجموعه که است V از (S, V-S) افراز برش، از منظور برش٢: –
م باشد. ها دسته این از

م باشد. S در آنها سر ی دقیقا که است G از هایی یال تمام شامل δ(S) برش های یال
باشد. δ(S) از یال ی حداقل شامل باید G از همبند زیرگراف هر نکته: –

از یال ترین وزن کم و E(H) ∩ δ(S) = ∅ که یریم ب نظر در (S, V-S) برش ی که است این یال افزودن برای افزایش رد روی
کنیم. اضافه H به را δ(S)

م شود. منجر کمینه فراگیر درخت ی به افزایش رد روی اجرای .١ لم

م دهیم. نشان {e1, e2, ..., en−1} با را وریتم ال توسط آمده بدست های یال اثبات.
فرض مسئله، کلیت در تغییر بدون دارد. وریتم ال یال های با را مشترک یال های تعداد بیشترین که م گیریم نظر در را ای کمینه فراگیر درخت

1MST: minimum spanning tree
2Cut

١
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نداریم. مشترک یال k از بیشتر با کمینه ای فراگیر درخت هیچ پس باشند. مشترک {e1, ..., ek} یال های م کنیم
م دهیم. نشان {e1, ..., ek, f1, ...fn−1−k} با را T ∗ مفروض کمینه درخت های یال

برش ی به مربوط یال های در یال ترین وزن کم یال، این م شود. ساخته درخت در دور ی پس م کنیم اضافه T ∗ به را ek+1 یال حال
ی همچنان ، g دارد وجود برش این یال های مجموعه در که شده ساخته دور در یال حذف و یال این افزودن با پس بوده است، (S, V-S)

م رسیم. تناقض به صورت دو هر در که م شود کمتر یا و م ماند اولیه درخت مساوی حداکثر درخت وزن مجموع و داریم فراگیر درخت
یافته ایم مشترک یال k+1 با کمینه فراگیر درخت ی بماند، ثابت وزن اگر و نبوده است کمینه مفروض، درخت پس شود، کم وزن اگر زیرا

است. ابتدایی فرض خلاف که

S V-S

ek+1

g

م شود. منجر کمینه پوشای درخت ی به همواره روش این پس
دارد. وجود برش ها کردن پیدا برای متفاوت های روش

٣ پرایم‐جارنی –
عنوان به را H و م کنیم اضافه H به و م کنیم انتخاب را (v1) رأس ها از ی م کنیم. فرض H نام به خال مجموعه ی ی ابتدا در
نیست H در که یال از انتهایی در که را رأس و م کنیم انتخاب را برش این یال کمینه حال (H,V −H) م گیریم نظر در برش

م کنیم. تکرار را کار همین و م گیریم نظر در برش عنوان به را H مجدد م کنیم. اضافه H به را (v2)
:۴ ال کروس –

که صورت در را یال ها ی ی و م کنیم شروع یال ترین کوچ از و م کنیم مرتب بزرگ به کوچ از وزنشان اساس بر را یال ها
م کنیم. اضافه مجموعه به را یال آن ندهند، دور یل تش خود از پیش شده ی انتخاب یال های با

:۵ برووکا –
م کنیم. اضافه مجموعه به را زیردرخت ها باق به زیردرخت هر از یال کمینه گام هر در

حال م کنیم. اضافه و م کنیم انتخاب را یال کمترین رأس هر برای حال هستند، زیردرخت ی هر کدام رأس ها تک تمام ابتدا در
تا م کنیم اضافه مجموعه به را زیردرخت ها باق به زیردرخت آن از یال کمینه هر کدام، ازای به داریم. بزرگتر زیردرخت تعدادی

برسیم. کمینه فراگیر درخت ی به گام ها این تکرار با انتها در و ساخته شود بزرگتری درخت های
بهتری است. گزینه مواقع برخ در وریتم ها ال باق از است، انجام قابل موازی پردازش صورت به اینکه دلیل به برووکا وریتم ال
نم شود. ایجاد دور باشد، متمایز وزن ها تمام اگر و است لازم وریتم ال در دور نشدن ایجاد برای یال ها وزن بودن متمایز شرط

است. تا ی کمینه، فراگیر درخت باشد، متمایز یال ها تمام وزن اگر که کنید اثبات تمرین: –

Prime-Jarnik٣

Kruskal۴
Boruvka۵

٢
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کاهش رد روی ١. ٢

است. دور ی در یال ترین سنگین ی حذف رد روی ی و هستیم یال ی حذف دنبال به گام هر در

گراف کردیم حذف که یال که جایی اولین م شود.(راهنمایی: منجر کمینه فراگیر درخت ی به رد روی این که کنید اثبات تمرین: –
یرید) ب نظر در را نباشد مانده باق یال های زیرمجموعه کمینه ای، فراگیر درخت هیچ که م کند تبدیل گراف به را باقیمانده

موضع جستجوی رد روی ١. ٣

یال افزودن با که درخت خارج در کمتر وزن با یال ی و درخت داخل در دارد وجود یال که زمان تا و م گیریم نظر در پوشا درخت ی
م دهیم. ادامه یال ها تعویض به خواهیم داشت، درخت ی همچنان ، داخل یال حذف و خارج

∃e ∈ T, e′ ∈ E − T : T − e+ e′ is tree, w(e) > w(e′) → T = T + e′ − e

است؟ چندجمله ای وریتم ال اجرای زمان آیا سوال: –
م آید؟ بدست کمینه فراگیر زیردرخت ی توقف، هنگام چرا سوال: –

این اساس فرض و کنیم بهینه کم را خود فعل جواب م کنیم شروع گام هر در که است این موضع جستجوی نام گذاری علت
است.

۶ آبی و قرمز ترکیبی/قاعده رد روی ۴ .١

بیشترین با رنگ بدون یال و انتخاب را ندارد قرمز رنگ با یال هیچ که دوری ، کاهش رد روی با است، موجود ٧ کتاب در که رد روی این در
را برش از نشده رنگ یال کمترین و ندارد آبی یال هیچ که م گیریم نظر در برش ی ، افزایش رد روی با م آوریم. در قرمز رنگ به را وزن

م آوریم. در آبی رنگ به
است. کمینه فراگیر درخت دهنده نشان آبی های یال آخر در که داد انجام م توان مشخص نظم با یا دلخواه ترتیبی به را قاعده دو این

برای و دارد وجود تصادف وریتم ال برای n حسب بر خط زمان کمینه، فراگیر درخت کردن پیدا های وریتم ال برای نکته: –
نیست. مشخص آن زمان اوردر که دارد وجود بهینه وریتم ال ، قطع وریتم های ال

Blue-rule Red-rule۶

algorithms Network and structures Data٧
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٨ بندی نهان/صفحه حافظه ٢

آنها اندازه ول هستند تر سریع آنها از برخ که دارد وجود حافظه از مختلف انواع که است این دارد وجود که مسئله ای کامپیوتر دنیای در
مقدار که است این سریعتر حافظه وجود کاربرد و رم به نسبت ١١ نهان حافظه یا ١٠ هارد به نسبت ٩ رم حافظه مثال برای است. کمتر

شود. کمتر کندتر، حافظه از استفاده به نیاز تا شود نگهداری آن روی اطلاعات محدودی
آن خواندن به نیاز زمان مرور به ما که است مواردی که d1, d2, ..., dm تایی m دنباله و کنیم ذخیره ١٢ مورد k م توانیم ما نهان حافظه در
اگر و ١٣ م شود خوانده نهان حافظه از باشد، نهان حافظه ی در اگر م شود، انجام مورد ی خواندن درخواست که هربار در داریم. مورد

. ١۴ کنیم اضافه نهان حافظه داخل به را جدید مورد و کنیم پاک نهان حافظه از را مورد ی م شویم مجبور نباشد، نهان حافظه در
که است این اینجا در مطرح مسئله کنیم. کمینه را ندارد وجود نهان حافظه در مورد ی که مواردی تعداد که است این مسئله این در هدف
LIFO/- دارند. وجود هستند حریصانه روش به که متفاوت های روش شود. انداخته بیرون باید مورد کدام مورد، ی انداختن بیرون هنگام
وریتم های ال دارند.اما دسترس کنون تا گذشته اطلاعات به و هستند ١۵ برخط های وریتم ال ها وریتم ال این که FIFO, LRU, LFU
اطلاعات، این تمام دانستن فرض با و هست نیز م شوند خوانده آینده در که مواردی دنباله دانستن آنها فرض که دارد وجود هم ١۶ برخط غیر
حذف نهان حافظه از را داریم نیاز آن به دورتری آینده ی در که موردی که است این روش ی م گیرد. نهان حافظه از موارد حذف به تصمیم

دارد. اثبات به نیاز است، خوب روش چنین اینکه کنیم.

اضافه نهان حافظه به را نبوده نهان حافظه در و بوده نیاز مورد گام آن در که موردی تنها گام هر در اگر یافته١٧: کاهش ریزی برنامه –
کنیم.

موارد افزودن برای روش بهترین یافته کاهش ریزی برنامه که م شود اثبات و است بر زمان عملیات نهان، حافظه مورد ی افزودن
اول، وریتم ال تعداد به که م کنیم تبدیل یافته کاهش روش ی به را یافته کاهش غیر روش ی اینکار برای است. نهان حافظه به

م کند. حذف حافظه از مورد

نیاز آن به دورتری آینده ی در که است موردی کردن حذف حذف، برای روش ی شد، اشاره قبلا که همانطور آینده١٨ در دورترین –
م پردازیم. روش این بودن بهینه اثبات به حال خواهدشد.

ر دی ی برابر ای هزینه که دارد وجود آینده در دورترین روش هر برای یافته کاهش برنامه ریزی روش ی که م پردازیم این به ابتدا
م ماند. برقرار j هر ازای به م کنیم ثابت استقرا با که دارند اول گام j در

گام در دارد. وجود هزینه برابر تعداد با یافته کاهش وریتم ال ی آینده، در دورترین وریتم ال اول گام j برای است. j=٠ استقرا پایه
بیاید. پیش است ن مم حالت چند j+1

j گام تا که باشد یافته کاهش ریزی برنامه وریتم ال آن نهان حافظه S و باشد d خوانده شده است، j+١ گام در که موردی کنید فرض
در که م سازیم S روی از S′ یافته کاهش نهان حافظه ی ما حال است. سان ی (SFF ) آینده در دورترین وریتم ال نهان حافظه با

باشد. داشته اولیه یافته کاهش نهان حافظه با معادل ای هزینه و باشد سان ی آینده در دورترین وریتم ال با گام j+1

Caching/Paging٨

RAM٩

HDD١٠

Cache١١

item١٢

hit Cache١٣

miss Cache١۴

online١۵

offline١۶

schedule reduced١٧

future in farthest١٨

۴
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باشد موجود نهان حافظه در حاضر حال در d .١
S = S′ بود: خواهند سان ی نیز j+١ گام در نهان حافظه دو همچنان پس

کنند حذف خود نهان حافظه از را مشابه عضو وریتم ال دو هر و نباشد نهان حافظه در d .٢
S = S′ بود: خواهند مشابه همچنان باز

f عضو یافته کاهش برنامه ریزی وریتم ال و کند حذف را e عضو آینده در دورترین وریتم ال و نباشد موجود نهان حافظه در d .٣
کند. حذف را

است. بر هزینه S اندازه به حداکثر S′ آینده در که دهیم نشان باید حال
است قرار j′ گام در g مورد و م کنند عمل متفاوت S, S′ نهان حافظه دو ، j+1 از بعد که م کنیم فرض جایی اولین را j′

خوانده شود.

g = e (آ)

م بایست دورترین وریتم ال وگرنه باشد نیاز مورد باید f از دیرتر e دورترین، فرض طبق زیرا نیست ن مم حالت چنین
م کرد. حذف را e

g = f (ب)

کند. اضافه نهان حافظه به را f تا کند حذف را e′ S گام این در که م کنیم فرض نیست، S در f چون
شده است. انجام کمتری هزینه S′ در و است شده S′ با برابر S پس باشد، e = e′ اگر

شد. S = S′ برابر ای هزینه با پس م کنیم اضافه را e و م کنیم حذف را e′ عضو S′ در باشد، e ̸= e′ اگر
کند. رفتار S همانند S′ ادامه در و

م کند. حذف را e عضو  S و g ̸= f, e (ج)
کند. حذف را f عضو S′

کنند. عمل سان ی S′ و S ادامه در و است شده S = S′ برابر، ای هزینه با دوباره حال

ازای به استقرا به پس باشد آینده در دورترین وریتم ال مشابه گام j+1 در که ساخت یافته کاهش وریتم ال ی م توان که دیدیم پس
است. صحیح شرط نیز گام تعداد هر

مثلا دارد. وجود هایی تقریب نیز خط بر های وریتم ال مورد در اما بود برخط غیر های وریتم ال به مربوط دیدیم کنون تا آنچه

LRU is k-competitive: for any sequence of requests σ, LRU(σ) ≤ k.FF (σ) + k

Randomized marking is O(log(k))− competitive

۵
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

کاظمی نجف آبادی آرمیتا نگارنده: پویا۱ برنامه ریزی :۷ جلسه

شدیم. آشنا درستی اش اثبات کلی مدل و مسائل حل برای آن به کارگیری نحوه حریصانه، الگوریتم با پیش جلسه دو طی
شویم. آشنا است الگوریتم طراحی مهمی در تکنیک که پویا برنامه ریزی با داریم قصد جلسه این

مسأله یک طرح ۱

n عدد ورودی:
باشد. مهم نیز استفاده ترتیب که طوری نوشت ۴ و ۳ و ۱ تعدادی مجموع صورت به را n عدد می توان طریق چند به خروجی:

شوند.) حساب n = ۷ برای جواب شمارش در ۴+۳ و ۳+۴ مورد دو هر (مثلا

بیابیم. مسأله برای جوابی بازگشتی الگوریتم یک با می توانیم راحتی به

Sum(n)

1 if n ≤ −1

2 return 0

3 elseif n = 0

4 return 1

5 else
6 return Sum(n− 4) + Sum(n− 3) + Sum(n− 1)

اینکه شد؛ متصور مجزا حالت سه می توان دارند n برابر مجموعی که ها ۴ و ۳ و ۱ از مرتب مجموعه های همه برای درستی: اثبات
است. مجزا حالتِ سه این از یک هر اعضای تعداد مجموع مسأله، پاسخ بنابراین باشد. ۴ یا ۳ یا ۱ مجموع، در ظاهرشده عددِ آخرین

Sum(n−3) ، Sum(n−1) ترتیب به باشد، ۴ یا ۳ یا ۱ عدد آخرین اینکه به بسته دهیم، نمایش Sum(n) فرم به را مسأله این پاسخ اگر
داشت. خواهیم مجزا حالت Sum(n− 4) و

Sum(n− 4) + Sum(n− 3) + Sum(n− 1) = Sum(n) یعنی:

کرد! را کار این می توان طریق یک به باشد صفر برابر n اگر نوشت. مطلوب فرم به را عدد نمی توان باشد، صفر از کمتر n اگر پایه:
نکنیم.) استفاده را ۴ ۳و ۱و از یک هیچ (اینکه

غیربازگشتی که است حالاتی پایه، از (منظور می شود. محاسبه آن جواب درستی به و شده ختم مذکور پایه ی حالات به نهایتا دیگر حالتِ هر
می شوند.) محاسبه

1Dynamic Programming

۱
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نمایی) ی مرتبه۲ (از زیادی اجرای زمان الگوریتم، که برد پی  می توان راحتی به مسأله، بازگشتی درخت گرفتن نظر در با زمانی: تحلیل
طبقات در که شاخه ای بازگشتی، درخت به توجه (با می شود. برابر سه قبل طبقه به نسبت طبقه هر رئوس تعداد ⌊n

4

⌋ طبقه ی تا چون ⌋دارد.
n
4

⌋ آن طول شدن، کم واحد ۴ بار هر و n از شروع با و است بیشتر آن از واحد ۴ کس هر پدر که است شاخه ای دارد، حضور کمتری
اجرای زمان نشان دهنده که است. Ω(3⌊n

4 ⌋) از درخت برگ های دارند، فرزند سه طبقات آن رئوس اینکه و اخیر گزاره به بنا بود.) خواهد
است. الگوریتم نمایی

بالارفتن اصلی مقصر و شود زده  صدا بازگشتی شکل به تابع می شود باعث که است آخر خط شده، ارائه الگوریتم کدِ شبه در که کنیم توجه
است. زمانی هزینه

بازگشتی طور به تابع این توسط بارها Sum(i) است ممکن که اینجاست نکته کرد. بهینه را روند این می توان کمی توجه با بهینه سازی:
کنیم. محاسبه بازگشتی را مقدارش هربار بود نخواهد لازم کنیم، ذخیره جایی در را آن اول بار اگر که صورتی در شود؛ محاسبه

هرگاه که ترتیب این به کرد. پیاده است، −1 برابر خانه هایش همه مقدار ابتدا در که n طول به آرایه یک کمک به می توان را طرح شده ایده ی
محاسبه را Sum(i) می بایست بود، یک منفی آن مقدار اگر کنیم. نگاه آرایه در i خانه به ابتدا داشتیم، نیاز Sum(i) مقدارِ به i یک به ازای
آرایه ی A کنید فرض داریم. دسترسی آن به O(1) در ما و شده محاسبه قبلا Sum(i) صورت، این غیر در دهیم. قرار خانه آن در و کرده

می زنیم. صدا جواب محاسبه برای را زیر تابع کرده ایم. یک منفی را خانه هایش همه که باشد مذکور

Sum(n,A)

1 if n ≤ −1

2 return 0

3 elseif n = 0

4 return 1

5 elseif A[n] ̸= −1

6 return A[n]

7 else
8 A[n] = Sum(n− 4, A) + Sum(n− 3, A) + Sum(n− 1, A)

9 return A[n]

داده تغییر بار یک حداکثر آرایه از خانه هر مقدار دارد. بستگی می رویم آرایه سراغ که بارهایی تعداد به الگوریتم، کل اجرای زمان نهایتاً
است. رسیده پایان به الگوریتم شود، مشخص ام n خانه مقدار که زمانی و می شود

می شود. دیده مقدارش O(1) در بازگشتی طور به چندبار حداکثر i مثل خانه هر که کنیم توجه هم این به باید بگوییم، دقیق تر بخواهیم اگر
دیده یافته است، یک منفی را i+ 4 یا i+ 3 خانه یا i+ 1 خانه ی که بازگشتی الگوریتم توسط بار سه حداکثر ، i خانه که است این پاسخ
دیدن و i به رسیدن از قبل بازگشتی تابع اجرای پس آن از گرفت، قرار یک منفی جز عددی خانه سه این از یک هر در اینکه از بعد می شود.

شد. خواهد متوقف آن
است. O(3n) = O(n) همان یا خطی الگوریتم، اجرای زمان پس

کرد. حل ،for ی ساده حلقه یک کمک به را مسأله می توان آرایه از کمک گرفتن ایده ی همین با
است امکان پذیر کار این کنیم. مقداردهی کرده ایم پر قبلا که خانه هایی کمک به n− 1 تا 0 از را آرایه خانه های ترتیب به که صورت این به
شده اند. مقداردهی Sum(i) از قبل سه هر که دارد بستگی Sum(i− 4) و Sum(i− 3) ، Sum(i− 1) مقادیر به Sum(i) مقدارِ چون

است. روشن تر اجرا زمان خطی بودن پیاده سازی این در
2Order
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Sum(n)

1 A[0] = 1

2 A[1]= 1

3 A[2]= 1

4 A[3]= 2

5 for i = 4 to n

6 A[i] = A[i− 1] + A[i− 3] + A[i− 4]

7 return A[i]

پویا برنامه ریزی کمک به مسائل حل کلی روش ۲

دهیم. ارائه روش این از کلی صورت بندی یک می توانیم و شده آشنا پویا برنامه ریزی کلی ایده ی با قبل، مثال کمک به

شبیه معمولا (زیرمساله ها است. چندجمله ای ی مرتبه از اکثرا ها زیرمسأله این تعداد که می کنیم تبدیل زیرمسأله هایی به را مسأله ⁃
اصلی اند.) مساله

آورد. بدست  زیرمسأله هایش بهینه ی جواب برحسب می توان را مسأله یک بهینه ی جواب ⁃

داریم: کلی روش دو ایده، این پیاده سازی برای

جواب خانه هر کنیم. پر خاص ترتیبی به دهد؛ جای خود در را زیرمسأله ها جواب است قرار که آرایه ای خانه های پیمایشی۳: روش ⁃
محاسبه را جواب که بازگشتی تابع ورودی مولفه های تعداد به آن بعد معمولا نیست. بعدی یک لزوما آرایه و می دارد نگه  را زیرمسأله یک

می کنند.) تر روشن را مفهوم این بعدی، های (مثال دارد. بستگی می کند

دقت و دهیم انجام بازگشتی را آرایه) یک در جواب ذخیره و ها زیرمسأله جواب آوردن دست (به کار همین پایین۴: به بالا روش ⁃
کنیم. مشخص درستی به را پایه ای حالات نشود. انجام اضافه ای محاسبه کنیم

پشتی۵ کوله مسأله ۳

دارد. vi ارزش و si اندازه ی i عنصر که عنصر n از مجموعه ای و می دهد نشان را کوله پشتی ظرفیت یا اندازه که s عدد ورودی:
باشد. بیشینه ارزش هایشان جمع و نبوده بیشتر s از اندازه هایشان جمع که عناصر از زیرمجموعه ای خروجی:

دارد: متفاوت صورت دو مسأله این

باشد. کوله پشتی در عنصر یک از کسری است ممکن کسری: صورت ⁃
کردن حل که کنیم حل را سوال n آن طی می بایست که باشد معین زمانی s کنید فرض داد. ارائه حالت این برای بهتری صورت می توان
در گرفت. خواهیم را نمره از کسری طبیعی طور به کنیم حل را سوال یک از کسری اگر علاوه به است. vi نمره اش و می گیرد si زمان i سوال
اندازه شان به ارزش نسبت به توجه با نزولی ترتیب به را عناصر می بایست کرد. حل حریصانه الگوریتم کمک به را مسأله می توان حالت این

کرد. انتخاب (چگالی)
3iterative
4memoization
5 knapsack
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نیست. یا هست کوله پشتی در کامل طور به یا عنصر هر یکی: و صفر صورت ⁃
به مربوط حریصانه  الگوریتم که دهید ارائه مثالی تر ساده طور به (یا نکند! کار برایش حریصانه الگوریتم که بیاورید مثالی حالت این برای

ندهد.) بهینه جواب آن ازای به قبل، سوال
کنیم: پیدا می شوند مساله این حل به منجر که مناسبی زیرمسأله های می کنیم سعی

با i ،... ،2 ،1 عناصر از زیرمجموعه یک ارزش بیشینه ی V [i] که کنیم حل را V [i] زیرمساله ی بخواهیم که است این ناموفق تلاش یک
می باشد. s اندازه حداکثر

کند: ایجاد اصلی مان مساله برای بازگشتی رابطه ای که کنیم معرفی بهتری زیرمساله ی می توانیم ایده این در کمی تغییر با
است. B اندازه ی حداکثر با i ،... ،2 ،1 عناصر از زیرمجموعه یک ارزش بیشینه V (i, B) که می گیریم نظر در را V (i, B) زیرمسأله

حالت بندی (با آورد. بدست V (i, B)برای مناسبی بازگشتی رابطه می توان کمی دقت با بود. خواهد V (n, s) اصلی مان مسأله جواب بنابراین
خیر.) یا می گیرد قرار کیف در i عنصر بهینه، جواب در اینکه روی

V (i, B) =


0  i = 0

V (i− 1, B)    si > B

max {vi + V (i− 1, B − si), V (i− 1, B)} otherwise

  

کنیم (فرض است. n× s نیز آن اندازه ی باشد. دوبعدی باید موردنظر آرایه ی می بینیم دارد، ورودی مولفه دو که V (i, B) به توجه با
بستگی آن پایین تر سطر در زیرمسأله ای به مسأله جواب نباشد، صفر i اگر آمده بدست بازگشتی رابطه به توجه با است.) صحیح s مقدار
می رویم.) بالاتر سطر به سپس طی شده سطر یک خانه های (همه ی سطری صورت به بالا به پایین از گراف، خانه های پیمایش با بنابراین دارد.

آوریم. بدست را اصلی مسأله جواب می توانیم
پایه ای حالات باید تنها شویم. خانه ها پیمایش ترتیب درگیر نیست نیاز صورت این در که کرد حل نیز پایین به بالا روش از را مسأله می توان

ست. پایه ای حالت i = 0 اینجا در دهیم. تشخیص درست را

وابستگی درخت ۴

جهت دار گرافی اساس این بر آوریم. بدست آن از زیرمسأله هایی جواب اساس بر را اصلی مسأله جواب که بوده این بر سعیمان حال به تا
داشته باشد، بستگی خاصی زیرمسأله های به هدف مسأله ی جواب که صورتی در و داده قرار رأسی زیر مسأله ها از یک هر ازای به می سازیم.
یک است ممکن خود هدف (مسأله می کنیم. ایجاد هدف مسأله با متناظر رأس به زیرمسأله ها از یک هر با متناظر رأس از جهت دار یالی

باشد) زیرمسأله
نداشته باشد. دور بدست آمده گراف که داشت خواهد بستگی این به مسأله بودن حل پذیر

روش به نهایتا و انجام دهیم. آن روی توپولوژیک مرتب سازی بتوانیم که داشته باشیم دور بدون و جهت دار گرافی کافی ست دیگر عبارت به
توپولوژیک ترتیب به پیمایش مان اگر که چرا کنیم. محاسبه نهایی مسأله به رسیدن تا را زیرمسأله هر جواب مرتب شده، رئوس روی پیمایشی

است. شده محاسبه  پیش از است لازم مسأله یک حل برای که زیر مسأله ای هر جواب هستیم مطمئن شود، انجام

هم ترازی۶ مسأله ۵

کارکتری y و s رشته از کاراکتری x که طوری به axy اعداد و فاصله) (هزینه ی d عدد ؛ n طول به t ی رشته و m طول به s رشته ی ورودی:
( y و x تطابق (هزینه باشد. t رشته از

6alignment or edit distance

۴
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است. چقدر رشته دو کردن هم تراز برای لازم هزینه کمینه دیگر، بیانی به یا دارند تطابق چقدر رشته دو خروجی:
ترجمه املایی۷، تصحیح ژنتیک، ها)، پروتئین شباهت (تعیین بیوانفورماتیک ها: کاربرد

رشته از ام i کاراکتر xi که طوری به است (xi, yj) مرتب زوج های از مجموعه یک تطابق، کنیم. تعریف را تطابق می بایست ابتدا
زوج (دو ندارند. تقاطع زوجی دو هیچ علاوه به است. آمده زوج مرتب یک در حداکثر کاراکتر هر و بوده t رشته از ام j کاراکتر yj و s
ظاهر تطابق در که (xi, yj) مرتبِ زوج هر باشد.) برقرار i < l, j ≥ k یا i ≤ l, j > k اگر گوییم متقاطع را (xl, yk) و (xi, yj)

می کند. تحمیل کل) (هزینه ما به d هزینه ی نیامده، مرتبی زوج در که عنصری هر و axy هزینه ی می شود،

اضافه (d هزینه (با فاصله کاراکتر رشته، هر انتهای و ابتدا یا حروف بین طوری کرد. توصیف را مسأله نیز دیگر شکلی به می توان
دوی به دو تفاوت هزینه ی مجموع بنویسیم، هم زیر حرف به حرف را رشته دو اگر ثانیا و شود یکی رشته دو طول اولا که نکنیم) (یا کنیم

شود. کمینه گرفته اند، قرار هم روبه روی که حرف هایی
j با اول رشته ابتدایی کاراکتر i دادن تطابق برای لازم هزینه کمترین که می نامیم OPT (i, j) می کند کمک ما به اینجا در که زیرمسأله ای

است. دوم رشته ی ابتدایی کاراکتر
: می آید بدست زیر بازگشتی رابطه نهایتا

OPT (i, j) =


j × d  i = 0

i× d    j = 0

min{axiyj +OPT (i− 1, j − 1), d+OPT (i− 1, j), d+OPT (i, j − 1)} ij ̸= 0
  

این دهیم. تطابق j طول به زیررشته ای با را صفر طول به زیررشته یک واقع در باید باشد، i = 0 اگر می کنیم. بررسی را رابطه درستی
می آیند تطابق در که زوج مرتب هایی مجموعه که آنجا از است.) روش کم هزینه ترین روش یک همین (پس است ممکن طریق یک به کار

نشده اند. ظاهر زوج مرتبی در عنصر j از یک هیچ چون بود خواهد j × d برابر کل هزینه ست؛ تهی
است. i× d کل، هزینه کمینه ی گفت می توان باشد j = 0 اگر مشابها

آنجا از دارند. حضور بهینه تطابق زوج مرتب های در هردویشان ، yj و xi اول حالت در نیستند. صفر j و i از یک هیچ کنید فرض حال
حالت این در بنابراین می آید. پیش تقاطع باشند ظاهرشده متفاوتی تطابق های در اگر هستند، خود رشته ی در کاراکتر آخرین هریک که

بود. خواهد axiyj +OPT (i− 1, j − 1) برابر حالت این در هم بهینه هزینه ی باشند. تطابق زوج های از یکی خودشان می بایست
برابر حالت بهینه ترین در هم هزینه ها بقیه و کند پرداخت را d هزینه ی می بایست پس نیست حاضر بهینه تطابق در xi مثلا دوم حالت در

است. d+OPT (i− 1, j) نهایی اش هزینه که خواهدبود OPT (i− 1, j)

d + OPT (i, j − 1) نهایی هزینه کمترین قبل، حالت مانند حالت این در نباشد. حاضر تطابق در yj که است این سوم حالت مشابها
می گنجد.) حالت سه این از یکی حداقل در تصور قابل تطابق (هر بود. خواهد حالت سه این کمینه ی ، OPT (i, j) جواب بنابراین است.

راحتی به پیمایشی، روش به مسأله حل برای می گیریم. نظر در m×n اندازه به بعدی دو آرایه ای پویا، برنامه ریزی از استفاده برای اکنون
تکرار راست به چپ از را کار همین رفته، بالا سطر به سپس و پیمود را سطر یک خانه های به ترتیب شروع کرد، آرایه (0, 0) خانه از می توان
چپ، همسایه به احتمالا است، خانه یک با متناظر که مسأله یک جواب آوردن بدست برای زیرا است. رئوس از توپولوژیک ترتیبی این کرد.

شده اند. مقداردهی موردنظر خانه از قبل همگی که داشت خواهیم نیاز همسایه دو این مشترک همسایه ی و پایین همسایه
وارد غیربازگشتی را آن مقادیر و کرده انتخاب مناسبی پایه ی است کافی کنیم، حل بازگشتی یا پایین به بالا روش از را مسأله بخواهیم هم اگر
زیر الگوریتم است. OPT (m,n) محاسبه ی هدف شوند. مقدار دهی آرایه در غیربازگشتی می بایست j = 0 و i = 0 اینجا در کنیم. آرایه

است: پیمایشی روش به پیاده سازی یک
7spell checking

۵
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�Sequence-Alignment(m,n,A)

1 for i = 0 to m

2 A[i, 0]= i× d

3 for j = 0 to n

4 A[0, j]= j × d

5 for i = 1 to m

6 for j = 1 to n

7 A[i, j]= min(axiyj +A[i− 1, j − 1], d+A[i− 1, j], d+A[i, j − 1])

8 return A[m,n]

مشترک۸ دنباله زیر بلندترین مسأله ۶

t و s رشته های ورودی:
آمده اند.) ترتیب همان به که اصلی رشته متوالی لزوما نه اعضای از (زیردنباله ای مشترک زیردنباله بلندترین خروجی:

بیابید. سوال این برای حل راه ترازی، هم مساله کمک به کنید سعی هستیم. رشته دو برای تطابق یک دنبال انگار شهودی طور به یک: تمرین
در یک برابر را d یا فاصله هزینه گیرید. نظر در دو برابر بودند، متفاوت اگر و صفر بودند، مشابه اگر را حرف دو تطابق هزینه (راهنمایی:

داده.) تطابق هم به ترتیب به را رشته دو مشترک دنباله زیر بلندترین اعضای دارد، را هزینه کمترین که تطابقی ادعا: گیرید. نظر
کنید. حل پویا برنامه ریزی کمک به مستقیما را مسأله دو: تمرین

مشابه و بگیرید نظر در دوم رشته ی ابتدایی کاراکتر j با اول رشته ابتدایی کاراکتر i مشترکِ زیردنباله ی بلندترین را LCS(i, j) (راهنمایی:
بیابید.) آن برای بازگشتی رابطه ای هم ترازی، مسأله

متقارن زیردنباله بلندترین مسأله ۷

n طول به s ی رشته ورودی:
s متقارن زیردنباله ی بزرگترین طول خروجی:

شده است. ذکر قبل سوال در رشته یک زیردنباله ی تعریف
هدف گیریم. نظر در رشته اول کاراکتر i از متقارن زیردنباله بزرگ ترین طول را L(i) مطلوب: زیرمساله تعریف برای ناموفق تلاش یک

آورد. بدست آن برای بازگشتی رابطه ای نمی توان که اینجاست مشکل است. L(n) محاسبه ی
رابطه می توان کمی دقت با بگیریم. نظر در s رشته ی ام j کارکتر تا ام i کارکتر از متقارن زیردنباله بزرگترین طول را L(i, j) موفق: تلاش

برد: کار به  L(1, n) محاسبه ی برای را زیر بازگشتی

L(i, j) =


0  i > j

1    i = j

2 + L(i+ 1, j − 1) si = sj

max{L(i+ 1, j), L(i, j − 1)} si ̸= sj

8 LCS or Longest Common Subsequence

۶
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زیرمساله ها اطلاعات که آرایه ای رسانیم. سرانجام به را آن پایین به بالا یا پیمایشی روش دو با می توانیم شد مشخص بازگشتی رابطه که همین   
دور فاقد وابستگی اش گراف نشان دهیم می بایست پیمایشی روش اجرای برای است. n × n اندازه اش و دوبعدی می شود داشته  نگه  آن در
وابستگی ش گراف بودنِ دور (بدون است. پایه i ≥ j اینجا در که کنیم. انتخاب مناسب پایه ای است کافی پایین به بالا روش برای اما است.
شماره اختلاف از ستون شان و سطر شماره اختلاف که است خانه هایی مقدار محاسبه به وابسته خانه، یک محاسبه ی که است خاطر این به
اولویت است، کمتر ستون شان و سطر اختلاف که خانه هایی پیمایش پیمایشی، روش در بنابراین است. کمتر خانه آن ستون شماره و سطر

است.) 1 برابر پایه ای حالت این در مسأله جواب می دانیم که می شود شروع اصلی قطر از پیمایش پس دارد.

کنید. حل مشترک) زیردنباله (بلندترین قبل مسأله کمک به را مسأله این کنید سعی تمرین:
رشته دو به s رشته ی از کنید سعی می گیرد؛ ورودی عنوان به رشته دو مسأله این خلاف بر ،LCS مسأله اینکه به توجه با اول: (راهنمایی

شود.) مسأله این حل به منجر آنان برای LCS مسأله حل که کنید پیدا دست
مسأله جواب می کنیم ادعا می نامیم. s معکوس را t رشته اینصورت در بسازید ابتدا به انتها از s رشته پیمودن با را t رشته ی دوم: (راهنمایی
طول یا است بزرگتر LCS مسأله حل از آمده بدست طول اینکه روی است. s متقارن زیردنباله بزرگترین طول همان رشته دو این روی LCS
کمک به می توان متقارن زیردنباله ای باشد، بزرگتر LCS جواب اگر دهید نشان و کنید خلف) (فرض حالت بندی متقارن، زیردنباله بزرگترین

باشد.) LCS جواب اندازه به حداقل طولش که ساخت آن

تمرین ۸

بود. متمرکز کند صدق مطلوب شروطی در که مجموعه ای ی اندازه یافتن بر شد، مطرح جلسه این که مسائلی اکثر خواسته ی
متقارن. رشته زیر بزرگترین طول مثال برای

نیز را مجموعه خود جواب، مجموعه ی اندازه یافتن بر علاوه مناسب، کدی شبه نوشتن با کنید سعی چنینی، این سوالات از یک هر برای
کنید.) رجوع ۹ جلسه در درخت مستقل زیرمجموعه سنگین ترین کردن چاپ مسأله به گرفتن، ایده برای (راهنمایی: آورید. دست به

۷
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار
افشارراد امیرحسین نگارنده: (٢) پویا برنامه ریزی :٨ جلسه

هم ترازی٣ مسأله ی و ،٢ کوله پشت مسأله ی اعداد، جمع زدن مسأله ی نظیر مثال هایی و شد معرف پویا١ برنامه ریزی مفهوم گذشته جلسه ی
بیان پویا برنامه ریزی با ارتباط در کلّ نکته ی و مفهوم چند ابتدا نیز جلسه این در گرفتند. قرار بررس مورد ویرایش۴) فاصله ی مسأله ی (یا

گرفت. خواهند قرار بررس مورد نیز مهم مثال سه ادامه در و م شوند

مقدّمات نکات ١
ریشه ی هم م گیرند، قرار بررس مورد جلسات این در که وریتم ها ال از خانواده ای برای dynamic programming نام انتخاب .١
کار به «برنامه ریزی» معنای به ه بل « «برنامه نویس معنای به نه programming لفظ واقع در دارد. تاریخ ریشه ی هم و محتوایی
کرد. جست وجو م روند کار به مسائل گونه این حل در که جدول ساختار همان در م توان نیز را آن انتخاب ریشه ی و است رفته
نهایی جواب م رسیم، آن انتهای به وقت و م کنیم آن کردن پر به شروع مسائل گونه این حل برای که است جدول همان (منظور
ریشه ی بیشتر وریتم ها‐ ال این بنیان گذار از نقل ‐به نیز dynamic لفظ انتخاب م رسد نظر به همچنین م آید.) دست به مسأله

ندارد. وریتم ها ال این ساختار با مستقیم ارتباط و دارد تاریخ
(memoization) پایین۵ به بالا رد روی شد: داده توضیح پویا برنامه ریزی در اساس رد روی دو مورد در مفصل طور به قبل جلسه ی .٢
وجود روش دو این از استفاده بین چندان تفاوت پویا برنامه ریزی کم به مسأله ی حل در که کنید توجه بالا۶. به پایین رد روی و
نه اصل تمرکز و گیرد قرار استفاده مورد م رسد نظر به طبیع تر و ساده تر ذهن نظر از که روش هر ابتدا در م شود پیشنهاد و ندارد
خوب حال این با باشد. آن ها بین بازگشت روابط و زیرمسأله ها صحیح تعریف روی بر ه بل رد، روی دو این میان از انتخاب روی بر

کنید: توجه نیز رد روی دو این مورد در زیر جزئ تفاوت های به است
رد روی در اما م شوند؛ مسأله به سربار٧ ی تحمیل باعث تو در تو بازگشت توابع فراخوان پایین، به بالا رد روی از استفاده در (آ)
دوم رد روی برای مزیت ی این و ندارد وجود سرباری چنین نم شود استفاده بازگشت توابع فراخوان از چون بالا به پایین

سازد. فراهم آن برای را بهتری اجرای زمان عمل در م تواند که م آید حساب به
اصل مسأله ی حل نهایت در و م شوند حل ن مم زیرمسأله های همه ی کلّ حالت در بالا، به پایین رد روی از استفاده در (ب)
اصل جواب به رسیدن برای زیرمسأله ها، بین بازگشت رابطه های ساختار به بسته است ن مم حال این با م شود. حاصل نیز

صورت این در باشد. کاف نهایی جواب به رسیدن برای آن ها از بخش تنها حل و شوند؛ حل مسأله ها زیر تمام نباشد نیازی
که آن حال م کند؛ حل را نیاز مورد زیرمسأله های تنها روش این که چرا باشد، بهتر م تواند پایین به بالا رد روی از استفاده

نم باشد. بهینه نظر این از و کرده حل را موجود زیرمسأله های همه ی عادی، حالت در بالا به پایین رد روی از استفاده
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«نوشتن یا جدول» ی کردن «پر چشم به را پویا برنامه ریزی که م شود تأکید ر دی بار ی است، شده اشاره پیش تر که طور همان .٣
سب به وریتم ال ی طراح برای اصولا م کنند). یاد چنین پویا برنامه ریزی از منابع برخ (اگرچه نکنید نگاه «for حلقه ی ی

باشید: داشته آن ها انجام بر سع دقّت به و یرید ب نظر در را زیر اساس گام دو همیشه پویا برنامه ریزی
زیرمسأله ها دقیق تعریف •

زیرمسأله ها بین رابطه ی دقیق یافتن •
تعریف همواره که م کنیم قرارداد جا این در بنابراین است؛ مهم بسیار زیرمسأله ها دقیق تعریف و صورت بندی که کنید توجه

درست صورت در ‐حتّ زیرمسأله ها دقیق تعریف نکردن ذکر نیز درس امتحان های در و بنویسید؛ دقیق صورت به را زیرمسأله ها
شود. نمره کسر به منجر م تواند زیرمسأله ها‐ بین روابط صحت و مسأله حل

ی م کنید. مشاهده درس این در وریتم ها ال طراح برای که باشد روش مهم ترین شاید پویا برنامه ریزی که باشید داشته نظر در .۴
به یرید. ب نظر در پویا برنامه ریزی از استفاده را خود پیش فرض نداشتید مسأله ی حل برای ایده ای اگر که است این کلّ توصیه ی
نیز م کند کار حریصانه وریتم ال که مسائل در و است؛ حریصانه روش از مهم تر و قدرتمندتر بسیار پویا برنامه ریزی خاص، طور
خود به خود زیرمسأله ها بین رابطه ی یافتن و آن مراحل پیاده سازی جریان در احتمالا یرید، ب پیش را پویا برنامه ریزی رد روی اگر
با مسأله این که م رسید نتیجه این به و م شود؛ برقرار حریصانه انتخاب ی با و ساده صورت به رابطه این که م کنید مشاهده

است. حل قابل نیز حریصانه روش
دست به ١ رابطه ی از وریتم ال اجرای زمان پویا، برنامه ریزی مسأله ی ی در وضوح به پویا) برنامه ریزی مسأله های در اجرا (زمان .۵

م آید:

اجرا زمان = زیرمسأله ها تعداد × م شود صرف زیرمسأله هر حل  برای که زمان (١)

زمان ،١ رابطه ی با مطابق نیز و جلسه همان توضیحات با مطابق گرفت، قرار بررس مورد قبل جلسه ی در که کوله پشت مسأله ی در
ورودی پارامترهای دو هر S و n که این به توجه با بود. کوله پشت ظرفیت S و موجود عناصر تعداد n آن، در که بود O(nS) اجرا
زمان واقع در است. چندجمله ای وریتم ال این اجرای زمان که کرد ادعا S روی بر محدودیت اعمال بدون نم توان هستند، مسأله

است: زیر صورت به ([٢] مرجع از نقل (به آن تعریف که است شبه چندجمله ای وریتم ال این اجرای
ورودی های عددی مقدار حسب بر آن اجرای زمان گاه هر م شود، اجرا شبه چندجمله ای٨ زمان در عددی وریتم ال ی .١ تعریف

باشد. چندجمله ای موجود) ورودی (بزرگ ترین آن

مقدار نظر از ورودی ها این که این و هستند ورودی ها تعداد تابع تنها است، چندجمله ای آن ها اجرای زمان که وریتم هایی ال واقع در
هستند چنین مرتّب سازی مقایسه ای وریتم های ال از بسیاری مثال، عنوان به ندارد. آن برای چندان اهمیت دارند وضعیت چه عددی

کوچ یا بزرگ تابع اجرا زمان نظر از وریتم ال و است؛ مرتّب سازی برای موجود عناصر تعداد دارد اثر اجرا زمان بر که چیزی تنها و
زمان مقدار، آن حسب بر (و ورودی هاست عددی مقدار تابع آن ها اجرای زمان که وریتم هایی ال اما نیست. عناصر این عددی مقادیر
، کوله پشت مسأله ی در مثال عنوان به داشت. خواهند شبه چندجمله ای اجرای زمان کلّ حالت در تعریف طبق دارد)، چندجمله ای
وریتم ال اجرای زمان در آن عددی مقدار که است مسأله از پارامتری S آن، در که درم آمد O(nS) صورت به اجرا زمان که دیدیم
از بیش S اگر اما S)؛ = 2lgS) است نمایی (lgS) آن نمایش برای نیاز مورد بیت های تعداد حسب بر S واقع در است. اثرگذار
این با بود. خواهد چندجمله ای n حسب بر نیز وریتم ال کل اجرای زمان باشد)، آن از توان یا n مرتبه ی از (مثلا نباشد بزرگ اندازه
خواهد شبه چندجمله ای ١ تعریف طبق وریتم ال این اجرای زمان ندارد، وجود S اندازه ی روی بر تضمین کلّ حالت در چون حال

است. بهتر نمایی زمان از اما نیست؛ چندجمله ای زمان خوبی به زمان چنین شهودی صورت به بود.
8Pseudo-polynomial
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مشب صفحه ی فرش کردن مسأله ی ٢

n طبیع عدد ورودی.
(2× 1 سایز (با دومینو ها با 3× n صفحه ی ی فرش کردن٩ راه های تعداد . خروج

صورت به ری دی و افق صورت به ی که دومینو دو همراه به n = 10 ازای به را 3× n مشب صفحه ی ی ١ ل ش مثال عنوان به
م دهد. نشان گرفته اند، قرار صفحه روی بر عمودی

10× 3 مشب صفحه ی :١ ل ش

م شود. مشاهده n = 10 ازای به مشب صفحه ی کامل فرش کردن از نمونه ی نیز ٢ ل ش در همچنین

دومینوها توسط فرش شده 10× 3 مشب صفحه ی :٢ ل ش

تعریف م رسد، ذهن به که چیزی اولین کنیم. تعریف مناسب زیرمسأله های باید پویا، برنامه ریزی از استفاده با مسأله این حل برای
است: ٢ رابطه ی با مطابق Dn زیرمسأله ی

Dn = دومینوها با 3× n مستطیل ی کردن فرش راه های تعداد (٢)

باید حال این با است. ٣ ل ش با مطابق Dn جنس از زیرمسأله سه به اصل مسأله ی تقسیم م رسد، ذهن به ابتدا در که چیزی حالت این در
نمونه ی ۴ ل ش مثال، عنوان به نم دهد. پوشش را Dn محاسبه ی برای حالات همه ی م شود مشاهده ٣ ل ش در چه آن که کنید دقّت
نمونه ی م توان بود. نخواهیم حالت آن بازسازی به قادر کنیم، محدود ٣ ل ش به را خود حالت بندی اگر که است مسأله معتبر پاسخ های از
قابل Dj جنس از زیرمسأله هایی با وجه هیچ به پاسخ چنین یعن این و داد، ادامه دارد وجود ل ش این روی که ویی ال همان با را ۴ ل ش
تعریف کم به ل مش این حال، این با است. خورده ست ش پویا برنامه ریزی برای فعل ایده ی که م رسد نظر به و بود نخواهد مدل سازی
به نیز را Bn و An زیرمسأله ی دو بود، شده تعریف ٢ رابطه ی در که Dn زیرمسأله ی بر علاوه است. حل قابل زیرمسأله ها از ری دی انواع

م کنیم. تعریف ٣ روابط در ترتیب

An = دومینوها با ۵ ل ش مشب صفحه ی کردن فرش راه های تعداد
Bn = دومینوها با ۶ ل ش مشب صفحه ی کردن فرش راه های تعداد

(٣)
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نم باشد. دستیابی قابل ٣ ل ش حالت بندی های از استفاده با که مسأله معتبر پاسخ های از نمونه ای :۴ ل ش
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An زیرمسأله ی مشب صفحه ی فرم :۵ ل ش

. . .

. . .

. . .

. . .

n

Bn

Bn زیرمسأله ی مشب صفحه ی فرم :۶ ل ش

پر ونگ چ به است کاف کار این برای کنیم. بیان تعریف شده زیرمسأله های حسب بر را (Dn (یعن اصل مسأله ی م توانیم حال
خواهیم Dn−2 جنس از مسأله ی باشند، شده پر مختلف دومینوی سه توسط آخر ستون خانه ی سه اگر کنیم. توجه جدول آخر ستون شدن
جنس از مسأله دو دومینوها، این قرارگیری ونگ چ به بسته باشند، شده پر مختلف دومینوی دو توسط آخر ستون خانه ی سه اگر داشت.

9tiling
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م شود. برقرار زیرمسأله ها بین ۴ رابطه ی ترتیب، این به م دهد. نمایش را حالت سه این ٧ ل ش داشت. خواهیم An−1

Dn = Dn−2 + 2An−1 (۴)

. . .

. . .

Dn−2 +

. . .

. . .

An−2 +

. . .

. . .

An−2

An و Dn جنس های از زیرمسأله سه به Dn مسأله ی تقسیم :٧ ل ش

هستند درگیر آن در D و A نوع از مختلف زیرمسأله ی دو که چرا بود، نخواهد کاف اصل مسأله ی حل برای ۴ رابطه ی حال، این با
را An زیرمسأله ی کار، این برای داریم. نیاز نیز ر دی رابطه ی ی به بنابراین نداریم؛ An زیرمسأله ی حل برای رابطه ای حاضر حال در و

درست آخر، ستون شدن پر وضعیت روی بر حالت بندی با ٨ ل ش شود. حاصل ۵ معادله ی تا م کنیم تبدیل کوچ تر زیرمسأله های به
م کند. توجیه را ۵ معادله ی

An = Dn−1 +Bn−1 (۵)

. . .

. . .

Dn−1 +

. . .

. . .

Bn−1

Dn و Bn جنس های از زیرمسأله دو به An مسأله ی تقسیم :٨ ل ش

اضافه معادلات مجموعه ی به B نوع زیرمسأله ی یعن زیرمسأله ها، از جدید نوع ی ،۵ معادله ی نوشتن با که م شود مشاهده مجدّداً
با و ٩ ل ش با مطابق بیابیم. Bn برای بازگشت رابطه ای است لازم بار این بود. نخواهند کاف مسأله حل برای ۵ و ۴ معادلات بنابراین شد؛
An−1 زیرمسأله ی به تبدیل سادگ به Bn زیرمسأله ی دارد)، وجود آن کردن پر برای حالت ی تنها (که ستون آخرین روی بر بندی حالت

.(۶ (معادله ی م شود

Bn = An−1 (۶)

. . .

. . .

An−1

An جنس از کوچ تر زیرمسأله ی به Bn جنس از زیرمسأله تبدیل :٩ ل ش
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م آید. دست به ٧ معادلات مجموعه ۶ و ،۵ ،۴ معادله ی سه دادن قرار هم کنار با ترتیب این به
Dn = Dn−2 + 2An−1

An = Dn−1 +Bn−1

Bn = An−1

(٧)

دست به نیز مسأله نهایی پاسخ و بود خواهند حل قابل Dn و Bn و An زیرمسأله ی سه ،٧ بازگشت معادله ی سه کم به ترتیب این به
هر در که جدول کردن پر (یا جدول سه هم زمان کردن پر با معادل کار این پویا، برنامه ریزی بالای به پایین رد روی گرفتن نظر در با م آید.

هستند. n طول به آرایه هایی واقع در مسأله این در جدول ها که کنید توجه ضمناً م باشد. است) موجود مؤلّفه سه آن خانه ی

آن ها حل صریح صورت به که شدیم ری دی زیرمسأله های تعریف به مجبور Dn آوردن دست به برای مسأله این در که کردیم مشاهده
یریم ب نظر در مستقیماً را م ح همان اگر ، م ح اثبات برای که است ریاض استقرای کاربرد از مواردی به شبیه اتّفاق این نبود. ما هدف
اثبات م شود) قوی تر نیز استقرا فرض که آن دلیل (به یریم ب نظر در را قوی تری م ح اگر اما بود، نخواهد ان پذیر ام استقرا کم به اثبات

کرده اید.) مشاهده داده ساختمان درس در بازگشت روابط حل در را استقرا از کاربردی چنین از (نمونه های م شود. میسر م ح

در که است (Cn) مسأله این برای ری دی زیرمسأله ی نشان دهنده ی نیز ١٠ ل ش همچنین است. شده تمام مسأله این حل ترتیب این به
کرده ایم. ذکر پایان در مبحث تکمیل برای صرفاً را آن دلیل، همین به و نشد آن از استفاده به نیازی مسأله حل در اما شد، بیان درس کلاس

. . .

. . .

. . .

. . .

n

Cn

Cn زیرمسأله ی مشب صفحه ی فرم :١٠ ل ش

درخت در مستقل زیرمجموعه ی سنگین ترین مسأله ی درخت ها) روی پویا (برنامه ریزی ٣

.w : V → Q+ وزن تابع ی و T = (V,E) درخت ی ورودی.
باشد. داشته را وزن بیشترین که درخت از مستقل زیرمجموعه ی . خروج

است: ٢ تعریف مستقل، زیرمجموعه ی ی از منظور که
رأس دو هیچ بین هرگاه گوییم، G گراف رئوس از مستقل زیرمجموعه ی ی را U ⊆ V باشد، گراف ی G = (V,E) اگر .٢ تعریف

باشد. نداشته وجود G گراف از یال U از

در واقع در است. شده مشخّص قرمزرنگ) (رئوس آن مستقل زیرمجموعه ی ی که م دهد نشان را درخت ١١ ل ش مثال، عنوان به
ندارد. وجود یال آن ها از دوتایی هیچ بین که شده اند مشخّص قرمز رنگ به رأس ٧ ل ش این
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درخت ی از مستقل زیرمجموعه ی ی :١١ ل ش

وزن که حالت در مسأله این که کنید دقّت دهیم. ارائه مسأله این حل برای وریتم ال پویا، برنامه ریزی کم به م خواهیم ادامه در
با م شود؛ درخت از مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین کردن پیدا مسأله ی به تبدیل ،(١ با برابر (مثلا شود گرفته نظر در برابر رئوس همه ی
نه و است شده تعریف رئوس روی بر وزن تابع که کنید (دقّت باشند داشته متفاوت وزن های رئوس که حالت برای حل وریتم ال حال این

ندارد. وجود حالت دو این میان تفاوت وریتم، ال نظر از و است مشابه کاملا نیز یال ها)

تعریف درخت ی روی بر اصل مسأله ی که این به توجه با زیرمسأله هاست. درست انتخاب گام مهم ترین و اولین مسأله، حل برای
که آن برای همچنین باشند. اصل درخت از زیردرخت هایی عبارت به یا بوده، درخت جنس از باید نیز زیرمسأله ها وضوح به است، شده
به را دلخواه رأس ی (یعن م کنیم ریشه دار دلخواه رأس ی از را مسأله درخت کنیم، برقرار زیرمسأله ها بین ساختارمندی ارتباط بتوانیم
زیردرخت هایی و گرفت نظر در را r فرزندان م توان بنامیم، r را درخت ریشه ی اگر صورت این در م کنیم). انتخاب درخت ریشه ی عنوان
این به مسأله تقسیم از صورت ١٢ ل ش گرفت. نظر در مطلوب زیرمسأله های عنوان به را هستند آن ریشه های r فرزندان از ی هر که

م دهد. نشان را زیردرخت ها

T1 T2 Tk

. . .

r

درخت ریشه ی فرزندان زیردرخت های و ریشه دار درخت کلّ فرم :١٢ ل ش

(1 ≤ i ≤ k) Tiها روی بر تعریف شده زیرمسأله های پاسخ اجتماع مسأله پاسخ آن گاه نباشد، مسأله جواب در r اگر که است واضح حال
مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین یافتن برای بنابراین ندارد، وجود (i ̸= j) Tj و Ti بین یال هیچ که است آن امر این علّت بود. خواهد

اصل جواب در r خود اگر اما یریم. ب اجتماع را حاصل و بیابیم Tiها از ی هر در را مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین است کاف ، کلّ
یافتن مسأله ی باید حالت آن در عبارت به و نیستند؛ نهایی پاسخ در حضور به مجاز r ازفرزندان ی هیچ آن گاه باشد، داشته حضور مسأله
م رسد نظر به ترتیب این به کنیم. پیدا نباشد،  جواب در درخت ریشه ی که قید این با Tiها از ی هر در را مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین
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است. شده بیان ٨ رابطه ی در زیرمسأله ها این صورت بندی کنیم. تعریف زیرمسأله نوع دو است لازم که
U(r) = r ریشه ی به درخت در r شامل مستقل زیرمجموعه ی سنگین ترین وزن
N(r) = نباشد r شامل که r ریشه ی به درخت در مستقل زیرمجموعه ی سنگین ترین وزن

(٨)

شده حل r فرندان برای زیرمسأله ها همه ی که م کنیم فرض ١٣ ل ش با مطابق ، بازگشت دیدگاه با و زیرمسأله ها این تعریف با حال
کنیم. حل نیز r خود برای را N و U زیرمسأله ی دو آن، نتایج کم به م خواهیم و است

U(v1)

N(v1)

U(v2)

N(v2)

U(vk)

N(vk)

. . .

r

v1 v2 vk

زیرمسأله ها و درخت کلّ ساختار :١٣ ل ش

م شود فرض ٨ رابطه ی از U زیرمسأله ی تعریف طبق ،U(r) محاسبه ی برای است. ساده N(r) و U(r) برای بازگشت رابطه ی یافتن
مسأله ی r فرزندان همه ی برای باید بنابراین نیستند؛ جواب در حضور به مجاز r فرزندان از ی هیچ بنابراین است، جواب جزء r خود که

است. r فرزندان مجموعه ی C(r) از منظور آن در که م شود حاصل ٩ بازگشت رابطه ی ترتیب این به کنیم. حل را N
U(r) = w(r) +

∑
v∈C(r)

N(v) (٩)

ندارد، حضور جست وجو مورد مستقل زیرمجموعه ی در r خود م کنیم فرض چون ،N(r) محاسبه ی برای مشابه استدلال با همچنین
r فرزندان از ی هر برای باید جواب، بزرگ ترین یافتن برای بنابراین ندارد. وجود پاسخ در r فرزندان حضور عدم یا حضور برای محدودیت
رابطه ی ترتیب این به یریم. ب نظر در مربوطه زیردرخت مستقل زیرمجموعه ی سنگین ترین وزن عنوان به را N(v) و U(v) بیشینه ی ،v مثل

م شود. حاصل ١٠ بازگشت
N(r) =

∑
v∈C(r)

max{U(v), N(v)} (١٠)

بازگشت صورت به را زیرمسأله ها تمام جواب م توان ،١٠ و ٩ معادلات از بازگشت رابطه ی دو دادن قرار هم کنار با ترتیب این به
U(r) محاسبه ی برای شبه کدی ، بازگشت تابع ی از استفاده با م توان وضوح به همچنین یافت. دست مسأله اصل پاسخ به و کرد محاسبه

است: مشاهده قابل ادامه در کد شبه این نوشت. N(r) و

MaxInd(r)

1 N(r) = 0

2 U(r) = w(r)

3 for each v in C(r)

4 MaxInd(v)

5 U(r) = U(r) +N(v)

6 N(r) = N(r) + max{U(v), N(v)}
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حال این با پویاست؛ برنامه ریزی از استفاده در (memoization) پایین به بالا رد روی پیاده سازی از نمونه ای فوق شبه کد که کنید دقّت
خاطر به قبل جلسه ی (از است. نشده اندیشیده سان ی ورودی روی بر بازگشت تابع چندباره ی فراخوان از جلوگیری برای تمهیدی آن در
اجرا بار ی حدّاکثر متمایز، ورودی هر برای بازگشت تابع که کنیم توجه است لازم رد روی این پیاده سازی هنگام کلّ حالت در که دارید
شد بررس جلسه همان در همچنین گردد. استفاده شده محاسبه قبلا که خروج ای از بعدی، دفعات در تا گردد ذخیره آن خروج و شود
ماهیت که است آن مسأله این در امر این علّت کند.) نابهینه شدّت به را وریتم ال اجرای زمان مرتبه ی م تواند کاری چنین انجام عدم که
این علّت از بهتری درک که آن برای نم شود. اجرا بار ی از بیش متمایز ورودی ی روی بر بازگشت تابع قطعاً که است گونه ای به مسأله
با مشابه م شود انجام اصل در چه آن ، عبارت به کرد. تشبیه درخت» «پیمایش روش ی به را فوق کد شبه م توان آید، دست به موضوع
عددی مقدار دو م رسد، پایان به رئوس از ی روی DFS به مربوط بازگشت تابع اجرای هرگاه که تفاوت این با است، DFS پیاده سازی
هر روی بر بازگشت تابع دیدگاه، این گرفتن نظر در با م رسد. پایان به فرآیند سپس و م شوند محاسبه رأس) آن به مربوط N و U) نیز

م شود. فراخوان بار ی فقط و ی رأس،

مقدار ی وریتم ال خروج ابتدایی صورت به پویا، برنامه ریزی مسائل در است) شده اشاره قبل جلسه ی در که طور (همان همچنین
بهینه مقدار این حصول به منجر انتخاب، «کدام که است دادن پاسخ و طرح قابل مسأله ای هر در سؤال این حال این با بود. خواهد بهینه
سؤال این اما م آورد؛ دست به را درخت از مستقل زیرمجموعه ی سنگین ترین وزن فعل وریتم ال مسأله، این در خاص طور به م گردد؟».
سنگین ترین به مربوط رئوس کردن چاپ برای شبه کدی ادامه در است. بوده رئوس از مجموعه کدام انتخاب از حاصل وزن این که است مطرح
شود محاسبه U نوع از مسأله پاسخ که م کند مشخّص t پارامتر شبه کد، این در که کنید دقّت م شود. ارائه رئوس از مستقل زیرمجموعه ی

.N نوع از یا

PrintMaxInd(r, t)

1 if t == U

2 print(r)
3 for each x in C(r)

4 PrintMaxInd(x,N)

5 else
6 for each x in C(r)

7 if N(x) > U(x)

8 PrintMaxInd(x,N)

9 else
10 PrintMaxInd(x,U)

وریتم ال و است سخت مسأله ی دلخواه گراف ی برای مستقل زیرمجموعه ی سنگین ترین یافتن مسأله ی که بدانید است جالب ضمناً
با ‐گراف هایی بزرگ تر گروه (یا درخت ها برای مسأله این که م شود مشاهده حال این با است. نشده پیدا آن حل برای چندجمله ای

است. حل قابل ثابت‐) درخت عرض

بهینه جست وجوی دودویی درخت ۴

iاُم عنصر به دسترس دفعات تعداد یا دسترس درصد م تواند fi از منظور (که .fi کدام، هر به دسترس فرکانس با عنصر n ورودی.
(1 ≤ i ≤ n و باشد

باشد. کمینه (fi فرکانس های (با عناصر به دسترس زمان های مجموع که عناصر این از ل متش دودویی جست وجوی درخت ی . خروج
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اهمیت آن ها مطلق مقادیر (و است مهم ر ی دی با عناصر مقایسه ی تنهای دودویی جست وجوی درخت ساختار در چون که کنید دقّت
نیز fi ترتیب، این به هستند. n تا 1 اعداد درخت در موجود عناصر که کرد فرض و کرد دریافت را n عدد تنها ورودی در م توان ندارد)
عنصر به دسترس زمان دودویی، جست وجوی درخت ساختار به توجه با همچنین بود. خواهد i عنصر به دسترس دفعات درصد) (یا تعداد
گونه ای به را عناصر که است آن مسأله این هدف ترتیب، این به یرید). ب نظر در صفر را ریشه (عمق بود خواهد آن عمق از بیشتر ی ،i
دفعات تعداد در دسترس بار ی هزینه ی حاصل ضرب عنصر، ی به دسترس هزینه ی (کل شود کمینه ١١ عبارت که دهد قرار درخت در

م باشد): عنصر آن به دسترس

Cost =

n∑
i=1

fi(depth(i) + 1) (١١)

١۴ ل ش صورت این در باشند. شده داده f1 = 6, f2 = 4, f3 = 1 صورت به fiها مقادیر و n = 3 کنید فرض مثال عنوان به
در قرمز رنگ با نیز درخت از رأس هر به دسترس دفعات تعداد همچنین م دهد. نشان را عناصر این برای ساخته شده درخت از نمونه ای

است. شده نوشته آن کنار

1
6

3
1

2
4

n = 3 برای درخت نمونه ی :١۴ ل ش

است: محاسبه قابل ١١ رابطه ی با مطابق دسترس هزینه ی کل مقدار ١۴ ل ش درخت برای

Cost =

n∑
i=1

fi(depth(i) + 1) = 6× 1 + 1× 2 + 4× 3 = 20 (١٢)

ل ش مثال، عنوان به داد. کاهش را آن درخت ساختار تغییر با م توان و نیست، بهینه ١٢ رابطه ی در محاسبه شده هزینه ی که است واضح
(١٣ معادله ی در (محاسبه شده آن کل هزینه ی که گونه ای به است؛ دودویی جست وجوی درخت ی در عناصر همین از ری دی چینش ١۵

است. شده کم تر

1
6

2
4

3
1

n = 3 برای درخت نمونه ی :١۵ ل ش

Cost =
n∑

i=1

fi(depth(i) + 1) = 6× 1 + 4× 2 + 1× 3 = 17 (١٣)
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برقرار را زیرمسأله ها بین بازگشت رابطه ی و کنیم تعریف را مناسب زیرمسأله ی باید م رویم. کلّ حالت در مسأله حل سراغ به ادامه در
است: ١۴ رابطه ی مناسب، زیرمسأله ی تعریف برای مناسب انتخاب ی که است واضح دقّت اندک با سازیم.

Cij = j تا i کلید های روی بهینه دودویی جست وجوی درخت در دسترس ها کل هزینه ی (١۴)

توجه دودویی جست وجوی درخت ساختار به توجه با است کاف مختلف، زیرمسأله های بین بازگشت رابطه ی ی برقراری برای حال
سایر عنصر، این انتخاب کنیم. انتخاب را م گیرد قرار درخت ریشه ی در که عنصری است کاف تنها زیرمسأله هر برای عمل در که کنیم
حل قابل بازگشت صورت به مربوطه زیرمسأله ی آن ها از کدام هر برای که م کند، تقسیم چپ و راست زیردرخت دو به دقیقاً را عناصر

م دهد. نشان را تقسیم بندی این از نموداری ١۶ ل ش است.

k

fk

Ci,k−1

i, . . . , k − 1 k + 1, . . . , j

Ck+1,j

کوچ تر زیرمسأله های به مسأله تبدیل و دودویی جست وجوی درخت ریشه ی انتخاب :١۶ ل ش

صفر با برابر نیز آن هزینه ی و بود خواهد ته درخت که باشد i > j اگر آوریم. دست به را Cijها بین ریاض رابطه ی م توانیم حال
برای مختلف حالات همه ی باید ،i < j حالت برای کرد. خواهد تحمیل fi هزینه ی که داریم عنصر ی تنها باشد، i = j اگر است.
،k هر ازای به کار، این برای یریم. ب نظر در پاسخ عنوان به را حالات این هزینه ی کمینه ی و کنیم بررس را (k) درخت ریشه ی انتخاب
که است این کنیم توجه آن به است لازم که نکته ای تنها کنیم. استفاده (١۶ ل ش با (مطابق ایجادشده زیردرخت دو هزینه های از م توانیم
آن فرض با هزینه ها این که است آن امر این علّت بود. نخواهد Ck+1,j و Ci,k−1 با برابر دقیقاً حالت این در زیردرخت دو این هزینه ی
شروع ١ عمق از ما اصل مسأله ی در زیردرخت دو این که است حال در این و است؛ شده محاسبه باشد صفر عمق در درخت ریشه ی که

یعن زیردرخت، دو عناصر همه ی برای نتیجه در م شود. تحمیل اضاف هزینه ی نیز fl اندازه ی به ،l مثل رأس هر برای بنابراین شده اند،
لازم (١١ رابطه ی (طبق نیز درخت ریشه ی خود برای طرف از بپردازیم. fl اندازه ی به بیشتری هزینه ی باید k استثنای به j تا i اعداد همه ی
(Ck+1,j و Ci,k−1 هزینه های بر (مازاد fl اضاف هزینه ی j تا i از عناصر تمام برای باید ترتیب، این به شود. داده fk هزینه ی است

م آورد: در ١۵ معادله ی صورت به را نظر مورد بازگشت رابطه ی این و شود؛ پرداخته

Cij =


0 i < j

fi i = j

mini≤k≤j

{
Ci,k−1 + Ck+1,j +

∑j
l=i fl

}
i < j

(١۵)

(منظور آن ها بازه ی طول که مسأله هایی ، قبل گام های در که است لازم Cij محاسبه ی برای که است واضح ،١۵ بازگشت رابطه ی به توجه با
باشند. شده حل است، بوده کوچ تر است) |j − i| عدد Cij مسأله ی برای بازه طول از

١١
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ازای (به است O(n2) از م شوند حل که زیرمسأله هایی تعداد کرد. تحلیل سادگ به نیز را وریتم ال این اجرای زمان م توان همچنین
حالت در که کرد بررس را k حالات همه ی باید (زیرا م شود صرف O(n) هزینه ی نیز زیرمسأله هر برای و (j و i انتخاب حالات همه ی
،[١] مرجع از تمرین در بود. خواهد O(n3) وریتم ال این اجرای زمان ترتیب این به است). O(n) نیز k برای مختلف حالات تعداد کلّ

است. شده ارائه O(n2) زمان در مسأله این حل برای روش

اختیاری تمارین ۵
(یعن نباشد. مهم جمع در ترتیب گونه ای به نوشت؛ ۴ و ٣ و ١ اعداد از مجموع صورت به را داده شده n عدد م توان طریق چند به .١

مهم جمع در ترتیب که حالت در مسأله این درس، قبل جلسه ی در کنید دقّت م شوند. شمرده حالت ی 3 + 1 و 1 + 3 مثلا
است.) شده حل باشد

در هم k عدد درخت، بر علاوه کنید فرض یرید. ب نظر در را (٣ (بخش درخت مستقل زیرمجموعه ی سنگین ترین یافتن مسأله ی .٢
مسأله این برای وریتم ال کنیم. پیدا را k اندازه ی با مستقل زیرمجموعه ی ی وزن بیشینه ی م خواهیم است. شده داده ورودی

دهید. ارائه
حل ونگ چ همچنین شد. بحث (LCS) مشترک١٠ زیررشته ی طولان ترین مسأله ی و هم ترازی مسأله ی با ارتباط در قبل جلسه ی .٣

ی این ها، بر علاوه شد. مطرح تمرین عنوان به نیز LCS مسأله ی کم به (LPS) متقارن١١ زیررشته ی ترین طولان مسأله ی
مسأله ی از استفاده با تمرین عنوان به است. (LIS) ١٢( (غیرنزول صعودی زیردنباله ی طولان ترین مسأله ی ر، دی جالب مسأله ی
داده شده رشته ی دو مشترک زیررشته ی طولان ترین یافتن برای وریتم ال که این فرض با یعن کنید؛ حل را LIS مسأله ی ،LCS

کند. محاسبه را داده شده دنباله ی ی از ( (غیرنزول صعودی زیردنباله ی طولان ترین که کنید طراح وریتم ال باشید، داشته
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

مستانی مهدی نگارنده: ۳ پویا برنامه ریزی :۹ جلسه

( درخت مستقل زیرمجموعه ی سنگین ترین مسئله ی (مانند هستند قابل حل پویا برنامه ریزی کمک با که مسئله تعدادی قبل جلسه ی در
می پردازیم. رابطه این در دیگری مثال های بررسی به موضوع این ادامه ی در نیز جلسه این در کردیم. بررسی را

نوبتی سکه بازی ۱

است).دو زوج عددی n آن در (که داریم ردیف یک در v1, v2, v3, ..., vn ارزش های با سکه n که است صورت نوبتی۱بدین سکه بازی
باشد. بیشتر سکه هایش ارزش مجموع انتها در که است کسی بازی این برنده برمی دارند. ردیف سر یک از سکه یک هرکدام نوبت به بازیکن

دارد؟ برد استراتژی اول نفر آیا که  است این دهیم پاسخ آن به داریم قصد که اولی سوال

محاسبه را (v2 + v4 + v6 + v8 + . . . ) و (v1 + v3 + v5 + . . . ) مجموع دو اول نفر است کافی است. مثبت سوال این پاسخ
است مجبور دوم نفر صورت بدین و برداشته را v1 اول مرحله ی در بود بزرگتر فرد اندیس های مجموع فرد).اگر و زوج سکه های کند(جمع
می کند. پیدا ادامه روند این و برمی دارد را موجود فرد اندیس با سکه دوباره اول نفر نیز بعد مرحله ی در و بردارد را vn یا v2 سکه ی دو از یکی
که حالتی برای است. برنده اول نفر و بود خواهد دوم نفر دست در زوج سکه های تمامی و اول نفر دست در فرد سکه های تمامی انتها در

می کند. عمل مشابه صورت به هم شود بیشتر زوج اندیس های مجموع

چقدر آورد بدست می تواند اول نفر که پولی مقدار بیشترین که است این کنیم بررسی را آن می خواهیم که اصلی ای سوال حال
به می توان را مسئله این می کنند. استفاده ممکن مقدار حداکثر آوردن بدست برای را استراتژی بهترین نفر دو هر که است؟(می دانیم
مقدار ممکن جای تا می کند سعی دوم نفر و کند بیشتر را خود پول ارزش ممکن جای تا می کند سعی اول نفر که کرد بررسی هم صورت این

آورد). بدست بیشتری مقدار ممکن جای تا خودش که است این معادل کار کند(این کم را آورد بدست می تواند اول نفر که پولی

اصلی، مسئله حل برای و کنیم تعریف به خوبی را زیرمسئله ها باید این کار حل کنیم.برای  پویا برنامه ریزی با را با مسئله این که داریم قصد
بازیکن هر واقع را).در انتها سکه یا دارد بر  را ابتدا سکه دارد(یا حالت دو دارد، اول نفر که دهیم.انتخابی انجام صحیحی طرز به را انتخاب ها
انتهایی سکه یا بردارد را ابتدایی سکه ، باقیمانده سکه های بین از باید یا و دارند انتخاب دوم)،دو بازیکن نوبت آخرین جز خود(به نوبت در

می شود. کمتر طول با جدید دنباله یک به تبدیل سکه ها دنباله این کند، انتخاب که را سکه ها این از یک هر و

C(i, j) مقدار ، مسئله حل برای آن گاه شود، انجام سکه ها از {vi, vi+1, . . . , vj} آرایه ی روی بر بازی بازی، از لحظه ای در اگر پس
می کنیم: تعریف را

C(i, j) : ( {vi, vi+1, . . . , vj} سکه های دنباله روی بر بازی فرض (با کند کسب می تواند اول نفر که ارزشی بیشترین
1Alternating Coin Game
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واقع باشد(در زوج عددی دنباله این طول باید پس است، زوج بازی ابتدای در سکه ها تعداد که بودیم کرده  فرض ابتدا در چون البته که
.( است زوج مقداری ، j − i+ 1 عدد که باشیم داشته باید

.vj یا می کند انتخاب را vi یا دارد؛ انتخاب دو اول نفر {vi, vi+1, . . . , vj} سکه های دنباله در حال

خودش نهایی دوم،ارزش نفر برای باقی مانده ممکن انتخاب های به توجه با که دهد انجام را انتخابی آن انتخاب، دو این بین باید حال
بیشینه را خودش سود {vi+1, vi+2, . . . , vj} سکه های دنباله در که دارد سعی دوم نفر بردار، را vi اول نفر اگر مثال برای پس شود. بیشتر
از پس دنباله ی در که می دهد انجام را انتخابی نفر پس کند. کمینه را اول نفر سود که است این معادل کار شد،این بیان که همانطور که کند
C(i+2, j) سود ، بازی ادامه در می تواند اول نفر کند، انتخاب را vi+2 دوم نفر اگر کند.پس کسب بتواند را کمتری سود اول نفر انتخابش،
دوم نفر چون که کند حاصل را C(i + 1, j − 1) سود می تواند بازی ادامه در اول نفر کند، انتخاب را vj دوم نفر اگر و آورد به دست را
همین مشابه اگر است. کمتر آن C مقدار که کند انتخاب را حالتی آن حالت دو این بین باید کند،پس کمینه را دوم نفر سود که دارد قصد
است: تعریف قابل زیر به صورت C(i, j) مقدار که می رسیم نتیجه این به انجام دهیم،آنگاه اول نفر توسط vj سکه انتخاب برای را استدلال

C(i, j) = max


vi +min{C(i+ 2, j), C(i+ 1, j − 1)}

vj +min{C(i+ 1, j − 1), C(i, j − 2)}

گراف پس دارد ارتباط خود از کوچک تر زیرمسئله های به فقط مسئله هر چون است.همینطور C(1, n) مقدار مسئله، نهایی جواب حال
می کند. کار درستی به الگوریتم این و است) DAG)ندارد دور مسئله این وابستگی

مسطح فراگیر زیردرخت های شمارش ۲

چند که کنیم بررسی می خواهیم حال دارند. قرار چند صلعی منتظم) یک دایره(یا یک روی بر را آن رأس های که داریم گرافی مسئله این در
البته نکنند؛ قطع را یکدیگر آن یال های که است این مسطح از باشد.منظور مسطح که کنیم انتخاب می توانیم گراف این از فراگیر درخت زیر

است: مسطح گراف یک زیر گراف مثال برای . کنیم رسم پاره خط صورت به را یال ها که فرض این با

v2 v1

v0

v5v4

v3

مسطح گراف یک :۱ شکل

است: غیر مسطح زیر گراف اما

v2 v1

v0

v5v4

v3

رنگ) قرمز یال های در مسطح(برخورد غیر گراف یک :۲ شکل
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x محور بر خط(مثلا یک روی بر را رأس ها همه ی که صورت دهیم.بدین تغییر را گراف کشیدن شیوه ی مسئله حل برای می توانیم اما
برای فوق تعریف دو کرد استدلال (می توان نکنند. قطع را یکدیگر و باشند محور بالای از نیم دایره هایی صورت به یال ها و دهیم قرار ها

است: زیر شکل ، ۱ مسطح گراف با متناظر شکل مثال طور به نمی شود) بررسی اینجا در اما هستند معادل مسطح گراف

v0 v1 v2 v3 v4 v5

۱ گراف با متناظر شکل :۳ شکل

ندارد: را شده گفته خاصیت ، ۲ مسطح غیر گراف با متناظر شکل که می دهد زیر،نشان شکل مثلا ولی

v0 v1 v2 v3 v4 v5

دارند تقاطع رنگ قرمز کمان های در که ۲ گراف با متناظر شکل :۴ شکل

این کار برای بگیریم. کمک پویا برنامه ریزی از که می خواهیم نیز مسئله این کنیم.برای حل را جدید معادل مسئله که می کنیم تلاش حال
دهیم. انجام صحیحی، طرز به را اصلی مسئله برای انتخاب ها و بیابیم را زیر مسئله ها که کنیم سعی باید قبل، مشابه

تعریف کنیم: زیر صورت به را U(i, j) که است این منطقی  نظر به زیر مسئله یک

U(i, j) = j تا i راس های مسطح فراگیر زیردرخت های تعداد

چند بار) دوبار(یا را زیر درختی هیچ همینطور و بشماریم را زیر درخت ها همه که داشته باشیم توجه باید ابتدا در مسئله این حل برای
کنیم). حذف را تکراری نشماریم.(حالت های

یا اند. شده ایزوله رئوس سایر از منظر یک از ، ۲ تا ۰ اندیس با شکل،رأس های این در که می رسد نظر به کنیم،این گونه توجه ۳ به اگر
از بعد رئوس به را ۲ یا ۱ رئوس نمی توان مثلا و دارند رئوس سایر به نسبت ایزوله ای ۳،حالت تا ۰ بین رأس های که داریم زیر شکل در مثلا

کرد: وصل ۳

v0 v1 v2 v3 v4 v5

مسطح گراف یک گراف با متناظر شکل :۵ شکل

رئوس) از تعدادی بودن ایزوله ایده کنیم(مشابه تقسیم دیگر زیر مسئله های به را زیر مسئله هر این که روی بر را حالت بندی  با می کنیم تلاش
این روی و درنظربگیریم را است صفر)وصل شماره با (رأس اول رأس به که رأسی دورترین است این ایده یک بپردازیم. مسئله این حل ،به
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ایزوله ی زیردرخت دو به را گراف تقسیم بندی این هستند). ایزوله زیردرخت یک آن ها بین رأس های که دهیم(زیرا انجام بندی حالت رأس
باشد. زیرمسئله ها حل برای خوبی انتخاب می تواند پس می کند تقسیم بندی کوچکتر

نظر در متغیر عنوان به را دارد یال آن به i رأس که رأسی دورترین کنیم. محاسبه را U(i, j) مقدار تا می کنیم سعی  ایده همین از استفاده با
می شود زیر درخت ها تمامی شامل بندی، حالت این که است (واضح .j …یا یا i+ 2 رأس یا باشد i+ 1 رأس میتواند رأس این می گیریم.
k از بعد رأس هیچ به i رأس (یعنی باشد ام k رأس دارد یال آن به i رأس که رأسی دورترین اگر . ندارند) هم پوشانی یکدیگر با حالت ها و
طبق که ) بدهند مسطح فراگیر درخت یک تشکیل j تا k رأس که حالت هایی تعداد با است برابر درختی چنین حالت های )تعداد ندارد. یال
U(i, k) با برابر تعداد این اما بدهند. درختی چنین تشکیل k تا i رأس های که حالت هایی تعداد ضرب در ( است U(k, j) همان تعریف
این در و ساخت k تا i رئوس از استفاده با می توان که است زیر درخت هایی کل تعداد با برابر ، U(i, k) مقدار تعریف، طبق زیرا ؛ نیست
زیردرخت هایی چنین تعداد اگر داشته باشد. وجود باید k به i یال حتما باید ما حالت این در ولی ندارد وجود ik یال الزاما زیر درخت ها

: داریم آنگاه بنامیم C(i, k) )را دارد وجود آن در ik یال(ِکمان) حتما که k تا i رئوس از درخت هایی (زیر

U(i, j) =

j∑
k=i+1

C(i, k)× U(k, j)δ(i, k)

( می پردازیم آن توضیح  به ادامه در که شده است اضافه نیز δ(i, k) متغیر اینجا (در

که: داریم C(i, j) مقدار آوریم.برای به دست نیز را C(i, j) بازگشتی طور به بتوانیم باید مقدار، این محاسبه برای

C(i, j) = باشند. متصل j رأس به i رأس آن ها در که j تا i رأس های فراگیرمسطح زیردرخت های تعداد

مؤلفه ی دو در j و i علاوه به و شود تشکیل مؤلفه دو باید که گراف،می دانیم در درخت تعریف طبق ، نگیریم نظر در را j به i یال اگر
می کنیم ادعا حال دارند. قرار j همبندی مولفه ی در آن ها بقیه ی و i رأس همبندی مولفه ی در رأس ها از تعدادی می دانیم بگیرند. قرار جداگانه
بعد رأس های تمام و هستند مولفه همین در نیز آن از قبل رأس های تمامی دارد قرار i همبندی مولفه ی در که باشد رأسی آخرین k اگر که
نظر در را درخت این در k به i از مسیر اگر داد؛زیرا نشان سادگی به گراف بودن مسطح با را ادعا این می توان هستند. j مولفه ی در آن از
و است افتاده رأس دو بین های کمان از یکی زیر نیست، که رأسی هر و است i مؤلفه ی در که دارد وجود مسیر این در که رأسی بگیرید،هر
آن از بیرون به نمی تواند طریقی هیچ به است(زیرا تناقض در گراف بودن مسطح با که باشد j به مربوط مؤلفه ی در باید رئوس این بنابر این

باشد. i رأس به مربوط مؤلفه ی در باید ، k و i بین رأس هر پس باشد). داشته یال دارد، قرار آن در که کمانی

مسطح فراگیر درخت یک نیز مولفه ها این از هرکدام که شده است. جدا مسطح مولفه ی دو به تبدیل گراف j و i یال برداشتن با بنابراین
: داریم بنابرین می کند. پیروی U(k, j) از آن ها حالت های تعداد و هستند

C(i, j) =

j−1∑
k=i

U(i, k)× U(k + 1, j)

آن برای باید وگرنه دهیم انجام را محاسبات این بتوانیم تا باشد داشته وجود k به i یال باید ۲ رابطه در که است این دارد وجود که ای نکته
می شود تعریف صورت بدین و می کنیم اضافه رابطه در را δ(i, k) مقدار منظور بدین بگیریم. نظر در صفر با برابر را مقدار خاص،این k

: واقع است.در صفر صورت این غیر در و یک با برابر دارد یال k به i رأس که هنگامی

δ(i, k) =


1 باشد داشته یال k به i

0 این صورت غیر در
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که است بهتر اما ندارد. دور آن وابستگی گراف و هستند اصلی مسئله ی از کوچک تر همیشه شده تعریف زیرمسئله های که است واضح
کنیم. بررسی نیز را مرزی حالت های

دوره گرد فروشنده مسئله ۳

خود مبدأ به و کند عبور خود کشور شهر های تمام از دارد قصد دوره گرد فروشنده ی یک که است صورت دوره گرد۲بدین فروشنده ی مسئله
طی کند. را ممکن مسافت کمترین و عبورکند یک بار دقیقا شهر هر از که آن شرط به بازگردد

C : E → Q+ وزن تابع با G = (V,E) وزن دار گراف : ورودی

کمینه) وزن با هملیتونی کمینه(دور وزن با n طول با دوری : خروجی

تمام می توان که است این بدیهی الگوریتم یک است. NP-Hard مسائل جمله از و ندارد جمله ای چند راه حل مسئله این : پاسخ
نمایی الگوریتم یک دنبال به ما اما است. O(n!) زمانی مرتبه از الگوریتم این کنیم. انتخاب را وزن کمینه و کرده چک را موجود دورهای
برنامه ریزی از کار این است.برای O(n2 × 2n) زمانی مرتبه از الگوریتمی کردن پیدا هدف واقع در هستیم. باشد بهتر آن زمانی مرتبه که
خاص(مثلا رأس یک که است این سؤال این حل برای ایده یک کنیم. پیدا را آن زیرمسئله های رابطه ی باید پس . خواهیم کرد استفاده پویا
هستند رئوسی آن از بعد و قبل بهینه، همیلتونی دور این در که کنیم کار این روی بر و کنیم فیکس را ( می نامیم x را آن که ۱ اندیس با رأس
ما مسئله زیر اکنون ( u, v چیست(مثلا آن از بعد و قبل رئوس می دانیم که کنیم فرض اگر مثلا بیابیم.حال را رأس دو این که کنیم تلاش و
همیلتونی مسیر همیلتونی دور به جای که دهیم تغییر طوری را مسئله می توانیم اما نیست راحتی کار دورها برای زیرمسئله بررسی چیست!
ما دور آنگاه باشد همسایه t مانند رأسی با x رأس اگر همیلتونی دور برای باشد. ساده تر کوچک تر مسئله های به آن تبدیل تا داشته باشیم
در بتوانیم اگر حال شده است. کمینه آن ها مجموع که هست نیز t به x از همیلتونی مسیر یک دارای آن بر علاوه و t به x از یال یک دارای

کنیم. حل را آن ها و کنیم تعریف نیز را مسئله ها زیر که می توانیم آنگاه بیابیم، را x از بعد رأس همیلتونی مسیر این

( S ⊆ V ) می کنیم: تعریف زیر صورت به را C(S, v) مقدار ).حال x می کنیم(رأس فیکس را مسیر سر یک پس

C(S, v) = S رئوس در v به x از مسیر کوتاه ترین هزینه  ی

مسیر دو شامل دور این واقع در . است t مانند رأسی x رأس مجاورِ رأس ، کمینه همیلتونی دور در کنیم، توجه اصلی مسئله به اگر حال
توجه با پس است. شده کمینه مجموع دو این وزن جمع که است t به x از همیلتونی مسیر یک دیگری و است xt یال آن ها از یکی که است
یال وزن w(xt) و است گراف رئوس همه مجموعه V آن در بود:(که خواهد زیر صورت به ما مسئله  اصلی پاسخ توضیحات، و تعاریف به

.( است xt

min
t̸=x

{C(V, t) + w(xt)}

x

t

Haⅿiⅼtonian path x to t

2Traveling Salesman Problem
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جواب کنیم حل بتوانیم را آن مسئله های زیر اگر حال می دهیم. قرار w(xt) = ∞ نداشت، وجود گراف در xt یال اگر بالا رابطه  در
مانده یکی رأس اگر حال بگردیم. مناسب زیرمسئله های دنبال به باید جدید مسئله ی این برای پس کنیم. پیدا می توانیم نیز را اصلی مسئله ی
علاوه ی به v به x مسیر هزینه ی با است برابر مسیر این هزینه ی بنامیم v )را t به x از S مجموعه از کمینه همیلتونی مسئله(مسیر آخر به

: داریم پس . vt یال وزن

C(S, t) = min
v

{C(S − t, v) + w(vt)}

O(n × 2n) از زیرمسئله ها تعداد می دانیم : است ما نظر مورد زمانی مرتبه از الگوریتم این اجرای زمان که کنیم بررسی است کافی حال
خواهدبود. O(n2 × 2n) از الگورتیم اجرای کلی زمان پس است. O(n) زیرمسئله هر برای مصرف شده زمان و است

مشخصه بردار از می توانیم کار این  باشد.برای بهینه تا دهیم نمایش چگونه را زیرمسئله ها که است این کرد، توجه آن به باید که نکته ای
های عملگر با می توانیم حال . کنیم متناظر 1101 بیتی بردار مجموعه این به می توانیم آن گاه S = {1, 3, 4} اگر مثلا یعنی کنیم. استفاده
تا کنیم xor 1000 با را 1101 با متناظر که S = {1, 3, 4} با متناظر کنیم(بردار حذف را مجموعه این از عضو یک xor مانند منطقی
کاهش کارآیی طرز به نیز الگوریتم اجرای زمان و مصرفی حافظه روش، این با .( شود حاصل 0101 مشخصه بردار با S−{4} = {1, 3}

می یابد.

ویرایش فاصله ی ۴

قبل جلسات در می شود. داده آن با رابطه در اجمالی توضیحات شد نخواهد بررسی کامل زمان کمبود دلیل ویرایش۳به فاصله ی مسئله ی
کنیم سعی می خواهیم پس بود. خواهد مهم بسیار ما برای مصرفی حافظه ی مسائل برخی در کرده ایم. بررسی دنباله ها۴را هم ترازی مسئله ی
به فقط جدول ستون هر محاسبه ی چون که است صورت این به آن کلی ایده ی کنیم. کم را اصلی حافظه ی ، زمان داشتن نگه ثابت با که
است کافی previous و current ستون دو نظر مورد مقدار آوردن بدست برای دارد بستگی خانه هر همسایه ی خانه ی چند و آن قبلی ستون
سایت در گرفته قرار اسلاید های در هم کمتر حافظه ی با مسئله خود حل برای داد. کاهش O(max{m,n}) به را حافظه مقدار می توان و

می کند. حل را مسئله O(m+ n) حافظه ی با حل و تقسیم کمک به هیرشبرگ۵ الگوریتم ، درس
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

نیشابوری آیسان نگارنده: مسیر کوتاه ترین کردن پیدا وریتم ال :١٠ جلسه

م کنیم. بررس را آن حل راه های و مسیر کوتاه ترین مسئله ی جلسه این در

مسیر: کوتاه ترین مسئله ی ١

از: عبارتند وریتم ال این داده های

مسیر انتهای و ابتدا عنوان به را t ∈ V و s ∈ V رأس [م توانیم w : E → Q وزن تابع و D = (V,E) جهتدار گراف : ورودی ‐
بدهیم].

هر بین مسیر کوتاه ترین [طول] یا رأس ها همه ی به s از مسیر کوتاه ترین [طول] یا t به s از مسیر کوتاه ترین [طول] : خروج ‐
u, v ∈ V

s از مسیر کوتاه ترین مسیری که این برای مثلا شده است. یل تش بهینه مسئله ی زیر چند از t به s از مسیر کوتاه ترین کردن پیدا :١ نکته
م شود. کوتاه تر مسیرمان و م کنیم زین جای را w به s از مسیر کوتاه ترین وگرنه باشد هم w به s از مسیر کوتاه ترین شامل باید باشد t به

s w t

ی و رفت یال ی جهتدار مان گراف در یال هر ازای به که م کنیم تعریف جهتدار گراف ی هم جهت بدون گراف هر برای :٢ نکته
نم کند). کار روش این که دارد وجود جا هایی (البته م گذاریم برگشت یال

کنیم. تعریف هزینه یا طول تابع یال ها برای وزن، تابع جای به م توانیم :٣ نکته

باشد. vivi+1 ∈ E که است s = v0v1v2..vk = t مثل رأس ها از دنباله ی ، گشت١ تعریف:

م گوییم. مسیر آن به باشد نداشته تکراری رأس گشت اگر تعریف:

است؟ مسیر گشت، کوتاه ترین صورت چه در که است این میاید پیش که سؤال پس نیم. می پیدا گشت وریتم هایمان ال در معمولا ما
1Walk

١
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کم وزن و کنیم حذف را آن م توانیم باشد مثبت اگر زیرا است منف دور درون یال های وزن جمع حتما باشد، داشته دور گشتمان اگر
کنیم. حذف را آن وزن شدن کم بدون م توانیم باشد، صفر اگر و م شود

باشیم داشته منف دور گراف در اگر هست. هم مسیر ترین کوتاه گشت، کوتاه ترین باشیم نداشته منف دور گراف در که صورت در پس
شود. کم تر وزن و کنیم ط را منف دور بار بی نهایت م توانیم زیرا م شود −∞ آن مسیر کوتاه ترین اندازه ی

کنیم. تعریف مثبت وزن تابع با گراف هایی برای را مسئله م توانیم خاص تر حالت در

م باشد. NP-Hard مسئله ی ی مسیر، کوتاه ترین مسئله ی کل حالت در

است. مجموعه زیر دو به گرافمان رئوس مجموعه ی از افرازی ، برش٢ تعریف:

باشد. ر دی مجموعه ی در t و مجموعه ی در s که م کنیم تعریف برش را برش st تعریف:
از (منظورمان مجزاست برش های st تعداد بیشینه ی برابر ،t به s از مسیر کوتاه ترین طول وزن] بدون گراف های [برای قضیه. ی .١ قضیه

برش هاست). مجموعه ی دو بین یال های مجموعه ی برای مجزا

(تمرین). اثبات.

دهید. تعمیم وزندار گراف های برای را بالا قضیه ی تمرین:

صحیح: و مثبت وزن با گراف هایی برای مسیر کوتاه ترین مسئله ی ٢

م زنیم. BFS جدید گراف روی و م کنیم ذاری جای ی وزن با یال تا w با را w وزن با یال هر :١ حل راه

3

یال هر هستند. جدیدمان گراف یال های و رأس ها تعداد E′ و V ′ که م باشد O(V ′ + E′) وریتم ال این اجرای زمان اجرا: ‐زمان
داریم یریم، ب یال هایمان وزن های بین وزن، بیش ترین را L اگر پس م شود. یال w − 1 و رأس w − 1 شدن اضافه باعث w وزن با

O(V ′ + E′) = O(V +
∑
e∈E

w(e)) = O(V + EL)

است. چندجمله ای شبه اما نیست چندجمله ای ،O(V + EL) زمان هستند. قبل مان گراف یال های و رأس ها تعداد E و V که

( ٣ سترا دای وریتم ال ) ٢ حل راه
داریم دهیم نشان δ با را رأس دو هر بین مسیر کوتاه ترین اگر مثلث: نامساوی .٢ قضیه

δ(s, v) ≤ δ(s, u) + δ(u, v)

2Cut
3Dijkstra

٢
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s v

u

است. مسیر کوتاه ترین مساوی بزرگ تر مسیر این پس .v به سپس و برویم u به s از که است این v به s مسیر های از ی اثبات.

داریم است) +∞ برابر باشد نداشته وجود یال اگر (که کنیم تعریف v و u رأس بین وزن را w(u, v) اگر پس

δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w(u, v)

م باشد. δ(s, v) برای بالا کران ی که م داریم نگه را d(v) ،v رأس هر برای همواره وریتم ال این در

م کنیم. تعریف زیر صورت به را relax تابع

�relax(e = uv)

1 if d(v) > d(u) + w(uv)

2 d(v) = d(u) + w(uv)

: کل وریتم ال

1 d(s) = 0

2 ∀v ∈ V (v ̸= s) : d(v) =∞

3 while true
4 Choose e ∈ E

5 relax(e)

م ماند. باق d(v) ≥ δ(s, v) همیشه یعن ندارد ضرر وقت هیچ کردن relax

داریم پس م شود. نقض قانون و م کنیم relax را e = uv یال یعن م شود نقض قانون این که یرید ب نظر در را جایی اولین اثبات.

d(v) = d(u) + w(u, v) ≥ δ(s, u) + w(u, v) ≥ δ(s, v)

باشد. شده δ(s, v) از تر کم d(v) ندارد ان ام پس است. تناقض در ما فرض با این که

رأس هر برای کنید ثابت نشود. ایجاد d مقادیر در تغییری گراف یال های از کدام هیچ کردن relax با که برسیم حالت به اگر تمرین:
. d(v) = δ(s, v) ،v

شده. نوشته پرانتز در و آن جلوی رأس هر ابتدایی d مثال این در مثال:

داریم را گراف این ابتدا

٣
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s(0)

x(∞)

y(∞) z(∞)

3

5

1

2

← م کنیم س ریل را sy یال

s(0)

x(∞)

y(5) z(∞)

3

5

1

2

← م کنیم س ریل را yz یال

s(0)

x(∞)

y(5) z(7)

3

5

1

2

← م کنیم س ریل را sx یال

s(0)

x(3)

y(5) z(7)

3

5

1

2

← م کنیم س ریل را xy یال

s(0)

x(3)

y(4) z(7)

3

5

1

2

← م کنیم س ریل را zy یال

۴
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s(0)

x(3)

y(4) z(6)

3

5

1

2

⊠

م نامیم. S را آن و م داریم نگه شده مشخص آن ها برای δ(s, v) که V رأس های از مجموعه ی سترا دای وریتم ال برای

م کنیم. relax را آن خروج یال های همه ی و م کنیم اضافه S به را است کمینه آن تخمین و نیست S درون که رأس مرحله هر در

1 d(s) = 0

2 ∀v ̸= s : d(v) =∞

3 S = ∅

4 while S ̸= V

5 Choose v ∈ V \ S minimizing d(v)

6 S = S ∪ {v}

7 for each e = vw ∈ Adj[v]

8 relax(vw)

مرحله هر در نیستند S درون که رأس هایی از کدام هر برای d مقدار م کنیم. اجرا آن روی را سترا دای وریتم ال و داریم را زیر گراف مثال:
شده. مشخص قرمز با م شود انتخاب که رأس هم مرحله هر در و است شده مشخص

A

B

C

D

E

10

3

1

2

4 8

2

7 9

A B C D E

0 ∞ ∞ ∞ ∞

10 3 ∞ ∞

7 11 5
7 11

9
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⊠

قبل تا گزاره این کنید فرض .∀v ∈ S : d(v) = δ(s, v) وریتم ال اجرای مراحل همه ی در م دهیم نشان استقرا با : درست اثبات
باشد. d(v) > δ(s, v) کنید فرض م نامیم. v را فعل مرحله ی در شده انتخاب رأس باشد. برقرار فعل مرحله ی از

باشد اندیس کوچ ترین i مسیر این در کنید فرض . s = v1v2...vk = v صورت به م گیریم نظر در v به s از مسیر ترین کوتاه ی
داریم vi /∈ S که

d(vi) ≤ d(vi−1) + w(vi−1, vi) = δ(s, vi−1) + w(vi−1, vi)

پس است مسیر کوتاه ترین هم vi به s از مسیر پس است. v به s از مسیر کوتاه ترین در مسیری زیر مسیر این چون هم طرف از

δ(s, vi−1) + w(vi−1, vi) = δ(s, vi) ≤ δ(s, v) < d(v)⇒ d(vi) < d(v)

دارد. را کمینه تخمین که گرفتیم رأس را v زیرا است تناقض این و

باشد. نادرست آن برای سترا دای وریتم ال که کنید پیدا گراف تمرین:

م کنیم. اشاره وریتم ال این سازی پیاده برای نکات به حال

پیدا را مینیمم و م کنیم چ را ها d(v) ی همه مرحله هر در و م داریم نگه آرایه ی در را رأس ها همه ی d(v) : معمول ‐پیاده سازی
برای م گیرد. وقت O(V 2) قسمت این برای اجرا کل پس م شود اجرا هم بار V و م کشد طول O(V ) وریتممان ال ۵ خط پس م کنیم.
O(V 2+E) از وریتم ال کل و است O(E) از وریتم ال قسمت این پس م شود، relax O(1) از بار ی حداکثر یال هر هم کردن relax

م باشد. O(V 2) از که داریم یال (n2) حداکثر زیرا است O(V 2) همان که م باشد

از کمینه عدد کردن حذف چون م کشد طول O(log V ) مرحله هر در ۵ خط کنیم ذخیره هرم با را ها d اگر هرم: با ‐پیاده سازی
وقت همچنین م گیرد. زمان O(V log V ) ۵ خط کل در پس م شود، انجام مرحله V کار این و م شود انجام O(log V ) زمان در هرم

برای کل در پس و م شود relax بار ی حداکثر یال هر و کنیم مرتب را هرممان تا بپردازیم زمان log V باید م کنیم relax را یال که
م شود. O(V log V + E log V ) پیاده سازی این کل هزینه ی نهایت در م پردازیم. O(E log V ) هزینه ی کردن ها relax

انجام O(V log V + E) زمان در وریتممان ال اجرای زمان داریم نگه هرم این در را هایمان d اگر : فیبوناچ هرم با ‐پیاده سازی
م شود.

n که نم شود بیش تر nL از رأس ها از کدام هیچ d پس باشد. L یال ها وزن حداکثر کنید فرض : Dial وریتم ال با سازی پیاده
به خانه ها بقیه ی و هستند −∞ و +∞ نماینده ی ترتیب به آخر و اول خانه ی که م گیریم تایی nL+ 2 آرایه ی رأس هاست. تعداد برابر
است رأس هایی از لیست ام i خانه ی مثال برای رأس هاست. از پیوندی ۴ای لیست آرایه این ی خانه هر .nL تا ی اعدادی نماینده ی ترتیب

است. i برابر شان d که

اعداد سمت به وقت هیچ اشاره گر این م کنیم. انتخاب را S بعدی رأس آنجا از که م داریم نگه current اشاره گر ی مرحله هر در
نم شود. تر کم فعل مان مینیمم d از شان d دیده ایم الان تا که رأس هایی وقت هیچ زیرا نم کند حرکت کمتر

ان م اگر همچنین م شود. انجام O(1) از ۵ خط و دارد حرکت بزرگ تر) اعداد (سمت راست سمت به فقط اشاره گر مان پس
وریتم مان ال کل هزینه ی پس م کند حرکت راست سمت به بار nL هم اشاره گر مان دو م شو انجام O(1) از هم relax بدانیم را رأس هایمان

م باشد. O(V L+ E)

برسانید. O(E log(L)) به را Dial وریتم ال زمان تمرین:
4Linked list

۶
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: کل حالت در مسیر کوتاه ترین مسئله ی ٣

اگر زیر گراف در مثلا برسیم. مسیر کوتاه ترین به م توانیم باز کنیم relax را یال ها خوبی ترتیب به و باشیم داشته محدود غیر وزن های اگر
م رسیم. مسیر کوتاه ترین به باز کنیم س ریل را v1v1v2, ..., v4v5 یال های ترتیب به

v1 v2 v3 v4 v5

O(E) زمان در م توان ۵ دور بدون جهتدار گراف های برای مثال برای کرد. حل راحت تر را مسئله میتوان خاص های گرف برای اما
v1, v2, ..., vn صورت به م کنیم فرض و م کنیم مرتب توپولوژی صورت به را رأس ها که صورت این به کرد پیدا را مسیر کوتاه ترین
کوتاه کردن پیدا برای را زیر وریتم ال آنگاه باشد. داشته یال خود راست سمت رأس های به بتواند تنها رأس هر که طوری به م شوند مرتب

م کنیم. اجرا مسیر ترین

1 for i = 1 to V − 1

2 for each e = viw

3 relax(e)

م شوند. relax خوبی ترتیب یه پس م کنند حرکت راست به چپ از مسیر ها همه ی

: ۶ فورد بلمن وریتم ال

کرد. اجرا را زیر وریتم ال م توان باشند نداشته منف دور که کل تر گراف های برای

1 for i = 1 to V − 1

2 for each e ∈ E

3 relax(e)

تعداد به را پروسه این اگر حال میشود. relax هر مسیر آن یال اولین t به s از مسیر کوتاه ترین هر برای کنیم relax را یال ها کل اگر
پس است یال V − 1 حداکثر مسیر طول و م شود relax درست طور به مسیر کوتاه ترین ام i یال ام، i مرحله ی در دهیم انجام بار V − 1

م شود، relax خوبی طریقه ی به مسیر کل دهیم انجام بار V − 1 را کار این اگر

داریم. مرحله V و م شوند relax یال ها همه ی مرحله هر در زیرا است O(V E) وریتم ال این اجرای زمان اجرا: زمان

مراجع
وریتم. ال آنالیز ده ام جلسه ی فیلم [١]

[2] Cormen, Thomas H., et al. Introduction to Algorithms. 3rd ed., MIT Press, 2009, pp. 643-678.

5Directed Acyclic Graph (DAG)
6Bellman–Ford
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار
فرد آریان بردیا نگارنده: ۲ مسیر کوتاهترین مسئله ی :۱۱ جلسه

کنیم. نگاه پویا برنامه ریزی دیدگاه از مبحث این به داریم قصد جلسه این در کردیم. شروع را مسیر کوتاهترین مبحث قبل جلسه ی
(این نیست برقرار مسیر کوتاهترین درباره ی قضیه این اما است، برقرار مثلثی نامساوی گشت کوتاهترین مسئله ی در که دیدیم قبل جلسه در

زیر: مثال مانند نمی شوند!). حل روش این با پویا، برنامه ریزی زیرمسئله ای ذات علت به هیچکدام مسیر بلندترین مسئله ی و مسئله

A

B

Ⅽ

2

2

−1 −1

پویا برنامه ریزی دیدگاه با بلمن⁃فورد روش ۱

است: برقرار زیرمسئله ها میان در زیر رابطه ی . t به s از مسیر کوتاهترین طول با است برابر dt کنید فرض
dt = min

x
{dx + w(x, t)}

می کنیم تعریف را dkt پس باشد. چپ سمت از کوچکتر واقعاً معنایی به راست سمت که شده باشد تعریف نحوی به باید وابستگی ها گراف
دارد.» یال k حداکثر که t به s از مسیر کوتاهترین «طول

گفت: می توان نیز زیرمسائل این برای که
dkt = min

{
dk−1
t ,min

x
{dk−1

x + w(x, t)}
}

اما کرد.) تبدیل ورودی یال های به خطی زمان با می توان را خروجی (یال های کنیم حساب را مینیمم این مجاور، رئوس تمام برای باید که
داد: انجام یال ها تمامی برای را عمل این بار یک این کار جای به می توان کرد، تکرار رئوس تمامی یال های تمامی برای را کار این باید چون

1 d0s = 0, d0t = ∞ ∀t ̸= s

2 for k = 1 to n− 1

3 dkv = dk−1
v

4 for (u, v) ∈ E

5 if dk−1
u + w(u, v) < dkv

6 dkv = dk−1
u + w(u, v)

۱
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که کرد. حذف را بالا اندیس های می توان ندارد، ضرر اضافه کردن ریلکس  که آنجا از و می کنیم ریلکس را یال ها کار این با واقع، در
است. ۱ بلمن⁃فورد الگوریتم همان واقع در این،

در ولی می کند کار درستی به بلمن⁃فورد پس است، مسیر کوتاهترین برابر گشت، کوتاهترین منفی، دور وجود عدم صورت در که دیدیم
نه. یا دارد منفی دور گراف آیا که بفهمیم می خواهیم حال نه. صورت این غیر

dn = dn−1 اگر تنها و اگر ندارد، منفی دور گراف .۱ قضیه
است. diها تمامی بردار منظور نمی گذاریم، اندیس d برای وقتی نکته:

قبل تا و دارند n − 1 حداکثر طول کمینه مسیرهای تمامی که چرا بیفتد اتفاقی ام −n بار نباید نداشته باشد، وجود منفی دور اگر اثبات.
v1, v2, ..., vk رئوس با منفی دور یک کنید فرض می کنیم. استفاده خلف برهان از دیگر، طرف اثبات برای شده  اند. ذخیره مرحله این از

می گیریم: نتیجه نمی کند. تغییر رأسی فاصله ی n مرحله ی در ولی داریم

dv2 ≤ dv1 + w(v1, v2)

dv3 ≤ dv2 + w(v2, v3)

...

dv1 ≤ dvk + w(vk, v1)


=⇒

k∑
i=1

dvi ≤
k∑

i=1

dvi +
k∑

i=1

w(vivi−1) =⇒ 0 ≤
k∑

i=1

w(vivi−1)

می شود. نتیجه حکم فوق، تناقض از که

باشند. دسترسی قابل s از منفی دور که هستند فرض این با این ها تمامی نکته:
دهید. ارائه وجود) صورت منفی(در دور یک رئوس کردن چاپ برای روشی تمرین:

رأس ها زوج تمام بین مسیر کوتاهترین ۲

کوتاهترین درخواست زیادی تعداد نقشه یک در اگر مثلا است، کاربردی بسیار رأس ها زوج تمام بین مسیر کوتاهترین کردن پیدا مواقعی در
همه مسیر کوتاهترین بار یک که باشد بهتر و کنیم پیدا را مسیر کوتاهترین بار هر که نباشد بهینه است ممکن داشته باشیم راس دو بین مسیر

برگردانیم. آن ها روی از جواب فقط سپس و کرده پیدا را
وزن بدون گراف های برای :۱ اولیه راه

پیچیدگی از وضوح به الگوریتم این که کنیم اجرا را ۲ سطح⁃اول جستجوی الگوریتم رئوس، از یک هر از می توانیم حالت این حل برای
است. O(V E) زمانی

مثبت وزن با گراف هایی برای :۲ اولیه راه
کنیم، پیاده سازی ۴ فیبوناچی هرم با را دایکسترا اگر کرد. اجرا را ۳ دایکسترا الگوریتم رئوس، تمامی از می توان نیز حالت این حل برای

است. O(V 2logV + V E) الگوریتم این زمانی پیچیدگی
کلّی حالت برای :۳ اولیه راه

الگوریتم، این است. O(V 2E) زمانی پیچیدگی از الگوریتم این می کنیم. اجرا را بلمن⁃فورد الگوریتم رئوس از یک هر از حالت، این برای
می دهیم. ارتقا را آن بعدی، راه سه در اما دارد، بدتری زمان قبلی راه دو از

داریم. مجاورت ماتریس شکل به را گراف کنیم فرض است بهتر گاهی نکته:
1Bellman-Ford
2BFS
3Dijkstra
4Fibonacci Heap
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O(V 3logV ) :۱ راه
گفت: می توان یال. k حداکثر با v و u بین مسیر کوتاهترین با است برابر dku,v کنید فرض

dku,v = min
{
dk−1
u,v ,min

x→v
{dk−1

u,x + w(x, v)}
}

بار یک و مبدأ عنوان به بار یک رأس هر که چرا است، بلمن⁃فورد اجرای بار n همان واقع در تعریف این روی از مسیر کوتاهترین محاسبه
کرد: حذف را k می توان هم این جا می شود. انتخاب مقصد عنوان به

1 du,u = 0(∀u ∈ V ), du,v = ∞ (∀u ̸= v)

2 for k = 1 to n

3 for v ∈ V

4 for u ∈ V

5 for x ∈ V

6 if du,x + w(x, v) < du,v

7 du,v = du,x + w(x, v)

رابطه ی در که تفاوت این با بود ماتریس ضرب شبیه دادیم، انجام بالا در که محاسباتی
Ci,j =

∑
Ai,kBk,j

گفت: می توان کنیم، نام گذاری o را ضرب نماد این اگر می کنیم. جمع ضرب، جای به و می کنیم حساب کمینه جمع، جای به
Dk = Dk−1 o W

است. رئوس دوبه دوی فاصله ی حاوی ، D ماتریس که
این که انجام داد. ضرب عمل بار O(logV ) با داشتیم، ها) D2i روی (از رساندن توان به برای که سریعی الگوریتم مانند می توان را آن پس

می رساند. O(V 3logV ) به را الگوریتم کل زمانی پیچیدگی
کافی است کار این برای نه. یا هست مسیر رأس دو بین آیا که بفهمیم می خواهیم کنید فرض مثلا، دارد، هم دیگر کاربرد چند فکر، طرز این
گراف یک کنید فرض مثال برای یا بگذاریم. یک درایه ها باقی جای به و صفر بی نهایت ها جای به انتها، در و کرده عمل روش همین مثل
بین آیا که می گوید ما به u و v رأس دو گرفتن با که داریم e(v, u) نام به تابعی و هستند ۱ و ۰ از n طول به رشته های آن، رئوس که داریم
مشکل فقط این جا در کنید فرض نه. یا هست مسیر رأس دو بین آیا که بفهمیم می خواهیم کنید فرض حال نه. یا دارد وجود یال رأس دو این
mark آرایه ی یک و کنیم استفاده ۵ عمق⁃اول جستجوی مانند روش هایی از بخواهیم اگر نیست. مطرح ما برای زمان و داریم حافظه

می شود. مصرف زیادی حافظه ی نه، یا دیده ایم را رأس یک آیا که کنیم ذخیره آن در که داشته باشیم
کنید. حل چندجمله ای حافظه ی با را مسئله این روش، این با تمرین:

کنید. حل بهتر حافظه ی با را ۶ دوره گرد فروشنده ی مسئله ی روش، این با تمرین:
O(V 3) فلوید⁃وارشال۷ :۲ راه

در 1, 2, 3, ..., k برچسب با رئوس از فقط که v به u از مسیر کوتاهترین با است برابر dku,v کنید فرض می دهیم. تغییر را dku,v تعریف
گفت: می توان آن، محاسبه ی برای می کند. استفاده مسیرش

dku,v = min{dk−1
u,v , dk−1

u,k + dk−1
k,v }

5DFS
6Travelling Salesman Problem
7Floyd-Warshall
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O(n3) زمان در الگوریتم کل پس می شوند. محاسبه O(1) زمان در زیرمسئله O(n3) از یک هر قبلی، تعریف خلاف بر تعریف، این در که
ندارد: ضرری ما برای حد از بیش به روز رسانی که چرا کرد، حذف را k می توان هم این جا در می شود. اجرا

1 du,u = 0(∀u ∈ V ), du,v = ∞ (∀u ̸= v)

2 du,v = w(u,w)(∀(u, v) ∈ E)

3 for k = 1 to n

4 for u ∈ V

5 for v ∈ V

6 if du,k + dk,v < du,v

7 du,v = du,k + dk,v

است. O(V 3) شد، مطرح که همانطور آن، زمانی پیچیدگی که دارد نام فلوید⁃وارشال فوق، الگوریتم
دور آیا که این بیابید.(بررسی وجود) صورت گراف(در در منفی دور یک رئوس کردن پیدا برای روشی نیز روش این از استفاده با تمرین:

می شود.) انجام نه، یا می شود منفی خودش از رأسی فاصله ی آیا که این  بررسی با نه، یا دارد وجود منفی

O(V 2logV + V E) جانسون :۳ راه
را عملکرد بهترین ( E = o(V 2) چگال( غیر گراف های برای که بود رئوس تمامی از دایکسترا اجرای الگوریتم بهترین کار اینجای به تا

نمی کرد. کار درست منفی یال  با گراف هایی در اما داشت،
زیر شرط دارای D = (V,A) جهت دار وزن دار گراف رأس های روی اگر می نامیم، « ۸ شدنی «پتانسیل یک را p : V → Q تابع تعریف:

باشد:
∀a = (u, v) ∈ A,w(a) ≥ p(v)− p(u) =⇒ w(a)− p(v) + p(u) ≥ 0

بگیرید: نظر در زیر مطابق گراف، در a یال هر برای را w′(a) و

w′(a) = w(a)− p(v) + p(u)

وزن گذاری سیستم این در مسیر، کوتاهترین یال های آیا که می کنیم بررسی حال می کند. نامنفی را یال ها تمامی وزن جدید، وزن گذاری سیستم
بگیرید. نظر در v0, v1, v2, ..., vs مانند مسیر یک نه. یا می کند تغییر

w′(v0, v1) = w(v0, v1)− p(v1) + p(v0)

w′(v1, v2) = w(v1, v2)− p(v2) + p(v1)

...

w′(vs−1, vs) = w(vs−1, vs)− p(vs) + p(vs−1)


=⇒

s−1∑
i=0

w′(vi, vi+1) =

s−1∑
i=0

w(vi, vi+1) + p(v0)− p(vs)

نمی کند. تغییر مسیر کوتاهترین می شود، اضافه ثابت عدد یک vs و v0 بین مسیرهای تمامی به که آن جا از
کنیم؟ پیدا چگونه را پتانسیل سؤال:

مطلوب شرط u, v مانند یال یک ازای به اگر چون می  آید. دست به مطلوب شرط ، s مانند رأس، یک از بلمن⁃فورد الگوریتم اجرای با
یعنی: نباشد، برقرار

d(v) > d(u) + w(u, v)

8Feasible Potential
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دور اگر تنها و اگر ندارد، پتانسیل تابع کلا گراف و است گراف داشتن منفی دور معنای به این که کرد. ریلکس را یال این می توان هم هنوز
داشته باشد، منفی دور هم اگر و است شدنی پتانسیل تابع یک خود بلمن⁃فورد، حاصل نداشت، منفی دور اگر که چرا داشته باشد. منفی

گفت: می توان
0 > w(c) =

∑
w(vi, vi+1) ≥

∑
p(vi+1)− p(vi) = 0

ندارد. وجود منفی دور با گراف برای شدنی ای پتانسیل تابع هیچ که گرفت نتیجه می توان فوق تناقض از

می کند: عمل زیر نحو به ۹ جانسون الگوریتم

می آوریم. دست به را پتانسیل تابع و می کنیم اجرا را بلمن⁃فورد الگوریتم بار ۱⁃یک

می کنیم. محاسبه اصلی وزن دهی روی از را جدید ۲⁃وزن دهی

بار). یک رأس، هر (از می کنیم اجرا را دایکسترا بار V ⁃۳

و ابتدا در پتانسیل تابع مقادیر و جدید گراف در مسیر کوتاهترین طول روی از را اصلی گراف مسیرهای کوتاهترین تمامی ۴⁃طول
می کنیم. محاسبه مسیر، انتهای

با است برابر این که بلمن⁃فورد، اجرای بار یک و دایکسترا اجرای بار V با است برابر زمانی پیچیدگی نظر از الگوریتم این
.O(V 2logV + V E)

9Johnson
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[٩٩ [بهار
فرخ نژاد جواد نگارنده: کم عمق‐سبک درخت و وزن میانگین کمترین با دور :١٢ جلسه

جانسون۴ فلوید‐وارشال٣و بلمن‐فورد٢، دایکسترا١، الگوریتم های و کردیم بررسی را گراف ها در مسیر کوتاهترین مسئله ی قبل جلسه دو در
رابطه در قضیه ای سپس و کرده بررسی را وزن۵ میانگین کمترین با دور نام با کلاسیک مسئله ی یک ابتدا جلسه این در دیدیم. باره این در را

می کنیم. اثبات و بیان کم عمق‐سبک۶ درخت با

وزن میانگین کمترین با دور ١

که این صورت به برد به کار هم بدون جهت گراف های برای می توان را جهتدار گراف های برای الگوریتم ها از خیلی که دیدیم ١٠ جلسه ی در
هر برای که می شد ساخته اینطوری گراف این می گیریم. به کار آن روی را الگوریتم و می سازیم جهتدار گراف یک بدون جهت گراف روی از
نمی دهد جواب همواره روش این اما می گرفتیم. درنظر u به v از یکی و v به u از یکی جهتدار یال دو اصلی گراف از v و u رأس دو بین یال
را جدید گراف روش این با اگر زیرا نمی دهد. جواب دارند منفی یال یک حداقل که بدون جهت گراف های برای بلمن‐فورد الگوریتم مثلا
نمی دهد. جواب دارند منفی دور که گراف هایی برای بلمن‐فورد الگوریتم و می شود ساخته ٢ طول به منفی دور یک گراف این در بسازیم

u vu v

w

w

w

هم منفی وزن با بدون جهت گراف های در مسیر کوتاهترین مسئله ی حل برای به طورکلی کرد. حل نمی توان سادگی به را مشکل این
پرداخته موضوع این به ترکیبیاتی بهینه سازی درس در می کند. استفاده تی‐جوین٨ مسئله ی و تطابق٧ مسئله ی از که دارد وجود کلی الگوریتم

می شود.
−ϵ عدد یک یال هر وزن به می خواهیم بگیریم کار به هم منفی دور با گراف های روی را بلمن‐فورد الگوریتم بتوانیم اینکه برای حال
دقیقا عدد این .(ϵ < ٠ ) هستیم موردنظر −ϵ عدد کوچکترین دنبال به درضمن باشد، نداشته منفی دور جدید گراف به طوریکه کنیم اضافه

کنیم: تعریف گراف از C دور هر برای اگر یعنی است. وزن میانگین کمترین با دور در یال ها وزن میانگین قدرمطلق همان

µ(C) =

∑
e∈C

w(e)

|C|
١Dijkstra
٢Bellman-Ford
٣Floyd-Warshall
۴Johnson
۵Minimum Mean Weight Cycle
۶Shallow-Light Tree
٧Matching
٨T-join
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را −ϵ عدد اگر درواقع هستیم. دنبالش به که است ϵ کند اتخاذ می تواند گراف از C مختلف دورهای ازای به µ که مقداری کمترین آنگاه
نخواهیم منفی دور به بعد این از بنابراین و می شود اضافه −ϵ دقیقا دور هر در یال ها وزن میانگین به آنگاه کنیم اضافه گراف یال های تمام به

داشت.
موجود رأسی چنین اگر دارد، جهتدار مسیر گراف رأس های تمام به که دارد وجود s مانند گراف در رأسی می کنیم فرض سادگی برای
با به بعد این از و می کنیم اضافه صفر وزن با جهتدار یال گراف رئوس تمام به s از و می کنیم اضافه گراف به s جدید رأس یک خودمان نبود
نمی شود تشکیل جدیدی دور گراف در تغییر، این با چون نمی کند وارد کار روند به لطمه ای تغییر این که کنید دقت می کنیم. کار جدید گراف

می کنیم: تعریف حال نمی کند. تغییری وزنشان میانگین هم قبلی دورهای و

dk(v) = دارد یال k دقیقا که v به s از مسیر کم وزن ترین وزنِ

A = min
v∈V

{
max٠≤k<n

{
dn(v)− dk(v)

n− k

}}

است. گراف رأس های تعداد n و گراف رئوس مجموعه ی V آن در که
ϵ = A .١ قضیه

گراف یال های مجموعه ی E) است انجام قابل O(|E||V |) زمان در A محاسبه ی که کنید دقت نکته این به قضیه اثبات بیان از قبل
داریم: را زیر بازگشتی رابطه ی زیرا است).

∀v ∈ V, ٠ ≤ k < n : dk+١(v) = min
u : uv∈E

{
dk(v) + w(uv)

}
یال هر ثابت k برای چون بیابیم O(|E|) زمان در گراف رئوس تمام برای را dk می توانیم آموختیم پویا برنامه ریزی از که مطالبی با بنابراین
تمام می توان O(|E||V |) زمان در بنابراین است. n = |V | هم مختلف های k تعداد می شود. ظاهر بالا بازگشتی رابطه ی در یکبار حداکثر
این روی گرفتن مینیمم و است محاسبه O(|Vقابل |) زمان در max٠≤k<n

{dn(v)−dk(v)
n−k

} دلخواه v رأس یک برای حال یافت. را dk(v) مقادیر
.O(|V |٢+|V ||E|) = O(|V ||E|) با: بود خواهد برابر A محاسبه ی زمان نهایتا می گیرد. O(|V |) زمان هم مختلف های v برای مقادیر

می پردازیم. قضیه اثبات به حال

گراف دورهای وزن میانگین بین عدد کمترین ϵ از منظور که کنید (دقت ϵ = ٠ کرد فرض می توان مسئله کلیت از شدن کاسته بدون اثبات.
گراف برای A عدد و است صفر با برابر جدید گراف به مربوط ϵ آنگاه کنیم اضافه را −ϵ عدد گراف یال های همه ی وزن به اگر چون است.)
نیز dn(v) مشابها و می شود زیاد −kϵ اندازه ی به دارد k طول که dk(v) تغییرات این با چراکه شده است. زیاد −ϵ اندازه ی به دقیقا جدید
−ϵ اندازه ی به نیز A درکل پس می شوند زیاد −ϵ اندازه ی به دقیقا ها dn(v)−dk(v)

n−k از کدام هر بنابراین و می شود زیاد −nϵ اندازه ی به
بود. خواهد صادق نیز قبلی گراف برای شود اثبات جدید گراف در حکم اگر پس می شود. زیاد

.A ≥ ٠ و A ≤ ٠ می کنیم ثابت منظور این برای ،A = ٠ می کنیم ثابت ϵ = ٠ اینکه فرض با حال
: A ≥ ٠ اثبات

نامنفی نیز است مقادیر این از یکی که A آنگاه max٠≤k<n

{dn(v)−dk(v)
n−k

}
≥ ٠ کنیم ثابت اگر باشد دلخواه رأس یک v کنید فرض

بود. خواهد
مقدار نباشد موجود v به s از n طول به مسیری چنین اگر است. dn(v) وزنش که می گیریم نظر در را رأس n با v به s از مسیری
مقدار یک حداقل ازای به پس دارد وجود مسیر یک حداقل v به s از بودیم کرده فرض زیرا است بی نهایت max٠≤k<n

{dn(v)−dk(v)
n−k

}
است. بی نهایت نیز max٠≤k<n

{dn(v)−dk(v)
n−k

} درکل پس است. بی نهایت dn(v)−dk(v)
n−k کسر بنابراین و است متناهی dk(v) ،٠ ≤ k < n

است. n نیز گراف رئوس تعداد و است n مسیر طول که چرا است تکراری رأس دارای مسیر این آنگاه باشد موجود مسیری چنین اگر
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u از دور یک سپس u به s از مسیر یک از شده است تشکیل v به s از مسیر این بنابراین باشد، شده تکرار مسیر این در u رأس کنید فرض
.v به u از مسیر یک سپس u به

s u v

یال هایش تعداد که می رسیم v به s از جدید مسیر یک به کنیم حذف v به s مسیر از را دور این اگر بنابراین است نامنفی u به u از دور وزن
dt(v) تعریف بنابر حال .(w ≤ dn(v)) است w وزنش و (t < n) دارد یال t مثلا است. dn(v) کمتر مساوی نیز آن وزن و است کمتر
نامنفی نیز max٠≤k<n

{dn(v)−dk(v)
n−k

} پس است نامنفی dn(v)−dt(v)
n−t کسر مقدار کردیم پیدا که t این ازای به بنابراین w ≥ dt(v) داریم

است.
: A ≤ ٠ اثبات

است. صفر نیز یال هایش وزن جمع پس شده است، صفر یال هایش وزن میانگین که باشد گراف از دوری C کنید فرض
که می کنیم ادعا دارد. را وزن کمترین مسیرهایی چنین تمام بین در و می رود C رأس های از یکی به s از که می گیریم درنظر مسیری را P
می کند حرکت C روی v از سپس می رود v به P با مطابق و می شود شروع s از که بگیریم درنظر را مسیری اگر w مثل C از رأس هر برای
w به s از مسیر کم وزن ترین وزنِ پیش جلسات مشابه δ(s, w) نماد از منظور که δ(s, w) با است برابر مسیر این وزن آنگاه برسد، w به تا

است. اصلی گراف کل در

s v

w

P

P ′

C

می نامیم. P ′ را w به s از مسیر کم وزن ترین نباشد. w به s از مسیر کم وزن ترین شده بیان مسیر کنید فرض برهان خلف با ادعا اثبات برای
وزن جمع و برسد، v به تا می کند حرکت C روی w از سپس می رود w به P ′ با مطابق و می شود شروع s از که بگیریم درنظر را مسیری اگر
پس می رسیم، w(P ′) + l یال های وزن جمع با v به s از مسیر یک به نهایت در بگیریم، l را شده اند پیموده C روی v تا w از که یال هایی

.w(P )− l ≤ w(P ′) می کنیم بازنویسی این صورت به را رابطه این حال .w(P ) ≤ w(P ′) + l داریم P مسیر تعریف بنابر
وزن جمع که می رویم v به P با مطابق s از ابتدا که این صورت به است، w به s از مسیر یک وزن درواقع بالا نامساوی کوچکتر سمت
و است صفر C دور در یال ها وزن جمع (چون است −l یال هایش وزن جمع که می رویم w به C روی v از سپس است w(P ) یال هایش

است). l برابر v تا w از
کم وزن ترین باید نیز یافته شده مسیر این P ′ تعریف بنابر پس نیست. بیشتر w(P ′) از یال هایش وزن جمع که یافتیم w به s از مسیری پس

شد. اثبات ادعا پس است. تناقض در اولیه فرض با که باشد w به s از مسیر
آنقدر C دور روی سپس است. n − ١ حداکثر پیموده شده یال های تعداد برسیم. v به تا می کنیم حرکت P با مطابق s از شروع با حال
یافتیم n دقیقا طول با w به s از مسیری پس شویم. متوقف w رأس در نهایتا کنید فرض برسد. n به پیموده شده یال های تعداد تا می چرخیم
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اثبات شده ادعای به کردن دقت با و نمی کند زیاد را یال ها وزن جمع C در زدن دور که چرا است δ(s, w) با برابر یال هایش وزن جمع که
.δ(s, w) = dn(w) = یافتیم n طول با w به s از که مسیری وزن داریم: را رابطه این کل در

δ(s, w) به جای dn(w) جایگذاری با δ(s, w) ≤ dk(w) داریم k هر برای پس است w به s از کل در مسیر کم وزن ترین δ(s, w) چون
که: می بینیم

∀٠ ≤ k < n : dn(w) ≤ dk(w) =⇒
dn(w)− dk(w)

n− k
≤ ٠ =⇒ max٠≤k<n

{dn(w)− dk(w)

n− k

}
≤ ٠

است. نامثبت نیز است مقادیر این مینیمم که A پس است، نامثبت max٠≤k<n

{
dn(v)−dk(v)

n−k

}
آن ازای به که یافتیم v یک بنابراین

کم عمق‐سبک درخت ٢

پیش جلسات در مسیر کوتاهترین درخت تعریف البته شدیم. آشنا مسیر١٠ کوتاهترین درخت و کمینه٩ فراگیر درخت با پیش جلسات در
می کنیم. بیان را تعریف اینجا که نشد گفته

شده ایم. v وارد آن از که می دادیم قرار رأسی را آن پدر می رسیدیم، v رأس به بار اولین برای وقتی DFS و BFS الگوریتم های در
می دهیم قرار u رأس را آن پدر v رأس یک برای کنیم، اجرا گراف یک روی s رأس از شروع با را بلمن‐فورد الگوریتم مثلا اگر مشابها
به بسته بنابراین رسیده باشد. δ(s, v) مقدار به و کرده باشد تغییر گراف از uv یال کردن ریلکس١١ توسط بار آخرین برای d(v) به طوریکه
الگوریتم شروع رأس آن، ریشه ی که ساخت گراف رئوس تمام شامل درخت یک آن روی از می توان می گیریم کار به را الگوریتم کدام اینکه

باشد.
برقرار ساده ای رابطه ی مسیر کوتاهترین درخت و کمینه فراگیر درخت یال های بین دلخواه گراف یک در که نداریم انتظار کلی به طور

بگیرید: درنظر را زیر گراف مثلا باشد.

s١

n

۴

٣٢

٢
٢

٢
٢٢١

١

١

١

یک در فقط درخت دو این بگیریم، نظر در را (s رأس از شروع (با مسیر کوتاهترین درخت و کمینه فراگیر درخت اگر گراف این در
است. ٢n مسیر کوتاهترین درخت وزن و n+ ١ با برابر کمینه فراگیر درخت وزن و مشترک اند یال

٩Minimum Spanning Tree
١٠Shortest Path Tree
١١Relax

۴
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s١

n

۴

٣٢

s١

n

۴

٣٢

کمینه فراگیر درخت مسیر کوتاهترین درخت

٢

١

١

١

٢
٢

٢
٢٢

کمینه فراگیر درخت خواص هم به نوعی که کرد انتخاب فراگیر درخت یک می توان دلخواه گراف هر در که می کند بیان زیر قضیه ی حال
را. مسیر کوتاهترین درخت خواص هم و باشد داشته را

درخت آنگاه شده اند. داده ϵ > ٠ و s ∈ V بعلاوه باشد وزن تابع c : E → Q+ و بدون جهت گراف G = (V,E) کنید فرض .٢ قضیه
به طوریکه: دارد وجود G از T فراگیر

(١) ∀v ∈ V : δT (s, v) ≤ (١+ ϵ)δG(s, v)

(٢) ∑
e∈T

c(e) ≤ (١+
٢
ϵ
)w(MST)

(٣) کرد پیدا O(
|E|+ |V | lg |V |

) یعنی خوبی زمان در می توان را درخت این

می توان را درخت ها این دوی هر باشد. s از شروع با مسیر کوتاهترین درخت یک P و کمینه فراگیر درخت یک T٠ کنید فرض اثبات.
ارائه را آن که شود نهایی درخت به تبدیل است قرار T این .T = T٠ می دهیم قرار حال آورد. بدست O(

|E| + |V | lg |V |
) زمان در
می دهیم.

s s

PT٠

می دهیم. قرار وزن همان با v و u بین نیز دیگر یال یک v و u رأس دو بین uv یال هر برای که این صورت به می کنیم دوبرابر را T یال های
و بگذرد یکبار دقیقا گراف یال های از یک هر از که (گشتی اویلری١٢ تور دارای بنابراین است زوج جدید گراف رئوس تمام درجه ی چون

است. برگردد) اولیه رأس به نهایتا
١٢Eulerian Tour

۵
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s

T

رابطه ی رسیدیم x مانند رأسی به بار اولین برای هرجا خود مسیر در می کنیم. T در اویلری تور این پیمایش به شروع s رأس از حال
اگر اما می دهیم. ادامه اویلری تور روی را مسیر و نمی دهیم انجام کاری بود برقرار اگر می کنیم. بررسی را δT (s, x) ≤ (١+ ϵ)δG(s, x)

(G در x به s از کمینه وزن با مسیر همان (یعنی دارد وجود P در x به s از که مسیری یال های آنگاه بود δT (s, x) > (١+ ϵ)δG(s, x)

می کنیم. اضافه T گراف به را
این یال های از تعدادی شامل T گراف است ممکن کنیم اضافه T گراف به را P در x به s از مسیر یال های می خواهیم وقتی که کنید دقت

نمی کنیم. اضافه دوباره را تکراری یال های این صورت در باشد مسیر

s

x

T

تور در وقتی گراف از x رأس هر برای که چرا می کند. صدق قضیه (١) شرط در که داریم T گراف یک ما اویلری تور اتمام از پس نهایتا
که مسیری ما اینکه یا می ماند، برقرار هم بعد به این از و است برقرار δT (s, x) ≤ (١+ ϵ)δG(s, x) شرط یا می رسیم، x رأس به اویلری
بعد به این از پس ،δT (s, x) = δG(s, x) بعد به این از یعنی کردیم اضافه T به را دارد وجود G در δG(s, x) کمینه ی وزن با x و s بین

می ماند. برقرار و است برقرار δT (s, x) ≤ (١+ ϵ)δG(s, x) شرط جدید T درگراف
می کنیم اجرا s رأس از شروع با آن روی دایکسترا الگوریتم یک این صورت در نباشد، درخت است ممکن داریم که T گراف کار انتهای در
چرا می کند. ارضاء را (٢) شرط آمده بدست زیردرخت این کنیم ثابت است کافی  می آوریم. بدست T داخل کمینه فراگیر زیردرخت یک و
جمع اندازه ی به حداکثر زیردرخت این یال های وزن جمع بنابراین شود کم نهایی T گراف یال های از تعدادی است ممکن فرآیند این در که

کنیم. اثبات را قضیه (٢) شرط نباشد درخت است ممکن که آمده بدست نهایی T برای کافی است بنابراین است. نهایی T یال های وزن
اضافه T گراف به را P در آنها به s از مسیر کم وزن ترین یال های ما بالا فرآیند در که باشند رئوسی ترتیب به v١, v٢, ..., vk می کنیم فرض
می رسیم vi به که باری اولین تا می رسیم vi−١ به که باری اولین از w زیرگشتِ وزن را cw(vi−١, vi) .(v٠ = s می کنیم (تعریف کردیم

می گیریم. درنظر
.δG(s, vi−١) + cw(vi−١, vi) ≥ δT (s, vi) داریم T در مثلث نامساوی از و δT (s, vi) > (١+ ϵ)δG(s, vi) داریم vi تعریف بنابر
مسیری فعلی T در و شده است اضافه T به قبلی مرحله در (P در vi−١ به s از مسیر (همان vi−١ به s از δG(s, vi−١) وزن با مسیر که چرا
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داریم: ١ ≤ i ≤ k هر برای اخیر نامساوی دو از دارد. وجود δG(s, vi−١) + cw(vi−١, vi) وزن با vi به s از
δG(s, vi−١) + cw(vi−١, vi) > (١+ ϵ)δG(s, vi)

داریم: ١ ≤ i ≤ k برای روابط این طرفین زدن جمع با حال .v٠ = s کردیم تعریف باشد درست نیز i = ١ ازای به بالا رابطه ی اینکه برای
k∑

i=١
δG(s, vi−١) +

k∑
i=١

cw(vi−١, vi) >
k∑

i=١
(١+ ϵ)δG(s, vi)

⇒ δG(s, v٠) +
k∑

i=٢
δG(s, vi−١) +

k∑
i=١

cw(vi−١, vi) >
k−١∑
i=١

δG(s, vi) + δG(s, vk) + ϵ
k∑

i=١
δG(s, vi)

⇒
k∑

i=١
cw(vi−١, vi) > δG(s, vk) + ϵ

k∑
i=١

δG(s, vi) ⇒
k∑

i=١
cw(vi−١, vi) > ϵ

k∑
i=١

δG(s, vi)

نیست. اویلری تور مجزای یال های از تعدادی وزن جمع جز چیزی درواقع حاصل جمع این که می بینیم کنیم دقت k∑
i=١

cw(vi−١, vi) به اگر

. k∑
i=١

cw(vi−١, vi) ≤ ٢ ∑
e∈T٠

c(e) بنابراین است. اویلری تور یال های کل وزن جمع اندازه ی به حداکثر حاصل جمع این بنابراین
داریم: کلی به طور پس

٢ ∑
e∈T٠

c(e) ≥ ϵ
k∑

i=١
δG(s, vi) ⇒

٢
ϵ

∑
e∈T٠

c(e) ≥
k∑

i=١
δG(s, vi)

⇒
(١+

٢
ϵ

) ∑
e∈T٠

c(e) ≥
∑
e∈T٠

c(e) +
k∑

i=١
δG(s, vi)

موجود T در ابتدا از یا بگیریم درنظر را نهایی T گراف از هریال چون است. نهایی T گراف یال های وزن جمع بالا نامساوی راست سمت
این صورت در که شده اضافه T به بعدها یال این اینکه یا می شود، محاسبه ∑

e∈T٠
c(e) در یال این وزن صورت این در که بوده T٠ در یعنی بوده

الگوریتم توسط T روی از که زیردرختی برای هم و نهایی T برای هم قضیه، (٢) شرط بنابراین می شود. محاسبه k∑
i=١

δG(s, vi) در هم
است. برقرار آمد بدست دایکسترا

اثبات را چیز دو کافیست قسمت این اثبات برای که می بینید کنید دقت اثبات روند به اگر می پردازیم. قضیه (٣) قسمت اثبات به حال
اینکه دیگری نمی گیرد، زیادی زمان درکل x مختلف رئوس برای δT (s, x) > (١ + ϵ)δG(s, x) رابطه ی کردن بررسی اینکه یکی کنیم،

نمی گیرد. زیادی زمان کل در نیز T به P گراف یال های کردن اضافه
تغییر مختلف های T ازای به δT (s, x) است ممکن ثابت x یک برای بنابراین می کند تغییر T مختلف مراحل در چون اول مورد برای
بررسی به جای که می دهیم تغییر اینطوری را فرآیند مشکل این حل برای باشد. سخت است ممکن δT (s, x) محاسبه ی همین برای کند
y آن در که می کنیم. بررسی را δG(s, y) + cw(y, x) > (١ + ϵ)δG(s, x) رابطه ی δT (s, x) > (١ + ϵ)δG(s, x) رابطه ی کردن

کردیم. اضافه T به را P در y به s از مسیر که است x از قبل اویلری تور از رأس آخرین
به وقتی و کنیم جمع M با را می کنیم گذر آن از که یالی وزن همواره و کنیم نگه داری M متغیر یک اویلری تور در حرکت درحین می توانیم
می رسیم x مثل رأس یک به وقتی این صورت در می کنیم. صفر را M آنگاه کنیم اضافه T به را P در مسیرش شدیم مجبور که رسیدیم رأسی
را δG(s, x) و δG(s, y) مقادیر چون است. انجام قابل O(١) زمان در δG(s, y) + cw(y, x) > (١ + ϵ)δG(s, x) رابطه ی بررسی
اگر که می بینیم کنیم نگاه اثبات روند به اگر کردیم. ذخیره که است فعلی M همین هم cw(y, x) مقدار و داریم ذخیره راه حل ابتدای از

می کند. ارضاء را قضیه شرایط می رسیم آن به که نهایی T هم باز دهیم تغییر شد بیان که این طوری را الگوریتم
دارد وجود P در پدرش به رأس این از که یالی آیا که می کنیم ذخیره boolean متغیر یک P درخت از رأس هر ازای به دوم مورد برای
رأس از P درخت در باید کنیم اضافه T به را P در x به s از مسیر بخواهیم وقتی این صورت در نه. یا شده است اضافه T گراف  به حالا تا
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کنیم. اضافه را بود نشده اضافه که یالی هر و برسیم s یعنی ریشه به تا برویم بالا به x
به w از یال های تمام آنگاه باشد شده اضافه T به قبلا است P در پدرش و w بین که یالی که رسیدیم w مثل رأسی به رفتن بالا این در اگر

می شود. بررسی یکبار حداکثر P درخت از هریال درواقع کار این با پس (چرا؟). شده اند اضافه T به قبلا نیز بالا
O(|E| + |V |) زمان حداکثر می کنیم حرکت به شروع اویلری تور طول در وقتی که دید می توان پیاده سازی نحوه ی این با کلی به طور
یافتن برای هم یکبار و راه حل ابتدای در P یافتن برای (یکبار کردیم استفاده دایکسترا الگوریتم از دوبار هم الگوریتم درکل و می شود صرف
فراگیر درخت یافتن الگوریتم های از یکی از T٠ یافتن برای راه حل ابتدای در هم یکبار و داشتیم) که نهایی T از مسیر کوتاهترین زیردرخت

است. O(
|E|+ |V | lg |V |

) موردنظر درخت یافتن زمان کل در پس کردیم. استفاده کمینه

مراجع
[1] Wikipedia.org
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

فاطم پوریا سید نگارنده: عمل در مسیر کوتاه ترین :١٢ .۵ جلسه

سترا٢ دای وریتم ال سریع سازی پیدا به مربوط جلسه عمده ی و کرد خواهیم بررس را عمل در مسیر١ کوتاه ترین مسئله ی جلسه این در
مبدا ی بین مسیر کوتاه ترین داریم انتظار که داریم نقشه مثل برنامه هایی عمل در است. نقطه دو بین مسیر کوتاه ترین کردن پیدا برای
کردن پیدا از سریع تر بتواند را مسئله این که نداریم وریتم ال هیچ حالت بدترین در که م دانیم بیاورد. بدست را خاص مقصد ی تا
مسیر کوتاه ترین کردن پیدا مسئله به نیز آخر در کرد. کارهایی م توان عمل در ول کند حل نقطه های همه ی تا نقطه ی از مسیر کوتاه ترین
در t به s از مسیر کوتاه ترین که است این بزنیم حرف آن مورد در م خواهیم که مسئله ای مواقع در م پردازیم. توزیع شده سیستم های در

کنیم. پیدا را G گراف

سترا دای وریتم ال عمل کرد کردن بهتر ١

اجرا و کنیم تمام را وریتم ال رسیدیم دل خواه مقصد به وقت که است این عمل در سترا دای وریتم ال زمان کردن بهتر برای بدیه کار
کنیم. متوقف را گراف بقیه برای وریتم ال

م توان و شود ران s از سترا دای وریتم ال نیست نیاز t به s از مسیر کوتاه ترین کردن پیدا برای که است این هوشمندانه تر کم کار ی
تعداد ندارد t راس به ربط که s راس از سمت در که زمان کار این کرد. اجرا t از گراف یال های کردن برعکس با را مربوطه وریتم ال
است آن شبیه سترا دای وریتم ال درواقع نکند. پیمایش را آن ها بیهوده سترا دای وریتم ال م شود باعث و است کارا باشد راس و یال زیادی
باعث مبدا راس طرف ی در زائد یال های و راس ها وجود پس برسیم مقصد راس به تا کنیم بزرگ تر دائما آن مبدا مرکز به را گوی ی که

م شود. وریتم ال شدن کند

است. دوطرفه سترای دای هوشمندانه تر ایده ی

1Shortest path
2Dijkstra

١
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دوطرفه سترای دای وریتم ال ٢

م کنیم. اجرا GT گراف در t از را سترا دای وریتم ال از نسخه ی و م کنیم اجرا s راس از را سترا دای وریتم ال از نسخه ی هم زمان طور به
از ی در را سترا دای وریتم ال از گام چند یا ی که است این هم زمان طور به از منظور نیست موازی پردازش مدل ما محاسبات مدل چون

ی سترا دای وریتم ال در م کنیم. تکرار را کار همین و م دهیم انجام را گام چند یا ی ر دی نسخه ی در سپس و م کنیم اجرا نسخه های
متناظر که هرم و Qf را باشد م s از شروع با اجرا نسخه با متناظر که هرم است. سازی پیدا قابل هرم۴ انواع با که داشتیم الویت٣ صف
نشان دهنده ی که T و S مجموعه هم چنین داریم. df (v), db(v) حافظه دو v راس هر برای و م نامیم Qb را م باشد t از اجرا نسخه با

است: زیر شرح به اولیه مقدارده های م کنیم. تعریف را هستند t و s راس از نظر مورد مرحله تا دیده شده راس های
df (s) = 0, df (v) = ∞ ∀ v=/s

db(t) = 0, db(v) = ∞ ∀ v=/ t

Qf = V, Qb = V

S = ∅, T = ∅

است این نکته حال م دهیم. ادامه را روند این و م کنیم اجرا دوم نسخه ی برای گام ی و اول نسخه ی برای گام ی را ترا دایس ورتم ال
معادل حرف این برسد؟ مقصد یا مبدا به وریتم ال دو از ی م کنیم صبر آیا کنیم. پیدا t و s بین مسیر کوتاه ترین ونه چ این کار از بعد که

است کاری زیاده روش این نظر به ول شود. اضافه T مجموعه به s یا و شود اضافه S مجموعه به t کنیم صبر که است این

حالت واقع در و کنیم متوقف را وریتم ال اجرای روند کردند پیدا تلاق هم با مجموعه دو که موقع هر که است این هوشمندانه تر ایده ی
محض به پس برسد. ر دی راس به مجموعه ها از ی این که نه ذاریم ب شرط این را خاتمه شرط که است این بهتر اجرای زمان با و مطلوب
راس از که مسیری ست t به s مسیر کوتاه ترین حالت این در م رسد نظر به م کنیم. متوقف را وریتم ال شد، ناته T و S اشتراک این که

کم به مربوطه راس از و رفته مربوطه راس به s از S مجموعه در بدست آمده بهینه ی مسیر کم به یعن م گذرد. مجموعه دو اشتراک
کنید: نگاه را زیر مثال دارد. ل مش و نیست درست حدس این ول برویم. t راس به T مجموعه در بدست آمده بهینه مسیر

s

z

tx y

4 4

2 3 2

S = {s, x, z} , T = {t, y, z}

است. s, x, y, t مسیر کوتاه ترین ول است T و S مجموعه دو اشتراک z راس م بینید بالا مثال در که همان طور
و کنیم پیدا را باشد کمینه آن برای df (v) + db(v) و باشد T مجموعه عضو که v راس باید مسیر کوتاه ترین کردن پیدا برای .١ قضیه

که: است این ادعا
δ(s, t) = df (v) + db(v)

دارد. وجود t به s از مسیر کوتاه ترین روی که است راس v راس همین واقع در
3Priority queue
4Heap
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کنیم اثبات بتوانیم اگر بنامید. vi را است شده اضافه S مجموعه به که راس آخرین یرید. ب نظر در را t به s از مسیر کوتاه ترین ی اثبات.
کوتاه ترین م کنیم اضافه مجموعه ی به را راس وقت سترا دای وریتم ال در زیرا است تمام اثبات است شده اضافه T مجموعه به vi+1

vi تا s از مسیر کوتاه ترین طول و است db(vi+1) برابر t تا vi+1 مسیر کوتاه ترین طول م دانیم پس است. شده پیدا راس آن تا فاصله
پس کرده ایم. س۵ ریل را vi از خروج یال های همه کرده ایم اضافه S مجموعه ی به را vi وقت که است این نکته حال است. df (vi) برابر
اثبات باشد داشته وجود T مجموعه در vi+1 راس اگر پس است. vi+1 تا s مسیر کوتاه ترین برابر و است درست نیز df (vi+1) مقدار

برویم. t به vi+1 از و برویم vi+1 راس به s راس از کاف ست و است تمام

باشد. S ∩ T = {z} وریتم ال اتمام لحظه در کنید فرض باشد. شده اضافه T مجموعه به باید vi+1 راس که م کنیم استدلال حال
م گیریم نتیجه پس باشد. نشده اضافه T به vi+1 م کنیم فرض حال م دانیم. را t به z از مسیر کوتاه ترین و z به s از مسیر کوتاه ترین پس
نشده اضافه vi+1 ول اضافه شده T مجموعه به z چون است. t به z از مسیر کوتاه ترین طول از بزرگ تر t به vi+1 از مسیر کوتاه ترین طول
مسیر کوتاه ترین طول از نیز vi+1 به s مسیر کوتاه ترین طول پس است شده z ول نشده اضافه S مجموعه به vi+1 ر دی طرف از است.
راس پس است. تناقض این که است بیشتر z از گذرنده مسیر از t به s از مسیر کوتاه ترین طول م شود نتیجه پس است. بزرگ تر z به s

شد. اثبات شده گفته قضیه و باشد شده اضافه T مجموعه به باید vi+1

s tvi vi+1

s z t

در کرده ایم. پیدا را vi+1 مانند راس است کمینه برایش df (v) + db(v) مقدار که م کنیم پیدا را T مجموعه در راس وقت واقع در
میشود. انجام کمتری محاسبات اوقات از خیل عمل در ول نم شود عوض ما اجرای زمان که دید م توان حالت بدترین

5Relax

٣
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است. شده اجرا رنگ آبی راس به رسیدن برای رنگ سبز راس از عادی سترا دای زیر ل ش در مثال:

است. شده اجرا راس دو این برای دوطرفه سترای دای زیر ل ش در و

⊠ نشده اند. بررس دوطرفه روش در راس ها از زیادی تعداد م بینید که همان طور

کنید. جستجو اینترنت در را Andrew v. Glodberg اسم م توانید عمل در مسیر کوتاه ترین محاسبه در بیشتر اطلاعات برای

۴
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mb = minv/∈Tdb(v) و mf = minv/∈Sdf (v) مقدار دو گذاشت! م توان نیز بالا در گفته شده شرط از بهتر خاتمه شرط های حت
s از مسیر کوتاه ترین طول که یرید ب نظر در پیدا شده حال به تا که t به s از مسیر کوتاه ترین طول برابر را µ متغیر همچنین کنید. تعریف را

گرفت. کمینه آن ها همه ی بین سپس و کرد پیدا df (v) + db(v) کم به م توان راس هر برای را t به

شرط این دید م توان م دهیم. خاتمه را وریتم ال شد µ از بیش mf +mb هرگاه حال µ = minv∈V {df (v)+db(v)} داریم پس
شرط از خاتمه شرط این با م رویم آن ها سراغ به سترا دای وریتم ال در که راس هایی تعداد که معن این به است مساوی بهتر قبل شرط از

نیست. بیشتر قبل خاتمه

۵
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سترا! دای وریتم ال عمل کرد کردن بهتر برای ری دی روش ٣

w(uv) ⩾ p(v)− p(u) اگر: م گویم معتبر یا شدن پتانسیل پتانسیل، ی به دیدیم قبل جلسات در که همان طور

نامساوی اگه و w′(uv) = w(uv)− p(v) + p(u) صورت به کنیم تعریف جدید وزن ی م توانیم شده تعریف پتانسیل کم به
مفیدتر ما بحث در کرد. استفاده سترا دای وریتم ال از م توان و است مثبت یال ها همه برای ′wها باشد برقرار یال ها همه ی برای شده گفته
م شود. تعریف w′(uv) = w(uv)− p(u)+ p(v) نتیجه در و دهیم تغییر w(uv) ⩾ p(u)− p(v) به را بودن معتبر تعریف که است

کنیم. استفاده یال ها کردن مثبت برای پتانسیل از نم خواهیم و است مثبت وزن ها که است این فرض این جا

ن مم وزن ها تغییر با شود. کمتر سترا دای وریتم ال در م کنیم بررس عمل در که یال هایی تعداد است ن مم وزن ها تغییر با واقع در
برسیم. مقصد راس به زودتر و شود عوض راس ها شدن بررس ترتیب است

کمینه d(v) + p(v) که v مانند راس مرحله هر در وریتم ال شدن پتانسیل اعمال برای و نداد تغییر را گراف یال ها وزن م توان .٢ قضیه
م کند. تمیزتر را پیاده سازی مقداری روش این کند. انتخاب را است

داریم: یرید، ب نظر در t به s از مسیری اگر شد داده نشان قبل جلسات در که همان طور که است این بودن معادل دلیل اثبات.

δw′(s, t) = δw + p(t)− p(s)

و سر پتاسیل فقط و منف بار ی و م آید مثبت پتانسیل ی بار یال ها وزن مجموع در میان راس هر برای زیرا است واضح هم علت که
نظر در م توان و ندارد تاثیری گرفتن کمینه در است ثابت رابطه در p(s) که این به توجه با و گفته شده رابطه ی به توجه م ماند.با باق ته
که راس انتخاب مقدار پس است وریتم ال اجرا لحظه این تا s راس از v راس فاصله کوتاه ترین با معادل d(v) این که به توجه با و نگرفت

است. معادل تعریف شده معتبر پتانسیل کم به راس انتخاب با است کمینه آن برای d(v) + p(v) مقدار

مجموعه به راس ها شدن اضافه ترتیب نشان دهنده که م گذاریم شماره ای راس هر روی و شده اجرا زیر گراف روی را عادی سترا دای مثال:
رئوس مجموعه به را راس ها همه ی است نیاز t راس به رسیدن از قبل است مشخص که همان طور م باشد. سترا دای وریتم ال به مربوط

کنیم. اضافه

s|1 3 t|5

2 4

3 4

3

2 3

وریتم ال مرحله به مرحله اجرای با حال است. شده نوشته راس اسم کنار در راس هر روی که م دهیم پتانسیل راس ها به کنید فرض حال
مبدا راس فقط ما مجموعه اول مرحله (در داریم: کاما) با شده جدا و راس پتانسیل از (بعد مربوطه راس های برای d(v) نوشتن و گفته شده

است)

۶
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s|0, 0 x|4,∞ t|0,∞

y|6,∞ z|3,∞

3 4

3

2 3

S = {s}

م شود: اضافه مجموعه به x راس پس 2 + 6 > 3 + 4 این که به توجه با

s|0, 0 x|4, 3 t|0,∞

y|6, 2 z|3,∞

3 4

3

2 3

S = {s, x}

م شود: اضافه مجموعه به t راس پس 2 + 6 > 7 + 0 اینکه به توجه با

s|0, 0 x|4, 3 t|0, 7

y|6, 2 z|3,∞

3 4

3

2 3

S = {s, x, t}

کوتاه ترین روی راس های فقط و نشد سترا دای وریتم ال مجموعه وارد اضاف ای راس هیچ گفته شده پتانسیل گذاری با دیدیم که همان طور
⊠ کردیم. اضافه مجموعه به را مسیر

روی راس های فقط و داریم معتبر پتانسیل ی ذاریم ب t راس تا راس آن فاصله کوتاه ترین برابر را راس هر پتانسیل اگر کل طور به
سع پس نبود) وریتم ال اجرای به نیاز م دانستیم نم دانیم(اگر را مقصد تا راس هر فاصله واقعیت در م شوند. بررس مسیر کوتاه ترین
هندس حالت گراف اگر مثلا بزنیم. تخمین را مقصد راس تا فاصله باید پس دهیم. قرار پتانسیل عنوان به را آن از پایین۶ کران ی م کنم

فاصله م توان پس است مقصد تا راس آن اقلیدس فاصله اندازه به حداقل مقصد تا راس ی فاصله کوتاه ترین گفت م توان باشد داشته
6Lower bound

٧
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که داد نشان مثلث نامساوی کم به م توان اقلیدس حالت در گرفت. نظر در راس آن پتانسیل برای پایین کران ی عنوان به را اقلیدس
به پتانسیل ها دهیم نشان L(v) با را v راس ان م اگر حالت این در واقع در اند. معتبر م شوند تعریف گفته شده نحو به که پتانسیل هایی

p(v) = ||L(v)− L(t)|| م شوند: تعریف روبه رو طریق

اگر کرد! تعریف خوبی نحو به را پتانسیل م توان نیز نم کند صدق آن در مثلث نامساوی و ندارد اقلیدس حالت گراف که حالت در
پتانسیل ها هم باز کنیم تعریف p(v) = ||L(v)−L(t)||

m صورت به را پتانسیل ها و ریم ب نظر در را m = maxuv∈E
||L(v)−L(u)||

w(uv) عدد
بود. خواهند معتبر

گفته شده سادگ به ر دی پتانسیل گذاری ول کنیم. تلفیق دوطرفه سترای دای با را پتانسیل گذاری که است تصور قابل که ری دی کار
دایجسترا وریتم ال داریم که دوطرف هر برای است نیاز کار این یریم.برای ب نظر در پتانسیل ها برای نیز ری دی شرط های است نیاز و نیست
pf+pb = const شرط کرد تلفیق را مسئله دو این م توان آن کم به که شرط هایی از ی یریم. ب نظر در هم پتانسیل ی م کنیم اجرا را

دارد. وجود هم ری دی شرط های و است

تا فاصله با مساوی پتانسیل حالت که این به توجه با واقع در کرد؟ پیدا خوبی پتانسیل های م توان ونه چ که است این ر دی سوال
ی هستیم. δ(v, t) برای خوب پایین کران های دنبال واقع در باشد. p(v) = δ(v, t) ن مم جای تا م خواهیم است ایده آل t راس

و کنیم انتخاب را راس ها از تعدادی طریق به گراف در که معناست این به Land mark است. Land mark از استفاده ایده ها از
م کنیم: تعریف یریم ب نظر در L راس را Land mark راس های از ی اگر کنیم. پیدا راس ها آن همه تا را فاصله راس هر برای بعد

است. δ(v, t) برای پایین کران ی و است معتبر پتانسیل تعریف شده پتانسیل که دید م توان باز p(v) = δ(v, L)− δ(p, L)

دلیل این به شهودی صورت به و کرد تعریف p(v) = maxL{δ(v, L)− δ(p, L)} صورت به را تعریف شده پتانسیل م توان البته
نکته ای م شویم. نزدی تر δ(v, t) ایده آل حالت به و است بهتر شود بیشتر کران این مقدار چقدر هر م کنیم تعریف پایین کران داریم که

نیست. زیاد آن ها تعداد و هستند ثابت راس های تعداد Land mark در موجود راس های تعداد دارد وجود که

است این ر دی روش یا است تصادف صورت به انتخاب کار ساده ترین مثلا دارد وجود روش هایی نیز Land mark کردن پیدا برای
دورترین آن از بعد بنامیم. v1 را آن و کنیم پیدا را مربوطه راس از راس دورترین سپس کنیم انتخاب گراف در را دلخواه راس ابتدا که
تا م دیم ادامه آن قدر را روند این م نامیم. v3 را {v1, v2} مجموعه از راس دورترین سپس م نامیم. v2 را آن و م کنیم پیدا را v1 از راس
در که کنیم پیدا را راس هایی م خواهیم انگار شهودی صورت به واقع در بیاوریم. بدست را Land mark در خود نظر مورد راس تعداد

هستند. دور ر دی هم از انتخابی راس دو هر م شود که آن جایی تا و پخش اند گراف محیط

سلسله ی که است این م باشد گفته شده روش های از جدیدتر و است متفاوت گفته شده روش های با مقداری که ر دی روش ی
در که است راس مهم راس از منظور کنیم. پیدا را فاصله کوتاه ترین هستند مهم تر که راس هایی بین در و یریم ب نظر در گراف در مراتب
یال عنوان به را رئوس این بین بدست آمده مسیرهای کوتاه ترین است. دخیل ر دی راس های از زیادی تعداد تا مسیر کوتاه ترین کردن پیدا
این کم به را گراف واقع در کنیم. استفاده آن ها از سترا دای وریتم ال محاسبه در و کنیم اضافه گراف به بالاتر سطح یال های یا جدید
شما به را کردن جستجو روش ها این از بیشتر دانایی برای م گویند. سلسله مراتبی٧ روش های روش ها، این به م کنیم. چندسطح روش

م کنیم. پیشنهاد

7Hierarchical methods
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توزیع شده های سیستم در مسیر کوتاه ترین ۴

ی تا را خود فاصله کوتاه ترین م خواهند آن ها و دارد وجود گراف ی روترها بین و داریم روتر٨ تعدادی که است این مسئله صورت
کوتاه ترین کردن پیدا برای سترا دای وریتم ال از م شد باشند داشته را گراف کل روترها از کدام هر که بود ن مم اگر کنند. پیدا مقصدی
را مربوطه گراف کل شما است نیاز یعن دارد global اطلاعات به نیاز که است این سترا دای وریتم ال ل مش ول کرد. استفاده مسیر
سیستم های در دلیل همین به باشد. داشته را ه شب اطلاعات کل (روتری) راس هر که نیست مطلوب توزیع شده سیستم های در ول بدانید
پیاده سازی برای بلمن فورد١٠ وریتم ال است ن مم اینجا پس دارد نیاز ٩ محل اطلاعات کنیم استفاده وریتم ال باشد بهتر شاید توزیع شده
روتر هر واقع در داریم. یال ته و سر اطلاعات به نیار فقط یال هر کردن س ریل برای و دارد محل اطلاعات به نیاز زیرا باشد مناسب تر
پس کند بروز را خود d بتواند تا باشد داشته هم را آن ها با اتصال یال های وزن و یرد ب را d دارند یال اون به که راس هایی از است کاف

است. نیاز محل اطلاعات

که باشد بهینه تر شاید ول م کردیم س ریل را یال ها همه مرحله n − 1 در گفته شده قبلا بلمن فورد وریتم ال از که پیاده سازی ای در
دارند یال او به که راس هایی همه ی از راس هر اگر کرده اند. تغییر واقعا که دهیم انجام یال هایی برای فقط مرحله هر در را کردن ها س ریل
در که راس از و دهد انجام اضافه ای کار است ن مم (Pull Base (روش کند بروز را خود به مربوط d تا بپرسد را آن ها d مرحله هر در
همه ی به شد آپدیت dاش وقت راس هر که کنیم استفاده روش این از اگر ول شود. پرسیده سوال d مورد در نکرده، تغییر dاش قبل مرحله
این (Push Base (روش کنند بروز را خود d باشد لازم اگر دریافت پیام های کم به راس ها و دهد خبر را جدید d خود همسایه های

میشود: زیر ل ش به آن کد شبیه نم شود. انجام اضافه کار

1 for i = 1 to n− 1

2 for each v ∈ V

3 if d(v) has changed in the previous round

4 for each vw ∈ E

5 relax(vw)

شده فرض بالا کد در البته م دهد. انجام w راس را مرحله هر در کردن س ریل است Push Base روش برای که بالا کد در واقع در
هستند هماهنگ هم با ه شب راس های همه ی و داریم راند تعداد ی که دلیل این به م شود. اجرا هم زمان١١ صورت به وریتم ال که است
شبه باشد. غیرهم زمان١٢ مدل و آوریم بدست را راس ها بقیه به s از فاصله کوتاه ترین م خواهیم کنید فرض نیست. این طوری عمل در ول

داریم: زیر کد

1 make s active

2 while there is an active node

3 choose an active node v

4 for each vw ∈ E

5 relax(vw)

6 if d(w) has changed

7 make w active

8Router
9Local

10Bellman ford
11Synchronous
12Asynchronous

٩

(اختیاری) عمل در مسیر کوتاهترین محاسبه ۵ . ١٢١١٢



نشان م توان شوند. س ریل آن خروج یال های است لازم و است کرده تغییر آن d که است راس بالا کد شبه در فعال راس از منظور
حت است ن مم شود. زیاد شدت به است ن مم اجرا زمان که است این نکته ول م شود را هم هم وریتم ال از پیاده سازی این که داد

شود. نمایی اجرا زمان

بلمن فورد وریتم  ال همین است کاف که کنیم محاسبه بخواهیم را راس زیادی تعداد تا راس هر فاصله کوتاه ترین است ن مم عمل در
distance vector protocolروش این به که بود خواهید آرایه ی عدد ی جای به d و کنیم اجرا راس هر برای موازی صورت به را گفته شده

م گویند.

م خواهیم و است شده داده ما به ورودی عنوان به چیزی یعن م مانند ثابت یال های وزن که بود این بر ما فرض بلمن فورد وریتم ال در
با متناظر یال هر وزن اگر مثلا نیفتد. اتفاق این است ن مم توزیع شده سیستم های در ول کنیم. پیدا مربوطه گراف در را فاصله ها کوتاه ترین
کلا لینک ی یا و روتر ی است ن مم یا کنند تغییر زمان با یال ها وزن است ن مم باشد لینک آن روی از اطلاعات فرستادن تاخیر میزان
کوتاه ترین به مربوط مسیر در شده قطع یال اگر ول ندارد تاثیری نباشد مسیر کوتاه ترین ی وسط در قطع شده یال اگر واقع در شود. قطع

آید. م وجود به ل مش باشد مسیر

از فاصله و شده حساب درست فاصله ها همه کنید فرض ابتدا یرید. ب نظر در ی را یال ها همه وزن و یرید ب نظر در را زیر گراف مثال:
م نویسیم. راس ها روی را s راس

s v|1 u|2
1

1

1

شود. قطع v به s یال کنید فرض حال

s v|1 u|2

1

1

سع دلیل همین به است. بوده او پدر s راس و است شده قطع مربوطه یال s تا مسیرش کوتاه ترین در که م کند چ v راس حالا
u راس م کند فکر و است واحد ٢ برابر s با آن فاصله که م بیند و م کند نگاه u به این کار برای کند. بروز را s راس تا خود فاصله م کند

م دهد. تغییر ٣ به را s راس تا خود فاصله دلیل همین به است وصل s راس به است شده قطع که مسیری از غیر مسیری از

١٠
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s v|3 u|2

1

1

عدد به d(v) مقدار ول است نشده خراب آن ها بین یال و است بوده v مربوطه مسیر کوتاه ترین در پدرش که م بیند u راس دوباره بعد
تغییر ۴ به را خود d خود مقدار دلیل همین به و دارد وجود ٣ طول به v به s از مسیری که م کند فکر دلیل همین به است کرده تغییر ٣

میدهد.

s v|3 u|4

1

1

⊠

به ها آن فاصله های مقدار ول ندارد وجود ر دی راس های و s راس بین مسیری هیچ گفته شده مثال گراف در است واضح که همان طور
رفته اند سمت این به عمل در لات مش همین از دوری برای م گویند. بینهایت١٣ تا شمردن ل مش این به میشود. زیاد بینهایت تا نحو همین
استفاده سترا دای شبیه وریتم هایی ال و کنند استفاده path vector protocol از distance vector protocol از استفاده جای به که
آن از نمایش حداقل یا مسیر کل دارند نگاه را مقصد راس های تا فعل فاصله کوتاه ترین فقط این که جای به راس هر برای واقع در م شود.
اینترنت در که BGP پروتکل مثلا شود. انجام بهتر آپدیت ها آید پیش ه شب در ل مش اگر دهد اجازه که طوری به م دارند نگه را مسیر

م کند. استفاده path vector protocol روش از م شود استفاده

13Counting to infinity
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

شریفیان احسان نگارنده: (١) ه ها شب در جریان :١٣ جلسه

پرکاربردی و مهم مبحث که کنیم صحبت ه ها١ شب در جریان نام به مهم مبحث مورد در جلسه چند م خواهیم بعد به جلسه این از
از بسیاری در که است مهم مساله ی خود خودی به هم چنین و کرد مشاهده را وریتم ال طراح مهم تکنی های م توان آن در که است

نمود. حل آن کم به م توان را مختلف مساله های و م شود ظاهر عمل و تئوری کاربردهای

تعاریف ١

جریان ه ی شب ١. ١

که است G = (V,E, s, t, c) چندتایی ی جریان٢ ه ی شب تعریف.

s راس از رئوس همه ی که م کنیم فرض ضمن طور است.(به t ۴ چاه راس و s منبع٣ راس با جهت دار گراف ی (V,E) •
هستند) دسترس پذیر

است. شده تعریف c(e) ≥ 0 نامنف ظرفیت۵ ی e ∈ E یال هر برای •

ی نماد یال هر و توزیع مرکز ی نماد راس که کرد نگاه نفت مثل مایعات جریان حمل از ه ای شب ی عنوان به گراف این به م توان
جریان که است این ما فرض هم چنین دید. ه شب ی در ترافی مدل چشم به را آن م توان یا است. مشخص ظرفیت با مایع انتقال لوله ی
تولید نه جریان راس ها بقیه ی در و م یابد خاتمه م باشد چاه راس که t راس به و شده تولید است منبع راس که s مانند راس ی از

م رود. بین از نه و م شود

1Network Flow
2Flow network
3source
4sink
5capacity
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آن ظرفیت و برش ١. ٢

باشد. t ∈ B و s ∈ A که صورت به است B و A مجموعه ی دو به راس ها از افراز ی ، st–برش۶ ی تعریف.
نم شود. A به B از یال های شامل تعریف این م گیریم. نظر در B به A از یال های ظرفیت  مجموع با برابر را برش این ظرفیت تعریف.

cap(A,B) =
∑

e out of A

c(e) (١)

است. شده محاسبه زیر ل ش در شده داده نشان برش ظرفیت مثال عنوان به

باشد. داشته را ظرفیت کم ترین که برش یافتن کمینه. برش مساله ی

بیشینه جریان مساله ی ١. ٣

م کنیم. توصیف را بیشینه جریان مساله ی سپس و م کنیم تعریف را جریان ه ی شب ی در st–جریان٧ یا جریان دقیق صورت به ابتدا
باشد داشته را زیر ویژگ های که یال هاست روی بر f مانند تابع st–جریان یا جریان ی تعریف.

باشیم: داشته e ∈ E یال هر برای تعبیری، به نکند. تجاوز یال آن ظرفیت از و باشد نامنف یال هر از عبوری جریان •

0 ≤ f(e) ≤ c(e) (٢)

داشته v ∈ V − {s, t}راس هر برای تعبیری، به باشد. برابر چاه و منبع غیر راس های برای خروج و ورودی جریان مجموع •
باشیم:

∑
e in to v

f(e) =
∑

e out of v

f(e) (٣)

: یعن م کنیم تعریف منبع راس از خروج خالص جریان مجموع صورت به را ه شب روی بر جریان این مقدار تعریف.

val(f) =
∑

e out of s

f(e)−
∑

e in to s

f(e) (۴)

عدد و یال آن در جریان بیان گر چپ سمت عدد که شده نوشته یال ها روی بر عدد زوج ی شده اند رسم ادامه در که گراف هایی در
است. یال آن ظرفیت راست سمت

باشد. داشته را مقدار بیشترین که جریان یافتن بیشینه. جریان مساله ی
6st-cut
7st-flow
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رسون فورد–فال وریتم ال ٢

م شود. رسون٨ فورد–فال وریتم ال به منجر نهایت در که بیابیم را بیشینه جریان مساله ی به پاسخ یافتن برای روش م خواهیم قسمت این در
مساله ی برای درست پاسخ به م کنیم سع آن ایرادات کردن برطرف با سپس و است حریصانه وریتم ال م گیریم پیش که روش ابتدا در

م رساند. اصل وریتم ال به را ما نهایت در که برسیم بیشینه جریان

حریصانه وریتم ال ٢. ١

که است این م رسد ذهن به که ایده ای ابتدا در

ذاریم. ب صفر را ه شب یال های همه ی جریان  وریتم ال شروع در •
م توان که بیابیم را مسیری (یعن f(e) < c(e) باشیم داشته مسیر آن در یال هر برای که بیابیم P مانند t به s راس از مسیر ی •

داد). افزایش بالاتر مقداری به را یال ها همه ی جریان
دهیم. افزایش ن مم جای تا P مسیر در را جریان •

باشد. نداشته وجود t به s از شده گفته ویژگ با مسیری ر دی که کنیم تکرار آنقدر را فرآیند این •

در و داده قرار صفر را یال ها همه ی جریان ابتدا در کرده ایم. پیاده است، آمده آن تصاویر ادامه در که گراف رو را فرآیند این مثال عنوان به
را مسیری چنین نتوانیم ر دی تا م کنیم تکرار آنقدر را کار این باشند. افزایش قابل آن یال های جریان  که م یابیم t به s از مسیر ی گام هر
ه ی شب این برای بیشینه جریان مقدار که کرد مشاهده م توان اما م شود val(f) = 16 با برابر شده پیدا جریان مقدار نهایت در بیابیم.

م باشد. 19 جریان،

8Ford-Fulkerson algorithm
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نم رسد؟ جواب به حریصانه وریتم ال روش چرا سوال.
ما است ن مم حال که در نم کند. پیدا کاهش آن جریان هیچ گاه ادامه در یابد، افزایش یال ی جریان اگر وریتم ال ط در چون پاسخ.
بیشتری جریان مقدار کل در بتوانیم تا کنیم کم را یال ی جریان دوباره که باشد نیاز و باشیم داشته وریتم ال ط در نامناسبی انتخاب های

بررس به ادامه در م نامیم. باق مانده گراف را آن و م سازیم اصل گراف روی از جدید گراف ی ل مش این حل برای باشیم. داشته را
م پردازیم. گراف این خواص و ویژگ ها

باق مانده ه ی شب ٢. ٢

باشد. c(e) ظرفیت و f(e) جریان با e = (u, v) ∈ E مانند یال ی شامل G اصل جریان ه ی شب کنید فرض
معکوس صورت به را جریان که است این آن هدف که کرد تعریف ereverse = (v, u) صورت به را معکوس٩ یال م توان صورت این در

بفرستد.
آن باق مانده  ی ظرفیت داشت وجود اصل گراف در یال ی اگر که کرد تعریف یال ها برای باق مانده١٠ ظرفیت نام به مفهوم م توان حال
وجود اصل گراف در یال ی معکوس ی اگر و برسد اصل اش ظرفیت به تا افزود یال این به م توان که باشد جریان مقدار اندازه ی به
را اصل یال جریان م توان که است امر این بیانگر که باشد، اصل گراف در اصل یال آن جریان اندازه ی به آن باق مانده  ی ظرفیت داشت

ر دی بیان به کرد. کم اندازه این به

cf (e) =

c(e)− f(e) if e ∈ E

f(e) if ereverse ∈ E

ظرفیت با یال های همه ی مجموعه ی Ef آن در که است Gf = (V,Ef , s, t, cf ) جریان ه ی شب ی باق مانده١١ ه ی شب تعریف.
است. مثبت باق مانده ی

است. Gf باقیمانده ی ه ی شب در t به s از ساده مسیر ی ،١٢ افزایش مسیر ی تعریف.
م باشد. مسیر این یال  های باق مانده” ی ”ظرفیت کمینه ،P مانند افزایش مسیر ی bottleneck ظرفیتِ تعریف.

کند. تبدیل بیشتر مقدار با f ′ مانند جریان ی به را ه  شب روی بر f جریان ی که کرد ارائه روش توان م تعاریف این وسیله ی به
یال ها ظرفیت (f)و ه شب روی جریان ی AUGMENT تابع م دهیم. انجام باق مانده ه ی شب در افزایش میسر های کم به را کار این
مقدار که م دهد تغییر گونه ای به را ه شب یال های جریان  و م گیرد ورودی عنوان به را Gf باق مانده ه ی شب در P افزایش مسیر ی و (c)

یعن شود. بیشتر افزایش مسیر bottleneck ظرفیت اندازه ی به جدید حالت در جریان
f ′ ← AUGMENT(f, c, P )

.val(f ′) = val(f) + bottleneck(Gf , P ) که صورت به
9reverse edge

10residual capacity
11residual network
12augmenting path

۴
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AUGMENT(f, c, P )

1 δ ← bottleneck capacity of augmenting path P
2 for each edge e ∈ P

3 if e ∈ E

4 f(e)← f(e) + δ

5 else
6 f(ereverse)← f(ereverse)− δ

7 return f

رسون فورد–فال وریتم ال ٢. ٣

جریان به را ه شب روی جریان ی م توان AUGMENT تابع از استفاده با و یافت را افزایش مسیرهای م توان باقیمانده ه شب وسیله ی به
ه ی شب روی جریان مقدار م توان کرد پیدا افزایش مسیر ی باق مانده ه شب در بتوان که زمان تا پس کرد. تبدیل بیشتری مقدار های با

م کند. استفاده ایده همین از رسون فورد–فال وریتم ال بخشید. بهبود افزایش مسیر آن bottleneck ظرفیت اندازه ی به نیز را اصل
ه ی شب با متناظر باق مانده ی ه ی شب در افزایش مسیر ی بتوان که زمان تا و گذاشته صفر را یال ها همه ی جریان ابتدا در وریتم ال این

م کند. اصلاح را ه شب در جریان یافت، اصل

Ford-Fulkerson(G)

1 for each edge e ∈ E :

2 f(e) = 0

3 Gf ← residual network of G with respect to flow f

4 while (There exists an s→ t path P in Gf )
5 f ← AUGMENT(f, c, P )

6 Update Gf

7 return f

کمینه برش – بیشینه جریان قضیه ی ٣

مقدار کمینه همان ه شب ی روی جریان ی برای ن مم مقدار بیشینه که کنیم ثابت را مهم قضیه ی این قسمت این انتهای در م خواهیم
م کنند. بیان را مهم نتایج خود خودی به کدام هر البته که برم داریم را میان گام چند قضیه این اثبات برای است. آن برش های برای

جریان مقدار لم ٣. ١

(۴) رابطه ی در که f جریان مقدار صورت این در باشند. ه شب از دلخواه برش ی (A,B) و دلخواه جریان ی f کنید فرض .١ لم
مجموعه به A رئوس مجموعه از خروج خالص جریان مقدار برابر است، منبع راس از خروج خالص جریان مقدار برابر و شده تعریف

یعن است. B رئوس

val(f) =
∑

e out of A

f(e)−
∑

e in to A

f(e) (۵)

۵
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جریان هیچ (٣) رابطه ی در شده بیان خاصیت به توجه با A در منبع) غیر (راس های میان راس هایی که است مشخص شهودی صورت به
راس از خروج خالص جریان با تفاوت A رئوس مجموعه از خروج خالص جریان فلذا نم رود بین از آن ها در جریان یا نم کنند تولید

است. نوشتن قابل زیر صورت به دقیق بیان به مطلب همین نم کند. منبع

برهان.

val(f)
(۴) رابطه ی

=
∑

e out of s

f(e)−
∑

e in to s

f(e)

١ توضیح
=

∑
v∈A

( ∑
e out of v

f(e)−
∑

e in to v

f(e)

)
٢ توضیح
=

∑
e out of A

f(e)−
∑

e in to A

f(e) □

صفر آن ها برای مجموع این (٣) رابطه ی طبق که چرا کرد اضافه A در ر دی راس های برای را فوق مجموع s بر علاوه م توان .١ توضیح
است.

e∑ظاهر out of v f(e) ترم در مثبت علامت با بار ی v به u از عبوری جریان u, v ∈ A که e = (u, v) مانند یال هر برای .٢ توضیح
تنها این ها میان از و دارند) قرار A مجموعه ی در راس دو هر که م شود(چرا e∑ظاهر in to v f(e) ترم در منف علامت با بار ی و شده
و م شوند ظاهر مثبت علامت با A از شونده خارج یال های .A خارج سرشان ی و است A در سرشان ی که م مانند باق جریان هایی

م شوند. ظاهر منف علامت با A به شونده داخل یال های

ضعیف دوگان ٣. ٢

داشت خواهیم صورت این در باشند. ه شب از دلخواه برش ی (A,B) و دلخواه جریان ی f کنید فرض ١٣ ضعیف دوگان .٢ لم

val(f) ≤ cap(A,B) (۶)

برهان.

val(f)
لم١
=

∑
e out of A

f(e)−
∑

e in to A

f(e)

(٢) رابطه ی
≤

∑
e out of A

f(e)

(٢) رابطه ی
≤

∑
e out of A

c(e)

(١) رابطه ی
= cap(A,B) □

باشد. بیشتر برش ی ظرفیت از نم تواند جریان آن مقدار باشد، ه  شب روی جریان اگر که گفت م توان نیز شهودی صورت به

f آنگاه باشد، val(f) = cap(A,B) اگر باشند. ه شب از دلخواه برش ی (A,B) و دلخواه جریان ی f کنید فرض .١ نتیجه
است. کمینه برش همان (A,B) و بیشینه جریان همان

13weak duality

۶
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برهان.

است. بیشینه جریان f پس val(f ′)
ضعیف) لم٢(دوگان

≤ cap(A,B) = val(f) داریم f ′ جریان هر برای •

است. کمینه برش (A,B) پس cap(A′, B′)
ضعیف) لم٢(دوگان

≥ val(f) = cap(A,B) داریم (A′, B′) برش هر برای •

جریان جریان، آن کرد ادعا م توان باشد، برابر ه شب برش های از ی ظرفیت با آن مقدار که یافت ه شب روی را جریان بتوان اگر بنابراین
است). کمینه برش شده، یافته برش آن که م شود ثابت ضمن طور به (و است بیشینه

اساس قضیه ی در است. کمتر دلخواه برش هر ظرفیت از آن مقدار حتما باشیم، داشته ه شب روی جریان ی اگر کردیم ثابت ما الان تا
نتیجه ی طبق و باشد جریان مقدار با برابر آن ظرفیت که دارد وجود برش حتما باشیم، داشته بیشینه جریان ه شب روی اگر م کنیم ثابت بعد

بود. خواهد کمینه برش همان برش این (١)

کمینه برش – بیشینه جریان قضیه ی ٣. ٣

م باشد. ترکیبیات بهینه سازی و ه ها شب در جریان مهم قضایای از قضیه این
.١ قضیه

کمینه برش ظرفیت = بیشینه جریان مقدار (٧)

هم با ه شب روی f جریان هر مورد در زیر گزاره ی سه م دهیم نشان اصل در و م کنیم استفاده میان گام ی از قضیه اثبات برای برهان.
معادل اند.

.cap(A,B) = val(f) که صورت به که دارد وجود (A,B) برش ی (i)
است. بیشینه جریان f (ii)

ندارد. وجود افزایش مسیر هیچ f جریان با اصل ه ی شب با متناظر با ق مانده ی ه ی شب در (iii)

است. (١) نتیجه ی همان این :(i) =⇒ (ii)

در f جریان با متناظر افزایش مسیر ی اگر یعن گرفت. نتیجه را (ii) گزاره ی نقیض (iii) گزاره ی نقیض از م توان :(ii) =⇒ (iii)

که داد بهبود طوری AUGMENT(f, c, P ) تابع و افزایش مسیر این وسیله ی به را f جریان م توان باشد، داشته وجود باق مانده گراف
است. نبوده بیشینه جریان f ر دی صورت این در که یابد افزایش درنهایت آن مقدار

با متناظر باق مانده ی گراف در م کنیم فرض (iii) گزاره ی طبق است. بخش همین قضیه اثبات در اساس و اصل گام :(iii) =⇒ (i)

ندارد. وجود افزوده ای مسیر هیچ f

یرید. ب نظر در Gf باق مانده ی ه شب در s از دسترس قابل راس های با برابر را A رئوس مجموعه •
.s ∈ A داریم ،A مجموعه ی تعریف طبق •

.t /∈ A داریم ندارد، باق مانده ه ی شب در افزایش مسیر هیچ که f جریان خاصیت طبق •

٧
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است. کمینه برش همان (A,B) داد خواهیم نشان گرفت. نظر در ه شب برای برش ی م توان را B آن مل م رئوس مجموعه ی و A پس

val(f)
لم١
=

∑
e out of A

f(e)−
∑

e in to A

f(e)

١ توضیح
=

∑
e out of A

c(e)− 0

رابطه ی(١)
= cap(A,B)

□ است. کمینه برش (A,B) است، شده f جریان مقدار با برابر (A,B) برش ظرفیت چون ،(١) نتیجه ی طبق
جریان A به داخل شونده یال هر برای و یال آن ظرفیت با برابر جریان A از خارج شونده یال هر برای دهیم نشان باید حقیقت در .١ توضیح

م شوند. ثابت خلف برهان با راحت به نیز گزاره دو این از کدام هر است. صفر برابر
نیست. آن ظرفیت با برابر آن جریان در که دارد وجود v ∈ B و u ∈ A که e = (u, v) ∈ E مانند A از شونده خارج یال ی کنید فرض
دسترس پذیر منبع راس از u راس چون و دارد وجود c(e)− f(e) مثبت با ق مانده ی ظرفیت  با e یال باق مانده ه ی شب در صورت این در
بدین A تعریفِ طبق این و است دسترس قابل منبع راس از نیز v راس پس، دارد وجود باق مانده ه ی شب در نیز e = (u, v) یال و بود
A به واردشونده یال های جریان بودن صفر م توان مشابه صورت به است. تناقض در v ∈ B فرض با اتفاق این ول v ∈ A که معناست

م گردد. کامل قضیه اثبات و داد نشان نیز را

یال هاست). تعداد m)یافت O(m) در را (A,B) کمینه برش ی م توان باشد، شده داده f بیشینه ی جریان ی اگر .٢ قضیه
BFS ی با نیز کار این دهیم. قرار Gf باق مانده ی ه ی شب در s از دسترس پذیر رئوس مجموعه را A رئوس مجموعه است کاف برهان.

است. انجام قابل سادگ به Gf گراف در DFS یا

رسون فورد–فال وریتم ال آنالیز ۴

باشد. C تا 1 بین صحیح عدد ی یال ها همه ی ظرفیت م کنیم فرض اولیه. فرض
م ماند. باق صحیح عدد cf (e) باق مانده  ظرفیت و f(e) جریان e یال هر برای رسون فورد–فال وریتم ال ط در .١ اصل

عددی که است صفر یال ها همه ی جریان وریتم ال ابتدای در است. مشاهده قابل راحت به وریتم ال گام شماره روی استقرا با برهان.
فرض طبق که م کنند تغییر افزایش مسیر bottleneck ظرفیت اندازه ی به یال ها برخ جریان های نیز میان گام های در م باشد. صحیح
اعمال از بعد پس هستند، صحیح افزایش مسیر bottleneck ظرفیت جمله از باق مانده ظرفیت های همه ی هم و جریان ها هم استقرا

م مانند. صحیح باق مانده ظرفیت های و جریان ها نیز تغییرات

٨
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باشد. m برابر آن یال  های تعداد و n برابر اصل ه ی شب راس های تعداد کنید فرض ادامه برای

بیشینه جریان ی f∗ آن در که م شود، تمام افزایش مسیرهای یافتن گام val(f∗) از پس حداکثر رسون فورد–فال وریتم ال .٣ قضیه
.val(f∗) ≤ nC داریم وضوح به هم چنین است.

م دهد. افزایش واحد ی حداقل را جریان مقدار وریتم، ال افزایش حلقه ی اجرای بار هر برهان.

است. O(mnC) رسون فورد–فال وریتم ال اجرای زمان .٢ نتیجه
از که م کشد طول افزایش مسیر یافتن برای آن در DFS یا BFS ی و باق مانده ه ی شب ساختن اندازه ی به وریتم ال گام هر برهان.
مباحث طبق که است O(mnC) از وریتم ال کل پس است، O(nC) از نیز وریتم ال گام های کل تعداد چون قضیه (٣) طبق است. O(m)

م باشد. شبه چند جمله ای زمان گذشته

اتفاق این که شود زیاد وریتم ال گام های تعداد کم، bottleneck ظرفیت با افزایش مسیر های انتخاب با که است ن مم معنا بدین
دهیم. انجام هوشمندانه تر نحوی به را خود افزایش مسیر های انتخاب که م برد سمت این به را ما

دارد. وجود حتما صحیح مقدار با بیشینه جریان ی .۴ قضیه
طبق و م شود تمام قضیه ی(٣) طبق رسون فورد–فال وریتم ال م شود. نتیجه راحت به اصل(١) و قضیه ی(٣) از قضیه این برهان.

است. صحیح نیز نهایی شده یافته  بیشینه ی جریان مقدار نهایت در پس م ماند، صحیح یال ها جریان همه ی آن مراحل ط در اصل(١)

و گزاره ها تمام نیز یال  ها ظرفیت بودن گویا صورت در که داد نشان م توان بود. یال ها ظرفیت بودن صحیح بر ما فرض بدین جا تا نکته.
ی با که کرد تعبیر این گونه م توان یا نم آید وجود به تغییری کدام هیچ استدلال روند در که چرا م باشند. صحیح آمده دست  به نتایج

کرد اجرا را رسون فورد–فال وریتم ال سپس شوند، صحیح تا کرد ضرب عددی در را مساله گویا ی ظرفیت های همه ی م توان مقیاس تغییر
کرد. تقسیم عدد آن بر را آمده دست به مقادیر همه ی نهایت در و

تمام رسون فورد–فال وریتم ال است ن مم شود، یافت نیز گنگ ظرفیت آن ها بین در و باشند حقیق یال ها، ظرفیت اگر ، کل حالت در اما
نشود. را هم نیز بیشینه جریان مقدار به حت و نشود

روش های با م توان آیا ر دی تعبیر به دارد؟ وجود رسون فورد–فال وریتم ال شبه چندجمله ای زمان اصلاح برای حل راه آیا سوال.
بهتر افزایش مسیر های یافتن روش یا و یابد بهبود وریتم ال حلقه های اجرای تعداد تا کرد انتخاب را افزایش مسیر های هوشمندانه تری

شوند؟

دارد: وجود خوب افزایش مسیر های یافتن برای سوال این حل به دیدگاه سه پاسخ.

مینیمم وزن که بیابیم با ق مانده ه ی شب در t به s از مسیری م خواهیم (یعن bottleneck ظرفیت ماکزیمم با افزایش مسیر یافتن •
نم پردازیم) آن به ما اما است انجام قابل سترا دای وریتم ال شبیه وریتم ال با نیز کار این باشد. ماکزیمم آن یال

باشد) بیشتر ن مم ظرفیت ماکزیمم نصف بزرگ(از کاف قدر به bottleneck ظرفیت با افزایش مسیر یافتن •
یال ها تعداد کم ترین با افزایش مسیر یافتن •

م کنیم. بررس را سوم و دوم روش های ما ادامه در
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capacity-scaling وریتم ال ۵

کل دیدگاه ١ .۵

کنیم. انتخاب را بزرگ کاف قدر به bottleneck ظرفیت با افزایش مسیرهای داریم قصد وریتم ال این در
شوند. گذاشته کنار آن از کم تر ظرفیت با یال های است قرار که م داریم نگه را ∆ نام به مقیاس سنج١۴ پارامتر ی این کار برای

است. ∆ از بزرگتر باق مانده ی ظرفیت با یال های شامل فقط که م گیریم نظر در باق مانده  ه ی شب از بخش را Gf (∆) ه ی شب
است. ∆ اندازه ی به حداقل Gf (∆) در افزایش مسیر هر bottleneck ظرفیت

∆ مقدار سپس نشود. یافت آن در افزایش ای مسیر ر دی تا م کنیم اجرا Gf (∆) در افزایش مسیر های با را رسون فورد–فال وریتم ال
شود. ی با برابر ∆ مقدار که م دهیم ادامه آنجا تا را کار این م کنیم. تکرار را وریتم ال و م کنیم نصف را

وریتم ال شبه کد ٢ .۵

mathrmcapacity-Scaling(G)

1 for each edge e ∈ E :

2 f(e) = 0

3 ∆← (largest power of 2) ≤ C

4 while (∆ ≥ 1)
5 Gf (∆)← ∆-residual network of G with respect to flow f

6 while (There exists an s→ t path P in Gf (∆))
7 f ← AUGMENT(f, c, P )

8 Update Gf (∆)

9 ∆← ∆
2

10 return f

وریتم ال درست ۵. ٣ اثبات

هستند. C و 1 بین صحیح اعدادی یال ها همه ی ظرفیت که م کنیم فرض نیز وریتم ال این در اولیه. فرض

است. ٢ از توان همواره ∆ مقیاس سنج پارامتر .٢ اصل
توان همواره پس م شود نصف پارامتر این وریتم، ال مختلف فاز های ط در و کردیم انتخاب ٢ از توان را پارامتر این ما ابتدا در برهان.

م ماند. باق ٢ از

م ماند. باق صحیح عدد cf (e) باق مانده  ظرفیت و f(e) جریان e یال هر برای وریتم ال این ط در .٣ اصل
رسون. فورد–فال وریتم ال مشابه برهان.

14scaling

١٠

وریتم ها ال و مبان . ١ بیشینه جریان . ١٣ ١٢۴جلسه



وریتم ال م کنیم فرض اینجا (در است. بیشینه جریان ی آمده دست به f شود، تمام که هنگام و م شود تمام وریتم ال این .۵ قضیه
شود.) تمام

Gf در افزایش مسیر که م یابد پایان وریتم ال وقت شبه کد، طبق و بود خواهد Gf همان Gf (∆) شود، ∆ = 1 که هنگام برهان.
است. بیشینه جریان شده، يافت f جریان قضیه ی(١)، معادل گزاره های طبق و باشد نداشته وجود

وریتم ال اجرای زمان ۵. ۴ بررس

است. یال m شامل و راس n شامل اصل ه ی شب کنید فرض
1+⌈log2C⌉ برابر ∆ پارامتر تغییر و مقیاس  سنج فاز های تغییر دفعات تعداد یا وریتم ال حلقه ی بیرون ترین اجرای دفعات تعداد .٣ لم

است. O(logC) یا
م شود. نصف ∆ گام هر در و است C/2 ≤ ∆ ≤ C اولیه حالت در برهان.

بیشینه) جریان (مقدار ≤ val(f) +m∆ صورت این در باشد. ∆ پارامتر با مقیاس سنج فاز پایان در ه شب جریان f کنید فرض .۴ لم
است برقرار cap(A,B) ≤ val(f) +m∆ رابطه ی آن برای که دارد وجود (A,B) برش م دهیم نشان ما لم، این اثبات برای برهان.
کمینه برش – بیشینه جریان قضیه ی اثبات به شبیه بسیار نیز فوق ادعای اثبات م شود. نتیجه سادگ به لم این ضعیف) لم٢(دوگان طبق و

است. قضیه ی(١) همان یا

یرید. ب نظر در Gf (∆) باق مانده ی ه شب در s از دسترس قابل راس های با برابر را A رئوس مجموعه •
.s ∈ A داریم ،A مجموعه ی تعریف طبق •

.t /∈ A داریم ندارد، Gf (∆) باق مانده ه ی شب در افزایش مسیر هیچ که f جریان خاصیت طبق •

است نظر مد برش همان (A,B) داد خواهیم نشان گرفت. نظر در ه شب برای برش ی م توان را B آن مل م رئوس مجموعه ی و A پس
داریم. را cap(A,B) ≤ val(f) +m∆ ویژگ آن برای که

val(f)
لم١
=

∑
e out of A

f(e)−
∑

e in to A

f(e)

١ توضیح
≥

∑
e out of A

(c(e)−∆)−
∑

e in to A

∆

=
∑

e out of A

c(e)−
∑

e out of A

∆−
∑

e in to A

∆

٢ توضیح
≥ cap(A,B)−m∆ □

Gf (∆) گراف در افزایش مسیر های یافتن فاز انتهای در که کردیم استفاده حقیقت این از ما نامساوی، این گرفتن نتیجه برای .١ توضیح
باشد. برقرار f(e) < ∆ رابطه ی باید A به شونده وارد یال هر برای و f(e) > c(e) −∆ رابطه ی باید A از شونده خارج یال هر برای
که دارد وجود e = (u, v) مانند A از خارج شونده یال ی کنید فرض است. ان پذیر ام خلف برهان با سادگ به نیز ادعا این اثبات
خواهد وجود v به u از یال باقیمانده گراف در صورت این در نیست. برقرار f(e) > c(e) −∆ رابطه ی آن برای و v ∈ B و u ∈ A

است. تناقض در v ∈ B فرض با این و است دسترس قابل s از نیز v صورت این در و داشت

است. (m) یال ها کل تعداد اندازه ی به A از خروج یال های تعداد علاوه ی به A به ورودی یال های تعداد حداکثر .٢ توضیح

١١
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م دهد. رخ جریان مقدار افزایش بار 2m حداکثر است) ثابت آن در ∆ (که مقیاس سنج فاز هر در .۵ لم
برهان.

است). 2∆ پارامتر با فاز پایان در ه شب جریان همان f بنابراین (و باشد ∆ پارامتر با فاز شروع در ه شب جریان f کنید فرض
بیشینه). جریان (مقدار ≤ val(f) +m(2∆) داشت خواهیم لم۴، طبق

م کند. زیاد ∆ اندازه ی به را val(f) مقدار ∆ پارامتر با فاز در افزایش بار هر
برسد. بیشینه جریان مقدار به تا شود زیاد م تواند بار 2m حداکثر f جریان مقدار فاز این در اخیر بند دو طبق

است. O(m2 logC) مرتبه ی از ،capacity-scaling وریتم ال اجرای زمان .۶ قضیه
برهان.

است. O(m logC) مرتبه ی از افزایش ها ⇐تعداد لم(۵) + لم(٣)
است. O(m) مرتبه ی از آن اعمال و افزایش مسیر هر یافتن

باشد؟ C از مستقل کاملا بیشینه جریان یافتن برای آن اجرای زمان که داد ارائه وریتم ال م توان آیا سوال.
است. O(m2n) زمان دارای م کنیم بررس بعد قسمت در که افزایش مسیر کوتاه ترین وریتم ال و دارد وجود وریتم ال چنین بله، پاسخ.

١٢
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افزایش مسیر کوتاه ترین وریتم ال ۶

بزرگ bottleneck ظرفیت با افزایش مسیر های از استفاده و ∆ پارامتر نگه داشتن وسیله ی به را رسون فورد–فال وریتم ال قبل، قسمت در
ه ی شب در BFS از استفاده با کمینه طول با مسیرها ی انتخاب با رسون فورد–فال وریتم ال اصلاح قسمت این در هدف کردیم. اصلاح

م شود. ادموندز–کارپ وریتم ال یا ١۵ افزایش مسیر کوتاه ترین وریتم ال به منجر که است، باق مانده

وریتم ال شبه کد ١ .۶

Shortest-Augmenting-Path(G)

1 for each edge e ∈ E :

2 f(e) = 0

3 Gf ← residual network of G with respect to flow f

4 while (There exists an s→ t path P in Gf )
5 P ← Breadth-First-Search(Gf , s)

6 f ← AUGMENT(f, c, P )

7 Update Gf

8 return f

وریتم ال ۶. ٢ آنالیز

مرتبه ی م توان آن ها کم به که م کنیم ثابت و بیان را لم دو ما وریتم، ال این برای باشد. یال m و راس n دارای جریان ه ی شب کنید فرض
کرد. محاسبه را وریتم ال کل زمان

نم یابد. کاهش ، افزایش مسیر کوتاه ترین طول هیچ گاه وریتم ال این ط در .۶ لم
م یابد. افزایش اکیداً افزایش مسیر کوتاه ترین طول مسیر، کوتاه ترین به وسیله ی افزایش بار m حداکثر از بعد .٧ لم

را اخیر لم دو گراف آن ویژگ  های به توجه با و م کنیم تعریف را سطح بندی١۶ گراف نام به جدید گراف ی لم دو این اثبات برای
م کنیم. ثابت

گراف این روی از LG = (V,EG) سطح بندی گراف است. شده داده s منبع راس با G = (V,E) جهت دار گراف کنید فرض تعریف.
م شود. تعریف زیر صورت به

کنیم). اجرا را BFS ،s از که هنگام است s به نسبت v راس سطح همان (که است v به s از مسیر کوتاه ترین طول = l(v) •
.l(w) = l(v) + 1 که است (v, w) ∈ E مانند یال هایی شامل فقط که است G گراف از زیرگراف ی LG = (V,EG) •

است. شده ترسیم دلخواه گراف ی سطح بندی گراف زیر ل ش در نمونه عنوان به
15Shortest augmenting path algorithm
16level graph
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راس ی به s از مسیر کوتاه ترین ی P (G گراف همان (یعن اصل گراف در که است آن گراف این کلیدی ویژگ وضوح به تعریف طبق
باشد. v به s از مسیر ی LG در P اگر تنها و اگر است، v مانند دلخواه

.۶ لم برهان
باشند. مسیر کوتاه ترین با افزایش ی از پس و پیش جریان f ′ و f کنید فرض

یرید. ب نظر در Gf ′ و Gf باقیمانده ی گراف های با متناظر سطح بندی گراف  را LG′ و LG

م شوند. اضافه Gf ′ گراف به – بازگشت یال های – پایین تر سطح ی به سطح ی از یال های تنها
افزایش این اثر در باید بیفتد، اتفاق چنین بخواهد اگر حقیقت در دهند. کاهش را t به s از مسیر کوتاه ترین طول نم توانند یال ها این
ندارند را خاصیت این تنها نه بازگشت یال های که شود اضافه است، A از بالاتر سطح دو حداقل B که B سطح به A سطح از یال ی
طول از قطعا م کنند استفاده بازگشت یال ی از که t به s از مسیرهای طول نتیجه در م کنند. متصل خود قبل سطح به را سطح ی ه بل

است. بیشتر قبل مسیر کوتاه ترین

.٧ لم برهان
با یال های همان که م شود حذف است) شده آورده ۶ لم برهان در آن توضیح (که LG گراف از یال ی حداقل افزایش، ی اثر در

است. شده یافت افزایش مسیر کوتاه ترین bottleneck ظرفیت
ی t و s بین مسیر کوتاه ترین طول و نماند باق LG برای یال که جایی تا م شوند حذف افزایش هر با به LG گراف یال های بنابراین

شود. روزرسان به دوباره باید بندی گراف سطح  و یافته افزایش واحد

١۴
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است. چندجمله ای اجرای زمان ی که است O(m2n) مرتبه ی از ، افزایش مسیر کوتاه ترین وریتم ال اجرای زمان .٧ قضیه
برهان.

دارد. وجود k طول با افزایش مسیر m ⇐حداکثر لم(٢) + لم(١)
هستند) تکراری راس بدون و ساده مسیرهای هم افزایش مسیرهای دارد.(چون وجود مختلف طول های با مسیر n− 1 حداکثر

م دهد. رخ جریان مقدار افزایش بار mn حداکثر کل در گفت م  توان نتیجه در
است. O(m) از آن اجرای زمان که است انجام قابل BFS ابزار با افزایش مسیر کوتاه ترین طریق از افزایش بار هر

گرفت. نتیجه را (٧) قضیه ی صورت م توان اخیر بند دو از

مراجع
است. اینجا از دسترس قابل که درس جلسه ی سیزدهمین ویدیوی [١]

[2] Network Flow 1 and 2, Lecture slides by Kevin Wayne Available at:
http://www.cs.princeton.edu/~wayne/kleinberg-tardos.
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

کشیری امین نگارنده: ۲ شبکه در جریان :۱۴ جلسه

کمینه برش با ۲ بیشینه جریان ارتباط مسئله، فرمول بندی مانند مقدماتی مسائلی و کردیم شروع را ۱ شبکه ها در جریان مبحث قبل  جلسه ی
با که متفاوتی فرمول بندی های و مسئله این کاربرد های از بعضی به جلسه این در کردیم. بررسی را زمینه این در موجود الگوریتم های و ۳

می پردازیم. هستند معادل بیشینه جریان اصلی مسئله ی

مقدمه ۱

کشور های به را آن که شوروی ریلی شبکه ی می خواستند آمریکایی ها که زمانی به برمی گردد کمینه برش و بیشینه جریان مسئله ی اولیه ی کاربرد
بیندازند. کار از کاملا ریلی شبکه ی تخریب کمترین با را می کرد وصل شرقی اروپای

در مسئله این کاربرد های از می شویم.بعضی آشنا امروز آن ها از تعدادی با که دارد کاربرد زیادی بسیار حیطه های در مسئله این امروزه
اند: آمده زیر

• Data mining

• Open-pit mining

• Bipartite matching

• Network reliability

• Baseball elimination

• Image segmention

• Network connectivity

• Markov random fields

• Distributed computing

• Security of statistical data

• Egalitarian stable matching
1network flow
2maximum flow
3minimum cut
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• Network instruction detection

• Multi-camera reconstruction

• Sensor placement for homeland security

• Many, many, more...

(Bipartite Matching) دوبخشی گراف در بیشینه تطابق ۲

راس یک در یالی دو هیچ باشند(یعنی نداشته هم با اشتراکی که طوری به جهت بدون گراف یک یال ها ی از تعدادی کردن پیدا یعنی تطابق۴
دنبال به یعنی دارد هم دار وزن نسخه ی مسئله این یال هاست. این تعداد بیشترین دنبال به بیشینه تطابق مسئله ی حال باشند). نداشته اشتراک
یعنی مسئله این از ساده تری حالت و نیستیم کلی حالت در تطابق مسئله ی حل دنبال به درس این در ما باشیم. یال ها وزن مجموع بیشترین

می کنیم. بررسی را بخشی دو گراف در تطابق

یک که شرطی به کنیم افراز R و L مجموعه ی دو به را راس هابش مجوعه بتوانیم که می شود گفته گرافی به دوبخشی۵ گراف تعریف:
وجود یالی هیچ مجموعه یک های راس بین گرافی همچین در واقع در .L مجموعه ی در آن دیگر سر و باشد R مجموعه ی در یال هر سر

ندارد.

است. بخشی دو گراف یک در تطابق یک دهنده ی نشان پایین شکل مثال:

�

بیشینه جریان مسئله ی از استفاده با می خواهیم ما اما نیستند، هم پیچیده ای های الگوریتم که دارد هم مستقیمی های راه حل مسئله این
بدهد. ما به اصلی گراف در را بیشنیه سایز با تطابق یک آن در بیشینه جریان که بسازیم گرافی گونه ای به باید پس کنیم. حل را آن

s راس از سپس می کنیم. اضافه گراف به را t و s راس دو که می سازیم صورت این به ( G ) اولیه گراف روی از را G′ گراف راه حل:
نیز را قبلی گراف یال های تمام می کنیم. وصل ۱ ظرفیت با دار جهت یال یک t به R راس های تک تک از مشابهاً و L راس های تک تک به

است. شبکه یک G′ حال می کنیم. تبدیل بی نهایت ضرفیت با R به L از دار جهت یال یک به

می دهد. را بیشینه اندازه با تطابق یک ما به شبکه این در بیشینه جریان ادعا:
4matching
5bipartite graph
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دارد. وجود یک به یک تناظر یک G′ در k اندازه ی با یال) هر ازای (به صحیح جریان های و G گراف در k اندازه با تطابق های بین .۱ قضیه

گراف در تطابق متناظر یال های از کدام هر از که بگیرید نظر در را جریانی حال داریم. G گراف در k اندازه با تطابقی کنید فرض اثبات.

می فرستد. t به s از را جریان واحد یک G′

L بین که یال هایی دهید قرار را M مجموعه ی حال باشد. k اندازه ی با G′ شبکه ی در صحیح جریان یک f کنید فرض برعکس،
یک حداکثر G′ شبکه ی در ( t و s جز (به راس ها از هرکدام خروجی و ورودی چون حال است. ۱ آن ها از عبوری جریان و هستند R و
۶ جریان لم از استفاده (با است k دقیقا یال ها این تعداد طرفی از باشد. M یال ها ی از یکی ته یا سر می تواند حداکثر راس هر پس است،
پس می شود). دیده راحتی به می گذرد ۱ جریان حداکثر یال هر از که نکته این با توجه با و (L ∪ {s}, R ∪ {t}) برش و قبل جلسه ی در

می شود. اثبات یک به یک تناظر

پیدا افزایشی مسیر یک هربار که دید می توان )؟ |L| = |R| = n فرض (با بگوییم می توانیم چه الگوریتم این اجرای زمان مورد در
(دقیقا است O(mn) الگوریتم این اجرای زمان بنابراین باشد، n می تواند حداکثر نیز جریان طرفی از می یابد، افزایش واحد ۱ جریان میکنیم

قبل). جلسه ی استدلال مشابه

کنیم. ثابت نیز را ترکیبیاتی قضیه یک ۷ کمینه بیشینه⁃برش جریان قضیه ی کمک به می خواهیم حال

(Perferct Matching in Bipartite Graphs) دوبخشی گراف در کامل تطابق ۳

باشد. آمده تطابق) یال های (مجموعه M مجوعه ی از یال یک در دقیقا متناظر گراف راس هر که می شود گفته تطابقی به کامل۸ تطابق یک
حال باشد. ( |L| = |R| حالت این در که کنید (دقت |R| یا |L| برابر دقیقا یال ها تعداد که معناست این به این دوبخشی گراف در

داریم. کامل تطابق حالتی چه در حالت این در کنیم بررسی می خواهیم

S همسایه های می دهیم. نمایش N(S) با را آن همسایه های تمام مجموعه ی آن گاه باشد، ها راس از زیر مجموعه ای S اگر نمادگذاری:
باشد. داشته یال S راس های از یکی به حداقل که گراف در هایی راس تمام یعنی نیز

|N(S)| ≥ |S| داریم: S ⊆ L مجموعه زیر هر ازای به حتماً آن گاه باشیم داشه کامل تطابق دوبخشی گراف یک در اگر لازم: شرط

باشد. شده متصل S راس های بقیه از متفاوت همسایه ای به بتواند باید S راس هر اثبات.

است: هال قضیه به معروف نکته این و هست نیز کافی شرط این بدانید است جالب اما
6flow lemma
7max-flow min-cut
8perfect matching
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که است بخشی دو گراف یک G کنید فرض :Hall’s marriage theorem [Frobenius 1917, Hall 1935] .۲ قضیه
|N(S)| ≥ |S| باشیم: داشته S ⊆ L هر ازای به اگر تنها و اگر دارد کامل تطابق یک G .گراف |L| = |R| آن در

. |N(S)| ≥ |S| کنید فرض دیگر طرف برای شد. ثابت قبلا قضیه طرف یک اثبات.

باشد. نداشته کامل تطابق G کنید فرض خلف، برهان با ●
باشد. G′ در کمینه برش یک (A,B) کنید فرض ●

تطابق صورت این غیر در (چون باشد کمتر |L| = n از حتماً باید بیشینه جریان اندازه شده بررسی یک به یک تناظر به توجه با چون ●
cap(A,B) < |L| می گیریم: نتیجه کمینه بیشینه⁃برش جریان قضیه از استفاده با داشتیم) کامل

A = {s}∪LA∪RA حالت این در کنید دقت .RB = R∩B ،RA = R∩A ،LB = L∩B ،LA = L∩A کنید: تعریف ●
می شود. راس ها بقیه شامل نیز B و

یکی اگر و است بی نهایت R و L بین یال های تمام ظرفیت زیرا دارند. قرار RA در LA از راس یک همسایه های تمام کنید دقت ●
در است). آن بودن کمینه فرض خلاف (که می شود بی نهایت (A,B) برش ظرفیت آنگاه باشد داشته یال RB به LA راس های از

. N(LA) ⊆ RA نتیجه:
RA از خروجی های یال ظرفیت به علاوه ی LB به s از خروجی یال های ظرفیت مجموع با است برابر (A,B) برش ظرفیت بنابراین ●

است). ۱ یال ها این تمام ظرفیت کنید (دقت cap(A,B) = |LB|+ |RA| داریم: نتیجه در . t به
قسمت های از استفاده با حال . |RA| < |LA| ⇐= |LB|+ |RA| = cap(A,B) < |L| = |LA|+ |LB| داریم: طرفی از ●

.( S = LA دهید قرار قضیه صورت (در است تناقض این که |N(LA)| ≤ |RA| < |LA| داریم: قبل

را است شده داده دوبخشی گراف در بیشینه تطابق مسئله ی حل برای امروز تا که الگوریتم هایی از خلاصه ای می توانید زیر جدول در
نیست): مشخص هنوز اجرا زمان بهترین (البته ببینید

year worst case technique discovered by
1955 O(mn) augmenting path Ford-Fulkerson
1973 O(mn

1
2 ) blocking flow Hopcroft-carp, Karzanov

2004 O(mn2.378) fast matrix multiplication Mucha-Sankowski
2013 Õ(m

10
7 ) electrical flow Madry

الگوریتم اولین است. شده بررسی خوبی به نیز آن ها ساختار همچنین و دارد وجود الگوریتم هم کلی حالت در تطابق کردن پیدا برای
اهمیت به که بود کسانی اولین از Edmonds است. ۹ غنچه الگوریتم به معروف که است داده ارائه Jack Edmonds را زمینه این در
مسئله این برای امروز تا که الگوریتمی بهترین اما داد). ارائه 1965 سال در مقاله ای در را آن (که برد پی جمله ای چند الگوریتم های ارائه

است. O(mn
1
2 ) از است شده ارائه

9blossom algorithm
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(Edge Disjoint paths) یال مجزا مسیر های ۴

کنید فرض باشند). داشته مشترک راس (می توانند باشند نداشته مشترکی یال هیچ که مسیری دو یعنی گراف یک در یال مجزا۱۰ مسیر دو
تعداد بیشترین می خواهیم و هستند) دار جهت یال ها کنید فرض (فعلا باشیم داشته نیز ۱۲ مقصد و ۱۱ مبدأ راس دو قبل قسمت های مانند

کنیم. پیدا را مقصد و مبدأ بین یال مجزا مسیر های

است. ۲ با برابر t به s از یال مجزا مسیر های تعداد زیر شکل در مثال:

�

تبدیل گراف و دهید نسبت ۱ ظرفیت گراف یال های از هرکدام به کنیم؟ حل بیشینه جریان مسئله ی کمک به را مسئله این چگونه حال
یال مجزا مسیرهای تعداد بیشترین با متناظر بیشینه جریان این می کنیم ادعا کنید. پیدا شبکه این در را بیشینه جریان حال می شود. شبکه به

است.
دارد. وجود یک به یک تناظری G′ در k اندازه با صحیح جریان های و G گراف در t به s از یال مجزا مسیر k بین .۳ قضیه

( ⇒ ) اثبات.

باشند. یال مجزا مسیر هایی Pk تا P1 کنید فرض ●
کنید. ۱ را هستند مسیر این عضو که هایی یال تمام از عبوری جریان مسیر ها این از هرکدام ازای به ●

به جریان نهایت در ندارند، مشترکی یال هم با مسیر ها چون و می شود واحد ۱ اندازه ی به جریان افزایش باعث مسیر هر کردن اضافه ●
داشت. خواهیم k اندازه ی با جریانی و کرد) نخواهد عبور ۱ از بیش جریان نیز یالی هیچ (از می یابد افزایش واحد k اندازه ی

( ⇐ )

میزنیم. استقرا جریان اندازه ي روی باشد. G′ شبکه ی در k اندازه ی با صحیح جریان یک f کنید فرض حال ●
بیابیم. نمی توانیم t به s از یال مجزایی مسیر هیچ آنگاه k = 0 اگر ●

(مقدار جریان حفظ به توجه با بنامید. u را یال این دیگر سر دارد. وجود s راس از ۱ جریان با خروجی یالی حتما باشد، 0 < k اگر ●
آن قدر استدلال همین با میشود. خارج نیز u از ۱ جریان با یالی حتما است) برابر درونی راس های تمام برای خروجی و ورودی جریان
یک دهنده ی نشان شده طی مسیر است). t نیست صفر آن خروجی جریان که راسی تنها کنید (دقت برسیم t راس به تا می دهیم ادامه
این دارد وجود که نکته ای (تنها می کنیم صفر را مسیر این یال های تمام از عبوری جریان حال است. اصلی گراف در t به s از مسیر
درواقع برسیم. t به تا دهیم ادامه آنقدر میتوانیم قبلی استدلال های همان با رسیدیم،  تکراری راسی به مراحل این حین اگر که است

10edge disjoint
11source
12sink
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t به عبوری کل جریان در تغییری هیچ و کنیم صفر را دور این یال های تمام جریان می توانیم باشد، داشته وجود دوری همچین اگر
نمی دهد). رخ

کنیم پیدا می توانیم دیگر یال مجزای مسیر k − 1 حتما استقرا،  فرض طبق و است k − 1 برابر t به s از عبوری کل جریان اکنون ●
یال ها این از هیچ کدام دیگر مراحل ادامه ی در کردیم، صفر را شده انتخاب مسیر یال های تمام از عبوری جریان چون کنید (دقت
پیدا ما که مسیری به علاوه ی مسیرها این و داشت) نخواهند ما مسیر با مشترکی یال مسیر ها بقیه حتمأ و شوند استفاده نمی توانند

می دهند. تشکیل G گراف در یال مجزا مسیر k مجموع در کردیم

کنیم. حل بیشینه جریان مسئله ی کمک به را t به s از یال مجزا مسیر های تعداد بیشترین کردن پیدا مسئله ی می توانیم نتیجه:

می توانیم صحیح بیشینه جریان یک کردن پیدا با ، ۳ قضیه و قبل جلسه ی در صحیح بیشینه ی جریان وجود قضیه از استفاده با اثبات.
بیابیم. را یال مجزا مسیر های تعداد بیشترین

است بهتر نباشد. مناسبی عبارت بالا قضایای برای یک به یک تناظر عبارت شاید که است این کنید دقت آن به باید که نکته ای تنها
اثبات در (که دورها وجود دلیل به زیرا برعکس. و داریم k اندازه ی با بیشینه جریان یک حتما باشیم داشته یال مجزا مسیر k اگر بگوییم
(در شود یافت G گراف در یال مجزا مسیر یک تنها G′ شبکه ی در t به s از مختلف جریان دو با متناظر است ممکن شد) اشاره آن به نیز

می ماند). ثابت G گراف در آن با متناظر مسیر هم هنوز دور، یال های جریان کردن صفر با دور، وجود صورت

Network Connectivity مسئله ی ۵

نداشته وجود t به s از مسیری دیگر که برشی) (یال های کنیم حذف را یال هایی تعداد حداقل می خواهیم است. شده داده ما به شبکه یک
باشد.

دارد وجود کلاسیک قضیه یک زمینه این در دارند. را خاصیت این شده اند داده نشان خط چین با که یال هایی بالا شکل در مثال برای
است: زیر صورت به که

تعداد کمترین با است برابر t به s از یال مجزا مسیر های تعداد بیشترین :Menger’s theorem [Menger 1927] .۴ قضیه
داشت). نخواهد وجود t و s بین مسیری (یعنی می شود ۱۳ جدا t از s آن ها حذف با که یال هایی

به s از مسیری هر یال های از یکی حداقل . |F | = k و شود t از s شدن جدا باعث F ⊆ E مجموعه ی حذف کنید فرض ● اثبات.
است. k کمترمساوی یال مجزا مسیرهای کل تعداد پس می شوند). قطع مسیرها تمام F حذف با (زیرا است F عضو t

13disconnected
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جریان قضیه طبق .( ۳ (طبق است k با برابر بیشینه جریان پس است. k برابر یال مجزا مسیرهای تعداد بیشترین کنید فرض حال ●
یال های تمام مجموعه ی را F حال دارد. وجود گراف در k ظرفیت با (A,B) مانند کمینه ای برش حتما کمینه، بیشینه⁃برش
مارا که ندارد وجود یالی دیگر می شود(چون جدا t از s مجموعه، این حذف با که است واضح بگیرید. نظر در B به A از خروجی
نیز قسمت این در و است k کمترمساوی یال مجزا مسیر های تعداد کردیم ثابت قبل قسمت در درواقع ببرد). B به A مجموعه ی از
از یال یال مجزا مسیرهای تعداد اندازه ی به است کافی تنها همواره (و می شوند جدا هم از t و s یال k حذف با تنها که دادیم نشان
کمترین با است برابر t به s از یال مجزا مسیر های تعداد بیشترین همواره نتیجه در شوند). جدا هم از t و s تا کنیم حذف گراف

می شود. جدا t از s آن ها حذف با که یال هایی تعداد

گراف که حالتی با حالت این در مسئله جواب که دید می توان سادگی به چه؟ کنیم حل جهت بدون گراف در را مسئله همین اگر اما
درصورتی دارد یال مجزا مسیر ۳ بودیم) دیده قبل قسمت در را آن دار جهت حالت (که زیر شکل مثال برای است. متفاوت است دار جهت

داشت: یال مجزا مسیر ۲ قبلی حالت در که

به که صورت این به می کنیم. تبدیل دار جهت گراف یک به دیده ایم هم قبلا که استانداردی تبدیل با را گراف مسئله،  این حل برای
باشم داشته t به s از k اندازه ی با جریانی اگر هم حالت این در می کنیم ادعا می گذاریم. جدید گراف در یال دو اصلی گراف در هریال ازای
یال یک متناظر یال هردو از که است این بیاید وجود به است ممکن که مشکلی تنها کنیم. پیدا اصلی گراف در یال مجزا مسیر k می توانیم
پیدا گراف این در را بیشینه جریان که این از بعد حالت، این در .(۱ جا این (در کند عبور ناصفر اندازه ی با جریانی جهت، بدون گراف از
از حالت این در ببینیم می توانیم سادگی به هم باز و نمی دهد رخ بیشینه جریان در تغییری هیچ و کنم صفر را یال هردو جریان می توانم کردم،
مسیر بیشینه، جریان اندازه ی به می توانیم و است شده انتخاب دو آن از یکی تنها جهت) (بدون اصلی گراف در یال یک با متناظر یال دو هر

کنیم. پیدا یال مجزا

ثابت مشابه طور به که کنیم صحبت نیز راس مجزا مسیرهای مورد در می توانیم مثلا دارد. نیز دیگری ورژن های Menger قضیه ی
کنید): فکر آن ها به می توانید تمرین عنوان (به می شود

می شود. جدا t از s آن ها حذف با که راس هایی تعداد کمترین با است برابر t به s از راس مجزا مسیرهای تعداد بیشترین .۵ قضیه

بیشینه جریان مسئله ی تعمیم های ۶

به آن  از تعمیم هایی می توانند درواقع و دارند بیشینه جریان مسئله ی به زیادی بسیار شباهت های که پرداخت خواهیم مسائلی به بخش این در
روند. شمار

مقصد و مبدأ یک از بیش  وجود مسئله ی

که ممکن جریان بیشترین می خواهیم و داریم مقصد و مبدأ یک از بیشتر که است حالت هایی می کنیم، بررسی که مسئله ای اولین
اضافه گراف به دیگر راس دو مسائل،  گونه این حل برای کنیم. پیدا را می رسد مقصد راس های به و می شود شروع مبدأ راس های از
دیگر مقصد های تمام و دیگر مبدأ های تمام به را s سپس می نامیم. t و s را آن ها و ( super sink و super source می کنیم(اصطلاحاً

۷
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تمامی از جریان یک با متناظر جدید شبکه ی در t به s از جریان یک که می شود دیده سادگی به می کنیم. وصل بی نهایت ظرفیت با t به را
است. قبلی شبکه ی در مقصدها به مبدأها

⇒

تقاضا۱۴ و عرضه همراه به گردش مسئله ی

v راس برای را آن (که است شده داده نیز خروجی و ورودی جریان تفاضل راس هر برای قبلی،  ورودی های بر علاوه حالت این در
نامگذاری این (با می نامیم تقاضا راس ها تمام برای را مقدار این و می گذریم تقاضا و عرضه بین لغوی تفاوت از می دهیم). نشان d(v) با
دنبال به تنها بلکه ندارد معنی نیز بیشینه جریان دیگر همچنین و نداری وجود مقصدی و مبدأ دیگر حالت این در باشد). منفی می تواند تقاضا
باید باشه، داشته وجود جریانی چنین که این برای که است این دارد وجود که نکته ای اولین کند. براورده را شرط ها این که هستیم جریانی
معادلا می شود. ظاهر جمع این در مثبت عدد با بار یک و منفی عدد با بار یک یال هر جریان زیرا شود. صفر راس ها تمام تقاضای مجموع
که می شود دیده سادگی به ببرید معادله چپ سمت به را راست عبارت (اگر ∑v:d(v)>0 d(v) = −

∑
v:d(v)<0 d(v) بگوییم: می توانیم

همچین به حالت این در شود). صفر برابر باید بالا استدلال های طبق که می شود تقاضا ها تمام مجموع با برابر زیرا شود صفر برابر باید
کننده مصرف و کننده تولید تعدادی شبیه سازی مانند مدل (این است گردش15 است متداول که اصطلاحی و نمی گوییم جریان دیگر جریانی،
مسئله ی آن گاه کنند تولید متفاوتی کالاهای اگر می کنند. تولید را یکسانی کالای کننده ها تولید همه ی که کنید دقت این به باید البته است
گراف به را t و s راس دو هم باز کرد. حل قبلی مسائل کمک به می توان را مسئله این نمی پردازیم). آن به دیگر ما که می شود ۱۶ پیچیده تری
مثبت آن ها تقاضای که راس هایی تمام و ظرفیت همان با یالی با است منفی آن ها تقاضای که راس هایی تمام به را s سپس می کنیم، اضافه
به s از بیشینه جریان یک دنبال به حال می گذاریم). مثبت را یال ها ظرفیت کنید (دقت می کنیم وصل t به ظرفیت همان با یالی با را است
شبکه ی در توانسته ایم یعنی باشد، می شوند خارج s از که یال هایی ظرفیت مجموع با برابر شده پیدا بیشینه ی جریان مقدار اگر می گردیم. t
بود خواهد گردشی دقیقا این و کنیم حذف شبکه از را t و s است کافی تنها زیرا می کند. ارضا را تقاضاها تمام که کنیم پیدا گردشی اولیه
s کردن اضافه با می توانیم کند، ارضا را تقاضاها تمام که باشد داشته وجود گردشی اگر مشابهاً می کند. ارضا را راس ها تمام تقاضای که
مجموع با مساوی خود (که است s از خروجی یال های تمام ظرفیت مجموع با برابر آن مقدار که کنیم پیدا شبکه در بیشینه ای جریان t و

است). t به ورودی یال های ظرفیت
وجود شرایط این با گردشی و باشد صحیح عدد راس ها تمام تقاضای و یال ها تمام ظرفیت اگر :Integrality theorem .۶ قضیه

داشت. خواهد  وجود نیز صحیح مقدار با گردش یک حتماً آن گاه باشد، داشته

می شود. نتیجه ۱۷ بیشینه جریان برای صحیح بیشینه ی جریان وجود قضیه ی و بیشینه جریان مسئله ی تعریف از مستقیماً اثبات.
باشیم: داشته (A,B) مثل برش هر ازای به که است این معتبر گردش یک وجود برای کافی و لازم شرط .۷ قضیه

شوند). شامل را راسی هر می توانند و نیستند برش s− t یک دیگر برش ها جا این در کنید (دقت ∑
v∈B d(v) ≤ cap(A,B)

14circulation with supplies and demands
15circulation
16multi commodity flow
17integrality theorem for max flow

۸
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تأمین جایی از باید تقاضا این شود. مثبت B مجموعه ی تقاضای مجموع کنید فرض مثلا است. واضح تقریباً قضیه طرف یک اثبات.
اثبات باشد. بیشتر B تقاضای از یال ها این ظرفیت مجموع باید حتماً پس می شوند. وارد A از مجموعه این به ورودی یال های تنها و شود،
ساخته t و s کردن اضافه با که شبکه ای در و ندارد، وجود گردش این کنید فرض می شود. انجام قبل قضایای شبیه بسیار نیز بودن کافی

باشد. کرده نقض را بالا شرط که دارد وجود برشی دهید نشان و بگیرید، نظر در را کمینه برش یک بودیم،

جریان حداکثر ظرفیت از (منظور یال ها برای ظرفیت بر علاوه مثلا کنیم. اضافه مسئله این به می توانیم نیز را دیگری پیچیدگی های
کنیم. تبدیل قبلی مسئله ی به ترفندی با را مسئله این می خواهیم دهیم. قرار نیز آن ها از عبوری جریان برای نیز کمینه ای مقدار است)، عبوری
گذشته  یال این از پیش فرض صورت به جریان واحد دو می کنیم فرض است. ۹ و ۲ بین آن ظرفیت که داریم یالی کنید فرض مثال، برای
تقاضای واقع در می دهیم. تغییر را یال ته و سر تقاضای مقدار این با سپس می گذاریم. ۷ ظرفیت با جدید یال یک یال این جای به و است،
گردش یک جدید شبکه ی در بتوانیم شرایط این با اگر حال می دهیم. کاهش واحد ۲ را آن ته راس تقاضای و افزایش واحد ۲ را یال سر راس
در که می دهد ما به گردشی کار این و کنیم اضافه آن ها به را یال ها ظرفیت پایین حد می توانیم کند، ارضا را شبکه تقاضای که کنیم پیدا

است. کرده رعایت را شرایط تمام اصلی شبکه ی

Survey design مسئله ی

کنید فرض کنیم. مشاهده را کردیم بررسی بیشینه جریان مسئله ی برای که جدیدی بندی های صورت از کاربردی می خواهیم حال
کنیم. طراحی شرکت یک از محصولاتی برای سنجی نظر تعدادی می خواهیم

داریم. محصول n2 و مشتری n1 ●
دارد. تفاوت هم با متفاوت افراد نظرسنجی سوالات ●

باشد. خریده را آن که بپرسیم j محصول مورد در سوالی می توانیم صورتی در تنها i مشتری از ●
بپرسیم. سوال c′i تا ci بین i مشتری از می خواهیم ●

بپرسیم. j محصول مورد در نفر p′j تا pj از می خواهیم همچنین ●

کند؟ ارضا را بالا شرایط که کنیم طراحی نظرسنجی یک می توانیم آیا هدف:

حالت در است. دوبخشی گراف در کامل تطابق مسئله ی همان است ci = c′i = pj = p′j = 1 وقتی بالا مسئله ی خاص حالت
مشتری  هر به s راس از کنیم. اضافه گراف به را t و s راس دو قبل، مانند بازهم می گذاریم. راس یک محصول و مشتری هر ازای به کلی،
هر از مشابه طور به و ( [ci, c′i] ظرفیت م i مشتری (برای می کنیم وصل فرد آن از شده پرسیده سوالات تعداد به مربوط ظرفیت با یال یک
( [pj , p′j ] ظرفیت j محصول (برای می پرسیدیم محصول این مورد در آن ها از باید که افرادی تعداد به مربوط ظرفیت با یالی نیز محصول
به شبیه خیلی مسئله این .(۱ و ۰ (بین می گذاریم ۱ ظرفیت با یالی نیز است خریده که محصولی هر و مشتری هر بین می کنیم. وصل t به
اگر حال بگذاریم. صفر نیز را راس ها تمام تقاضای و بگذاریم بی نهایت ظرفیت با یالی نیز s به t از است بهتر اما شد بیشینه جریان مسئله ی

کنیم. طراحی شده خواسته شرایط با را نظرسنجی این می توانیم که این با است معادل باشیم، داشته معتبر گردش یک حاصل شبکه ی در

هر ازای به که است این معتبر گردش یک وجود برای کافی و لازم شرط باشد. شبکه یک G کنید فرض هافمن: گردش قضیه ی .۸ قضیه
. l(δin(U)) ≤ c(δout(U)) باشیم: داشته U ⊆ V مثل راس ها از مجموعه ای زیر

۹
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از X مانند زیرمجوعه ای هر ازای به نیز l(X) برعکس. و است U زیرمجموعه ی راس های به ورودی یال های تمام معنای به δin(U)

یک یه که جریانی حداقل یعنی درواقع یال ها). بالای حد مجموع یعنی c مشابه طور (به X عضو یال های تمام پایین حد مجموع یعنی یال ها
شود. خارج آن از می تواند که باشد جریانی حداکثر مساوی کمتر باید آن) به ورودی یال های جریان حداقل دلیل (به می شود وارد مجموعه
گردش یک به ممکن جای تا که کنید پیدا یال ها روی جریانی آن، اثبات برای راهنمایی عنوان به اما نمی کنیم. اثبات را قضیه این اینجا در
باشد. کمینه ممکن جای تا ∑v | v به ورودی خالص جریان | و باشد کرده رعایت را یال ها جریان حداکثر و حداقل یعنی باشد. نزدیک
ترتیب به را T و S حال است). صفر ها تقاضا کنید (دقت دارد وجود نظر مورد گردش یعنی است صفر برابر بالا جمع دهیم نشان اگر
هیچ بگیریم، نظر در را ۱۸ باقی مانده گراف اگر حال است. منفی و مثبت آن ها به ورودی خالص جریان که راس هایی مجموعه کنید تعریف
نقض را شرط این که کنیم پیدا U مجموعه ی یک می توانیم مسیر این نداشتن وجود از و باشد داشته وجود T به S از نباید آن در مسیری

باشد. کرده

18residual network

۱۰
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

تا ی محمدی مریم نگارنده: ٣ ه شب در جریان :١۵ جلسه

م بینیم. را قضیه این از کاربرد چند جلسه این در کردیم. ثابت و بیان را بیشینه کمینه‐جریان برش قضیه ی قبل، جلسات در

١ پرواز خطوط زمان بندی اول: مسأله ی

انتخاب پرواز خدمه تعدادی م خواهید باشد. اختیارتان در پرواز تعدادی اطلاعات و باشید هواپیمایی خط ی صاحب شما کنید فرض
باشد). کمینه پروازتان خدمه ی تعداد عبارت شود(به بیشینه شما سود طرف از و دهند سرویس پرواز ها این به که کنید

١٠:٠٠ ساعت که شیراز به تهران پرواز مثلا است. فرود زمان و پرواز زمان مقصد، مبدا، شامل دارید اختیار در پرواز هر از که اطلاعات
شرکت هم سر پشت پرواز دو در بخواهند پرواز خدمه ی اگر م دانید علاوه به م رسد. مقصد به صبح ١١:٠٠ ساعت و م کند پرواز صبح

دارند. نیاز استراحت برای مشخص زمان کنند،

B پرواز در بخواهند و باشند کرده شرکت A پرواز در تیم ی اگر مثلا کند؟ شرکت پرواز دو در م تواند پرواز تیم ی صورت چه در
با بنابراین باشد. داشته وجود B و A پرواز بین پرواز تیم استراحت برای کاف زمان و باشد B پرواز مبدأ باید A پرواز مقصد کنند، شرکت

معن این خیر(به یا هستند سازگار هم با پرواز دو این آیا که کرد مشخص م توان سادگ به پرواز ها این دوی هر به مربوط اطلاعات داشتن
خیر). یا دهد انجام هم سر پشت را پرواز ها این م تواند پرواز تیم ی آیا که

رأس ی و مبدأ نمایندگ به ui رأس ی م شود، انجام b مقصد به a مبدأ از که i پرواز برای ه شب این در یرید. ب نظر در ه شب ی
نظر در ١ ٢ پایین کران و ١ ظرفیت یال، این از گذرنده جریان برای کنید. رسم یال ی vi به ui از و یرید ب نظر در مقصد نمایندگ به vi

: یعن یرید. ب
1 = l(e) ≤ f(e = uivi) ≤ c(e) = 1

ui vi
[١،١]

vi به ui از پرواز تیم ی تعبیری به یا م رود vi رأس به ui رأس از حتما جریان یعن . f(e) = 1 بود خواهیم مطمئن صورت این در
م کند. پرواز

کنید. رسم ٠ پایین کران و ١ ظرفیت با یال ی uj به vi از بودند، سازگار ر دی ی با j و i پرواز دو که صورت در علاوه به

ui vi uj vj
[١،١] [٠،١] [١،١]

1Airline scheduling
2lower bound

١
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سرویس نیز را j پرواز داده، سرویس را i پرواز که پروازی تیم که است معن این به باشد، ١ برابر vi → uj یال از گذرنده جریان اگر
م دهد.

همه ی اول رأس به s از کنید. اضافه ه شب به (t) مقصد رأس ی و (s) مبدأ رأس ی داشتیم، ه شب در تاکنون که رئوس بر علاوه
با یال t رأس به ی) vi هر از (یعن پروازی هر دوم رأس از و کنید رسم ٠ پایین کران و ١ ظرفیت با یال ی ( ها ui همه ی پرواز ها(یعن

: یرید ب نظر در صفر پایین کران و ١ ظرفیت

u3

u2

u1 v1

v2s

v3

t

[١،١]

[١،١]

[٠،١]
[٠،١]

[١،١] [٠،١]

[٠،١]

[٠،١]

[٠،١] [٠،١]

خود پروازهای t رأس در روز انتهای در م خواهد و م کند شروع را خود پرواز های s رأس از روز ابتدای در پرواز تیم هر کنید فرض
است. پرواز تیم ی ی نماینده برسد t رأس به s رأس از که جریان هر بنابراین کند. تمام را

خدمه ی c این ،c ≥ k و باشد k پرواز ها کل تعداد اگر باشد. c برابر و باشد شده مشخص پرواز تیم های کل تعداد ابتدا از کنید فرض
م دهد). سرویس پرواز ها از ی به پرواز خدمه ی هستند(هر کاف ها پرواز همه ی به دادن سرویس برای پرواز

م کنیم: تعریف ٣ تقاضا راس، هر برای c بودن ثابت فرض با

d(v) =


c if v = t

−c if v = s

0 o.w.

مسیر c م توانیم بیابیم، ه شب این در معتبر گردش ی اگر باشد. داشته را شده خواسته شرایط که هستیم گردش دنبال به ه، شب این در
کرده پرواز به شروع شهری چه از م دهد: سرویس پرواز خدمه ی ی که است پرواز هایی نماینده ی هرمسیر که [١] بیابیم t به s از مجزا یال
برعکس داد. سرویس تیم c با را پرواز k همه ی م توان صورت این در پس ... و رفته شهر کدام به سپس و رسیده مقصد به شهر کدام در و
مسیر c ایجاد شده، معرف ه ی شب در تیم c این حرکت مسیر دهند، سرویس را پرواز k این همه ی بتوانند که باشیم داشته پرواز تیم c اگر
پرواز k به دادن سرویس آیا گفت م توان c مقدار بودن مشخص با پس یافت. ه شب در معتبر گردش ی م توان بنابراین م کند مجزا یال

است. نامعین c مقدار یعن است پرواز تیم های تعداد کمترین کردن پیدا ما هدف اما خیر. یا است ن مم

ن مم مقادیر روی ۴ دودویی جستجوی با م توان و 0 < c ≤ k پس دهیم. انجام را این کار م توانیم پرواز تیم k با حتما م دانیم
3demand
4binary search
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خیر. یا داد سرویس را پرواز k م توان پرواز تیم c با آیا کنید بررس و c = k
2 دهید قرار ابتدا در یعن بیابیم. را c مقدار حداقل ،c برای

... و خیر یا است ن مم کار این تیم k
4 با آیا کنیم بررس بود، ن مم اگر

م توان O(k3) در پس دارد. یال O(k2) و راس O(k) ما ی ه شب کنیم. حل را معتبر گردش مسأله ی بار O(lgk) است لازم پس
کل در و م برد زمان O(k3) معتبر گردش مسأله ی کردن حل بار هر بنابراین خیر. یا دارد وجود ه شب در معتبری گردش آیا کرد مشخص

یافت. را c کمینه ی مقدار O(k3lgk) در م توان

هستند. دخیل مسأله در بیشتری فاکتور های و است پیچیده تر واقع دنیای در خطوط زمان بندی مساله ی البته

۵ تصویر بخش بندی دوم: مسأله ی

کنیم. جدا هم از را تصویر در متفاوت اشیا م خواهیم و شده داده ما به تصویری

است. ٧ پیش زمینه از ۶ پس زمینه کردن جدا صرفا ما هدف مساله این در

و است عکس سل های پی همان آن رأس های که یرید ب نظر در گراف است. سل ها پی از مجموعه ای شده، داده که عکس کنید فرض
m× n شامل مستطیل ل ش به ما عکس م کنیم فرض معمول طور به هستند. همسایه هم با که ست سل هایی پی مجموعه ی آن یال های

کرد.) حل م توان کل حالت در گراف ها برای را مساله است(البته مستطیل حاصل گراف نتیجه در و است سل پی

1 2 3

4 5 6

7 8 9 ⇐=

١ ٢ ٣
۴ ۵ ۶
٧ ٨ ٩

bi ≥ 0 و باشد زمینه پیش در i سل پی که است این احتمال ai ≥ 0 که باشد شده داده bi و ai عدد دو i سل پی برای کنید فرض
دریافت دهیم، قرار پس زمینه در را i سل پی اگر که کنید نگاه جایزه ای چشم به ai این (به باشد پس زمینه در سل پی این که است این احتمال
Pij باشند، هم همسایه ی سل پی دو i, j اگر م کنیم). دریافت دهیم قرار پیش زمینه در را i سل پی اگر که است جایزه ای bi و م کنیم

م پردازیم. دهیم، قرار پیش زمینه در را ری دی و پس زمینه در را j و i از ی اگر که است هزینه ای

عبارت که طوری به است پس زمینه) و پیش زمینه سل های (پی B و A مجموعه ی دو به سل ها) رئوس(پی از افرازی کردن پیدا هدف
شود: بیشینه زیر

S =
∑
i∈A

ai +
∑
j∈B

bj −
∑

(i,j)∈E
|A∩{i,j}|=1

Pij

کنید عوض جهت دار یال دو با را یال این ل ش مانند باشد، گراف از یال e = ij ∈ E اگر یرید. ب نظر در را کردیم معرف که گراف
دهید: نسبت pij وزن یال ها، از کدام هر به و

5image segmentation
6foreground
7background
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i j

Pij

Pij

کنید رسم ai ظرفیت با یال i مانند رأس هر به s رأس از کنید. اضافه حاصل ه ی شب به نیز (t) مقصد رأس ی و (s) مبدأ رأس ی
کنید: اضافه bj ظرفیت با یال t رأس به j مانند رأس هر از و

i js t

Pij

Pij

ai bj

است: زیر مقدار کردن کمینه معادل S مقدار کردن بیشینه

∑
i∈V

ai +
∑
j∈V

bj − S

=
∑
i∈V

ai +
∑
j∈V

bj −
∑
i∈A

ai −
∑
j∈B

bj +
∑

(i,j)∈E
|A∩{i,j}|=1

Pij

=
∑
i∈B

ai +
∑
j∈A

bj +
∑

(i,j)∈E
|A∩{i,j}|=1

Pij

داریم: ، یریم ب نظر در (A1, B1) مانند برش s− t ی ساختیم، که ه ای شب در اگر

cap(A1, B1) =
∑
i∈B1

ai +
∑
j∈A1

bj +
∑

(i,j)∈E
|A1∩{i,j}|=1

Pij

استفاده با م توانیم و است ه شب این در کمینه برش ی کردن پیدا معادل مسأله و هستیم cap(A1, B1) مقدار کردن کمینه دنبال به پس
بیابیم. را آن بیشینه کمینه‐جریان برش قضیه ی از

٨ پروژه انتخاب سوم: مسأله ی

به پروژه زوج صورت به پبش نیازی رابطه ی تعدادی و ( منف دارد(احتمالا ای ٩ جایزه پروژه هر و است شده داده پروژه ها از P مجموعه ی
pv با را v پروژه ی جایزه ی است. v پروژه ی پیش نیاز u پروژه ی م دهد نشان که است پیش نیازی رابطه ی ی (u, v) مثلا شده. داده ما

م دهیم. نمایش
شود. بیشینه آن ها جایزه ی جمع که طوری به است پروژه تعدادی انتخاب هدف

یال این ظرفیت و کنید رسم یال ی v به w از باشد، w پیش نیاز v اگر یعن بسازید. پیش نیازی روابط روی از پیش نیازی گراف ی
دهید: قرار +∞ را

8project selection
9revenue
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w v
+∞

⇐= (v, w)

ظرفیت با را s → v یال pv > 0 که v پروژه ی هر برای و کنید اضافه گراف به (t) مقصد رأس ی و (s) مبدأ رأس ی نهایت در
کنید. اضافه گراف به −pu ظرفیت با را u → t یال pu < 0 که u پروژه ی هر برای و کنید رسم pv

s

u

v

w

z

tpu

pv

+∞

+∞

+∞

−pw

−pz

چون قبل، جلسه ی بحث به توجه با دهید. انجام را A مجموعه ی پروژه های فقط باشد، کمینه برش s − t ی (A,B) کنید فرض
دارد: حالت دو م شود خارج A از که یال هر پس ندارد. وجود B به A از +∞ ظرفیت با یال هیچ پس است کمینه برش ی (A,B)

نداده ایم. انجام را آن که مثبت جایزه ی با پروژه ای یعن ،pv > 0 و v ∈ B که v به s از یال •
داده ایم. انجام را آن که منف جایزه ی با پروژه ای یعن ، pw < 0 و w ∈ A که t به w از یال •

داریم: بنابراین
cap(A,B) =

∑
v∈B
pv>0

pv +
∑
v∈A
pv<0

(−pv)

=
∑
v∈V
pv>0

pv −
∑
v∈A

pv

شده انتخاب پروژه های جایزه ی نتیجه در و است بیشینه ∑v∈A pv بنابراین است ثابت ∑ v∈V
pv>0

pv و است کمینه cap(A,B) چون
است. بیشینه

است. گراف در کمینه برش ی کردن پیدا معادل نیز پروژه ها مسأله ی پس

١٠ معدن حفر مسأله ی

آن در که عمق و دارد که ترکیبی به توجه با ، م شود استخراج معدن از که زمین از v مانند بلوک هر م دانیم و کنیم حفر معدن م خواهیم
استخراج را آن بالای بلوک های ابتدا است لازم بلوک هر حفاری برای آن). استخراج ی هزینه منهای بلوک آن دارد(ارزش pv سود دارد، قرار

سادگ به مسأله این شود. بیشینه سودمان که کنیم استخراج را بلوک تعدادی م خواهیم دارد. هایی پیش نیاز بلوک هر استخراج یعن کنیم
است. قبل مساله ی به تبدیل قابل

10open pit mining
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baseball elimination چهارم: مسأله ی

تعداد و رده بندی جدول و شده برگزار لی ی کنید فرض نیست. مطرح آن در تساوی و دارد باخت و برد فقط که یرید ب نظر در ورزش
داریم. را بدهد مسابقه آن ها با باید که تیم هایی و تیم هر باق مانده ی بازی های تعداد لحظه، این تا تیم هر بردهای

است ن مم آیا ببرد، را خود روی پیش های بازی همه ی تیم این اگر یعن خیر. یا دارد قهرمان ان ام خاص تیم ی آیا که است این سوال
بردهای تعداد مساوی یا بزرگ تر تیم این بردهای تعداد ، لی انتهای در که م شود لی برنده ی تیم ی صورت در بشود؟ نیز لی برنده ی

باشد. ری دی تیم هر

قرار x, y تیم های م دانیم و برده را بازی wx تاکنون x تیم و شده مشخص z ∈ S تیم و شده داده S مانند ها تیم از مجموعه ای پس
بازی های در باخت و برد از حالت م توان آیا دارد. رو پیش ر دی مسابقه ی gx کل در x تیم و دهند مسابقه ر دی ی با ر دی بار gxy است

شود؟ لی برنده ی z تیم که طوری به گرفت نظر در رو پیش

با یال t به رأس این از و کنید اضافه ه شب به را x رأس x ̸= z که x تیم هر برای بسازید. t مقصد رأس و s مبدأ رأس با ه شب ی
امتیازش هم باز ببرد را خود روی پیش بازی های همه ی z تیم اگر حت ، wz + gz − wx < 0 (اگر کنید رسم wz + gz − wx ظرفیت
که i, j تیم دو هر برای به علاوه .( wz + gz − wx ≥ 0 کنید فرض پس شود. لی برنده ی بتواند ندارد ان ام پس است کمتر wx از
با یال هایی j و i رئوس به (i, j) رأس از و کنید رسم (i, j) به gij ظرفیت با یال s رأس از و کنید اضافه ه شب به را (i, j) رأس gij > 0

کنید. اضافه +∞ ظرفیت

کنیم. بررس را ٣ شماره ی تیم شدن برنده ان ام م خواهیم و باشند شده شماره گذاری ٣ تا ٠ اعداد با که داریم تیم ۴ کنید فرض مثلا
است: زیر ل ش مانند م شوند رسم ٢ و ١ های تیم به مربوط رئوس بین که هایی یال

s ٠،٢

٠،١

١،٢

١

٠

٢

t

g12
+∞

+∞

w2 + g2 − w3

w1 + g1 − w3

باشیم داشته و باشد f بیشینه جریان اگر بیابد. را ساخته ایم تیم n این برای که ه ای شب این در بیشینه جریان
انجام j و i های تیم بین بازی gij ه، شب ساختن نحوه ی به توجه با دارد. شدن برنده ان ام z رأس آنگاه val(f) =

∑
i,j∈S gij

م تواند حداکثر تیم این و م برد j از i که است بازی هایی تعداد نشان دهنده ی م رود i رأس به (i, j) رأس از که جریان میزان و م شود
کند، اشباع را s از خروج یال های همه ی که کنیم پیدا جریان اگر بنابراین باشد. داشته قهرمان شانس z تا ببرد را بازی wz + gz −wi

شود. لی برنده ی z نهایت در که طوری به کنیم مشخص رو پیش بازی های همه ی در باخت ها و برد از ای دنباله توانسته ایم
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کنید: تعریف T ⊆ S هر برای
w(T ) :=

∑
i∈T

wi, g(T ) :=
∑

{x,y}⊆T

gxy

که طوری به باشد داشته وجود T ∗ ⊆ S اگر تنها و اگر شود لی برنده ی نم تواند هیچ گاه z تیم ١١ ١ قضیه

wz + gz <
w(T ∗) + g(T ∗)

|T ∗|

⇐=

برابر خودشان بین باق مانده بازی های از تیم ها این بردهای تعداد جمع نهایت در یریم، ب نظر در را T ∗ تیم های بین بازی های تنها اگر
که دارد وجود T ∗ تیم های از ی و است w(T ∗) + g(T ∗) برابر حداقل بازی ها کل از T ∗ تیم های بردهای جمع بنابراین است g(T ∗)

حداقل
w(T ∗) + g(T ∗)

|T ∗|

باشیم داشته اگر پس برده. را بازی
wz + gz <

w(T ∗) + g(T ∗)

|T ∗|

باشد. لی برنده ی نم تواند و است کمتر اکیدا تیم این بردهای تعداد از z برد های تعداد

=⇒

یال های همه ی بیشینه، جریان ساختیم، که ه ای شب در پس شود. لی قهرمان نم تواند z کنید فرض م کنیم. استفاده ساختیم که ه ای شب از
کنید: فرض و یرید ب نظر در (A,B) مانند کمینه برش s− t ی نم کند. اشباع را s از خروج

T ∗ = {v : v ∈ A}

باشد. آمده T ∗ در تیم این متناظر رأس که باشد تیم v یعن
ظرفیت با یال هایی y و x رأس های به (x, y) رأس از باشند: آمده T ∗ در دو هر y و x اگر تنها و اگر دارد قرار A در (x, y) رأس کنید دقت
در y و x اگر باشند. A در مجبورند y و x باشد، داشته قرار A در (x, y) اگر کردیم، بیان قبل جلسه ی در آن چه طبق بنابراین داریم، +∞

پس م یابد. کاهش gxy اندازه ی به cap(A,B) و کرد منتقل A به را (x, y) م توان باشد، B در (x, y) رأس اما باشند داشته قرار A
باشند. T ∗ و A در دو هر y و x اگر تنها و اگر دارد قرار A در (x, y) رأس

پس نم کند، اشباع را s از خروج یال های همه ی f کردیم فرض و cap(A,B) = val(f) چون

cap(A,B) = val(f) < g(S − {z})

کرد: دسته دو م توان را م رود B به A از که یال هایی

e = s → (u, v), (u, v) ∈ B م رود: دارند قرار B در و هستند تیم دو نماینده ی که هایی راس به s از که هایی یال •
این گونه ظرفیت جمع پس ندارند، قرار A در v و u از ی حداقل پس دارد، قرار B در (u, v) چون است. guv برابر یال این وزن

است. g(S − {z})− g(T ∗) برابر یال ها
ظرفیت جمع پس است، wz + gz −wu ل، ش این به یال هر ظرفیت م رود. B در t راس به A در u مانند أسری از که یال هایی •

است. ∑u∈T ∗(wz + gz − wu) همان یا ∑u∈A(wz + gz − wu) برابر یال ها این گونه
11Hoffman-Rivlin theorem, 1967
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داریم: پس
cap(A,B) = g(S − {z})− g(T ∗)−

∑
u∈T ∗

(wz + gz − wu)

= g(S − {z})− r(T ∗)− w(T ∗) + |T ∗|(wz + gz)

بنابراین: cap(A,B) < g(S − {z}) گفتیم و

g(S − {z})− g(T ∗)− w(T ∗) + |T ∗|(wz + gz) < g(S − {z})

−→ wz + gz <
w(T ∗) + g(T ∗)

|T ∗|

مراجع
درس چهاردهم جلسه ی [١]
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

معمار شریف استاد مهدی محمد نگارنده: بیشینه جریان کارآتر الگوریتم های و هزینه کمترین با جریان دوبخشی، گراف در وزن دار تطابق :۱۶ جلسه

گراف های برای را مسئله این می خواهیم جلسه این در دیدیم. را وزن بدون دوبخشی گراف در تطابق بیشترین مسئله ی پیش جلسات در
جریان مسئله ی برای کارآتر الگوریتم تعدادی آخر در و کرده حل را هزینه کمترین با جریان مسئله ی سپس کنیم، بررسی وزن دار دوبخشی

دهیم. ارائه بیشینه

دوبخشی۱ گراف در وزن دار تطابق ۱

است کمینه۲ وزن با کامل تطابق مسئله ی کنیم حل مستقیم طور به می خواهیم که مسئله ای دارد. وجود مسئله این از مختلفی نسخه های
کاملی تطابق دنبال به و دارد کامل تطابق دارند، وزن آن یال های دوبخشی ست، ما گراف که می گذاریم این بر را فرض مسئله این در که
مثال برای هستند. تبدیل قابل مسئله این به کرد مطرح می توان که را دیگری مسائل از بسیاری کنید توجه دارد. را وزن کمترین که هستیم
تطابقی دنبال به و دارد کامل تطابق گراف که می گذاریم این بر را فرض قبل مسئله ی مانند مسئله این در بیشینه۳. وزن با کامل تطابق مسئله ی
کلی تری مسئله ی همچنین کنیم. حل را قبلی مسئله ی و کنیم قرینه را یال هر وزن می توانیم مسئله این حل برای هستیم. وزن بیشترین با
منفی وزن که یالی هر کنید توجه مسئله این حل برای نداریم. را کامل تطابق وجود فرض دیگر مسئله این در بیشینه۴. وزن با تطابق مانند
حال می دهد. کاهش را تطابق یال های وزن جمع تطابق، یال های از یکی عنوان به یال آن انتخاب زیرا کرد، حذف گراف از می توان را دارد
بین ۰ وزن با یالی دوبخشی ست)، (گراف نیستند بخش یک در و ندارند یال هم به که u, v راس دو هر ازای به می توان حاصل گراف در
بود. حل قابل اول مسئله ی با نیز قبل مسئله ی و دارد کامل تطابق حاصل گراف زیرا قبلی ست مسئله ی با معادل اخیر مسئله ی بکشیم. u, v

کنیم. حل را کمینه وزن با کامل تطابق مسئله ی همان کافی ست بنابراین

کمینه وزن با کامل تطابق ۱ .۱

کنیم پیدا گراف در را M مانند کامل تطابقی می خواهیم و است شده  داده w وزن تابع با G = (X,Y ) وزن دار دوبخشی گراف کنید فرض
شود. مینیمم M یال های وزن جمع که

یال هر جای به می کنیم. جهت دار را گراف ابتدا تغییر. کمی با است فورد⁃فالکرسون الگوریتم همان مسئله این حل برای کلی ایده ی
می کنیم اضافه گراف به را s, t راس دو حال . می گذاریم ۱ را آن ظرفیت و می کشیم v به u از جهت داری یال v ∈ Y و u ∈ X که e = uv

Y رئوس از هرکدام از همچنین می گذاریم، ۱ را آن  ظرفیت و می کشیم جهت داری یال X رئوس از هرکدام به s از شود. تشکیل شبکه یک تا
می گذاریم. ۱ را آن  ظرفیت و می کشیم جهت داری یال t به

۱weighted bipartite matching
۲minimum weight perfect matching
۳maximum weight perfect matching
۴maximum weight matching

۱
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۳ قضیه ی در که این صورت به کنیم حل را وزن بدون گراف در بیشینه تطابق مسئله ی می توان روش این با که دیدیم ۱۴ جلسه ی در
کردن پیدا برای جلسه آن در پس است. k اندازه ی با جریانی با متناظر ،t به s از مجزا یال مسیر k کردن پیدا که شد ثابت ۱۴ جلسه ی
کامل تطابقی دنبال به بلکه نیستیم. تطابق بزرگترین دنبال به دیگر اینجا اما کردیم، پیدا را گراف در عبوری جریان بیشترین تطابق، بزرگترین
افزایشی مسیر کوتاه ترین دنبال به هرمرحله آن در که فورد⁃فالکرسون الگوریتم از نسخه ای از اینکار برای هستیم. گراف در وزن کمترین با
تعریف یال هر برای طولی باقیمانده، گراف در مسیر کوتاه ترین کردن پیدا برای کارپ۱). ادموندز الگوریتم ) می کنیم استفاده بودیم t به s از
در یال وزن برابر را آن طول بود، اصلی گراف در نظر مورد یال اگر که می شود تعیین صورت این به یال هر برای شده تعریف طول میکنیم.
اصلی گراف در یال آن برعکس وزن قرینه ی را یال آن طول داشت وجود اصلی گراف در یال آن برعکس اگر و می گیریم درنظر اصلی گراف

داریم: حقیقت در میکنیم. تعریف

∀a ∈ E(Gf ), l(a) =

w(|a|) a ∈ E(G)

−w(|a|) ā ∈ E(G)

تابع این براساس را t به s از مسیر کوتاه ترین که شد تعریف این برای بالا در l تابع است. جهت بدون گراف در a یال متناظرِ ،|a| از منظور
یال های برای فقط بالا تابع و می گیریم درنظر را ۰ طول t به متصل یال های و s به متصل های یال برای که کنید توجه همچنین کنیم. پیدا

است. X,Y بین

می پردازیم: الگوریتم شرح به حال

روند این می دهیم. افزایش آن راستای در را جریان و می کنیم پیدا l تابع براساس را t به s از افزایشی مسیر کوتاه ترین مرحله هر در ●
می کنیم. تکرار نرسیده ایم |X| = n مقدار با جریان یک به که وقتی تا را

ادعا می کنیم. استفاده بلمن⁃فورد الگوریتم از مسیر کوتاه ترین کردن پیدا برای باشد منفی می تواند یال ها از بعضی طول چون که کنید توجه
را نکته چند ابتدا موضوع این اثبات برای است. کمینه می شود تعیین روش این به که بیشینه ای جریان با متناظر کامل تطابق که است این

می کند: بیشتری کمک موضوع درک به که می کنیم ذکر

است ۱ شبکه در یال ها تمام ظرفیت زیرا است، ۰ برابر یا است ۱ برابر یا G گراف در یال هر از باقیمانده ظرفیت لحظه، هر در .۱ نکته
یا است ۱ برابر یا یال هر از باقیمانده ظرفیت کل در پس دارد. ۱ ظرفیت آن در bottlebeck یال کنیم پیدا t به s از که افزایشی مسیر هر و

است. ۰ برابر

دلیل است. لحظه آن تا شده انتخاب تطابق در یال یک با متناظر است X به Y از که یالی هر  باقیمانده شبکه ی در لحظه هر در .۲ نکته
در جریانی که است این معنی به است X به Y از که یالی هر گفت می توان خلاصه طور به است. شده داده توضیح ۱۴ جلسه ی در امر این
اضافه ۱ ظرفیت با یال این باقیمانده شبکه ی در آن جای به و شده ۰ یال آن ظرفیت ۱ نکته ی بنابر و است شده رد یال آن برعکس از گذشته
و (۱ نکته ی (بنابر می شود تکمیل ظرفیتش s از خروجی یال های از یکی شبکه، در جریان برقراری هربار از پس که کنید توجه است. شده
این می کنیم. حذف باقیمانده گراف از را این مانند یال هایی و نمی کنیم را اینکار اما کنیم رسم s به یالی X از باقیمانده گراف در باید بنابراین
نمی کنیم رسم باقیمانده گراف در را یال ها این اینکه دلیل می دهیم. انجام نیز می شوند خارج t از باقیمانده گراف در که یال هایی برای را کار

باشد. برقرار است شده گفته پایین در که ۱ قضیه ی که است این

افزایشی مسیر در e و هستند) دلخواه v و u) باشد داشته وجود e مانند v به u از یالی باقیمانده گراف در لحظه ای در اگر .۳ نکته
e یال جهت کلی، شار مقدار به واحد ۱ افزایش و مسیر این به جریان دادن از پس باشد، داشته وجود می شود انتخاب بعد مرحله ی در که
یالی اگر که می گوید نکته این درحقیقت شد. گفته بیشتر شهود برای فقط و است واضح ۲ و ۱ نکات بنابر نکته این دلیل می شود. برعکس
یک اجرای از پس اخیر نکته ی بنابر و نهایی ست تطابق برای کاندیدها از یکی یال این میدانیم ۲ نکته ی بنابر دارد وجود X به Y از اکنون

نیست. نهایی تطابق برای کاندید یک دیگر یعنی می شود، عکس جهتش باشد افزایشی مسیر کوتاه ترین در یال این اگر الگوریتم از مرحله
۱Edmonds–Karp algorithm

۲
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می کنیم: بیان را ۱ قضیه ی حال
است دوری منفی دور از منظور باشد. نداشته منفی دور متناظر، باقیمانده ی گراف اگر فقط و اگر است کمینه کامل، تطابق یک .۱ قضیه

شود. منفی آن یال های (l تابع (همان طول جمع که

رئوس بین تماما دور این یال های دارد. منفی دور متناظر باقیمانده ی گراف اما داریم M مانند کمینه کامل تطابق که کنید فرض اثبات.
هستند. M در اصلی، گراف در یال ها این متناظر ،۲ نکته ی بنابر درنتیجه و هستند X به Y از یال ها میان در یکی بنابراین و هستند X,Y

ندارد. فرد دور است، دوبخشی گراف که آنجا از کنید توجه بنامید. b۱, b۲, ..., bt را یال ها بقیه ی و بنامید a۱, a۲, ..., at را یال ها این نام
داریم: است منفی دور یک دور این چون

l(a۱) + l(a۲) + ...+ l(at) + l(b۱) + l(b۲) + ...+ l(bt) < ۰

=⇒ −w(|a۱|)− w(|a۲|)− ...− w(|at|) + w(|b۱|) + w(|b۲|) + ...+ w(|bt|) < ۰
=⇒ −w(|a۱|)− w(|a۲|)− ...− w(|at|) < w(|b۱|) + w(|b۲|) + ...+ w(|bt|)

وزن جمع کنیم انتخاب را |b۱|, |b۲|, ..., |bt| یال های کنیم انتخاب M تطابق در را |a۱|, |a۲|, ..., |at| یال های آنکه جای به اگر پس
است. اولیه فرض با تناقض در که نیست کمینه M یعنی این و می شود کمتر جدید تطابق یال های

M ′ را گراف کمینه ی کامل تطابق نام و بنامید M را تطابق این نام نیست. کمینه ولی ندارد منفی دور باقیمانده  گراف کنید فرض حال
این یا ،v ∈ X ∪ Y مانند راس هر ازای به هستند کامل تطابق دو هر که آنجا از بگیرید. نظر در را M ′ و M متقارن۱ تفاضل حال بنامید.
M∆M ′ در بنابراین است. M ′ در دیگری و M در یکی که دارد M∆M ′ در یال دو دقیقا یا باشد M∆M ′ در که ندارد یالی هیچ راس
این از هرکدام طول است دوبخشی گراف چون کنید توجه حال است. دور تعدادی اجتماع M∆M ′ درنتیجه و است ۲ راس هر درجه ی
M ′ به متعلق که C از یالهایی وزن جمع که دارد وجود M∆M ′ در C مانند دوری است، M از کمتر M ′ وزن که آنجا از است. زوج دور ها
a۱, a۲, ..., at ترتیب به هستند M به متعلق که C از یال هایی کنید فرض هستند. M در که است C از یال هایی وزن جمع از کمتر هستند
نهایی باقیمانده ی گراف با متناظر که بود تطابقی M که آنجا از باشند. b۱, b۲, ..., bt ترتیب به هستند M ′ به متعلق که یال هایی و باشند
گراف در متناظرشان یال وزن قرینه ی آنها طول بنابراین و هستند X به Y از a۱, a۲, ..., at یال های تمام ،۲ نکته ی بنابر همچنین و بود

داریم: حال است. اصلی
l(a۱) + l(a۲) + ...+ l(at) + l(b۱) + l(b۲) + ...+ l(bt)

= −w(|a۱|)− w(|a۲|)− ...− w(|at|) + w(|b۱|) + w(|b۲|) + ...+ w(|bt|)

دور یک دور این بنابراین است. C در M یال های وزن جمع از کمتر C در M ′ یال های وزن جمع زیرا است منفی عبارت یک بالا عبارت
شد. اثبات قضیه پس است. اولیه فرض با تناقض در که منفی ست

نداریم. منفی دور نهایی باقیمانده ی گراف در کنیم ثابت کافی ست می کند کار درست الگوریتم کنیم ثابت اینکه برای بالا قضیه ی بنابر
نداریم منفی دور نیز پایان در درنتیجه و نمی کنیم پیدا منفی دور الگوریتم حین در هیچ گاه می کنیم ثابت استقرایی صورت به منظور این برای

می کند. کار درست الگوریتم پس

گراف آن راس های برای بتوان معتبر پتانسیل یک اگر فقط و اگر ندارد منفی دور گراف یک می دانیم پیشین جلسات در قضیه ای طبق
می کنیم. ثابت را زیر قضیه ی پس کرد. تعریف

۱symmetric difference

۳
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است گراف رئوس روی p مانند تابعی معتبر، پتانسیل تابع از منظور دارد. وجود گراف راس های برای معتبر پتانسیل یک همیشه .۲ قضیه
داریم e = uv یال هر برای که

l(e) ≥ p(v)− p(u) (۱)

ثابت میخواهیم .p(v) = δ(s, v) داریم یعنی بگیرید. نظر در v تا s فاصله ی کوتاه ترین برابر را p پتانسیل تابع ،v راس هر برای اثبات.
اجرای از مرحله ای تا کنید فرض حال است. درست (۱) رابطه ی مثلث، نامساوی بنابر الگوریتم ابتدای در است. معتبر پتانسیل تابع این کنیم
مسیر کوتاه ترین P یعنی بگذرانیم. P = s, a۱, a۲, ..., a۲k, t افزایشی مسیر از را جریان است قرار اکنون و است برقرار ۱ رابطه ی الگوریتم
۰ باقیمانده شان ظرفیت یا ۱ ≤ i ≤ ۲k− ۱, ei = aiai+۱ یال های از هرکدام ۱ نکته ی بنابر کنید توجه است. باقیمانده گراف در افزایشی
پس است مسیر کوتاه ترین P که آنجا از می کند. تغییر ۲ مبنای در واحد ۱ کدام هر باقی مانده ی ظرفیت الگوریتم، اجرای از پس .۱ یا است

داریم: ۱ ≤ i ≤ ۲k − ۱ هر برای

δ(s, ai+۱) = δ(s, ai) + w(ei) =⇒ p(ai+۱) = p(ai) + l(|ei|) (۲)

،l تابع تعریف طبق و می شود عوض ei یال جهت ۳ نکته ی بنابر الگوریتم اجرای از بعد حال تساوی ست. دیگر (۱) رابطه ی نامساوی یعنی
داریم: حال می شود. قرینه آن طول

(۲) =⇒ −p(ai+۱) = −p(ai)− l(|ei|) =⇒ −l(|ei|) = p(ai)− p(ai+۱)

پتانسیل یک p بنابراین است. برقرار باقیمانده یال برای تساوی نیز همچنان پس ،−l(|ei|) = l(|ai+۱ai|) می دانیم l تعریف طبق ولی
است. معتبر

است کمینه متناظر کامل تطابق ۱ قضیه ی بنابر درنتیجه و نمی کند پیدا منفی دور باقیمانده گراف هیچگاه می گیریم نتیجه ۲ قضیه ی بنابر
می کند. کار درست الگوریتم یعنی این و

توجه با پس کرد تعریف گراف برای معتبر پتانسیل یک می توان ۲ قضیه ی بنابر کنید توجه می پردازیم. الگوریتم این زمانی تحلیل به حال
کردن پیدا برای دایکسترا الگوریتم از سپس و کرد استفاده یال ها طول کردن مثبت برای پتانسیل تابع این از می توان جانسون الگوریتم به
می افتد. اتفاق بار n دقیقا افزایشی مسیر کوتاه ترین کردن پیدا پس دارد، کامل تطابق گراف می دانیم چون کرد. استفاده مسیر کوتاه ترین
اجرای حین در آن آپدیت نحوه ی و پتانسیل تابع این پیاده سازی به راجع است. O(n(m+ n log n)) الگوریتم زمانی پیچیدگی نتیجه در
مسیر کوتاه ترین کردن پیدا برای که الگوریتمی بنابر کنید دقت دارد. وجود آن برای خوبی پیاده سازی شد گفته اما نشد زده حرفی الگوریتم
زمان کنیم، استفاده مسیر کوتاه ترین کردن پیدا برای بلمن⁃فورد الگوریتم از اگر مثلا می کند؛ تغییر الگوریتم اجرای زمان می کنیم، استفاده

می شود. O(n(mn)) = O(mn۲) از الگوریتم اجرای

هزینه۱ کمترین با جریان ۲

می خواهیم و بدهیم هزینه مقداری ما یالی هر از جریان عبور ازای  به کنید فرض حال کردیم. حل را بیشینه جریان مسئله ی ۱۳ جلسه ی در
k : E −→ Q هزینه ی تابع ،c ظرفیت تابع بر علاوه G = (V,E, s, t, c) شبکه ی در کنید فرض دقیق طور به بدهیم. را هزینه کمترین

۱minimum-cost flow

۴
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به را f جریان هزینهی شود. کمینه f هزینه ی که هستیم جریانی دنبال به ما f مانند بیشینه جریان های تمام بین از و است شده داده هم
می کنیم: تعریف زیر صورت

cost(f) =
∑

e∈E(G)

f(e).k(e)

این در هزینه تابع همان (w) مسئله آن در وزن تابع که صورت این به است، کمینه وزن با کامل تطابق مسئله ی به شبیه بسیار مسئله این
مسئله این حقیقت در باشد. ۱ مخالف عددی است ممکن بلکه نیست ۱ یال ها از هرکدام ظرفیت مسئله آن مانند دیگر و است (k) مسئله
ذکر نیست. ۱ لزوما نیز یال ها ظرفیت همچنین و نیست دوبخشی لزوما دیگر ما گراف که تفاوت این با است پیشین مسئله ی از تعمیم یک
صحیح مقدار با بیشینه جریان یک حتما باشد صحیح یال ها ظرفیت اگر می دانیم ۱۳ جلسه ی در ۴ قضیه ی بنابر که ضروری ست نکته یک
جریان است ممکن و نمی افتد اتفاق این لزوما دیگر مسئله این در اما می گذرد)، جریان صحیحی مقدار یالی هر از دقیق تر طور (به دارد وجود
عددی یال ها ظرفیت می کنیم فرض و نمی گیریم نظر در را کلی حالت این ما باشد. داشته اعشاری مقدار دارد کمینه هزینه ی که بیشینه ای

می گذرد. صحیح مقدار با جریانی نیز یال ها از هرکدام از و است صحیح

الگوریتمی یعنی می کند. کار نیز اینجا در بردیم کار به کمینه وزن با کامل تطابق مسئله ی برای که الگوریتمی که است این جالب نکته ی
است: زیر صورت به می کنیم استفاده اینجا در که

روند این می دهیم. افزایش آن راستای در را جریان و می کنیم پیدا l تابع براساس را t به s از افزایشی مسیر کوتاه ترین مرحله هر در ●
می دهیم. ادامه باشد نداشته وجود t به s از افزایشی مسیری دیگر که زمانی تا را

درست اینجا در دیگر صورتی با نیز ۱ قضیه ی می شود. گرفته نظر در یال آن هزینه ی برابر نیز یال هر وزن و می شود تعریف قبل مشابه l تابع
است: زیر صورت به ۱ قضیه ی جدید صورت نیست. معتبر دیگر شد ارائه آنجا در که اثباتی ولی است

باشد. نداشته منفی دور متناظر، باقیمانده ی گراف اگر فقط و اگر است) کمینه (هزینه  اش است کمینه بیشینه، جریان یک .۳ قضیه

دور همواره نتیجه در و دارد وجود گراف این برای معتبر پتانسیل همواره یعنی این و است صادق مسئله این برای نیز ۲ قضیه ی همچنین
می کند. کار نیز مسئله این برای الگوریتم پس نداریم منفی

این در اما است چقدر بیشینه جریان مقدار می دانستیم ما قبل مسئله ی در که کنید دقت نکته این به الگوریتم اجرای زمان تحلیل برای
البته می شود. O(C(m+ n log n)) از الگوریتم زمانی پیچیدگی بنامیم C را مقدار این اگر نیست. معلوم بیشینه جریان مقدار دیگر مسئله

است. چندجمله ای آنها اجرای زمان که دارند وجود مسئله این برای نیز الگوریتم هایی کنید توجه

بیشینه جریان مسئله ی برای کارآ تر الگوریتم های ۳

می شد. اجرا O(m۲n) زمان در که بود کارپ ادموندز الگوریتم کردیم بیان بیشینه جریان مسئله ی برای که الگوریتمی بهترین ۱۳ جلسه ی در
دهیم. ارائه مسئله این برای بهینه تر الگوریتم تعدادی می خواهیم حال

دینیک۱ الگوریتم ۱ .۳

حال می شود. زیاد یکی t به s از افزایشی مسیر کوتاهترین طول الگوریتم، از مرحله m هر اجرای از پس که دیدیم کارپ ادموندز الگوریتم در
این حل برای که ایده ای شود. زیاد یکی t به s از مسیر کوتاه ترین طول الگوریتم، اجرای از مرحله ۱ از پس که هستیم الگوریتمی دنبال به

۱Dinic’s algorithm

۵
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باشیم، t به s از مسیر کوتاه ترین دنبال به مرحله هر در اینکه جای به آن در که شد ارائه دینیک نام به شخصی توسط استفاده می شود مسئله
باشیم باقیمانده گراف در t به s از مجزا یال مسیر تعدادی دنبال به اینکه یا باشیم باقیمانده گراف در t به s از جریان یک کردن پیدا دنبال به
کنیم. اضافه اصلی گراف در جریان به یکجا را جریان این و است) t به s از جریان یک از خاصی حالت مجزا یال مسیر تعدادی کنید (توجه
باقیمانده گراف در بیشینه جریان دنبال به ما کنید توجه همچنین شود. انجام کمی زمان در باقیمانده گراف در جریان این کردن پیدا باید البته
زیاد یکی حداقل t به s از افزایشی مسیر کوتاه ترین طول اصلی، گراف در جریان به آن کردن اضافه با که هستیم جریانی دنبال به تنها و نیستیم
دنبال به اینکه جای به که است صورت این به دینیک ایده ی پس می شود. گفته blocking flow باقیمانده گراف در جریانی چنین به شود.
طبق مختلفی پیاده سازی های هستیم. باقیمانده گراف در blocking flow یک دنبال به باشیم باقیمانده گراف در افزایشی مسیر کوتاه ترین
O(mn logm) زمان در شده انجام تارجان۱ و اسلیتور توسط که پیا ده سازی یک مثلا است. شده انجام بیشینه جریان مسئله ی برای ایده این

می کند. کار O(n۳) زمان در شده انجام کارزانوف۲ توسط که دیگری پیاده سازی و می کند کار

preflow-push یا push-relabel الگوریتم های ۲ .۳

وجود t و s بین افزایشی مسیر یک دیگر که زمانی تا و می گرفتیم نظر در جریان یک ما دینیک یا فورد⁃فالکرسون مثل الگوریتم هایی در
را جریان یک خواص لزوما که می گیریم نظر در بیشینه جریان یک ما push-relabel الگوریتم های در می دادیم. افزایش را جریان آن نداشت
جریان آن می کنیم سعی و نباشد، یکی آن ها از خروجی جریان های جمع با است ممکن راس ها بعضی به ورودی جریان های جمع مثلا ندارد،

می پردازیم: الگوریتم ها این از یکی توضیح به حال شود. شدنی۳ اصطلاح به و کند پیدا را جریان خواص که دهیم تغییر گونه ای به را

هر به ورودی جریان های جمع و f(e) ≤ c(e) باشیم داشته e مانند یال هر ازای به که f : E −→ Q مانند تابعی به جریان۴. پیش
شرط یعنی باشد راس آن از خروجی جریان های جمع مساوی بزرگتر s جز به راس

∀v ∈ V, v ̸= s,
∑

e out of v

f(e) ≤
∑

e in to v

f(e)

گوییم. پیش جریان یک باشد، برقرار

این اگر و می گوییم فعال راس باشد آن از خروجی جریان های جمع از بزرگتر آن به ورودی جریان های جمع که راسی به فعال۵. راس
گوییم. غیرفعال راس آن به بودند برابر هم با مقدار دو

p ویژگی می نامیم. رئوس برای label یک را p و است جریان پیش یک f که می دارد نگه را p : V −→ (Q) و f تابع دو الگوریتم،
باشیم داشته باید باقیمانده گراف در uv یال هر برای که است این

p(v) ≥ p(u)− ۱ (۳)
مانند s از خروجی یال هر برای همچنین است. گراف مرتبه ی n که p(s) = n,∀v ̸= s : p(v) = ۰ می دهیم قرار الگوریتم ابتدای در
در یعنی می گذاریم. ۰ را آنها از عبوری جریان مقدار یال ها بقیه ی برای می کنیم. آپدیت را باقیمانده گراف و f(e) = c(e) می دهیم قرار e
به الگوریتم است. شده رد جریان آن ها ظرفیت اندازه ی به s از خروجی یال های همه ی از بیشینه جریان در که می کنیم را فرض این ما ابتدا

می کند: عمل صورت این

انتخاب را u ̸= s, u ̸= t و است بیشینه p(u) که u مانند فعال راس یک دارد، وجود باقیمانده گراف در فعالی راس زمانی که تا ●
می دهیم: انجام را زیر مرحله ی آن شدن فعال غیر تا و می کنیم

۱Sleator and Tarjan
۲Karzanov
۳feasible
۴preflow
۵active node

۶
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چنین صورتی که در می کنیم. push را uv یال و می گیریم نظر در است p(v) = p(u) − ۱ که را uv مانند u از خروجی یال یک ●
می کنیم. آپدیت را باقیمانده گراف سپس می کنیم. relabel را u راس نداشت وجود  یالی

push همچنین کنیم. زیاد واحد ۱ را p(u) مقدار یعنی u مانند راس یک کردن relabel می کنیم. تعریف را relabel و push اصطلاح دو
و u به ورودی جریان های جمع اختلاف می شود: تعریف صورت این به و باشد فعال u راس که می شود تعریف صورتی در uv یال کردن
باقیمانده گراف در uv از را زیر جریان ،push تابع .(S =

∑
e in to v

f(e) −
∑

e out of v

f(e)) بنامید S را u از خروجی جریان های جمع
می دهد: عبور

f(uv) =

S S ≤ c(uv)

c(uv) else

اگر و شود. فعال غیر u راس تا می گذرانیم را S جریان uv یال از بود، S مقدار مساوی بزرگ تر uv باقیمانده ی ظرفیت اگر حقیقت در
اینکه برای شود. کمتر u خروجی و ورودی جریان های اختلاف تا می گذرانیم جریان آن از uv ظرفیت اندازه ی به بود، S از کمتر uv ظرفیت

می کنیم: ثابت را زیر لم ۳ می شود، انجام خوبی زمان در بالا الگوریتم کنیم ثابت
است. ۲n۲ حداکثر کردن ها relabel تعداد .۱ لم

در راس هر از جریان صفری غیر مقدار که دارد وجود اصلی گراف در u به s از مسیری یعنی این باشد. فعال راس یک u کنید فرض اثبات.
label اینکه و داریم ها label برای که (۳) رابطه ی بنابر اما دارد. وجود s به u از مسیری باقیمانده گراف در درنتیجه است، گذشته مسیر آن
۲n − ۱ برابر حداکثر u راس label می گیریم نتیجه  است n − ۱ حداکثر گراف در مسیر هر طول اینکه همچنین و است n برابر s راس
کل تعداد نتیجه در است. ۲n − ۱ حداکثر راس یک کردن های relabel تعداد یعنی این و p(u) ≤ ۲n − ۱ داریم: درنتیجه می شود.

است. n(۲n− ۱) = ۲n۲ − n حداکثر ها کردن relabel

کردیم، push را یالی که هنگامی اگر می گوییم اشباع کننده ،push یک به است. O(nm) از حداکثر اشباع کننده۱ push های تعداد .۲ لم
شود. یال آن ظرفیت اندازه ی به یال آن در جریان

شود، تکمیل uv یال ظرفیت یعنی بیافتد اتفاق آن روی اشباع کننده push یک کنید فرض و بگیرید درنظر را uv مانند دلخواه یال یک اثبات.
جریانی ابتدا باید کنیم push را uv یال بتوانیم دوباره اینکه برای دارد. وجود باقیمانده گراف در vu یال یعنی یال این برعکس نتیجه در
p(u) = p(v) + ۱ که می شود push وقتی uv یال می دانیم اما شود. ظاهر باقیمانده گراف در uv یال دوباره تا کنیم push vu یال در
۲ یعنی شود، زیاد واحد دو v راس label باید حین این در یعنی این و باشد p(v) = p(u) + ۱ که می شود push وقتی vu یال و باشد
روی می توانیم بار n حداکثر یعنی این و می شود relabel بار ۲n− ۱ حداکثر v راس که می دانیم ۱ لم اثبات بنابر ولی شود. relabel بار
های push تعداد کل در یعنی این و می شود اشباع کننده push بار O(n) یال هر شد ثابت پس دهیم. انجام اشباع کننده push یک uv یال

است. O(nm) از اشباع کننده

push را یالی که هنگامی اگر می گوییم اشباع کننده غیر ،push یک به است. O(n۳) از حداکثر اشباع کننده۲ غیر push های تعداد .۳ لم
شود، انجام uv مثل یال یک روی که اشباع کننده غیر push یک حقیقت در باشد. یال آن ظرفیت از کمتر همچنان یال آن در جریان کردیم،

می شود. غیرفعال u راس
۱saturating push
۲non-saturating push

۷
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بین می کنیم ثابت حال است، O(n۲) از است) یافته افزایش ِراسی label که دفعاتی (تعداد p تابع تغییرات تعداد میدانیم ۱ لم بنابر اثبات.
از اشباع کننده غیر های push کل تعداد بشود نتیجه آن از که می شود انجام اشباع کننده غیر push بار O(n) حداکثر ،p تابع تغییر دو هر
طبق نتیجه در و می شود فعال غیر u راس اینکار از پس شود. انجام اشباع کننده غیر push یک uv یال روی کنید فرض است. O(n۳)
آن label که می کنیم انتخاب را فعالی راس همیشه ما الگوریتم، طبق کنید توجه بگردیم. گراف در دیگری فعال راس دنبال به باید الگوریتم
گراف در u به t از که است t مانند راسی وجود u شدن فعال لازمه ی زیرا نمی شود فعال دیگر شد فعال غیر u راس اگر پس است، بیشینه
بعد کنید توجه همچنین است. p(u) بودن بیشینه با تناقض در که باشد p(u) = p(t)− ۱ باید یعنی این که باشد داشته وجود یال باقیمانده
یعنی این و باشد p(v) = p(u)− ۱ که است این  دهیم انجام push اینکه شرط اما شود فعال v راس است ممکن uv یال کردن push از
همچنین و نمی کند تغییر p تابع و هستیم p تغییر دو بین که آنجا از  شد، فعال غیر راسی اگر پس است. کمتر u از نیز v راس ِlabel حتی
غیرفعال راس یک اشباع کننده، غیر push هر ازای به نتیجه در نمی شود. فعال دیگر بنابراین دارد، را label بیشترین ما انتخابی راس اینکه
تعداد نتیجه در می شود. انجام p تغییر دو هر بین اشباع کننده غیر push بار n حداکثر بنابراین نمی شود. فعال دیگر نیز راس آن و می شود

است. O(n۳) از اشباع کننده غیر های push کل

زمانی پیچیدگی می تواند الگوریتم، پیاده سازی نوع به بسته همچنین و می پذیرد پایان الگوریتم که گرفت نتیجه می توان بالا لم های بنابر
دلیل (به ندارد وجود t به s از افزایشی مسیر انتها در پس ،p(s) = n, p(t) = ۰ که آنجا از کنید توجه همچنین باشد. داشته نیز کمی
مسیر هیچ پس ، p(s)− p(t) ≤ n− ۱ می شود نتیجه است n− ۱ حداکثر مسیر یک طول اینکه همچنین و داریم p برای که (۳) رابطه ی
غیر فعال رئوس تمام زیرا می شود تبدیل جریان یک به جریان پیش یک از f الگوریتم، پایان در همچنین ندارد). وجود t به s از افزایشی
الگوریتم بنابراین است. بیشینه جریان یک f پس نیست، افزایشی مسیر هیچ t به s از چون ۱۳ جلسه ی در قضیه ای بنابر نتیجه در می شوند.

می کند. کار درست

برای عمل در که است مفید نیز نکته این ذکر باشد. O(n۳) آن زمانی پیچیدگی که کرد پیاده سازی گونه ای به می توان را الگوریتم این
می شود. استفاده push-relabel الگوریتم های از اغلب جریان بیشینه کردن پیدا

جریان مبحث برای مفید کتاب چند ۴

می پردازیم: زمینه این در مفید کتاب دو معرفی به همین برای بود، جریان مبحث از جلسه آخرین جلسه این

Network flows: theory, algorithms, and applications کتاب: نام ●
Ravindra K. Ahuja, Thomas L. Magnanti, James B. Orlin نویسنده:

می کند. بیان را مسئله این از مختلف کاربرد های و الگوریتم ها و است زمینه این در کلاسیک کتاب یک کتاب این
Network flow algorithms کتاب: نام ●

David P. Williamson نویسنده:
و است الگوریتمی بیشتر است). ۲۰۱۹ سال تابستان برای کتاب (چاپ است زمینه این در جدید بسیار کتاب یک کتاب این

است. داده پوشش را آمده دست به زمینه این در اخیر سال ۳۰ در که الگوریتم هایی

۸

(اختیاری) بیشینه جریان برای کارآتر وریتم های ال هزینه، کمترین با جریان ، دوبخش گراف در وزن دار تطابق . ١۶ ١۵۵جلسه



مراجع
درس. ۱۴ و ۱۳ جلسه های جزوه ی [۱]

۹

(اختیاری) بیشینه جریان برای کارآتر وریتم های ال هزینه، کمترین با جریان ، دوبخش گراف در وزن دار تطابق . ١۶ ١۵۶جلسه



(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[٩٩ [بهار

عنایتی محبوبه نگارنده: محاسباتی پیچیدگی :١٧ جلسه

پایین درجه چندجمله ای اجرای زمان با بهینه و کارآ الگوریتمی محاسباتی، مسائل از سری یک برای که است بوده این بر سعی تاکنون
پس این از که شدیم آشنا مهم و پرکاربرد مسائل و پویا١) برنامه ریزی (مانند تکنیک چندین با حین این در دهیم. ارائه ورودی طول حسب بر
الگوریتم هایی چنین با که هستند نیز دیگری زیاد مسائل اما بیشینه٢). جریان (مانند کنیم مدل آن ها با را دیگر مسائل از بسیاری می توانیم
نظر از مسائل، قبیل این سختی بررسی محاسباتی٣ پیچیدگی مبحث هدف است. نشده یافت برایشان کارآیی الگوریتم یا و نبوده حل قابل

است. آن ها از خوبی تخمین داشتن و یک، هر به مخصوص الگوریتم نوع و وجود

مسائل طبقه بندی ١

مسائلی دیگر، بیان به یا و تصمیم گیری۴ مسائل دسته از مسئله ای منظور می کنیم صحبت مسئله ای درباره ی که هنگامی پیچیدگی، مبحث در
می شوند. تعریف اساس همین بر نیز پیچیدگی کلاس های می باشد. (No) «خیر» یا (Yes) «بله» موارد از یکی تنها آن ها خروجی که است
پیچیدگیگویند. کلاس های می گیرد، قرار آن ها از یکی حداقل در سختی اش میزان به توجه با مسئله هر که مسائل، از مجموعه هایی به .١ تعریف

مدل نوع به رو، پیش تعاریف از یک هیچ که کنید دقت می پردازیم. پیچیدگی کلاس های بررسی و تعریف به بخش، این ادامه ی در
نمی باشند. وابسته محاسباتی

NP

NP-complete

a b

EXP

P

R

کلاس ها رابطه ی نمودار :١ شکل
1dynamic programming
2MaximumFlow
3Computational Complexity
4decision problems

١

محاسبات پیچیدگ . ١٧ ١۵٧جلسه



کلاس پی۵ ١. ١

: دیگر بیانی به می شود. گفته کلاس پی هستند، حل قابل چندجمله ای اجرای زمان در که مسائل از مجموعه ای به .٢ تعریف

P =
¶
O(nc) در معادلا یا چندجمله ای زمان در حل قابل ©مسائل

است. ثابت عددی c و ورودی سایز n که

اگر داد، خواهیم توضیح ادامه در که طور همان و بوده یکسان محاسباتی مدل های تمام در که چرا است؛ استوار۶ کلاس پی تعریف
تعلق کلاس پی به خود شود، حل هستند کلاس پی از عضوی که دیگر مسئله ی دو الگوریتم های تلفیق از حاصل الگوریتمی با مسئله ای

دارد.

کلاس پی: تعریف دلایل

هستند. کلاس این به متعلق دارد، وجود آن ها برای خوبی الگوریتم که مسائلی تمام •
روش های به دارند، چندجمله ای اجرای زمان یک هر که را، باشد) چندجمله ای مرتبه ی از آن ها تعداد (که الگوریتم سری یک اگر •
عمل های از یک هر تلفیق، از منظور یافت. خواهیم دست چندجمله ای اجرای زمان با الگوریتمی به باز کنیم، تلفیق هم با گوناگون

است. . . . و ضرب جمع، ترکیب،

مؤلفه های کردن پیدا کمینه، فراگیر درخت بیشینه، جریان مسیر، کوتاه ترین مسئله ی به می توان مسائل دست این از مثالی عنوان به
نمود. اشاره درخت، در رأس ها مستقل مجموعه ی یافتن مانند می شوند حل پویا برنامه ریزی با که مسائلی از بسیاری و گراف همبندی

همه ی بررسی کردن به نسبت بهتری الگوریتم آن برای و شدیم آشنا نیز دوره گرد فروشنده ی مسئله ی با پویا٧ برنامه ریزی بخش در
به متعلق را آن نمی توان و نبوده چندجمله ای حال این با بود؛ 2n از بیشتر آن اجرای زمان مرتبه ی که دادیم ارائه O(n!) در جایگشت ها

دانست. کلاس پی

را O(n log n) یا O(n2) با O(n) بین تفاوت که معنا این به شویم، قائل تفاوت نیز کلاس پی اعضای از یک هر برای بخواهیم اگر
کنیم. توجه ٨word RAM یا و تورینگ ماشین مانند آن محاسباتی مدل جمله از دیگری ظریف نکات به باید بگیریم، نظر در

کلاس نمایی٩ ١. ٢

دیگر: عبارتی به می شود. گفته کلاس نمایی هستند، حل قابل نمایی زمان در که مسائلی مجموعه به .٣ تعریف

EXP =
¶
O(2n

c
) در معادلا یا نمایی زمان در حل قابل ©مسائل

است. ثابت عددی c و ورودی سایز n که
5Polynomial
6robust

(٩٩ (بهار الگوریتم ها آنالیز نهم ٧جلسه ی
8word random access machine
9Exponential

٢
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است. کلاس پی از بزرگتر کلاس نمایی که شده ثابت و P ⊆ EXP که است واضح

خوبی امکان حد تا اجرای زمان با کافیست تنها که چرا نیست دشوار چندان نمایی زمان در جواب کردن پیدا مسائل، از بسیاری برای
چندجمله ای، اجرای زمان با الگوریتمی یافتن وجود، این با کنیم. استخراج آن ها از را نظر مورد جواب های و کرده بررسی را جواب ها همه ی

می شود. محسوب بزرگی پیشرفت باشد، هم O(n100) از اگر حتی

بازیکن که این فرض با است. شده داده ( چکرز١٠ یا GO مانند دیگری صفحه ای بازی یا (و تعمیم یافته شطرنج از خاصی موقعیت مثال:
کند؟ مات را سیاه بازیکن حرکت، n با است قادر آیا دیگر، بیانی به یا دارد؟ برد استراتژی آیا کند، بازی ممکن نحو بهترین به ادامه در سفید

داده مسئله ورودی عنوان به نیز صفحه ابعاد یعنی می کند. صحبت مسائل گونه این از تعمیم یافته نسخه ای مورد در سوال که کنید توجه
کل تعداد باشد)، ثابت عددی مسئله ورودی طول (یعنی گیرد قرار پیش فرض عنوان به 8× 8 صفحه ی اگر مثال عنوان به زیرا است. شده

باشد! بزرگ تعداد این که هم قدر چه هر بود؛ خواهد O(1) از آن موقعیت های

باشد، n حسب بر چندجمله ای یک مقدار حداکثر حرکات تعداد که بگیریم نظر در n × n شطرنج برای محدودکننده ای شروط اگر
در a نقطه حدود در ١ شکل در را آن مکان می توان صورت این در می یابد. کاهش قیدی، گونه هر وجود عدم حالت به نسبت آن پیچیدگی
می باشد؛ کلاس نمایی مسائل دشوارترین از مسئله، که کرد اثبات می توان نشوند، گرفته نظر در شروطی چنین که صورتی در گرفت. نظر
⊠ .١ شکل در b نقطه حدود جایی

شد؟ خواهد متوقف اجرا قدم k از پس شده داده برنامه ی آیا مثال:
باشد). غیره و تورینگ ماشین جاوایی، برنامه ی یک می تواند A (برنامه ی k عدد و A برنامه ورودی.

«خیر». یا «بله» خروجی.

و نمود شبیه سازی را ورودی برنامه ی اجرای گام k فرایند باید مسئله این حل برای آید، ذهن به ابتدا در است ممکن که گونه همان
اندازه شد، اشاره نیز پیش جلسات در که طور همان زیرا است؛ نمایی آن اجرای زمان بنابراین است. نشده یافت آن برای دیگری راه تاکنون
محسوب نمایی اجرا زمان ،k مقدار با است برابر برنامه اجرای دفعات تعداد چون و است نمایی آن، طول به نسبت ورودی یک مقدار یا
⊠ دارد. قرار b نقطه حدود در جایی ١ شکل در و بوده مسائل نمایی دشوارترین از اثباتی، با مطابق نیز، مسئله این می شود.

مثال مانند به شوند. حل O(22
nc

) زمان در و باشند داشته نیاز مضاعف١١ نمایی زمان به که ساخت مسائلی می توان بدانید است خوب
باشد. 2k مسئله اجرای گام های تعداد که هنگامی اخیر،

R کلاس ١. ٣

نامند. R کلاس باشند، حل قابل متناهی زمانی در که را مسائلی مجموعه ی .۴ تعریف

توقف١٢. مسئله ی جمله از نیستند. گنجایش قابل R کلاس در مسائل همه ی

می یابد؟ پایان هرگز کنیم، اجرا را داده شده برنامه ی اگر آیا . توقف مسئله ی مثال:
باشد). تهی یا و مسئله ورودی از جزئی می تواند A (ورودی A برنامه ی ورودی.

⊠ «خیر». یا «بله» خروجی.
10Checkers
11double exponential
12Halting problem

٣
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صورت به می توان را مسئله هر می شود. گرفته نظر در مسئله ها تصمیم گیری نسخه١٣ مبحث این در شد، اشاره ابتدا در که طور همان
است. «خیر» یا «بله» عبارات از یکی آن خروجی که گرفت نظر در یک) و (صفر دودویی رشته های از تابعی

f : دودویی} {رشته های → ,«بله»} {«خیر»

بگیرید: نظر در را مسیر وجود مسئله ی مثال، برای
.s, t ∈ V و G = (V,E) گراف ورودی.

دارد؟). وجود t رأس به مسیری s رأس از G گراف در (آیا «خیر» یا «بله» خروجی.
هر با متناظر غیر ورودی هایی برای الگوریتم خروجی و بگیریم نظر در یک ها و صفر از رشته هایی را مسئله ورودی گراف هر می توانیم
گفته خراب رشته های اصطلاحاً نیستند، مسئله مناسب ورودی های از یک هیچ معرف که رشته هایی به کنیم. تعریف «خیر» را گرافی نوع

می شود.
ندارد. وجود الگوریتمی مسائل از بسیاری برای .١ قضیه

می توان را الگوریتم هر می باشد. طبیعی اعداد کاردینال برابر آن کاردینال و شماراست متناهی، طول با دودویی رشته های مجموعه ی اثبات.
مسائل تعداد طرفی از است. طبیعی اعداد تعداد با متناسب الگوریتم ها کل تعداد بنابراین دانست. متناهی و دودویی رشته ای با متناظر
می گیرد ورودی عنوان به را دودویی رشته های مجموعه ی از زیرمجموعه ای مسئله، یک نماینده ی عنوان به f تابع هر زیرا ناشماراست؛
بنابراین، می باشد. حقیقی اعداد مجموعه ی با هم توان دودویی) رشته های معادلا این جا (و طبیعی اعداد توانی مجموعه ی که می دانیم و

است. حقیقی اعداد کاردینال با برابر مسئله ها، کل مجموعه ی یا ،f توابع مجموعه کاردینال
مسائل از بسیاری برای می کند، حل را مسئله یک دقیقاً الگوریتم هر چون و است بیشتر الگوریتم ها کل تعداد از مسائل کل تعداد نتیجه، در

ندارد. وجود الگوریتمی

ان پی کلاس ۴ .١

می پردازیم. آن رسمی غیر تعریف طبق مسئله چند بررسی به ابتدا ، ان پی کلاس برای رسمی تعریف گونه هر ارائه ی از پیش

NP =
هستند¶ حل قابل «خوش شانس» الگوریتم یک وسیله ی به چندجمله ای زمان در که ©مسائلی

: مسیر١۴ بلندترین مسئله ی •
.k ∈ R+ و w : E → R+ ،s, t ∈ V ،G = (V,E) گراف ورودی.

دارد؟). وجود k مساوی یا بزرگ تر طول با t رأس به s رأس از مسیری (آیا «خیر» یا «بله» خروجی.
مسئله ی به تبدیل مسئله باشد، |V | − 1 برابر k مقدار و باشد) یکسان یال ها تمامی وزن (یا نباشد وزنی تابع مسئله، صورت در اگر

می گردد. هامیلتونی١۵ مسیر یافتن
پس و کرده انتخاب حدس با را آن خروجی یال های از یکی و کنید شروع s از اگر باشد. داشته وجود k طول به مسیری کنید فرض
موضوع این البته رسید. خواهید t به k مساوی یا بیشتر طول با مسیری با نهایت در کنید، تکرار را کار همین رأسی هر به رسیدن از

باشید! «خوش شانس» واقعاً یال انتخاب بار هر در شما) چندجمله ای الگوریتم (یعنی شما که است برقرار صورتی در
: مستقل١۶ زیرمجموعه ی مسئله ی •

13version
14LongestPath problem
15HamiltonianCycle
16IndependentSet problem
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.k ∈ Z عدد و G = (V,E) گراف ورودی.
دارد؟). k حداقل اندازه ی با V از مستقلی مجموعه ی زیر G (آیا «خیر» یا «بله» خروجی.

تاکنون کلی، حالت در ولی است. حل قابل پویا برنامه ریزی از استفاده با مسئله باشد، درخت ورودی گراف که صورتی در دیدیم قبلا
نشده. داده ارائه آن برای بهینه ای الگوریتم

بار هر با باشد، خوش شانس واقعاً شما الگوریتم و داشته زیرمجموعه ای چنین گراف رئوس مجموعه ی اگر قبل، مسئله ی مشابه
کمتر با مستقل مجموعه ای به صورت این غیر در می کند. چاپ «بله» خروجی در و رسیده جواب به نهایت در درست، رأس انتخاب

می دهد. خروجی را «خیر» و رسیده رأس k از
تتریس١٧: بازی •

قطعات. از kتایی دنباله ای بازی، از خاصی چینش١٨ ورودی.
شود؟). برد به منجر نهایت در که دارد وجود شده، داده ترتیبِ با قطعه، k این از چینشی (آیا «خیر» یا «بله» خروجی.

آن برد، برای مناسب چینش وجود صورت در که باشید داشته خوش شانسی چندجمله ای الگوریتم کافیست نیز، مسئله این حل برای
بدهد! «بله» جواب و یافته را

گفته ان پی کلاس باشد، کردن چک قابل چندجمله ای زمان در جواب آن جوابشان، بودن «بله» صورت در که مسائلی مجموعه به .۵ تعریف
معادلا: می شود.

NP =
است.} چندجمله ای زمان در کردن چک قابل باشد، «بله» جوابشان اگر که {مسائلی

داشتن با صورت، این در باشد. «بله» مستقل زیرمجموعه ی مسئله ی جواب خاصی، ورودی برای کنید فرض تعریف، بهتر درک برای
اگر ولی است. امکان پذیر کاملا چندجمله ای زمان در این که نه؛ یا هست مستقل آیا که کنیم بررسی کافیست نظر، مورد زیرمجموعه ی
کلی، طور به پس است. زیاد آن اجرای زمان که کرد چک را رئوس عضوی k زیرمجموعه های تمام باید مسئله حل برای باشد، «خیر» جواب

«سخت». آن کردن پیدا و است «آسان» جواب یک درستی کردن چک

هستند. کلاس این به متعلق مسائل، اکثر که اینجاست نکته

داریم چندجمله ای و خوش شانس الگوریتمی که است این بر فرض اولیه، تعریف در است؟ معادل اولیه تعریف با اخیر، تعریف چرا سوال.
الگوریتمی با آن ها درستی باید تنها و شده اند داده جواب ها که است این فرض رسمی، تعریف در و می زند حدس را جواب ها که

در الگوریتمی رسمی تعریف در و می یابد چندجمله ای اجرای زمان با را جواب خوش شانس الگوریتم بنابراین، شود. بررسی چندجمله ای
می کند. بررسی را جواب همان درستی مشابه، زمان

کلاس ها دیگر و ان پی کلاس رابطه ی

خوش شانس از فارغ مسئله ی پی، هر چون گرفت. نتیجه را P ⊆ NP رابطه ی می توان وضوح به ان پی و کلاس پی دو هر تعریف طبق
هر می توان زیرا است. روشن نیز NP ⊆ EXP رابطه برقراری همچنین است. چندجمله ای الگوریتمی دارای آن، الگوریتم نبودن یا بودن
نیز حدس ها این تعداد آورد. دست به را آن جواب و کرده بررسی آن موجود حدس های تمام روی حلقه یک از استفاده با را ان پی مسئله ی
تمام بودنِ عضوِِ پی بر مبنی احتمالی است. NP \ P مجموعه ی در مسئله ای وجود نشده، ثابت هنوز که چیزی است. نمایی مرتبه ی از

نیست. مشخص هنوز ولی دارد. وجود ان پی مسائل
17Tetris game
18configuration

۵

محاسبات پیچیدگ . ١٧ ١۶١جلسه



این دانشمندان اکثر است. P = NP رابطه ی برقراری عدم یا برقراری اثبات نشده حل مسئله ی مهم ترین امروزین، کامپیوتر علوم در
با و خوش شانس غیر الگوریتمی با حتی که بود خواهیم قادر آنگاه ،P = NP اگر نیست١٩. برقرار فوق تساوی که باورند این بر حوزه

برسیم. جواب به معمولی، کامپیوترهای

شناخته و ثابت ان پی مسائل سخت ترین عنوان به که هستند هم مسائلی شد، معرفی نمایی کلاس برای که مسائلی سخت ترین با مشابه
چندجمله ای الگوریتم ان پی مسائل تمام برای که بود خواهد این مانند شود، ارائه چندجمله ای الگوریتمی آن ها از یکی برای تنها اگر و شده اند

می گردد. ثابت نیز P = NP رابطه ی برقراری ترتیب این به و شده پیدا

(تبدیل) تحویل٢٠ ٢

بیشینه تطابق یافتن مسئله ی مانند کنیم؛ مدل ازپیش حل شده مسئله ای به را آن ها می توانیم مسائل، از بسیاری حل برای که دیدیم این از پیش
است. الگوریتم طراحی شیوه ی ترین رایج تحویل، شد. داده پاسخ راحتی به بیشینه جریان مسئله ی از استفاده با که بخشی٢١ دو گراف در

کنید. حل قبلی مسائل از استفاده با را آن کنید سعی مسئله، یک برای جدید الگوریتمی طراحی برای تلاش از پیش همیشه است خوب

در می شود. داده نشان A ≤P B صورت به و شده استفاده ≤P نماد از ،B مسئله ی به A مسئله ی چندجمله ای تحویل نمایش برای
چندجمله ای الگوریتمی آن از استفاده با می توان باشد، موجود B برای چندجمله ای الگوریتمی اگر که است این بیان گر عبارتی، چنین واقع

داد. ارائه A مسئله ی برای

کارپ٢٣) یا (تابعی یک٢٢ به چند چندجمله ای تحویل

به باشد موجود f مانند چندجمله ای زمان در محاسبه قابل تابعی اگر تنها و اگر است B مسئله ی به چندجمله ای تحویل قابل A مسئله ی
که طوری

∀x x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B

تولید را B مسئله ی ورودی با متناسب خروجی تابع این و شود داده چندجمله ای) اجرای زمان (با f تابع به A مسئله ی از ورودی ای یعنی
ورودی آن بر که f تابع مقدار ازای به نیز B مسئله ی جواب باشد، «بله» A مسئله ی جواب شده، داده ورودی ازای به اگر بنابراین کند.

بالعکس. و است «بله» شده، اعمال

مبحث در هستیم. دارد؟» وجود x در k اندازه ی با تطابقی «آیا سوال برای پاسخی دنبال به و است بخشی دو گرافی x کنید فرض مثال:
جریان ها از شبکه ای f تابع مطابقاً نیز اینجا در می آید. دست به جواب بیشینه، جریان به مسئله این مدل کردن با که دیدیم شبکه، در جریان
اندازه ی با جریانی «آیا که است این سوال حال می گردد. بیشینه جریان مسئله ی ورودی ،k عدد همراه به شبکه این می سازد. x با تناظر در را
⊠ باشد؟». برقرار می تواند شبکه این در k مساوی یا بزرگ تر

الگوریتم اندازه ی به شما الگوریتم که دهید انجام عملی مکانیکی طور به «نمی توانید دارد: باره این در معروفی جمله ی که ،MIT دانشگاه استاد دیمین، اریک جمله ١٩از

کند!» کار خوب ایده آل، خوش شانس
“You can’t engineer luck!”– Erik D. Demaine

20reduction
21MaximumMatching in Bipartite Graphs
22polynomial-time many-one reduction
23Karp
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x
f

f(x)

A

B Yes Yes
No No

جواب همان ،B مسئله ی الگوریتم خروجی می شود. تولید B مسئله ی ورودی ،(A مسئله ی (ورودی x بر f عمل گر اعمال با :٢ شکل
است. A مسئله ی

به را جدید گراف و کرده ضرب −1 در را ورودی گراف یال هر وزن ،f تابع مسیر. کوتاه ترین به مسیر طولانی ترین مسئله ی مثال:تحویل
⊠ می دهد. مسیر کوتاه ترین مسئله ی الگوریتم به ورودی عنوان

باشد، داشته وجود چندجمله ای اجرای زمان با الگوریتمی B برای و A ≤P B اگر الگوریتم) (طراحی شد، گفته آنچه طبق بنابراین
دارد. وجود نیز A برای

مسئله ی ورودی به آن تبدیل برای لازم تغییرات اعمال از پس f و شود داده f (برنامه) تابع به A ورودی شکل، با مطابق کافیست، پس
الگوریتم) وجود عدم (اثبات نیست؛ برقرار گزاره این عکس که کنید توجه بدهد. B مسئله ی الگوریتم به ورودی عنوان به را f(x) ،B
برای پس داشت. نخواهد وجود الگوریتمی چنین نیز B برای نشود، یافت چندجمله ای اجرای زمان با الگوریتمی A برای و A ≤P B اگر

می کند. کفایت است، تحویل قابل B به و شده ثابت آن بودن سخت قبلا که A مانند مسئله ای کردن پیدا ،B سختی نشان دادن

ان پی‐تمام٢۴ مسائل ٣

اگر: است ان پی‐تمام ،Q مسئله ی .۶ تعریف

Q ∈ NP .١
∀A ∈ NP A ≤P Q .٢

که طور همان چون، است؛ ان پی کلاس مسئله ی سخت ترین Q آنگاه باشد، برقرار دوم مورد Q مانند مسئله ای برای اگر تعریف، این طبق
.(A ≤P Q) بود خواهد یکسان A مانند ان پی از دیگری ان پی‐تمام مسئله ی هر سختی میزان با Qحداقل سختی میزان کردیم، اشاره قبلا
تنها اگر معادلا، و است ان پی مسائل تمام برای چندجمله ای الگوریتمی یافتن معادل شود، یافت چندجمله ای الگوریتمی Q برای اگر پس

ندارد. وجود نیز Q برای نباشد، موجود چندجمله ای الگوریتمی ان پی کلاس از مسئله یک برای

آن ها تعداد بلکه دارند وجود شد، گفته بالا در که ،Q مسئله ی مثل مسائلی تنها نه که است این ان پی‐تمامیت نظریه ی در جالب نکته ی
کلاس به یا و است کلاس پی به متعلق یا نیست: خارج حالت دو از می شوید، روبه رو آن با عمل در که مسئله ای هر تقریباً است! زیاد بسیار

.(٣ (شکل هستند ان پی محدوده ی از خارج آن ها از ناچیزی تعداد . ان پی
دارد. نام ان پی‐سخت٢۵ باشند، دارا را ۶ تعریف در دوم خاصیت که مسائلی مجموعه .٧ تعریف

24NP-complete
25NP−Hard
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باشد. ان پی‐سخت و ان پی کلاس دو هر به متعلق اگر است ان پی‐تمام مسئله یک بنابراین

.P = NP گردد ثابت که می شود محقق صورتی در راست سمت تصویر و ماست کنونی باور چپ سمت [٢]نمودار :٣ شکل

هستند. ان پی‐تمام . . . و تتریس مسیر، بلندترین مستقل، زیرمجموعه ی مسئله ی .٢ قضیه

اگر و دیگری. اثبات به نیاز بدون کنیم، ثابت را آن بودن ان پی‐تمام کافیست مسئله، یک سخت»بودن «خیلی نشان دادن برای بنابراین
مسائل تمام برای که بود خواهد معنا این به بیابیم)، الگوریتمی چنین تتریس مسئله ی برای (مثلا شود پیدا آن برای چندجمله ای الگوریتمی

کنید: توجه زیر مثال٢۶ به ان پی‐تمامیت، بهتر درک برای دارد. وجود چندجمله ای الگوریتم نیز دیگر ان پی‐تمامِ

از پس اما بیابید. آن برای بهینه الگوریتمی و کنید حل را آن تا خواسته اند شما از و آمده پیش مسئله ای کارتان محل در که کنید فرض
بگذارید؛ میان در او با را موضوع این تا رفت خواهید خود رئیس پیش به بنابراین کنید. طراحی را دلخواه الگوریتم که نتوانسته اید هفته، چند

نمی کنید: استدلال خود نادانی مثلأ با را آن مطمئناً اما

احمقم!» زیادی کنم فکر کنم، پیدا را بهینه الگوریتم نمی توانم «من : گفت نخواهید خود رئیس به قطعاٌ :۴ شکل

الگوریتم هیچ و است دشوار ذاتاً مسئله این کنید ثابت که است این ایده آل نیفتد، خطر به جایگاهتان و نرسید نظر به احمق که این برای
ندارد: وجود برایش سریعی

و ان پی‐تمامیت بررسی و معرفی به کتاب این شد[١]. نوشته جانسون دیوید و گری مایکل توسط ١٩٧٩ سال در که است کتابی اول فصل از برگرفته مثال ٢۶این

است. گردیده معرفی (open problem) باز مسئله ی ١٢ و ان پی‐تمام مسائل از زیادی تعداد نیز آن انتهای در می پردازد. تحویل

٨
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ندارد!» وجود الگوریتمی چنین اصلا چون کنم، پیدا را بهینه الگوریتم نمی توانم «من بگویید: خود رئیس به می توانید :۵ شکل

بیاورید: دلیل گونه این است بهتر و است دشوار آن بهینه ی الگوریتم کردن پیدا اندازه ی به نوعی، به نیز، مسئله سخت بودن اثبات متاسفانه

نتوانسته اند.» هم مشهور افراد این از یک هیچ و کنم، پیدا را بهینه الگوریتم نمی توانم «من بگویید: می توانید :۶ شکل

الگوریتم نبودن و مسئله یک بودن سخت برای ریاضی اثبات نمی توانید شما نیست؛ سوم مورد به بی شباهت نیز ان پی‐تمامیت از صحبت
برای کنید ثابت توانسته اید آورید، بدست را آن بهینه ی الگوریتم و باشد ان پی‐تمام شما مسئله ی اگر طرفی از بیاورید. آن برای چندجمله ای

پس: دارد. وجود نظر مورد الگوریتم نیز دیگر ان پی‐تمام مسائل تمام

شما» مسئله ی سختی ≥ است نشده پیدا مناسبشان الگوریتم که مسائلی سایر «سختی

است؟ ان پی‐تمام ،Q مانند مسئله ای کنیم ثابت چگونه سوال.

تعریف. طبق ،Q به دیگر ان پی‐تمام مسائل تمام چندجمله ای تحویل .١
.A ≤P Q :Q به ،A مانند مسئله، یک چندجمله ای تحویل .٢

تحویل Q به دیگر ان پی‐تمام مسائل تمام باید که چرا است، دشوار بسیار کاری اول مورد از استفاده با مسئله یک بودن ان پی‐تمام اثبات
تحویل با اکنون و است ان پی‐تمام ،A مسئله ی که شده ثابت قبلا زیرا می کند. کفایت کار این اجرای بار یک دوم، مورد طبق اما شوند.

است: واضح زیر قضیه ی استناد به نیز این و رسید خواهیم دلخواهمان نتیجه به ،Q به A
L ≤P A ∧A ≤P =⇒ L ≤P Q دیگر: بیانی به دارد. تراگذری خاصیت چندجمله ای، تحویل .٣ قضیه
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می شود. واگذار خواننده به اثبات.

نمود. استفاده آن از دیگری مسئله ی بودن ان پی‐تمام نشان دادن برای می توان ،Q بودن ان پی‐تمام اثبات از پس نتیجه، در

می دهیم. نشان آن تحویل با را مستقل زیرمجموعه ی مسئله ی بودن ان پی‐تمام و کرده معرفی را ان پی‐تمام مسئله ای ادامه در

آن نقیض یا و xi اتمی گزاره ی هر به بگیرید. نظر در را x1, . . . , xn مانند اتمی گزاره های شامل مجموعه ای (٣‐صدق پذیری)٢٧. مثال:
حداکثر یک هر که عباراتی عطف از فرمولی کنید فرض می نامند. عبارت٣٠ نیز را لیترال ها فصلی٢٩ فرم می شود. گفته لیترال٢٨، یک ¬xi
TRUE شده داده فرمول ارزش نهایت در که کرد ارزش گذاری گونه ای به را لیترال هر می توان آیا شده. داده است٣١، لیترال سه از متشکل
شود؟ TRUE فرمول که داد نسبت FALSE یا TRUE طوری x1, x2, x3, x4 از یک هر به می توان آیا زیر، فرمول در مثال، برای گردد؟

(x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x4)

⊠ است. ان پی‐تمام مسئله این که می شود ثابت

دارد. وجود ان پی‐تمام مسئله ی یک کردند ثابت که بودند کسانی اولین کوک٣٣ استیون و لوین٣٢ ،١٩٧١ سال در تاریخی، منظر از
٣‐صدق پذیری مسئله ی مشابه ، مسئله٣۵ آن دارد٣۴. شهرت نیز کوک‐لوین قضیه ی به ان پی‐تمام مسئله ی یک داشتن وجود قضیه ی
جمله از کرد؛ ثابت چندجمله ای تحویل از استفاده با را دیگر مسئله ی بیست بودن ان پی‐تمام ،١٩٧٢ سال در نیز، کارپ٣۶ ریچارد است.

.. . . و هامیلتونی دور رأسی٣٧، پوشش مستقل، رئوس مجموعه ی مسائل

مستقل مجموعه ی مسئله ی به ٣‐صدق پذیری مسئله ی چندجمله ای تحویل

تحویل دومی به را اول مسئله ی می شود ،(IndSet) مستقل مجموعه ی و (3SAT) ٣‐صدق پذیری مسئله ی دو بودن ان پی فرض با اکنون
کند: صدق زیر گزاره ی در که کنیم ارائه fی تابع باید یعنی کنیم؛

φ ∈ 3SAT ⇐⇒ f(φ) ∈ IndSet

ورودی به چندجمله ای زمان در و گرفته می شود، TRUE مسئله ی جواب آن ازای به که را x ورودی که است این f تابع نقش واقع در
گردد. TRUE نیز مسئله این جواب که طوری به کند تبدیل ،k عدد و φ فرمول با متناظر گراف یعنی IndSet مسئله ی

هر برای و لیترال، هر ازای به کنید فرض برساند؟» مطلوب جواب به را ما تا شود ساخته چگونه مذکور «گراف که است این سوال حال
و هستند، عبارت یک در که لیترال هایی با تناظر در رئوس بین و بگیریم. نظر در رأس ورودی)، (فرمول φ در آن تکرار دفعات تعداد به یک

می دهد. نشان را قبل مثال متناظر گراف ٣ شکل دهیم. قرار یال نقیضش و لیترال یک رأس هر بین همچنین

می باشد. نظر مورد f(φ) همان m := «φ عبارت های «تعداد عدد همراه به گراف این حال
273− Satisfiability problem
28literal
29Disjunctive Normal Form
30clause
313-Conjunctive Normal Form
32Leonid Levin
33Stephen Cook
34Cook–Levin theorem
35BooleanSatisfabity problem
36Richard M. Karp
37VertexCover

١٠

محاسبات پیچیدگ . ١٧ ١۶۶جلسه



x1

x3 x2 x4

x2

x4 x3

x1

x2

.«φ(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x4)» :٧ شکل

باشد. داشته m سایز با مستقلی مجموعه ی شده ساخته گراف اگر تنها و اگر است پذیر ارضا φ فرمول .١ ادعا

TRUE لیترال یک عبارت هر در یعنی گردد؛ TRUE ،φ مقدار که باشد شده مقداردهی گونه ای به لیترال هر کنید فرض (⇐) اثبات.
می دهند. تشکیل مستقل مجموعه ای رئوس، این بردارید؛ متناظر گراف از می باشد TRUE متناظرآن ها مقدار که را رئوسی تمام حال باشد.

کنید: مقداردهی گونه این را ٣ شکل فرمول بهتر، درک برای

x1 = TRUE, x2 = FALSE, x3 = FALSE, x4 = TRUE

این غیر در زیرا دارد. وجود مجموعه آن در رأس یک مثلث هر از وضوح به باشد، داشته m سایز با مستقل مجموعه ای گراف اگر (⇐)

رأسی با متناظر لیترال هر به کافیست φ معتبر مقداردهی برای داشت. خواهد مستقل غیر رأس دو حداقل یا و رأس m از کمتر یا صورت
باشند، داشته یکسان مقداری نقیضش و لیترال یک ندارد امکان گونه این که است روشن شود. داده نسبت TRUE مستقل، مجموعه ی از
مجموعه آن در نقیضش نظیر رأس کند، اخذ را TRUE مقدار نتیجه در و باشد مستقل مجموعه ی در آن ها از یکی نظیر رأس اگر چون
هیچ که باشند نیز لیترال هایی بین این در است ممکن می کند. اخذ را FALSE مقدار مشکلی ایجاد بدون و نیستند) مستقل هم (از نیست

کرد. نخواهد ایجاد φ مقدار در تفاوتی آن ها مقداردهی گونه هر حالت این در نشده، داده نسبت آن ها به مقداری

مراجع
[1] Michael R. Garey, David S. Johnson. Computers and Intractability: A Guide to the Theory of

NP-Completeness 1st ed., W. H. Freeman and Company, 1979, pp. 2-4.

[2] Wikipedia contributors. ”NP-completeness.” Wikipedia, The Free Encyclopedia. Wikipedia, The
Free Encyclopedia, 14 Mar. 2020. Web.
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[٩٩ [بهار

جم طاهری شایان نگارنده: ١ ان پی‐تمام مسائل :١٨ جلسه

اینگونه شهودی صورت به ان پی تعریف کردیم. صحبت ان پی مسائل به راجع و دادیم ارائه مسائل از بندی ای دسته گذشته جلسه در
کنیم. پیدا چندجمله ای زمان در را جواب می توانیم باشیم داشته جواب برای خوب خیلی حدس های از دنباله ای اگر که بود

جواب اگر و بله می گوید ناصفر احتمال با الگوریتممان باشد بله مسئله جواب اگر که باشد داشته وجود چندجمله ای الگوریتمی عبارتی به یا
خیر. می گوید صفر احتمال با باشد خیر مسئله

همین چندجمله ای تصادفی الگوریتم های شوند. اشتباه چندجمله ای تصادفی الگوریتم های با الگوریتم ها این که دارد وجود خطر این
دادن جواب درست احتمال اگر مثلا باشد، هم کم می تواند ان پی برای ولی باشد بالا باید آن ها گفتن بله احتمال ولی دارند را اخیر تعریف
جواب درست احتمال اگر و می رسیم جواب به خوبی احتمال به دهیم انجام زیادی تعداد به را الگوریتم اگر چون است خوب باشد 10−100

ولی برسیم، درست جواب به خوبی احتمال با تا کنیم تکرار بار چندجمله ای را الگوریتم کافیست زیرا است خوب هم باز باشد 1
n100 دادن

درست جواب به کمی احتمال با هم باز کنیم اجرا هم بار چندجمله ای را الگوریتم این اگر زیرا نیست خوب عمل در 1
2nc احتمال مثلا

می رسیم.

برای x ورودی جواب (یعنی x ∈ Q که طوری به باشد داشته وجود V چندجمله ای الگوریتم اگر فقط و اگر است ان پی در Q مسئله
. V (x,w) = 1 که باشد داشته وجود ( x حسب (بر چندجمله ای طول به w رشته اگر تنها و اگر باشد) بله Q مسئله

دور این آیا که کند بررسی و بگیرد را رئوس ترتیب که کنیم طراحی الگوریتمی می توانیم گراف در همیلتونی دور وجود مسئله در مثال برای
خیر. یا است همیلتونی

می کنیم. صحبت ان پی‐تمام مسائل به راجع جلسه این

می شوند. تحویل آن به ان پی مسائل تمام که کنیم صحبت مسئله ای به راجع می خواهیم

١ مدار پذیری صدق مسئله ١

یک تنها اند.و شده مشخص ورودی ها از تعدادی و زیر شکل مانند می شود داده ما به And , Or , Not گیت نوع ٣ شامل منطقی ای مدار
شود؟ ١ خروجی که کرد تعیین طوری را ورودی ها بقیه می توان آیا که است این سؤال حال داریم. خروجی

می خواهیم حال کنیم. چک را خروجی راحتی به ورودی مقدار داشتن با می توانیم زیرا است. ان پی مسئله این که دید راحت می توان
کنیم. تحویل مسئله این به می توانیم را ان پی مسئله هر کنیم ثابت

1CircuitSAT
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0 1 x1 x0

f1

V چندجمله ای الگوریتم تعریف، بنابر میشود تحویل مدار پذیری صدق به Q دهیم نشان می خواهیم است ان پی Q مسئله کنید فرض
طول با w رشته اگر تنها و اگر می دهد) ١ خروجی x ورودی با Q مسئله که است این (منظور x ∈ Q که طوری به دارد وجود Q برای

. V (x,w) = 1 که باشد داشته وجود (x حسب (بر چندجمله ای
که: طوری به دهیم ارائه را f چندجمله ای الگوریتم باید

∀x : x ∈ Q ⇐⇒ f(x) ∈ CircuitSAT

نظریه ی محاسبه در یا محاسباتی پیچیدگی درس های در می توانید را دقیق اثبات بپردازیم. مسئله دقیق اثبات به درس این در نیست قرار
مدار به می توانیم را مسئله کنیم ثابت می خواهیم کنیم. منتقل را کافی شهود داریم سعی صرفاً درس این در کنید. مطالعه درس هایی چنین یا
گیت ها این با است. منطقی مدار نوعی کامپیوتر CPU مثلا است منطقی مدار جوری هم کامپیوتر سخت افزار خود چون کنیم. تبدیل
(البته مدار پذیری صدق مسئله به می شود تبدیل و بسازیم را V الگوریتم مداری مدل می توانیم مثلا کرد. پیاده سازی را الگوریتمی هر می توان

است). مسئله ایده فقط این
حافظه محتویات مثلا دهیم نمایش دودویی رشته ی یک صورت به را الگوریتم مرحله هر می توانیم می کنیم اجرا که را الگوریتمی هر واقع در
می دهد. انجام محلی٢ عملیات های برنامه دیگر مرحله هر به مرحله هر از داریم. نگه ردیف یک در می توانیم را i زمان در متغیر ها مقادیر و
محتویات خروجی، و t = i زمان در حافظه خانه های وضعیت محتویات آن ورودی های که بسازیم مدار یک مرحله دو هر بین می توانیم

دهد. خروجی 1 مطلوب خروجی های برای که بسازیم مدار یک آخر در می توانیم باشد. t = i+ 1 زمان در حافظه خانه های وضعیت
دهیم. کاهش مدار پذیری صدق به را ان پی مسئله هر می توانیم اینگونه پس

نیز مسئله این کنیم ثابت و دهیم کاهش ان پی مسئله ی یک به را آن می خواهیم است. ان پی‐تمام ، مدار پذیری صدق مسئله ی  می دانیم
است. ان پی‐تمام

میکند. پیدا کاهش پذیری ٣‐صدق مسئله به مدار پذیری صدق مسئله کنیم ثابت می توانیم مثلاَ
به را پذیری ٣‐صدق می توانیم یعنی است. مسئله ها دیگر بودن ان پی‐تمام اثبات برای خوبی مسئله ی خیلی پذیری ٣‐صدق مسئله ی

است. ان پی‐تمام مسئله آن که شود ثابت تا دهیم کاهش مذکور ان پی مسئله ی
1 مدار خروجی اگر تنها و اگر باشد ارضاپذیر فرمول این که طوری به بسازیم پذیری ٣‐صدق برای فرمول یک مدار یک ازای به می خواهیم

باشد.
فرمول به و می کنیم And هم با را عبارت ها این نهایت در و کرد مدل فرمول ها از عبارت یک به می توان را گیت هر که است اینجا نکته

می رسیم.
باشد. پذیر ارضا فرمول اگر تنها و اگر دارد 1 خروجی شده ساخته مدار این

تنها و اگر است پذیر ارضا فرمول نهایت در می کنیم.پس And ، S با را فرمول کل فرمول برای و می گیریم نظر در S خروجی مدارمان برای
2local

٢

١ ان پی‐تمام مسائل . ١٨ ١۶٩جلسه



است ان پی ، پذیری ٣‐صدق چون پس است. پذیری ٣‐صدق به مدار پذیری صدق مسئله ی از تحویلی این پس شود. ١ مدار خروجی اگر
است. نیز ان پی‐تمام که می گیریم نتیجه تحویل این طبق

است: آمده گیت چند مدل زیر شکل در

هستند. ان پی‐تمام نیز مسئل آن کنیم ثابت و کنیم تحویل دیگری مسائل به را آن و کنیم استفاده پذیری ٣‐صدق از می توانیم حال

٣ همیلتونی دور وجود مسئله به پذیری ٣‐صدق مسئله تحویل ٢

: می دهیم تشکیل را زیر گراف باشند. فرمول متغیر های X1, X2, . . . , Xn کنید فرض

s

t

X1 X̄1

X2 X̄2

Xn X̄n

.

.

.

3DHAMcycle
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است. متغیر ها از یکی با متناظر گراف این ردیف هر
می کنیم. رسم را مربوطه یال های میکنیم اضافه گراف به را C1 رأس باشد. شده ظاهر فرمول در (X1 ∨ X̄2) مانند عبارتی کنید فرض حال

s C

t

X1 X̄1

X2 X̄2

Xn X̄n

.

.

.

اگر یعنی کنیم پیمایش می توانیم می کنیم حرکت X2 سمت به X̄2 یا X̄1 سمت به X1 مسی های از همیلتونی دور در وقتی را رأس این
true با متناظر را X̄i سمت به Xi مسیر پیمایش می توانیم و کنیم پیمایش باید را بالا مسیر ٢ از یکی حداقل باشیم داشته همیلتونی دور

بدانیم. Xi بودن false با متناظر را Xi سمت به X̄i مسیر و Xi بودن
باشد. داشته همیلتونی دور گراف این اگر تنها و اگر است شدنی ارضا فرمول که می کنیم ثابت حال

چپ. به راست از را مسیر بود false اگر و می کنیم پیمایش راست به چپ از را Xi مسیر بود true متغیر این اگر Xi هر برای
به رأسی که عبارت هر (برای می دهد ارائه ما به فرمول برای ارضا پذیر شرایط یک همیلتونی دور که کرد ثابت می توان هم حالت بندی با
همینطور و هستند مصرف یکبار و فرد به منحصر میانی رأس های این کردیم وصل یال آن به مسیر ها میانی رأس های از و کردیم اضافه گراف

دارد.). کاربرد می دهد ارضا پذیر شرایط همیلتونی دور اینکه اثبات برای که می گذاریم خالی را رأس یک انتخابی رأس جفت هر بین

است. ان پی‐تمام جهت بدون گراف در همیلتونی دور وجود مسئله دهید نشان تمرین:

کنید. تحویل هم را جهت با همیلتونی دور می توانید حتی و کنید تحویل مسئله این به را پذیری ٣‐صدق می توانید

۴ بعدی سه تطابق مسئله ٣

. T ⊆ X × Y × Z و X,Y, Z مجزای عضوی n مجموعه های : ورودی

باشد؟ آمده S اعضای از یکی در دقیقاََ X ∪ Y ∪ Z عضو هر که دارد وجود S ⊆ T آیا : خروجی
43-dimensional matching (3�DM)
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می کنیم. رسم را زیر شکل x مانند فرمول در متغیر هر ازای به

x̄

x

x̄

x̄

x

x

x̄

x

است. فرمول در x شدن ظاهر دفعات تعداد nx که است 2nx برابر شکل درونی نقاط تعداد

نقطه 3 از متشکل هرکدام که هستند T اعضای مثلث ها هستند. Z اعضای سبز نقاط و Y اعضای آبی نقاط ، X اعضای قرمز نقاط
یعنی کنیم انتخاب را قرمز ها اگر و است true ، x متغیر یعنی کنیم انتخاب را آبی مثلث های x متغیر برای اگر هستند. متمایز رنگ های با
اگر یعنی هستند. x̄ با متناظر آبی مثلث های قرمز رأس های و هستند x با متناظر قرمز مثلث های قرمز رأس های پس است. false ، x متغیر

اند. دسترسی قابل x̄ با متناظر رئوس باشد false ، x اگر و هستند دسترسی قابل x با متناظر رئوس باشد true ، x

می کنیم. رسم زیر مانند را ١ شماره ابزارک (x ∨ ȳ ∨ z) مانند عبارت هر ازای به

x ȳ z
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که x رأس های از یکی با را دو این و و می کنیم رسم آبی و سبز رنگ های با رأس دو که است صورت این به ابزارک این ساخت طریقه
می دهیم. انجام نیز z و ȳ برای را عمل این و می دهیم قرار دسته یک در نشده اند انتخاب قبلا

مربوط عبارت متغیر های از یکی ابزارک هر و بشود پوشیده آن سبز و آبی رئوس تا شوند انتخاب مثلث ها از یکی باید ابزارک هر ازای به
ابزارک های رئوس این برای ماند. خواهند باقی پوشش بدون رئوس از از (∑nxi − عبارت ها) ((تعداد جمعاً پس می پوشاند را خودش به

می کنیم. رسم را زیر مانند را روب۵ زباله

. . .

است. پوشش بدون رئوس تمامی و سبز رأس یک و آبی رأس یک از متشکل ابزارک این
بپوشانند. را باقی مانده رئوس تمام بتوانند تا می کنیم رسم (∑nxi − عبارت ها) ((تعداد تعداد به ابزارک این از

به را پذیری ٣‐صدق مسئله پس باشد، پذیر ارضا پذیری ٣‐صدق مسئله فرمول اگر تنها و اگر داریم نقاط از پوشش یک نهایت در
است. نیز ان پی‐تمام که می شود نتیجه پس است ان پی وضوح به مسئله این چون و کردیم تحویل مسئله این

۶ ماریو سوپر ۴

است. ان پی‐سخت ماریو، سوپر مسئله ی .١ قضیه
هدف. نقطه ی و شروع نقطه ی و بازی از نقشه یک ورودی:

رسید؟ هدف نقطه ی به می توان شروع نقطه ی از آیا خروجی:

٣‐صدق مسئله ی با بازی فضای تناظر می دهیم. ارايه ماریو سوپر بازی به پذیری ٣‐صدق مسئله ی از چند جمله ای تحویل یک اثبات.
کرد: خلاصه زیر شکل در می توان را پذیری

5GarbageCollection
6Super Mario
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xi دلخواه متغیر است. بازی نقشه ی از قسمتی ابزار هر می دهیم. ارائه ابزار یک پرانتز هر برای و متغیر هر برای قبل قسمت های مانند
شامل پرانتز های ابزار به می توان باشد، true با برابر xi اگر همچنین و رفت xi+1 متغیر ابزار به می توان xi متغیر ابزار از بگیرید. نظر در را
که می شود باز زمانی خروج راه این و دارد خروج راه یک تنها نیز پرانتز هر ابزار رفت. x̄i شامل پرانتز های  ابزار به صورت این غیر در و xi
کرده عبور پرانتز ها همه ی از که برسد پایان نقطه ی به می تواند زمانی ماریو شکل، طبق باشد. داشته true مقدار پرانتز از عناصر یکی حداقل
از خروج برای راهی باشد، false با برابر پرانتز ها از یکی حداقل مقدار که صورتی در باشد. true با برابر پرانتز ها همه ی مقدار یعنی باشد،
مسیر های است، دوبعدی فضای در بازی که این به توجه با می ماند. باقی بازی از قسمت آن در همیشه برای ماریو و نداشته وجود پرانتز آن
می شود. ارائه نیز تقاطع ها برای ابزار یک قاطع ها، در مسیر تغییر از پیشگیری برای باشند، داشته تقاطع هم با است ممکن مختلف ابزار های بین

متغیر ها: برای ابزار

ماریو که زمانی است. x̄i−1 از دیگری و xi−1 از آن ها از یکی که دارند وجود ورودی دو است. xi متغیر برای ابزار این که کنید فرض
گردد. باز قبلی متغیر نقیض خاص طور به و قبلی متغیر به نمی تواند نتیجه در و ندارد را بالا به بازگشت امکان می افتد، پایین به ورودی از

می رود. (true) راست به یا (false) چپ به یا ماریو باشد، چه xi متغیر مقدار که این تعیین برای
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پرانتز ها: برای ابزار

از پس و می خورد بر اشیاء جعبه ی به می رسد، پرانتز به ماریو که زمانی هستند. پرانتز داخل عنصر سه معادل پایین قسمت در ورودی سه
سمت در که آتش میان از آسیب بدون می تواند گرفت، را ستاره ماریو که این از بعد می شود. پدیدار ورودی ها بالای در ستاره یک برخورد،
که کند عبور می تواند پرانتز از زمانی تنها ماریو پس ندارد. را قسمت این از عبور امکان ماریو ستاره بدون کند. عبور دارد قرار شکل راست

باشد. true عنصر آن با متناظر مقدار یعنی شود، وارد پرانتز در عناصر از یکی با معادل درگاه طریق از

تقاطع: نقاط برای ابزار

دالان های از می تواند او ماریو، شدن کوچک با می شود. کوچک آن، دنبال به و کرده برخورد هیولا با شود، وارد چپ سمت از ماریو اگر
از و شکسته را آجری دیوار بتواند و کرده پیدا ارتقا قدرتش آن با برخورد با و برسد اشیا جعبه به و کرده عبور تصویر راست سمت تنگ
خارج تقاطع بالای خروجی از و بشکند را بزرگ آجری دیوار های نمی تواند او قسمت، این در ماریو بودن کوچک دلیل به کند. عبور تقاطع
که این به توجه با کند. عبور و شکسته را آجری دیوار های می تواند خود اندازه ی به توجه با شود، تقاطع وارد پایین سمت از ماریو اگر شود.

٨
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کوچک اندازه اش چون شود خارج راست از نمی تواند ولی بشکاند را دیوار ها می تواند ماریو است، یک طرفه پایین سمت از تقاطع به ورودی
شود. خارج بالا از می تواند فقط پس است

است ان پی ماریو، سوپر که نمی دانیم چون ولی دارد. وجود ماریو سوپر بازی به پذیری ٣‐صدق از چند جمله ای تحویل ترتیب این به
است. ان پی‐تمام ماریو، سوپر که نشده ثابت هنوز نه یا

حافظه در که هستند مسائلی کلاس این است. پی اسپیس‐تمام٧ نام به است ان پی از بزرگتر کلاسی ماریو، سوپر که است شده ثابت درواقع
است. ان پی از بزرگتری دسته و می شوند حل چندجمله ای

مراجع
[1] Erik Demaine. Design and Analysis of Algorithms. Lecture 16, MIT Open Courseware, 2015.

URL: https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-design-and-
analysis-of-algorithms-spring-2015/lecture-notes/MIT6046JS15writtenlec16.pdf

7PSPACE-Complet
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار
دادگرنیا علیرضا نگارنده: ٢ ان پی‐تمام١ مسائل :١٩ جلسه

است شده اثبات آن بودن ان پی‐تمام که مسئله ای اولین عنوان به را آن م توان که مدار٢، صدق پذیری مسئلۀ درباره ابتدا پیش جلسۀ در
تحویل ٣‐صدق پذیری٣ مسئلۀ به را مدار صدق پذیری مسئلۀ سپس کردیم. بحث آن اثبات به راجع نیز مقداری و کردیم صحبت کرد، مطرح

کردیم. اثبات را مسئله تعدادی بودن ان پی‐تمام ٣‐صدق پذیری، مسئلۀ از استفاده با و کردیم

صدق پذیری مسائل ١

‐٣ مسئلۀ ٣‐صدق پذیری. و ٢‐صدق پذیری مدار، صدق پذیری مانند دیده ایم را صدق پذیری مسائل از مختلف حالت چند حال به تا
هر در که تفاوت این با تنها م شود تعریف ٣‐صدق پذیری مسئلۀ مشابه که داد تعمیم k‐صدق پذیری مسئلۀ به م توان را صدق پذیری
پرانتز داخل متغیرهای تعداد روی محدودیت که است صدق پذیری مسئلۀ نیز مسئله این کل تر حالت دارد. وجود متغیر k حداکثر پرانتز
مسئلۀ م دانیم همچنین هستند. ان پی‐تمام نیز آن کل تر حالت های است ان پی‐تمام ٣‐صدق پذیری مسئلۀ که آن جا از ندارد. وجود

م کنیم. معرف را جدید صدق پذیری مسئلۀ تعدادی حالا است. P داخل پس دارد چندجمله ای وریتم ال ٢‐صدق پذیری

متغیر ی حداکثر پرانتز هر داخل که تفاوت این با تنها م شود تعریف صدق پذیری مسئلۀ کل حالت مانند مسئله این .Horn SAT
است). x منف متغیر از منظور و x مثبت متغیر از (منظور دارد وجود منف متغیر دلخواه تعداد به و مثبت

چندان که دارد وجود نیز ری دی راه بود. همبند قویاً گراف از استفاده ٢‐صدق پذیری مسئلۀ حل برای راه ی که دیدیم گذشته جلسات در
از م شود. منجر نتایج چه به ببینیم و یریم ب نظر در True را ،x1 مثال عنوان به متغیرها، از ی م توانیم نم شویم. آن جزئیات وارد
ری دی متغیر است، False آن مقدار که آن جا از باشد، آمده پرانتزها از ی در x1 اگر شود True پرانتز هر حاصل م خواهیم که آن جا

ی مقدار فرایند این در اگر م شود. مشخص متغیرها از تعدادی مقدار ترتیب همین به و شود True باید دارد وجود پرانتز آن در که
وریتم ال ی به دهیم ادامه را روند همین اگر باشد. False باید x1 و بوده اشتباه اولیه انتخاب که م رسیم نتیجه این به شد False پرانتز
همچنان اما بهتر زمان با وریتم های ال و است نمایی ٣‐صدق پذیری مسئلۀ برای مشابه وریتم ال زمان پیچیدگ م شود. منجر چندجمله ای
نتیجه که کرد حل چندجمله ای زمان در را هورن صدق پذیری م توان مشابه ایده ای با دارند. وجود ٣‐صدق پذیری مسئلۀ برای نمایی،

است. P عضو هورن صدق پذیری م دهد

مقدارده ی آیا ببینیم که است این هدف و دارد قرار or پرانتزها بین و and متغیرها همۀ بین پرانتز هر در مسئله این در .DNF SAT
زیر عبارت مانند خیر. یا شود True عبارت حاصل که دارد وجود

(x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y) ∨ (y ∧ z)

م شود. True نیز حاصل باشند True متغیر سه هر اگر آن در که
نداشته وجود همزمان x و x پرانتز ی در اگر و شود True پرانتز ی مقدار که است کاف تنها زیرا است، P عضو نیز DNF SAT مسئلۀ

1NP-Complete
2Circuit SAT
33-SAT
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و دارند وجود همزمان متغیر ی منف و مثبت پرانتز هر در این صورت غیر در کرد. True را پرانتز آن مناسب مقدارده با م توان باشند
م شود. گفته نیز CNF SAT صدق پذیری مسئلۀ معمول حالت به که است ذکر به لازم م شود. False پرانتزها همۀ مقدار

.Monotone 3-SAT و ٣‐صدق پذیری‐ ۵ مانند هستند ان پی‐کامل آن ها که دارد وجود صدق پذیری مسئلۀ از ری دی حالت های
Monotone مسئلۀ تفاوت و م شود ظاهر بار ۵ حداکثر متغیر هر که است این ٣‐صدق پذیری مسئلۀ با ٣‐صدق پذیری‐ ۵ مسئلۀ تفاوت

باشند. منف یا مثبت باید پرانتز ی داخل متغیرهای همۀ که است این نیز ٣‐صدق پذیری مسئلۀ با 3-SAT

ری دی گونۀ۴ ی واقع در و هستند ٣‐صدق پذیری خاص حالت گفت نم توان که دارند وجود صدق پذیری مسائل از ر دی ی سری
دارند. زیادی کاربرد تحویل پذیری و ان پی‐تمامیت مسائل در هم هستند، مشهور هم مسائل، این هستند. آن از

قرار or آن ها بین که داریم دارند وجود متغیر ٣ کدام هر در که پرانتز تعدادی مسئله این در .Exactly 1 in 3-SAT یا 1 in 3-SAT
Monotone 1 in مسئله این خاص حالت باشد. True پرانتز آن در متغیر ی دقیقا اگر تنها و اگر است، True پرانتز ی مقدار دارد.

منف اند. یا مثبت متغیرها همۀ که است 3-SAT

or آن ها بین که داریم دارند وجود متغیر ٣ کدام هر در که پرانتز تعدادی مسئله این در .(Not All Equal 3-SAT) NAE 3-SAT
باشد. داشته وجود پرانتز آن در False متغیر ی حداقل و True متغیر ی حداقل اگر تنها و اگر است، True پرانتز ی مقدار دارد. قرار

م دهیم. نشان (x, y, z) با را پرانتز هر
استفاده با کنید فکر ابتدا شاید .3-SAT ≤P NAE 3-SAT م کنیم ثابت است. ان پی‐تمام NAE 3-SAT مسئلۀ دهیم نشان م خواهیم

رابطۀ از
(x, y, z) = (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z)

یرید ب نظر در را زیر عبارت کنیم. تحویل NAE 3-SAT به را 3-SAT یعن دهیم انجام را این برعکس باید ما اما است واضح م ح

Φ = (x1 ∨ y1 ∨ z1) ∧ (x2 ∨ y2 ∨ z2) ∧ · · · ∧ (xm ∨ ym ∨ zm)

مرحله دو در را کار این شود. True ،3-SAT در Φ اگر تنها و اگر شود True ،NAE 3-SAT در Φ′ که بسازیم ل ش به را Φ′ عبارت باید
م کنیم تعریف .NAE 4-SAT ≤P NAE 3-SAT م دهیم نشان سپس 3-SAT ≤P NAE 4-SAT م کنیم ثابت ابتدا م دهیم. انجام

Φ′ = (x1, y1, z1, s) ∧ (x2, y2, z2, s) ∧ · · · ∧ (xm, ym, zm, s)

در s = False دهیم قرار اگر پس است. شده True متغیر ی حداقل پرانتز هر در یعن یرید ب نظر در Φ برای ارضاکننده مقدارده ی
ی کنید فرض برعکس م شود. True آن نهایی مقدار نتیجه در داریم False مقدار ی حداقل و True مقدار ی حداقل Φ′ پرانتز هر

مقدارده ی برای یعن دارد تقارن False و True بین NAE SAT مسئلۀ که کنید دقت باشیم. داشته Φ′ برای ارضاکننده مقدارده
واقع در است. ارضاکننده نیز جدید مقدارده (True به False و False به True) کنیم برعکس را متغیرها مقادیر همۀ اگر کننده ارضا
رنگ دو این با را مسئله و کنیم استفاده قرمز و آبی رنگ دو از آن ها جای به م توانیم و نم کنیم استفاده ای False و True مفهوم از ما
yi ،xi از ی حداقل داریم True مقدار ی حداقل پرانتز هر در که آن جا از .s = False کنیم فرض م توانیم نتیجه در کنیم. تعریف
باید نهایت در است. تحویل پذیر NAE 3-SAT به ٣‐صدق پذیری یریم ب نتیجه م توانیم و م شود True نیز Φ پس است True ،zi و

یرید. ب نظر در را زیر تبدیل .NAE 4-SAT ≤P NAE 3-SAT دهیم نشان

(x, y, z, w) =⇒ (x, y, s) ∧ (z, w, s) (١)

مقدار x ̸= y اگر دارد. وجود False مقدار ی و True مقدار ی wحداقل و z ،y ،x بین باشد. True ،(١) تبدیل چپ سمت کنید فرض
x = y = True م کنیم فرض تقارن بنابر پس م شود True نیز (z, w, s) مقدار z ̸= w اگر ترتیب همین به و م شود True ،(x, y, s)
و z از ی حداقل مقدار که آن جا از .s = False م دهیم قرار و دارد) تقارن False و True بین NAE SAT مسئلۀ که کنید (دقت

4variant
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اگر شود. True ،(١) تبدیل راست سمت کنید فرض برعکس م شوند. True ،(z, w, s) و (x, y, s) پرانتز دو هر است False ،w
دارد وجود آن ها بین مختلف مقدار دو پس است تناقض که م شوند False ،(z, w, s) و (x, y, s) پرانتز دو از ی ،x = y = z = w

بودن ان پی‐تمام و است تحویل پذیر NAE 3-SAT به NAE 4-SAT م شود نتیجه کل در است. True ،(x, y, z, w) م دهد نتیجه که
م شود. ثابت NAE 3-SAT

اشاره آن ها به تمرین ها قسمت در که کرد اثبات NAE 3-SAT مسئلۀ از استفاده با م توان را کلاسی مسائل از تعدادی بودن ان پی‐تمام
شد. خواهد

Subset Sum مسئلۀ ٢

و A = {a1, a2, . . . , an} عضوی n مجموعۀ سوال این ورودی م کنیم. اثبات را Subset Sum مسئلۀ بودن ان پی‐تمام بخش این در
x∈S∑است). x S∑همان از S∑(منظور = t که دارد وجود S ⊆ A مجموعۀ آیا که کنیم بررس باید و است t عدد

Subset مسئلۀ پس خیر یا دارد را مسئله خاصیت که کنیم بررس م توانیم چندجمله ای زمان در شود داده ما به S مجموعۀ اگر که کنید دقت
ان پی‐تمام که دادیم نشان و کردیم صحبت 3-DM اختصار به یا ٣‐بعدی۵ تطابق مسئلۀ راجع به قبل جلسۀ در است. ان پی داخل Sum
سه تایی های و B = {x1, x2, . . . , xm} مجموعۀ کنید فرض کنیم. تحویل Subset Sum مسئلۀ به را مسئله این م خواهیم حالا است.
کدام هر به باشد. شده داده سه تایی های در xi شدن ظاهر دفعات تعداد ni کنید فرض باشند. شده داده ما به مجموعه این از (xi, xj , xk)

عدد (xi, xj , xk) مانند سه تایی ها از

ai,j,k =

0 . . . 01
i
0 . . . 01

j
0 . . . 01

k
0 . . . 00︸ ︷︷ ︸

m


1+max

s
ns

م دهیم قرار همچنین نیست. بالا ل ش به k و j ،i ترتیب لزوماً که کنید دقت است. آن مبنای 1 + max
s

ns که م کنیم نظیر را

t =

(
11 . . . 11︸ ︷︷ ︸

m

)
1+max

s
ns

م شود t با برابر ai,j,kها همۀ مجموع باشد شده ظاهر سه تایی ها در ی بار دقیقاً B مجموعۀ اعضای از کدام هر اگر که است واضح حالا
اتفاق ده بر یِ هیچ مجموع در داده ایم قرار 1 + max

s
ns با برابر را مبنا که آن جا از شود، t با برابر ai,j,kها همۀ مجموع اگر برعکس و

تحویل 3-DM مسئلۀ به Subset Sum مسئلۀ نتیجه در باشد. آمده سه تایی ها از ی در دقیقاً باید B مجموعۀ عضو هر پس نم افتد
م شود.

حالت Partition مسئلۀ کرد. تحویل آن به م توان را Subset Sum مسئلۀ م کنیم ثابت و م کنیم تعریف را Partition مسئلۀ حالا
دنبال به ما و است شده داده C = {c1, c2, . . . , cn} مجموعۀ تنها که است این دارد آن با که تفاوت و است Subset Sum مسئلۀ خاص

.∑S =
∑

C
2 که م گردیم S ⊆ C مجموعۀ

زیر ل ش به را A′ مجموعۀ و ∑A = σ م دهیم قرار باشد. شده داده ما به t عدد و A = {a1, a2, . . . , an} مجموعۀ کنید فرض
م کنیم تعریف

A′ = {a1, a2, . . . , an, an+1, an+2} , an+1 = σ + t, an+2 = 2σ − t

که کنید ∑دقت
A′ =

∑
A+ an+1 + an+2 = 4σ. (٢)

53-Dimensional Matching
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داریم حالا .S′ = S ∩ {an+2} م دهیم قرار ،∑S = t که باشد داشته وجود S ⊆ A اگر
∑

S′ =
∑

S + an+2 = 2σ
(2)
=

∑
A′

2

تعریف ،∑S′ =
∑

A′

2 که باشد داشته وجود S′ ⊆ A′ مجموعۀ اگر برعکس است. Partition مسئلۀ برای جواب ی S′ مجموعۀ پس
ری دی و S′ در باید آن ها از ی an+2 و an+1 عدد دو بین از که کنید دقت .∑S′ =

∑
A′

2 که است واضح .S′ = A′\S′ م کنیم
زیرا باشد S′ در

an+1 + an+2 = 3σ > 2σ
(2)
=

∑
A′

2
.

داریم نهایت در .S = S′\ {an+1} م دهیم قرار و an+1 ∈ S′ م کنیم فرض تقارن ∑بنابر
S =

∑
S′ − an+1 = t

است. تحویل پذیر Partition مسئلۀ به Subset Sum مسئلۀ که م گیریم نتیجه و شد اثبات هم ر دی طرف پس

Rectangle Packing مسئلۀ ٣

این سوال و است شده داده کوچ تر مستطیل تعدادی و بزرگ مستطیل ی م کنیم. بررس را Rectangle Packing مسئلۀ بخش این در
داشته اشتراک هم با مرزی نقاط جز به نباید کوچ (مستطیل های پوشاند کوچ مستطیل های با را بزرگ مستطیل م توان آیا که است

است. مجاز مستطیل ها برای درجه نود چرخش باشند).
دقت نیست. کاف شرط این اما باشد برابر بزرگ مستطیل مساحت با کوچ مستطیل های مساحت جمع باید که است این بدیه نکتۀ
کنیم بررس چندجمله ای زمان در م توانیم باشیم داشته را آن ها چرخش میزان و مستطیل ها ان م اگر زیرا است ان پی مسئله این که کنید
نشان را آن بودن ان پی‐تمام که است تحویل پذیر مسئله این به Partition مسئلۀ م دهیم نشان خیر. یا م شود پوشانده بزرگ مستطیل که

کوچ مستطیل های و 2×
∑

A
2 مستطیل ی را بزرگ مستطیل است. شده داده A = {a1, a2, . . . , an} مجموعۀ کنید فرض م دهد.

نظیر مستطیل است کاف ∑S =
∑

A
2 که باشد داشته وجود S ⊆ A مجموعۀ اگر م گیریم. نظر در 1 × ai ،1 ≤ i ≤ n هر برای را

نیمۀ در نیز را نیستند S عضو که aiهایی نظیر مستطیل و دهیم قرار ترتیب به و بزرگ مستطیل بالای نیمۀ در را هستند S عضو که aiهایی
مستطیل است ن مم زیرا دهیم نشان نم توانیم را م ح ر دی طرف اما م شود. اثبات م ح طرف ی و دهیم قرار بزرگ مستطیل پایین

برابر ٣ را بزرگ مستطیل و کوچ مستطیل های همۀ طول ل مش این حل برای باشد. گرفته قرار عمودی به طور و باشد چرخیده درجه نود
آن ها طول زیرا یرند ب قرار عمودی به طور نم توانند ر دی مستطیل ها و م شود اثبات قبل مشابه م ح اول طرف این صورت در م کنیم.
در را دارند قرار بزرگ مستطیل بالای نیمۀ در که مستطیل هایی نظیر ِai است کاف حالا است. ٢ بزرگ مستطیل عرض اما است ٣ حداقل

م شود. نتیجه م ح و دهیم قرار S مجموعۀ

ان پی‐تمامیت۶ قویاً ۴

کنیم. بررس را ها پازل از انواع داریم قصد ابتدا
آن تکۀ هر ضلع هر و است 1 × 1 و ل ش مربع آن تکه های که است این صورت به کنیم بررس را آن م خواهیم این جا که پازل از نوع
همرنگ م کنند، پیدا تماس ر ی دی با که ضلع هایی که دهیم قرار ر ی دی کنار م توانیم صورت در را پازل از تکه دو دارد. رنگ ی

گیرند: قرار هم کنار م توانند زیر تکۀ دو مثال عنوان به باشند.
6Strong NP-Completeness
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a cca

b

d

b

d

a

دو آن کردن درست که است Eternity پازل نیز آن ها معروف انواع از ی و داشته اند وجود میلادی نوزدهم قرن از پازل ها از نوع این
دارد). جایزه دلار میلیون ی P vs NP مسئلۀ حل که است ذکر به (لازم است داشته جایزه دلار میلیون

ان پی‐تمام مسئله ی پازل از نوع این حل که کنیم ثابت م خواهیم است. شده داده ما به به هم ریخته پازل ی قطعات کنید فرض حالا
آیا که است این سوال و است شده داده ما به بزرگ مستطیل ی و مربع ها این از تعدادی که است این صورت به مسئله واقع در است.

ندارد). شرط مستطیل مرز با مربع ها اشتراک وجه (رنگ داد قرار شده، گفته شرط با بزرگ، مستطیل در را تکه ها این م توان
Rectangle مسئلۀ مانند کنیم. تحویل مسئله این به را Partition مسئلۀ م کنیم سع ابتدا است. قبل مسئلۀ به شبیه حدودی تا مسئله این
م خواهیم و م گیریم نظر در 2× 3

∑
A

2 مستطیل ی هم را بزرگ مستطیل م کنیم، درست 1× 1 مربع 3aiتا ،i هر ازای به Packing
رنگ دو دقیقا که بسازیم ل ش به را مربع ها م توانیم یرند. ب قرار هم کنار بزرگ مستطیل در باشند مجبور که باشد ل ش به مربع ها رنگ

زیر: ل ش مانند باشیم. داشته ... و i2 رنگ دو ،i1

i1 i1 i2 i2 i3 i3 i4 ik

وجه رنگ این که شویم مطمئن باید است، شده ظاهر آن ها در i1 رنگ که داریم مربع دو اگر که است این م آید وجود به این جا که ل مش
پازل، مسئلۀ ورودی و م کردیم تولید کوچ مربع تا 3ai باید i هر برای که است این ر دی ل مش نباشد. بزرگ مستطیل با مربع اشتراک
این در اما شوند تعریف کامل طور به ورودی عنوان به مسئله این در جداگانه طور به باید مربع ها این از کدام هر و هستند مربع ها این همۀ

یریم. ب پیش در را ری دی روش باید و نم کند کار روش این پس باشد. نمایی است ن مم مربع ها تعداد حالت
است. ان پی‐تمام ضعیف طور به کردیم استفاده مرجع مسئلۀ عنوان به آن از که Partition مسئلۀ که است این اصل ل مش حقیقت در

م شویم. ل مش دچار آن حل در باشد، نمایی اعداد مقدار اگر ول کنیم حل را مسئله م توانیم باشند، کوچ عددها اگر یعن

دارد. وجود پی‐تمام ان قویاً نام به مفهوم آن مقابل در

هم باز بنویسیم، ان ی صورت به را آن ورودی اعداد که صورت در اگر است ان پی‐تمام قویاً مسئله ی ان پی‐تمام. قویاً مسئلۀ
بماند. ان پی‐تمام

تعداد این صورت در .111111 دهیم قرار 6 جای به مثلا دهیم. نمایش ی تعدادی صورت به را، نظر مورد عدد بعن نوشتن ان ی
است. عدد آن مقدار اندازۀ به است، نیاز عدد ی نمایش برای که حافظه ای

A = {a1, a2, . . . , an} مجموعۀ آن ورودی که است 3-Partition مسئلۀ م شود استفاده زیاد آن از و است ان پی‐تمام قویاً که مسئله ی
طوری که کرد افراز A1, A2, . . . , An

3
مجموعه های به را A مجموعۀ م توان آیا که است این سوال و است

∀1 ≤ i ≤ n

3
:
∑

Ai =

∑
A

n/3
= t, ∀1 ≤ i ≤ n : ai ∈

(
t

4
,
t

2

)
.

عضو ٣ از کم تر آن ها از ی اگر زیرا باشند، داشته عضو سه دقیقاً باید Aiها از کدام هر م دهد نتیجه ai ∈ ( t4 , t
2

) شرط که کنید دقت
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م شود. t از بیش تر اکیداً آن اعضای مجموع باشد داشته عضو ٣ از بیش تر اگر و م شود t از کم تر اکیداً آن اعضای مجموع باشد، داشته
است. آمده [١] در و نم کنیم بررس این جا را مسئله این بودن پی‐تمام ان قویاً اثبات

مسئلۀ با کار این که دهیم نشان م خواهیم اما کرد تحویل Partition مسئلۀ از استفاده با نم توان را پازل ها مسئلۀ که دیدیم قبلا
ر دی این جا اما بسازیم چندجمله ای زمان در را مربع ها نم توانستیم که بود این شدیم مواجه آن با که ل مش است. ان پذیر ام 3-Partition
مربع هایی شویم مطمئن که بود این ر دی ل مش ی م سازیم. 1× 1 مربع n3)تا + 1

)
ai ،1 ≤ i ≤ n هر برای و نداریم را ل مش این

حل گیرند قرار مرز در م توانند فقط که ر دی مربع چند تولید با م توانیم را ل مش این نگیرند. قرار بزرگ مستطیل مرز در ساختیم که
این دادن قرار از بعد که باشد ل به ش باید بزرگ مستطیل عرض و است آمده ی بار فقط که باشد رنگ ی طرفشان باید مربع ها این کنیم.

زیر: ل ش مانند باشد. n
3 باق مانده مستطیل عرض مربع ها

2
+

n 3

A B C D E F G
H

I

J

K

L

M
NOPQRST

U

V

W

X

Y

Z a a b b c c d d e e f f
g
g

h
h

i
i

j
j

k
k

llmmnnooppqq

v
v

u
u

t
t

s
s

r
r

% % % % %

% % % % %

$

$

$

$

$

$

$

$

n 3

3

n
(a1 + a2 + · · ·+ an)

2 +
3

n
(a1 + a2 + · · ·+ an)

% رنگ دو مربع هر در م توانیم زیرا بسازیم مربع n3)تا + 1
)
ai که نیست نیازی ر دی بسازیم بالا ل ش مانند قاب ی اگر که کنید دقت

نیز بالا ل ش برسیم. هدف به م توانیم نیز مربع ai ساختن با و نیستند چرخاندن قابل مربع ها ر دی این صورت در و دهیم قرار هم روبه روی
با برابر داخل مستطیل طول دلیل همین به و است شده ساخته مربع ai داشتن فرض با

3

n
(a1 + a2 + · · ·+ an)

برای است قوی تری نتیجۀ این که بر علاوه بودن ان پی‐تمام قویاً که است این یریم ب م توانیم که نتیجه ای پس است. شده گرفته نظر در
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به و کنیم استفاده Partition مسئلۀ از کردیم سع ابتدا در پازل مسئلۀ بودن ان پی‐تمام اثبات برای هست. هم لازم مسائل بعض اثبات
بود. انجام قابل سادگ به کار این 3-Partition مسئلۀ از استفاده با که دیدیم اما خوردیم ل مش

جزئیات با را داشتیم قبلا که سخت نمودار م توانیم شدیم آشنا جلسه این در آن با که بودن ان پی‐تمام قویاً جدید مفهوم به توجه با
کنیم: رسم بیش تری

[Weakly] NP-Hard

Strongly NP-Hard

Strongly Polynomial

[Weakly] Polynomial

Pseudo Polynomial

مسائل مثال عنوان به باشند. داشته چندجمله ای شبه وریتم ال م توانند هستند ان پی‐سخت ضعیف طور به که مسائل نمودار، به توجه با
کوچ مسئله ورودی اعداد اگر و دارند چندجمله ای شبه وریتم ال اما هستند ان پی‐سخت ضعیف طور به Partition و Subset Sum

کل در نیست. چندجمله ای ورودی طول حسب بر وریتم ال ر دی باشند بزرگ ورودی اعداد اگر اما م شوند، محسوب چندجمله ای باشد
در ندارد. وجود که م شود زده حدس و است نشده پیدا باشد چندجمله ای ورودی طول حسب بر که وریتم ال ان پی‐سخت مسائل برای
شار مسئلۀ در مثال عنوان به دارند. چندجمله ای قویاً وریتم ال که دارند وجود مسائل دارند، چندجمله ای وریتم ال که مسائل بین نهایت
Scaling وریتم ال م شود، ظاهر یال بزرگ ترین ظرفیت آن اجرای زمان در زیرا است چندجمله ای شبه رسون٨ فورد‐فال وریتم ال بیشینه٧،
ورودی طول حسب بر که م شود ظاهر وزن بزرگ ترین اریتم ل و یال ها تعداد رئوس، تعداد آن اجرای زمان در زیرا است چندجمله ای

است. چندجمله ای قویاً وریتم ال این که شود ظاهر ورودی اجزای تعداد فقط که دادیم ارائه وریتم ال نیز آن از پس و است چندجمله ای

م شود نتیجه است ان پی‐تمام Rectangle Packing مسئلۀ کردیم ثابت Partition مسئلۀ از استفاده با ما که آن جا از کنید دقت
اثبات را آن بودن ان پی‐تمام قویاً م توان 3-Partition مسئلۀ از استفاده با اما است ضعیف ان پی‐تمام Rectangle Packing مسئلۀ

است. قبل اثبات همان به شبیه بسیار که کرد

تمرین ها ۵
به شود. بیشینه برش دو بین یال های وزن جمع که کنیم پیدا را برش م خواهیم و داده ایم نسبت مثبت وزن یال هر به گراف ی در .١

کنید. تحویل بیشینه برش مسئلۀ به را NAE 3-SAT مسئلۀ م گوییم. بیشینه٩ برش مسئله، این
یال هیچ سر دو طوری که کرد رنگ رنگ، سه با را G رئوس م توان آیا که کنیم بررس م خواهیم و است شده داده G گراف .٢

کنید. تحویل ٣‐رنگ آمیزی مسئلۀ به را NAE 3-SAT مسئلۀ م گوییم. ٣‐رنگ آمیزی١٠ مسئله، این به نباشد. تک رنگ
7Max Flow
8Ford-Fulkerson
9Max Cut

103-Coloring
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کنید. تحویل ٣‐رنگ آمیزی مسئلۀ به را 3-SAT مسئلۀ .٣

مراجع
[1] Michael R. Garey, David S. Johnson. Computers and Intractability: A Guide to the Theory of

NP-Completeness. 1st ed., 1979
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار
دادگرنیا علیرضا نگارنده: (اختیاری) پیچیدگ دنیای در گذاری و گشت :٢٠ جلسه

ری دی مسائل سپس کردیم اثبات را آن ها از تعدادی بودن ان پی‐تمام١ و شدیم آشنا صدق پذیری مسائل از مختلف انواع با پیش جلسۀ در
است قرار جلسه این در شدیم. آشنا ان پی‐تمامیت٢ قویاً مفهوم با و کردیم بررس را Rectangle Packing و Subset Sum جمله از

کنیم. کسب هستند آن با مرتبط که کلاس هایی و ان پی کلاس راجع به بیش تری اطلاعات

ان پی کلاس ١

مهم از بخش زده اید حدس احتمالا که همان طور م شود. ظاهر زیادی مسائل پیچیدگ تحلیل در و است مهم بسیار کلاس ان پی، کلاس
خواهیم توضیح نیز مسئله این بودن مهم چرایی دربارۀ ادامه در است. مهم مسئلۀ بسیار P vs NP مسئلۀ که است دلیل این به آن بودن
این که از مستقل یعن دارند قرار ان پی کلاس در م شویم روبه رو آن ها با که محاسبات مسائل اکثر که است این جالب بسیار نکتۀ ی داد.
ان پی‐سخت٣ که کنیم ثابت م توانیم یا کنیم، پیدا آن برای چندجمله ای وریتم ال ی م توانیم یا عمدتاً باشد، آمده حیطه کدام از مسئله این

است: زیر ل ش مانند داریم کلاس ها این از که تصوری است. ان پی‐تمام یا

P

NP

NPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPC

NP-Hard

همین به م گیرند، قرار پی یا ان پی‐تمام قسمت دو از ی در ه بل هستند ان پی کلاس عضو تنها نه م شویم، مواجه آن ها با که مسائل اکثر
ان پی‐تمام و پی بین که دارند وجود مسائل آیا این که اول م شود. مطرح نظری سوال چند حال دارند. قطبی دو حالت ی م گوییم علت
تا زیر قضیۀ باشد. داشته وجود آن ها برای چندجمله ای وریتم ال نه و باشند ان پی‐تمام نه اما باشند ان پی کلاس عضو یعن یرند؟ ب قرار

م دهد: جواب سوال این به حدی

نیستند، پی و ان پی‐تمام کلاس های از هیچ ی عضو که دارند وجود ان پی کلاس در مسائل میلادی). ٧٠ (دهۀ Ladner قضیۀ
.P ̸= NP اگر تنها و اگر

1NP-Complete
2Strong NP-Completeness
3NP-Hard
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بین مسئله بی نهایت نباشد چنین این اگر اما ندارد وجود آن ها بین مسائل و هستند ی کلاس دو که باشد P = NP اگر واقع در
سخت تر قبل سطح از سطح هر مسائل طوری که کرد سطح بندی را مسائل این م توان همچنین دارد. وجود پی و ان پی‐تمام کلاس دو
از خارج که مسائل م دانیم نم شویم. مواجه باشند کلاس دو این بین که مسائل با معمولا ما عمل به طور که است این نکته اما هستند.
قرار کلاس در مشابه بازی های یا شطرنج در برد استراتژی تعیین مثل کردیم، اشاره قبلا آن ها از تعدادی به و دارند وجود باشند ان پی کلاس

است. نشده اثبات P vs NP مسئلۀ مانند هم آن اما است ان پی کلاس از بزرگ تر نظر به که دارند

گراف دو واقع در است. گراف ها۴ ریخت ی مسئلۀ اول، مسئلۀ دارد. وجود ان پی‐تمام و پی کلاس دو بین مسائل برای کاندیدا چند
نه و دارد وجود چندجمله ای وریتم ال نه مسئله این برای نه. یا هستند ریخت ی گراف دو این که کنیم تعیین باید و است شده داده ما به
زیرا نیست ان پی‐تمام مسئله این که دارد وجود شواهدی است. ان پی کلاس عضو وضوح به اما است ان پی‐تمام که است شده ثابت
است ن مم اما است بیش تر باشد پی این که احتمال و م شود نقض پیچیدگ مهم حدس های از ی باشد ان پی‐تمام اگر است شده ثابت
نیست چندجمله ای که است شده داده پیش سال پنج حدود مسئله این برای خوب وریتم ال ی باشد. داشته قرار کلاس دو این بین واقعاً

است. شده نزدی تر پی کلاس به مسئله این و است Quasi-polynomial time اما

پروتکل های از بعض در مسئله این بودن سخت از مثال برای و است کاربردی و مهم بسیار که است Factoring مسئلۀ دوم، مسئلۀ
ان پی‐تمام که است شده ثابت نه و دارد وجود چندجمله ای وریتم ال نه نیز مسئله این برای م شود. استفاده RSA پروتکل مانند رمزنگاری
کلاس عضو واقع در و ان پی‐تمام یا هستند پی یا مسائل اکثر محدود مسئلۀ چند جز به کل در است. ان پی کلاس عضو وضوح به اما است
مسئله پاسخ اگر که مسائل دسته به یادآوری، جهت چیست. اتفاق این دلیل که بیاید وجود به سوال این است ن مم حال هستند. ان پی
بسیار تعریف این م گوییم. ان پی کلاس کنیم، بررس را آن درست چندجمله ای زمان در بتوانیم بدهند، ما به آن برای شاهدی و باشد مثبت
بتوانیم بدهند ما به را مسئله ی حل اگر که است ل ش این به آن شهود واقع در م گیرد. بر در را زندگ موقعیت های از خیل و است کل
اهداف به اگر هستند. ل ش این به معماها اکثر و شود!” آسان گشت حل چو ”معما ضرب المثل شبیه کنیم، چ را آن درست به راحت
اما کند تلاش اثبات به رسیدن برای سال ها است ن مم که است قضیه ی اثبات دنبال به ریاض دان ی مثلا کنید، فکر مختلف انسان های
م توان حت باشد شده نوشته منطق سیستم ی در اثبات اگر کرد. بررس کوتاه زمان در را آن درست م توان شود کامل اثبات زمان که
طبیعت از مشاهدات سری ی که کنیم تعریف این صورت به را دانشمندان کل هدف م توانیم یا کرد. چ را آن درست کامپیوتر وسیلۀ به

طرح م خواهیم و داریم محدودیت هایی سری ی معمولا مهندس در یا کند. توجیه را مشاهدات این که بدهند تئوری م خواهند و دارند
م شود معلوم به سادگ شود پیدا آن جواب اگر که هستند مسائل حل دنبال به انسان ها کل در کند. رعایت را محدودیت ها این که بدهیم

م شود. شامل را مسائل از بسیاری ان پی کلاس که است دلیل این به بودند. آن دنبال به که است جوابی همان این که

مختلف علوم در ان پی‐تمامیت ٢

ل ش این به و دارد وجود علم حیطه های از بسیاری در نیز مفهوم این که م بینید کنید دقت اگر م پردازیم. ان پی‐تمامیت مفهوم به حال
ثابت مسائل از بسیاری یریم ب نظر در که را علم از زمینه هر شود. شامل را شده اند مطرح کامپیوتر علوم در که مسائل فقط که نیست

هستند: زیر شرح به مسائل این از تعدادی هستند. ان پی‐تمام که شده اند

Aerospace engineering. Optimal mesh partitioning for finite elements
Biology. Phylogeny reconstruction.
Chemical engineering. Heat exchanger network synthesis.
Chemistry. Protein folding.
Civil engineering. Equilibrium of urban traffic flow.
Economics. Computation of arbitrage in financial markets with friction.

4Graph isomorphism
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Electrical engineering. VLSI layout.
Environment engineering. Optimal placement of contaminant sensors.
Financial engineering. Minimum risk portfolio of given return.
Game theory. Nash equilibrium that maximizes social welfare.

Mathematics. Given integers a1, a2, . . . , an, compute
∫ 2π

0
cos (a1θ)× cos (a2θ)× · · · × cos (anθ) dθ

Mechanical engineering. Structure of turbulence in sheared flows.
Medicine. Reconstructing 3d shape from biplane angiocardiogram.
Operations research. Traveling salesperson problem.
Physics. Partition function of 3d Ising model.
Politics. Shapley-Shubik voting power.
Recreation. Versions of Sudoku, Checkers, Minesweeper, Tetris, Rubik’s Cube.
Statistics. Optimal experimental design.

شیم دان یا زیست شناس مثال برای نبوده اند نیز علوم کامپیوتردان کرده اند، اثبات را بالا مسائل بودن ان پی‐تمام که کسان از خیل
مفهوم گفت بتوان شاید کنند. اثبات را مسائل این بودن ان پی‐تمام که گرفته اند یاد محاسبات پیچیدگ حدی در و بوده اند اقتصاددان یا
مفهوم ی است. بی نظیر به نزدی م شود آن از که استفاده ای و دارد علم حیطه های از بسیاری در که بروزی لحاظ از ان پی‐تمامیت
مسئله ی کرده اید ثابت علم از حیطه ای در شما کنید فرض م شود. مطرح سوال تعدادی حال دارد. وجود جا همه در که است جامع بسیار
است این دارد وجود که جالبی نکتۀ مشابه. مسائل و است چقدر یرد ب م تواند ول مول ی که انرژی کمینۀ مثال برای است. ان پی‐تمام
مسائل حل یعن طبیعت، در ان ام این واقعاً که است این برداشت ی م شوند. حل خودبه خود طبیعت در مسائل این م آید نظر به که
قرار طبیعت در را آن ها و کند نظیر ول مول ی سری به را مسائل که بسازیم محاسبات ماشین ی م توانیم ما و دارد وجود ان پی‐تمام،

کند. حل ما برای را مسئله تا دهیم
کرد. حل را آن م توان حباب تعدادی از استفاده با که است داشته وجود ادعا این و بوده شده پررنگ بسیار ان پی‐سخت مسئلۀ ی زمان
داریم، صفحه در ثابت نقطۀ تعدادی است: ل ش این به آن صورت ی دارد. مختلف صورت های که است اشتاینر درخت مسئله این نام
دو هر بین م کنیم فرض واقع (در کنیم. حساب را حاصل گراف کمینۀ۵ فراگیر درخت و کنیم اضافه آن ها به کم نقطۀ تعدادی م توانیم
را طول کمینۀ که هستیم درخت دنبال به ن، مم حالات همۀ بین است.) نقطه دو واصل پاره خط طول آن، وزن که دارد وجود یال ی نقطه
مشخص خط چین با که اولیه، حالت از کم تر حاصل کمینۀ فراگیر درخت طول کنیم اضافه را سفید نقطۀ اگر زیر ل ش در مثال برای دارد.

م شود: است، شده

تعدادی شیشه ها از ی روی است داده ما به مسئله که نقاط به جای و برم داریم شیشه دو م سازیم. فیزی به طور را مسئله این حال
5Minimum Spanning Tree
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کرده ایم درست صابون و آب از که محلول ی درون را وسیله این سپس م دهیم. قرار پایه ها روی نیز را ر دی شیشۀ و م دهیم قرار پایه
م کنند تنظیم ل ش به را خودشان حباب ها این که است این نکته شود. یل تش حباب تعدادی شده داده قرار پایه های بین که م کنیم فرو
اما م کند حل را اشتاینر درخت مسئلۀ کار این که است داشته وجود تصور این زمان برسیم. اشتاینر مسئلۀ در کمینه درخت حالت به که

ی صرفاً باشد زیاد نقاط تعداد که زمان و م کنند حل را مسئله حباب ها باشد، کم نقاط تعداد که صورت در تنها که است این واقعیت
م تواند طبیعت که ایده این حاضر حال در کرد! حل صابون و حباب با را ان پی‐تمام مسائل نم توان پس م کنند. پیدا را موضع کمینۀ
به نسبت قوی تری کار نیست قرار طبیع پروسه های که است این بر تصور و نیست پرطرفداری ایدۀ چندان کند حل را ان پی‐تمام مسائل

دهند. انجام ، معمول محاسبات مدل های با و معمول کامپیوترهای

آوریم به دست آن از محاسبات مسئلۀ ی کنیم، مدل ل ش به را م افتد اتفاق طبیعت در که مسئله ی ما اگر که است این ر دی سوال
جواب در یریم؟ ب م توانیم نتیجه ای چه م کند، حل را مسئله این طبیعت نظر به حال که در است، ان پی‐تمام مسئله این که شود ثابت و
م آید نظر به صرفاً و نم شود حل بهینه به طور طبیعت در واقعاً مسئله این که است این اول گزینۀ دارد. وجود گزینه چند که وییم ب باید
طبیعت در که است این سوم گزینۀ و کرده ایم اشتباه آن مدل کردن در ما که است این دوم گزینۀ است، آن کردن حل به قادر طبیعت که
اگر و است مهم بسیار نتیجۀ نیز این است. آن کردن حل به قادر طبیعت علت همین به و نم افتند اتفاق مسئله سخت ورودی های آن

بعض خاص، ورودی های ازای به م توانیم نیز ما م آوریم. به دست مسئله از بهتری خیل درک کنیم بررس را طبیعت در مسئله ورودی های
ازای به اما م کنند عمل خوب بسیار عمل در که دارند وجود حل کننده هایی ،SAT مسئلۀ برای مثلا کنیم. حل را ان پی‐تمام مسائل از

بعض که است زیاد آن قدر طبیعت در بودن ان پی‐تمام مسئلۀ اهمیت کنند. حل را آن نتوانند و کنند گیر است ن مم ورودی ها ی سری
علوم در که ری دی قوانین یا ترمودینامی دوم قانون مانند یریم ب نظر در طبیعت قانون ی را P ̸= NP است بهتر م گویند محققین از
علوم کامپیوتردان ی کرد. حل کارآمد۶ زمان در را ان پی‐تمام مسائل نم شود م کنیم زندگ ما که طبیعت در یعن دارند. وجود ر دی
که است طبیعت قوانین از ی این و P ̸= NP که م کردند اعلام رسماً بودند فیزی دانان مثل هم علوم کامپیوتردانان اگر م گوید مشهور
P = NP م کرد ثابت کس احیاناً اگر م دادند. نوبل جایزۀ خودشان به مهم قانون این کشف دلیل به نیز آن از بعد کرده ایم! کشف ما
از که تئوری یا مدل ی در یعن کند کم بسیار نیز ر دی علوم در م تواند محور پیچیدگ دیدگاه بنابراین م دادند! نوبل جایزۀ نیز او به
به را طبیعت توسط کردن اجرا قابلیت که است ل ش به مدل اگر و شود لحاظ نیز مصرف منابع م شود، داده طبیع پروسه های ی سری

دارد. ایرادی ی ما مدل احتمالا که بزنیم حدس باید ندارد کارآمد صورت

آن! از فراتر و coNP ،NP ٣

،A مسئلۀ هر برای یعن است ان پی کلاس مل م دقیقاً coNP کلاس م کنیم. معرف را coNP کلاس ابتدا

A ∈ NP ⇐⇒ A ∈ coNP.

نبودن پذیر ارضا نداشتن، همیلتون دور مثال برای داده ایم. تغییر آن در را خیر و بله جای که تفاوت این با است A مسئلۀ همان A مسئلۀ
ده مقدار هر برای که است این سوال و است شده داده منطق عبارت (ی منطق عبارت ی بودن tautology و منطق مدار ی

زیر ل ش به را ان پی کلاس از A مسئلۀ قبل جلسات در هستند. coNP کلاس از مسائل همه نه)، یا م شود True آن حاصل دلخواه،
کردیم: تعریف

x ∈ A ⇐⇒ ∃w, V (x,w) = 1

کنیم: تعریف زیر ل ش به م توانیم را coNP کلاس از B مسئلۀ حال است. A مسئلۀ برای تصدیق کننده٧ ی V که

x ∈ B ⇐⇒ ∀w, V (x,w) = 1

6Efficient
7Verifier
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کنیم: اضافه قبل نمودار به را coNP کلاس م توانیم حال است. درست رابطه این چرا کنید بررس م توانید که

P

NP

NPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPC

NP-Hard

coNP

جواب برای هم که معناست این به باشد NP∩ coNP عضو مسئله ای اگر واقع در است. coNP و ان پی زیرمجموعۀ پی که کنید دقت
از ما یرید. ب نظر در را بخش دو گراف در کامل تطابق مسئلۀ مثال، برای دارد. وجود چندجمله ای شاهد ، منف جواب برای هم و مثبت
گراف اگر است. NP ∩ coNP عضو که دهیم نشان م خواهیم و نم دانیم که کنید فرض اما است پی در مسئله این که م دانیم قبل
کامل تطابق گراف کنید فرض حال است. ان پی عضو مسئله این پس هستند ادعا این بر شاهدی تطابق یال های که باشد داشته کامل تطابق
باشد، نداشته کامل تطابق بخش دو گراف اگر قضیه این طبق شدیم. آشنا هال٩ ازدواج قضیۀ با بیشینه٨ جریان جلسات در باشد. نداشته
مسئله این پس ندارد کامل تطابق گراف که است ادعا این بر شاهدی مجموعه همین و |N(S)| < |S| طوری که به دارد وجود S مجموعۀ
تات١٠). قضیۀ (طبق است NP∩ coNP عضو نیز دلخواه گراف در کامل تطابق داد نشان م توان مشابه به طور است. نیز coNP عضو
مانند هستند. NP ∩ coNP عضو دارند، وجود ترکیبیات در که بیشینه ای کمینه روابط به مربوط محاسبات مسائل از بسیاری کل در
و داریم k عدد ی که م شوند تعریف ل ش این به مسائل این تصمیم گیری (نسخۀ کمینه١١ برش و بیشینه جریان مسئلۀ تصمیم گیری نسخۀ
واضح مسئله دو این بودن ان پی نه). یا داریم k مساوی یا کوچ تر اندازۀ با برش یا k مساوی یا بزرگ تر اندازۀ با جریان ببینیم م خواهیم
ارائه k از کوچ تر اندازۀ با برش است کاف نداریم k مساوی یا بزرگ تر اندازۀ با جریان دهیم نشان بخواهیم اگر ر، دی طرف از و است
برای که کنید توجه است. کلاس این در نیز کمینه برش م شود ثابت مشابه به طور و است نیز coNP در بیشینه جریان مسئلۀ پس دهیم.
است واضح یرید. ب نظر در را بودن١٢ اول مسئلۀ حال هستند. نیز پی عضو که م شود ثابت دارند، قرار NP∩coNP در که مسائل اکثر

درست اعداد کردن ضرب با به سادگ و دهیم ارائه را اول عوامل به آن تجزیۀ م توانیم شاهد برای زیرا است coNP عضو مسئله این که
ابتدای که هفتاد، دهۀ همان در و است اثبات قابل نیز این اما است سخت تر مقداری است ان پی عضو مسئله این این که کنیم. ثابت را آن
و است NP ∩ coNP عضو مسئله این که م دانستند زمان همان از پس است. شده اثبات است، بوده محاسبات پیچیدگ ل گیری ش
آن که نداشته است پی در مسئله این دهد نشان که چندجمله ای قطع وریتم ال اما است داشته چندجمله ای زمان با تصادف وریتم های ال
است این پیچیدگ دانان اکثر نظر و P

?
= NP ∩ coNP آیا که م آید پیش سوال این حال است. شده پیدا پیش سال پانزده حدود هم

NP ∩ coNP عضو اما ندارد چندجمله ای وریتم ال م شود زده حدس که اعداد تجزیۀ مسئلۀ تصمیم گیری نسخۀ مانند نیستند. برابر که
ج آقای آنان مشهورترین از ی و P = NP∩coNP که داشته اند باور محققین از بعض که کنیم اشاره نکته این به است خوب است.

ادموندز‐کارپ١۴ وریتم ال مانند است داده انجام گراف وریتم های ال و ترکیبیات بهینه سازی در مهم بسیار کارهای که است ادموندز١٣
حل جلسات در که intersection Matroid مسئلۀ و بخش دو غیر گراف های در تطابق شدیم، آشنا آن با بیشینه تطابق جلسات در که
که مسائل به که است این NP ∩ coNP کلاس دربارۀ آخر نکتۀ ندارد. باوری چنین ر دی اخیراً این که مثل البته شد. اشاره آن به تمرین

8Maximum Flow
9Hall’s marriage theorem

10Tutte’s theorem
11Minimum Cut
12Primality testing
13Jack Edmonds
14Edmonds-Karp algorithm
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جواب های برای هم یعن دارد Good characterization که مسئله ای یا م شود گفته Well characterized هستند کلاس این عضو
دارد. وجود خوب توصیف ی مسئله منف جواب های برای هم و مسئله مثبت

بسازیم. نیز ری دی پیچیدگ کلاس های جدید سورهای کردن اضافه یا تغییر با م توانیم دیدیم coNP کلاس تعریف در که همان طور
مسئله این صورت به اگر نباشد؟  ٣‐رنگ پذیر که دارد راس n

2 حداکثر با زیرگراف G گراف آیا یرید: ب نظر در را روبه رو مسئلۀ مثال برای
coNP و ان پی از سخت تر مسئله این که م رسد نظر به پس .(∀) هر به ازای ی و داریم ،(∃) دارد وجود ی آن در که م بینیم کنیم دقت
کلاس ی مسئله این برای داریم. نیاز هم با دو هر به و هر به ازای ی با نه و کنیم توصیف دارد وجود ی با را آن م توانیم نه زیرا است
نیز مل م کلاس ی همچنین م شود، شامل را coNP و ان پی کلاس دو هر کلاس این .Σp

2 اسم به م کنند تعریف جدید پیچیدگ
کلاس های و کنیم زیاد را کلاس ها م توانیم ترتیب همین به است. برعکس صور دو ترتیب کلاس این در واقع در که ،Πp

2 اسم به دارد
همۀ مجموعۀ حال داریم. نیاز بیش تر یا صور ٣ به و کرد توصیف را آن ها نم توان نیز صور دو با که مسائل یعن بسازیم را Σp

3 ,Π
p
3 , . . .

م نامیم. چندجمله ای مراتب سلسله یا ١۵PH را کلاس بی نهایت این

P

NPcoNP

NPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPC

Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2Σp
2

Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3Σp
3

Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2Πp
2

Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3Πp
3

PH

PSPACE

که کنید دقت داریم. متفاوت کلاس بی نهایت بالا نمودار در یعن Σp
i ̸= Σp

i+1 ،i هر به ازای که است این P ̸= NP از قوی تر حدس
تعداد و نیست ثابت عدد ی صورها تعداد که دارند وجود مسائل است. ثابت عدد ی k که کرد توصیف صور k با م توان را Σp

k هر
نفر برای w1 حرکت یعن باشد داشته برد استراتژی سفید نفر اگر یرید. ب نظر در را شطرنج بازی مثال برای دارند. صور چندجمله ای تا
نفر که ... و مش نفر b2 حرکت هر به ازای که دارد وجود سفید نفر برای w2 حرکت مش نفر b1 حرکت هر به ازای که دارد وجود سفید
کلاس که است این است شده ثابت که جالبی بسیار قضیۀ ندارند. ثابت تعداد و م کنند پیدا ادامه ل ش همین به سورها این ببرد! سفید
ساده تر م ح این طرف ی هستند. حل قابل چندجمله ای حافظۀ در که مسائل کلاس یعن است PSPACE کلاس همان مسائل این گونه

بررس را آن ها همۀ سپس و کرد ذخیره چندجمله ای حافظۀ در م توان را دارند صورها که مختلف حالات همۀ داد نشان م توان یعن است
NPSPACE کلاس ان پی و پی کلاس های مانند م توان هستند. ر ی دی معادل کلاس دو این واقع در که است شده ثابت اما کرد
که م آید پیش سوال این هم باز کرد. حل چندجمله ای حافظۀ در قطع غیر به طور را آن ها م توان که هستند مسائل که کرد تعریف را
برای یعن مساوی اند! هم با کلاس دو این و است شده حل مسئله این که است این جالب نکتۀ و PSPACE

?
= NPSPACE آیا

است Savitch قضیۀ از خاص حالت قضیه، این واقع در نم کند. ایجاد تفاوت کنیم رفتار قطع غیر بتوانیم ما این که چندجمله ای حافظۀ
15Polynomial Hierarchy
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داریم: را زیر روابط کل در پس است. میان ترم ۴ سوال شبیه بسیار آن اثبات که

P ⊆ NP ⊆ Σp
2 ⊆ Σp

3 ⊆ · · · ⊆ PH ⊆ PSPACE

مخالف P که است نشده ثابت حت اما است اکید زیرمجموعه ها روابط یعن متفاوت اند کلاس ها این همۀ که است این حدس و
که PSPACE ⊆ EXP داریم همچنین باشد. برابر PSPACE با است ن مم نیز P حت نظری لحاظ از یعن است! PSPACE

است. PSPACE کلاس شامل EXP کلاس که دید م توان به سادگ و م شوند حل نمایی زمان در که هستند مسائل EXP کلاس
نشده ثابت یریم، ب نظر در را P ⊆ NP ⊆ EXP رابطۀ اگر نتیجه در .P ̸= EXP است شده ثابت که است این کننده رم دل نکتۀ ی
هر که است این حدس و P ̸= EXP زیرا است اکید آن ها از ی حداقل که م دانیم اما هستند اکید شمول رابطۀ دو از هیچ کدام که است

هستند. اکید رابطه دو

تصادف پیچیدگ کلاس های ۴

عمل در که شود وارد ایراد این است ن مم اما هستند حل قابل کارآمد زمان در که کردیم تعریف مسائل کلاس واقع در را پی کلاس ما
با معادل را کلاس است خوب پس نم گیریم. نظر در را وریتم ها ال این پی کلاس در و کنیم استفاده نیز تصادف وریتم های ال از م توانیم
است. مجاز نیز چندجمله ای زمان با تصادف وریتم های ال از استفاده آن در که هستند، حل قابل کارآمد زمان در که یریم ب نظر در مسائل
را A مسئلۀ ی است. BPP کلاس آن ها مهم ترین شاید و مشهورترین از ی که کرد تعریف را کلاس این م توان مختلف روش های با

که باشد داشته وجود چندجمله ای زمان با T تصادف وریتم ال اگر است BPP کلاس عضو م گوییم

x ∈ A ⇐⇒ P(T (x) = 1) ≥ 2

3

x /∈ A ⇐⇒ P(T (x) = 0) ≥ 2

3

کلاس های م توان مشابه به طور م دهد. را درست جواب 2
3 احتمال به T وریتم ال منف چه باشد مثبت مسئله جواب چه واقع در پس

وریتم ال باید حتماً بود منف مسئله جواب اگر که است این RP کلاس تعریف .coRP و RP مانند کرد تعریف نیز ری دی پیچیدگ
کلاس این برعکس دقیقاً نیز coRP کلاس بدهد. را درست جواب 1

2 حداقل احتمال به بود مثبت مسئله جواب اگر و بدهد منف خروج
که کنید دقت ابتدا م شود. شامل را coRP و RP کلاس دو هر وضوح به که م پردازیم BPP کلاس بررس به حال م شود. تعریف
احتمال تا کنیم اجرا بار چند را وریتم ال م توانیم زیرا کنیم استفاده تعریف در م توانیم را 1

2 از بزرگ تر عددی هر و ندارد اهمیت 2
3 عدد

هر را خطا احتمال م توانیم پس است. محاسبه قابل به راحت نیز شود اجرا وریتم ال باید بار چند که این و شود کم تر نظر مورد عدد از خطا
کنیم. کم بخواهیم چه قدر

است. نشده پیدا آن ها برای خوب تصادف غیر وریتم ال اما است شده پیدا آن ها برای خوب تصادف وریتم ال که دارند وجود مسائل

بود. نشده پیدا آن برای کارآمد تصادف غیر وریتم ال اما داشت کار آمد تصادف وریتم ال پیش سال بیست تا بودن اول مسئلۀ مثال عنوان به
عمل در کارآمدتر و ساده تر تصادف وریتم های ال گاه هم، دارند قطع وریتم ال که مسائل برای دارند. وجود مسائل چنین نیز امروز
مساوی اگر که دارد وجود شواهدی واقع در .P = BPP که است این دارد وجود که عجیبی حدس نکات این همۀ با اما دارند. وجود
پیش سال پنج و بیست حدود از دلیل همین به م شوند قلمداد عجیب تر بسیار که م دهد رخ پیچیدگ دنیای در ری دی اتفاقات نباشند
در بپذیریم، را تساوی این اگر بنابراین نم شده. زده حدس چنین آن از پیش اما مساوی اند هم با کلاس دو این که م شود زده حدس این
تبادل رمزنگاری، در حال این با اما نم کند. اضافه ما به چیزی تصادف دارد، اهمیت چندجمله ای وریتم ال وجود فقط ما برای که مسائل
دارد وجود BPP کلاس با رابطه در که ری دی عجیب نکتۀ م کند. زیادی بسیار کم ما به تصادف وریتم ها، ال ساده سازی و اطلاعات
که شمول روابط از بسیاری واقع در است. نشده اثبات رابطه این هنوز اما BPP ⊆ NP وضوح به آن گاه P = BPP اگر که است این
که است نشده ثابت حت مثال برای و داریم کم اطلاعات هم پایین ها کران برای م شوند. زده حدس صرفاً دارد وجود پیچیدگ تئوری در
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داشته چندجمله ای وریتم ال ٣‐صدق پذیری١۶ مسئلۀ که دارد ان ام تنها نه نظری لحاظ از یعن ندارند. خط وریتم ال ان پی‐تمام مسائل
داریم! نیاز O(n) از بیش تر زمان به آن حل برای که است نشده اثبات هنوز ه بل باشد

P = NP ۵

وجود ان پی‐تمام مسئلۀ زیادی تعداد که م دانیم م افتد. اتفاقات چه باشد P = NP اگر که کنیم بررس داریم قصد بخش این در
م شویم. مواجه آن ها با علم و صنعت در که مسائل مانند هستند. مختلف حیطه های در مهم بسیار مسائل نیز آن ها از خیل و دارد
چندجمله ای وریتم ال ی است ن مم مثلا داریم. نیاز هم ر دی فرض ی به البته هستند. ان پی‐تمام نیز بهینه سازی مسائل از بسیاری
باشد P = NP است ن مم م کند فکر که کسان از ی باشد. Ω (

n1000
) آن زمان پیچیدگ اما شود پیدا ٣‐صدق پذیری مسئلۀ برای

The Art کتاب مانند دارد. وریتم ها ال زمینۀ در مهم بسیار تالیفات و است بزرگ بسیار علوم کامپیوتردان ی که است کنوث١٧ آقای
آقای است. آن نوشتن حال در کنوث آقای که است سال پنجاه از بیش و است وریتم ها ال مرجع که of Computer Programming
مسائل برای است ن مم و دهند انجام م توانند کارهایی چه n1000 یا n100 مرتبۀ با وریتم های ال نم دانیم ما که دارد باور این بر کنوث
آن از پیچیده تر و پیچیده اند خیل بالا مرتبۀ با وریتم های ال واقع در باشد. داشته وجود بالا بسیار مرتبۀ با چندجمله ای وریتم ال ان پی‐تمام
کنوث آقای مانند محدودی تعداد ،P ̸= NP که دارند اعتقاد علوم کامپیوتردان ها اکثر کنند. تحلیل و طراح را آن ها بتوانند انسان ها که

نم دانیم. م گویند فقط ری دی عدۀ و دارند اعتقاد تساوی به

نتایج داریم قصد هستند. کارآمد نیز عمل در دارد وجود مسائل این برای که چندجمله ای وریتم ال و P = NP که م کنیم فرض حال
بودن اثبات قابل زیرا است ریاض قضایای اثبات آن نتایج از ی کردیم، اشاره آن به بخش ابتدای در که نتایج جز به کنیم. بررس را آن
است. شده داده ما به k عدد ی و ریاض مسئلۀ ی کنید فرض که ل ش این به کرد. مدل ان پی مسئلۀ ی به م توان را ریاض مسئلۀ ی
داشته وجود اثبات چنین اگر خیر. یا باشد صفحه k حداکثر که دارد وجود ( ان ی (به صورت اثبات مسئله این برای آیا که است این سوال
قضایای اثبات پذیری م توانیم باشد P = NP اگر پس کرد. بررس انی م به صورت را آن درست م توان شود نوشته دقیق خیل و باشد

شوند! بی کار معنایی ی به ریاض دانان است ن مم و کنیم بررس وریتم ال به صورت را ریاض

جواب خود کارآمد زمان در م توان ان پی)، (مسائل داد ارائه آن جواب برای شاهدی م توان که مسائل در که است این ر دی نتیجۀ ی
کارآمد زمان در آن کردن پیدا برای نیز وریتم ال م توان کرد توصیف خوب را مسئله ی جواب بتوان اگر ر، دی زبان به کرد. پیدا نیز را
نیستیم بلد آن کردن پیدا برای وریتم ال اما P = NP م دانیم یرید. ب نظر در را ١٨ همیلتون دور کردن پیدا مسئلۀ مثال برای داد. ارائه
م کند چ و م گیرد نیز را رئوس از شت جای ی گراف بر علاوه تصدیق کننده این بنویسیم. آن برای تصدیق کننده ی م توانیم فقط و
کنیم پیاده سازی را وریتم ال م توانیم تصدیق کننده همین با که است این جالب نکتۀ نه. یا م سازد همیلتون دور ی شت جای این که
مسئله ی توصیف روی از کنیم، خلاصه را شده گفته مطالب بخواهیم اگر پس کند. پیدا کارآمد زمان در نیز را همیلتون دور خود که
م توان را ان پی مسئلۀ هر دادیم توضیح ١٨ جلسۀ در که همان طور زیرا کرد. تولید وریتم ال حلش برای م توان ان پی، مسئلۀ ی به صورت
تبدیل مدار به را آن اجرای روند ل به ش م توان که دارد تصدیق کننده ی ان پی مسئلۀ هر واقع در کرد. تبدیل مدار١٩ صدق پذیری مسئلۀ به
که کارآمدی وریتم ال با سپس کند تبدیلش ٣‐صدق پذیری یا مدار به و یرد ب را تصدیق کننده ی که نوشت برنامه ی م توان حال کرد.
به طور م توانیم تصدیق کننده ی نوشتن با را باشیم داشته که ان پی مسئلۀ هر یعن کند. پیدا را اصل مسئلۀ جواب داریم، مسائل این برای
مواجه آن با که مسئله ای تصدیق کنندۀ ما است کاف فقط کرد. پیاده سازی برنامه نویس محیط در را این م توان مثلا کنیم. حل اتوماتی
P = NP آن در که دنیایی م دهد! ما به را مسئله جواب برنامه جادویی، به طور گزینه، ی روی کردن کلی با سپس و بنویسیم را شدیم

است. فت انگیز ش همین قدر است
163-SAT
17Donald Knuth
18Hamiltonian cycle
19Circuit SAT
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کنیم تولید مدل یا برنامه ی مثال برای است. یادگیری٢٠ مسائل کرد مدل ان پی مسئلۀ ی به را آن م توان که ری دی مسائل از ی
را آن ها فرد ی که داریم انگلیس پاراگراف میلیون ی مثلا کنید فرض یا بدهد. جواب خوب بزرگ training دادۀ مجموعه ی روی که
بسازیم رابطه این در م توانیم که ان پی مسئلۀ بسازیم. خوب مترجم برنامۀ ی م خواهیم آن ها از استفاده با و است کرده ترجمه فارس به
دهد. ارائه سان ی ترجمۀ عیناً داریم که پاراگراف هایی همۀ برای طوری که دارد وجود ابایت م ی حداکثر سایز با برنامه ای آیا که است این
کند، ترجمه درست را عبارت میلیون ی آن همۀ که دلخواه سایز با برنامه ای زیرا دارد اهمیت بسیار برنامه سایز بودن کوج مسئله این در
ذخیره عبارات بین را گرفت که ورودی هر برنامه و کنیم ذخیره برنامه در را عبارات همۀ ترجمۀ است کاف صرفاً دارد. وجود وضوح به
ما برای برنامه این اما بدهد. خروج را دلخواه عبارت ی این صورت غیر در و دهد خروج را همان بود موجود اگر کند، جستجو شده
این صورت در زیرا باشد. کم تر داریم که عبارت هایی حجم از ملاحظه ای قابل به طور آن حجم که هستیم برنامه ای دنبال ما و ندارد کارآیی
اگر پس باشد. کرده حفظ فقط را عبارات همۀ که نیست ل ش این به و م کند ترجمه را عبارات دارد واقعاً برنامه این که م شود معلوم
کنیم. پیدا را برنامه ای چنین و بزنیم دودویی٢١ جستجوی آن حجم روی م توانیم کنیم چ کارآمد به طور را برنامه این داشتن وجود بتوانیم

خیل در باشد P = NP اگر اما کردیم بحث تصمیم گیری مسائل راجع به بیش تر ما که است این کنیم اشاره آن به است لازم که نکته ای
پیش جلسات در و است ان پذیر ام کار این واقع در کنیم. پیدا نیز را جواب خود باشد مثبت مسئله پاسخ اگر که داریم نیاز ما مسائل از

ببینید. را ١٠ سری تمرین از ١ مسئلۀ م توانید نیز مثال ی دیدن برای شده. داده آن راجع به مختصری توضیح

زیبا نقاش ی که زمان مثلا است. هنری آثار تولید است، ساده آن کردن تصدیق اما سخت آن کردن پیدا که مسائل از ر دی ی
P = NP اگر که دارد وجود نیز مشهور جملۀ ی دهیم. تشخیص م توانیم به راحت را آن زیبایی م شنویم، زیبا موسیق ی یا م بینیم
وریتم ال ی با را آن بتوان که صورت در اما است شهودی چیز ی هنری اثر زیبایی که کنید دقت م شوند! موتزارت٢٢ افراد همۀ آن گاه
یادگیری مسائل در که همان طور حال هستیم. مواجه ان پی مسئلۀ ی با که کنیم ادعا م توانیم واقعاً تصدیق کننده)، وریتم (ال داد تشخیص
آن ها دربارۀ را متخصص چند نظر و کنیم انتخاب را نقاش تعدادی مثلا داد. انجام آن ها مانند نیز را تشخیص پروسۀ این م توان دیدیم،
برنامه این از استفاده با را جدید آثار زیبایی و باشد منطبق متخصصین نظر بر ن مم جای تا نظرش که کنیم تولید برنامه ای سپس بپرسیم.
هستید علاقه مند اگر نیست. دقیق چندان و افتاد خواهد که اتفاقات راجع به است گمانه زن صرفاً شده گفته نکات البته دهیم. تشخیص
پیش نیاز که کنید مراجعه Lance Fortnow آقای از The Golden Ticket کتاب به م توانید ببینید رابطه این در را بیش تری نکات که
ساده زبان به را مرتبط مسائل و ان پی پی، مسائل است کرده سع کتاب این واقع در کند. مطالعه را آن م تواند کس هر و ندارد نیز خاص

وریتم ال اما P = NP است شده ثابت کنید فرض که است این شده، گفته کتاب این در که جالبی سناریوی ی کند. ارائه جذاب و
با و سال چند از بعد سپس ندارد. نیز خوبی ثابت و است O (

n8
) مثلا نیست، کارآمد خیل است شده پیدا صدق پذیری مسئلۀ برای که

کامپیوتر سوپر بهترین ما حال نیست. کارآمد وریتم ال این همچنان اما برسانند. O (
n6 log n

) به را وریتم ال توانسته اند بسیار تلاش های
این از که است این م آید پیش که سوال کند. حل n = 106 برای را صدق پذیری مسئلۀ تا م کشد طول هفته دو مثلا که داریم را دنیا
کرونا واکسن تا م کنیم استفاده آن از ویید ب حاضر حال شرایط به توجه با است ن مم کنیم؟  استفاده مسئله ای چه حل برای کامپیوتر سوپر
چیست؟ کار بهترین که است این ما سوال اما دارد وجود مختلف کاندیداهای کل در کنیم. پیدا را ریاض قضایای اثبات یا کنیم پیدا را
که است این خوب بسیار ایدۀ ی نیست! خوش تعریف چندان سوال این و باشند داشته مختلف نظرات مختلف افراد است ن مم البته
که هستیم وریتم ال دنبال به ما که یرید ب نظر در را مسئله این کند! بهتر را خودش ما وریتم ال که کنیم این صرف را کامپیوتر این وقت
بسیار جدید وریتم ال اجرای زمان اما م دهد قبل وریتم ال با سان ی پاسخ هستند کوچ تر مشخص عدد ی از که ورودی هایی به ازای
بهترین واقع در پس کرد. تعریف را آن م توان نیز مختلف روش های با که است ان پی مسئلۀ ی مسئله این که دید م توان است. بهتر
وریتم ال ی ماه چند از بعد ما ابرکامپیوتر است ن مم دهیم انجام را کار این وقت است. مسئله آن خود کنیم حل م توانیم که مسئله ای
دنبال به جدید وریتم ال با بار این و کند تعویض قبل وریتم ال با را جدید وریتم ال م تواند بلافاصله و O

(
n5

) زمان با کند پیدا جدید
زمان با وریتم ال به روز چند فقط از بعد دوم بار برای است ن مم برسد. بهتر اجرای زمان با وریتم های ال به باز تا ردد ب بهتر وریتم ال
آقای کتاب در که سوال این به جالب نگاه ی است. مطرح شده سوال برای جالب، بسیار راه کار ی این پس برسد. O (

n2 log n
) اجرای

20Learning
21Binary search
22Wolfgang Amadeus Mozart
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آرزو بهترین م کند، برآورده را ما آرزوی ی فقط که باشیم داشته جادو چراغ غول ی اگر که است این است، آمده Lance Fortnow
کند! برآورده را ما آرزوهای همۀ که بدهد ما به جادویی چراغ غول ی که است این جواب چیست؟

بخش هایی مثال عنوان به دارد. هم معایبی که است این واقعیت اما کردیم بحث ان پی و پی شدن برابر مزایای راجع به فقط این جا تا
حال رمزنگاری پروتکل های از بسیاری شود سته ش مسائل سخت اگر و شده اند بنا مسائل سخت بودن پایۀ بر رمزنگاری پروتکل های از
مبنای بر رمزنگاری پروتکل های از ی سری خاص به طور م آید. پیش حیطه این در زیادی بسیار لات مش و م شوند سته ش نیز حاضر
تجارت امنیت کل باشد، پی عضو که دارد احتمال واقعاً که است، پی عضو مسئله این شود ثابت اگر شده اند. بنا اعداد تجزیۀ مسئلۀ سخت
اهمیت که شده اند بنا مسائل سخت مبنای بر جهان امنیت و اقتصادی سیستم های از بسیاری واقع در م ریزد. هم به شبه ی ترونی ال
که است این علوم کامپیوتردان ها اکثریت تصور که ان پی‐تمام مسائل برخلاف که کنید دقت م دهد. نشان را محاسبات پیچیدگ زیاد بسیار

کوانتوم کامپیوترهای توسط مسئله این همچنین ندارد. وجود تصوری چنین اعداد تجزیۀ مسئلۀ با رابطه در ندارند، چندجمله ای وریتم ال
ان پی‐تمام مسائل که دارد وجود نیز غلط تصور این دارد. وجود مسئله این برای چندجمله ای کوانتوم وریتم ال یعن است حل قابل
وریتم ال م شود تصور که مسائل از ی سری اما است. نشده ثابت چیزی چنین امروز تا حال که در دارند چندجمله ای کوانتوم وریتم ال
م شود گفته BQP دارند چندجمله ای کوانتوم وریتم ال که مسائل کلاس به دارند. چندجمله ای کوانتوم وریتم ال ندارند، چندجمله ای

باشد: زیر ل ش به ان پی کلاس با آن رابطۀ که م شود زده حدس و

P

NP

NPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPCNPC

BQPBQPBQPBQPBQPBQPBQPBQPBQPBQPBQPBQPBQPBQPBQPBQPBQP

چندان هنوز BQP کلاس اما م شود شامل را ان پی از خارج مسائل از بعض و ان پی‐تمام، و پی بین مسائل از بعض پی، کلاس یعن
نیست. شناخته شده

وریتم ال که م کند روایت را آدم داستان رمان این .Factor Man نام به است شده نوشته اخیراً زمینه این در نیز جالب رمان ی
در ند. بش را رمزنگاری سیستم های و کند تجزیه سریع خیل را اعداد م تواند نتیجه در است. کرده پیدا صدق پذیری مسئلۀ برای سریع
که کم کم اما نیست عجیبی چیز ابتدا در م کند. تجزیه را قبل روز عدد از بزرگ تر عدد ی روز هر و م کند ایجاد را وبلاگ ی واقع
سازمان های سپس است. یافته دست اعداد تجزیۀ سریع وریتم ال به م کنند باور همه که زمان تا م شود عجیب بسیار م شوند بزرگ اعداد
فناوری غول های از ی و م گذرد مزایده به را وریتمش ال مدت از بعد Factor Man اما م افتند دنبالش به چین و ایی آمری اطلاعات
آن تا و بدهد نشان را خودش م خواهد که م کند اعلام روز ی نیز ادامه در م شود. برنده را مزایده ... و گوگل روسافت، مای اپل، یعن

است. بوده موفق داستان و کرده ایجاد را خوبی تعلیق خلاصه کنند. دستگیرش که هستند دنبالش به آخر ساعت های

اثبات ها در تصادف و تعامل ۶

باشد مثبت مسئله ای پاسخ اگر که بود این ان پی مسائل تعریف دیدیم قبلا که همان طور کرد. خواهیم صحبت اثبات راجع به آخر بخش در
منف مسئله پاسخ که زمان نیز coNP مسائل در باشد. بررس قابل آن صحت چندجمله ای زمان در که کرد ارائه آن برای اثبات بتوان

که حالت برای مثلا تا کرد منعطف تر مقداری را اثبات مفهوم م توان آیا که ببینیم م خواهیم حال داد. ارائه اثبات آن برای م توان باشد
کند، اثبات ما برای را م ح دارد قصد فرد ی زمان که داد. ارائه اثبات ی معنایی، به بتوان، نیز است مثبت coNP مسئلۀ ی پاسخ
م توانیم است ما برای گزاره اثبات حال در فرد آن زمان که یعن است. تعامل باشد داشته وجود اثباتش در م تواند که المان هایی از ی
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دارد وجود که ری دی مفهوم شود. اثبات ما برای کارآمدتری به طور م ح ی که شود باعث است ن مم تعامل همین بپرسیم. سوال او از
بتواند که دارد احتمال دلیل همین به و کند استفاده تصادف از است ن مم است م ح اثبات حال در که فردی یعن است. تصادف نیز
اما دارد وجود اثبات مسائل از بسیاری در زیرا است. اثبات بودن کارآمد ما هدف قسمت این در که کنید دقت دهد. ارائه کارآمدتری اثبات
گراف که کنیم ثابت رئوس از ن مم شت های جای همۀ کردن امتحان با م توانیم همیلتون دور کردن پیدا مسئلۀ در مثلا نیستند. کارآمد
و تعامل ما اگر که است این نکته است. نمایی آن حالات تعداد زیرا نیست کارآمد ما برای اثبات این وضوح به اما ندارد همیلتون دور

کرد. اثبات کارآمد به طور م توان را بیش تری خیل مسائل آن گاه کنیم، اضافه اثبات ها به را تصادف

اول گراف مجاورت ماتریس که شت جای م توان که باشند ریخت ی گراف دو اگر یرید. ب نظر در را گراف ها نبودن ریخت ی مسئلۀ
عضو که نیست معلوم اما است coNP در مسئله این پس داد. ارائه اثبات عنوان به را م کند، تبدیل دوم گراف مجاورت ماتریس به را
حالت در اما نیستند ریخت ی وضوح به پس دارند متفاوت یال های تعداد مثلا دارند واضح تفاوت های گراف دو گاه باشد. نیز ان پی
از استفاده با زیبا اثبات ی حال عین در کرد. اثبات کارآمد به طور را گراف دو نبودن ریخت ی م توان روش چه با که نیست معلوم کل
(در نیستند ریخت ی گراف دو که م داند دارد، نامحدودی محاسبات قدرت که نفر ی کنید فرض دارد. وجود آن برای تصادف و تعامل
فرد این با م توانیم ما که کنید توجه کند. ثابت را این داریم چندجمله ای محاسبات قدرت که ما به م خواهد و م داند!) را چیز همه واقع
سپس است. شده انتخاب G1 کنید فرض مثلا م کنیم. انتخاب تصادف به طور را G2 و G1 گراف دو از ی ابتدا در باشیم. داشته تعامل
فرد آن به را حاصل گراف م کنیم. اعمال G1 گراف مجاورت ماتریس روی را شت جای آن و م کنیم انتخاب نیز تصادف شت جای ی
تشخیص درست بتواند باید نباشند، ریخت ی واقعاً G2 و G1 اگر G2؟ یا است G1 گراف این که م پرسیم او از و م دهیم همه چیزدان
نیز دارد که محاسبات قدرت آن همۀ با باشند، ریخت ی G2 و G1 اگر اما دارد نامحدودی محاسبات قدرت که کرده ایم فرض زیرا دهد
دهد انجام م تواند که کاری بهترین و هستند ریخت ی گراف سه هر زیرا بودیم کرده انتخاب را گراف کدام ما که دهد تشخیص نم تواند

درست جواب بار هر اگر و م کنیم تکرار بار ١٠٠ را کار این م دهد. غلط جواب 1
2 احتمال به که بدهد تصادف جواب ی که است این

همۀ 2−100 احتمال به باشند ریخت ی اگر زیرا نیستند ریخت ی گراف دو که شویم مطمئن م توانیم زیادی خیل خیل حد تا آن گاه داد
(با بالا بسیار احتمال با را اثبات م توان تصادف و تعامل با که دیدیم پس است. بعید بسیار که دهد جواب درست م تواند را بار ١٠٠ این
استفاده با واقع در است. مثبت آن پاسخ و نیست ان پی در که مسئله ای برای کرد ارائه تعامل اثبات یعن فهمید کم) خیل خطای احتمال
م شود. شامل نیز را coNP ان پی، بر علاوه که ٢٣IP نام به کرد تعریف جدید پیچیدگ کلاس ی م توان تعامل اثبات های این از
کلاس دیدیم قبلا که همان طور .IP = PSPACE که است این است، شده ثابت میلادی نود دهۀ اوایل در که مهم بسیار قضیۀ ی

خیل نتیجۀ این که م شود شامل نیز را PH کلاس کل coNP و ان پی کلاس های بر علاوه و است بزرگ بسیار کلاس ،PSPACE

کارآمد به طور م توانیم را گسترده تری خیل مسائل دسته کنیم اضافه اثبات ها به را تصادف و تعامل ما اگر م دهد نشان زیرا است جالبی
کنیم. اثبات

این هستند. ناتراوا٢۴ اثبات های دارد، فراوان کاربرد نیز رمزنگاری درس در و باشد مفید بسیار است ن مم که ر دی اثبات نوع ی
بیش تری چیز که این بدون است درست گزاره این که کنیم قانع را او و کنیم اثبات نفر ی برای را گزاره ای بتوانیم ما که است خوب خیل
که نگرانید اما بدهید. نشان متخصص ی به را آن م خواهید و کرده اید اثبات را ریاض مهم خیل حدس ی کنید فرض مثلا دهیم. لو را
را او بتوانید شما اگر حال کند. چاپ خودش اسم به را اثبات است مشهورتر شما از او چون م دهید، نشان متخصص آن به را اثبات وقت
عجیب بسیار کاری چنین انجام اول نگاه در است. جالب بسیار ندهید لو او به را اثبات خود اما کرده اید اثبات را قضیه شما که کنید قانع
که کند قانع را ر دی نفر ی نتواند خودش اما است درست گزاره که شود قانع مقابل طرف است قرار زیرا م رسد نظر به شهودی غیر و
نیاز چند هر بدهد، زمینه این در ما به خوبی شهود م تواند کردیم، بررس را آن قبلا که گراف ها، نبودن ریخت ی مثال است. درست گزاره
بپرسیم سوال مقابل طرف از بار ١٠٠٠ مثلا اگر مثال همان در وییم. ب ناتراوا اثبات آن به بتوانیم تا کنیم برطرف را نکات ی سری داریم
ثابت ر دی نفر ی به نم توانیم ما و نم فهمیم نیز آن اثبات از چیزی هیچ حال عین در نیستند، ریخت ی گراف دو که م شویم قانع واقعاً

ی دارند. وجود اثبات ها نوع این فرض هایی با که شده ثابت و شده کار نیز اثبات ها نوع این روی نیستند. ریخت ی گراف دو که کنیم
23Interactive Proof
24Zero-knowledge proofs
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ناتراوا اثبات است ان پی عضو که مسئله هر آن گاه بپذیریم را فرض این اگر است. ی طرفه توابع وجود است، معمول رمزنگاری در که فرض
قدرت که تصدیق کننده ی م تواند دارد نامحدودی محاسبات قدرت که اثبات کننده٢۵ ی باشد، مثبت مسئله ای جواب اگر یعن دارد. نیز
از خیل ما که کنید توجه یرد. ب یاد را جواب تصدیق کننده این که بدون است مثبت مسئله جواب که کند قانع را دارد چندجمله ای محاسبات
و دارند وجود اثبات هایی چنین که است این جالب نکتۀ اما داشتیم نگه شهودی سطح در را بحث و نگفتیم را ناتراوا اثبات های فن نکات
بخواهند و باشند کننده شرکت تعدادی است ن مم رمزنگاری پروتکل های از خیل در مثال عنوان به باشند. داشته زیادی کاربرد م توانند
از تکه ای آن که کند ثابت بقیه به حال عین در اما ندهد لو را خودش خصوص اطلاعات بخواهد کس هر و دهند انجام را کاری ر دی ی با

دارد. کاربرد ناتراوا اثبات این جا وضوح به است. داده انجام را بوده عهده اش بر که پروتکل

کنید فرض هستند. (PCP) Probabilistically Checkable Proofs کنیم، صحبت آن راجع به است قرار که اثبات آخرین
راه کل خواندن و نوشته اند طولان خیل حل های راه دانشجوها از بعض کنید. تصحیح را دانشجوها میان ترم امتحان برگه های م خواهید
جالب بسیار نه، یا است درست اثبات که شوید مطمئن و بخوانید را آن خط ی اثبات تنها کل از م توانستید اگر است. سخت کار حل
داد. انجام کاری چنین بتوان که است بعید و است عجیبی خیل کار که م رسد نظر به اما م شد. صرفه جویی بسیار نیز زمان در و بود
که باشد قسمت در اثبات ایراد که دارد وجود احتمال این همواره یرید، ب نظر در نمونه عنوان به را اثبات از بخش ی شما اگر واقع در
اما یرید. ب نظر در را اثبات خط ی فقط این که به برسد چه باشید، نکرده چ را کوچ قسمت اگر حت نگرفته اید نظر در را آن شما
دارد، وجود اثبات نوشتن نحوۀ ی یعن کنید. بررس را اثبات همۀ نباشد نیاز واقعاً که شوند نوشته ل ش به اثبات ها که دارد وجود راه
آن که م شود)، ارائه مسئله جواب بودن مثبت دادن نشان برای که شاهدی (همان م شود داده ان پی مسائل همۀ برای که اثبات هایی برای
به صورت که اثبات، از کوچ تکۀ خواندن با و بخواند را اثبات همۀ نباشد لازم کند تصدیق را اثبات است قرار که چندجمله ای وریتم ال
بیت ٣٠ است کاف فقط واقع در است. غلط یا درست اثبات که شود مطمئن بالا خیل خیل احتمال با م تواند م شود، انتخاب احتمال
م شود گفته PCP قضیۀ قضیه، این به است. غلط یا درست اثبات آن که بفهمد 0.999 احتمال با و بخواند را اثبات آن از بایت) ۴ (حدود
٩٠ دهۀ اوایل در نیز قضیه این است. داشته زیادی تبعات و است شده ثابت کامپیوتر علوم در که است قضایایی عمیق ترین از ی که
اگر و یرد ب را گراف ی که بنویسیم تصدیق کننده ای م توانیم همیلتون دور کردن پیدا مسئلۀ در مثال عنوان به است. شده ثابت میلادی
که دهد تشخیص بتواند 0.999 احتمال با آن از بیت ٣٠ کردن نگاه با تنها که بدهیم تصدیق کننده آن به اثبات بتوانیم دارد همیلتون دور
جواب همواره تصدیق کننده باشد، داشته همیلتون دور گراف اگر که است این ر دی جالب نکتۀ غلط. یا است بوده درست شده داده اثبات
بدهد منف جواب باید تصدیق کننده که است مواقع برای 0.001 خطای احتمال واقع در ندارد. خطا اصلا حالت این در و م دهد مثبت
کردن ثابت برای خاص به طور دارد. نیز ری دی کاربردهای PCP قضیۀ کنیم. کم را خطا این بخواهیم که چه قدر هر م توانیم تکرار با که
راه مسائل از ی سری آن گاه P ̸= NP اگر که است این دارد وجود ان پی‐تمامیت تئوری در که مسائل از ی مسائل. تقریب ناپذیری
جوابی که دارد وجود چندجمله ای وریتم ال یعن کرد حل تقریب ضریب ی با م توان را ان پی‐تمام مسائل از بعض ندارند. دقیق حل
از که کنید توجه دارند. حدی ی تقریب ها ضریب این که است این نکته اما نیست. بدتر بهینه جواب برابر دو از مثلا که م کند تولید
از بعض نیستند. معادل ر دی ی با تقریب پذیری نظر از اما هستند معادل ر دی ی با ان پی‐تمام مسائل چندجمله ای زمان در حل پذیری نظر
را مسائل از بعض این که اثبات برای است خوب خیل ابزار ی PCP قضیۀ نم شود. را آن ها از بعض و زد تقریب خوب م توان را آن ها
گراف ها رنگ آمیزی مسئلۀ جواب بتواند که ندارد وجود وریتم ال هیچ م شود ثابت آن گاه P ̸= NP اگر مثال برای زد. تقریب نم شود
تا که هستند نتایج این ها و ندارد n1−ϵ تقریب ضریب دقیق تر به طور بزند. تقریب اریتم ل تقریب ضریب حت یا ثابت ضریب ی با را

کنند. پیدا دست آن ها به نم توانستند شود ثابت PCP قضیۀ این که از پیش

25Prover
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

توحیدیان فاطمه و کشیری امین نگارنده: هوشمندانه جست و جوی :۲۱ جلسه

درس ابتدایی جلسه ی ۱۶ در خاص طور به و قبل جلسات در کرد. خواهیم صحبت سخت مسائل حل روش های به راجع جلسه این در
مسائلی می توان چگونه که کردیم بررسی همچنین دادیم. ارائه کلاسیک مسائل حل برای چندجمله ای اجرای زمان با و کارا الگوریتم هایی
تعدادی ۲ شبکه ها در جریان مبحث در مثال برای . ۱ داد کاهش دیگر مسائل به کارا صورت به ندارند، مشخصی راه حل اول نگاه در که را
کردیم. مدل مسیر کوتاه ترین ی مسئله کمک به ۵ مسیر کوتاه ترین مبحث در و ۴ کمینه برش یا و ۳ بیشینه جریان مسائل کمک به را مسئله

کنیم. صحبت هستند ۶ ان پی⁃سخت کردیم ثابت قبلی جلسه ی چند در که مسائلی حل درمورد می کنیم سعی خاص طور به جلسه این در

ان پی⁃سخت مسائل با مواجهه ۱

تکنیک هایی از اینکه یا کنیم تحویل میدانیم را آنها راه حل که مسائلی به را مسئله که است این میرسد ذهن به که روشی اولین مساله حل هنگام
شوند. نمی مسئله حل به منجر شده ذکر روش های اوقات بعضی اما .( ۷ پویا برنامه ریزی (مانند کنیم استفاده گرفتیم یاد مسئله حل برای که
پی⁃سخت ان کردن ثابت با که است این توجه قابل نکته ی اما است. پی⁃سخت ان مسئله دهیم نشان کنیم سعی می توانیم حالت این در
نمی کند. کم آن شدن حل لزوم از آن بودن ان پی⁃سخت صرف و داشته کاربردی جایی در مسئله این زیرا نمی شود تمام ماجرا مسئله بودن
کلی ترین در را را مسئله که است این ما اولیه ی خواسته ی چیست. داد انجام می توان که کاری بهترین که کنیم بررسی باید صورت این در
خود خواسته های از یکی که است لازم باشد ان پی⁃سخت ما مسئله ی اگر نتیجه در کنیم. حل خوب اجرای زمان با و دقیق طور به حالت،

میکنیم. بررسی را ان پی⁃سخت مسائل به حمله روش های حال کنیم. فدا را

کنیم. حل را مسئله خاص حالت .۱

کرد. حل راحتی به خاص حالت این برای را مسئله می توان باشد ۹ درخت نظر مورد گراف اگر ۸ راسی پوشش مسئله ی در مثال برای
گراف هایی که ببینیم مسئله ورودی های به دقت کردن با می توانیم باشد شده ایجاد واقعی کاربردی از نظر مورد مسئله ی اگر کلی حالت در
و است نبوده دقیق مسئله حل برای ما ی اولیه مدل سازی حقیقت در هستند. خاصی گراف های معمولا داریم کار و سر آن ها با عمل در که

کنیم. کمک مسئله حل به ورودی کردن دقیق تر با می توانیم

ان پی⁃سخت مسائل مثال برای است. ها گراف از خاصی کلاس های روی مسائل حل به راجع شده انجام الگوریتمی مطالعات از بسیاری
چندجمله ای): زمان (در اند شده حل زیر کلاس های برای زیر

1Reduction
2Network Flow
3Max Flow
4Min Cut
5Shortest Path
6NP-Hard
7Dynamic Programming
8Vertex Cover
9Tree

۱
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۲ مسیر طولانی ترین ⁃ ۱ مستقل مجموعه ی ⁃ راسی پوشش ها: درخت
۵ یال ها آمیزی رنگ ⁃ ۴ رنگ پذیری ۳ ⁃ مستقل مجموعه ی ⁃ راسی پوشش : ۳ دو بخشی گراف های

۸ رنگ پذیری ۴ ⁃ ۷ بیشینه برش : ۶ مسطح گراف های

مستقل مجموعه ی ⁃ ۱۰ هامیلتونی دور : ۹ کراندار درختی عرض با گراف های
۱۳ تقسیم ⁃ ۱۲ کوله پشتی ⁃ ۱۱ زیر مجموعه ها جمع کم: اندازه ی با اعداد

اندازه ی یا و دارند بهتری اجرای زمان با الگوریتم مسطح گراف های در دارند چندجمله ای الگوریتم که مسائلی از بسیاری مثال برای
از بعضی که بودیم دیده همچنین است. گراف در موجود تطابق بزرگترین اندازه ی با برابر دوبخشی گراف های در راسی پوشش کوچکترین
کنیم. حل چند جمله ای زمان در را مسائل این می توانیم عمل در باشد کوچک ورودی اندازه ی اگر پس دارند شبه چندجمله ای الگوریتم مسائل

کلی حالت ما ورودی که این با است ممکن حتی است. مسئله کلی حالت حل ما اصلی خواسته ی مواقع از بسیاری در حال، این با
از رده ای چه در گراف این که این توصیف اما نباشند کلی حالت ورودی گراف های مثال برای باشد. دشوار کاری آن دقیق تصریح نیست

باشد. دشواری کار می گیرد قرار نظر مورد گراف های

کنیم. طراحی مسئله برای خوب نمایی الگوریتم .۲

الگوریتم به نسبت که دادیم ارئه O(poly(n)×2n) زمانی مرتبه ی از نمایی الگوریتم ۱۴ دوره گرد فروشنده ی مسئله ی حل برای مثال برای
با میگیرند. قرار دسته این در ۱۶ انشعاب و کران روش و ۱۵ پسگرد روش خاص طور به . بود بهتری نمایی الگوریتم ، O(n!) اردر از بدوی
حسب بر شده ارائه الگوریتم می کنیم سعی حقیقت در نیز اوقات از خیلی کنیم. می فدا را الگوریتم زمان بودن چندجمله ای روش این انتخاب

باشد. نمایی ورودی از پارامترهایی یا پارامتر حسب بر بلکه نباشد، نمایی ورودی کل
1Independant Set
2Longest Path
3Bipartite
43 Coloring
5Edge Coloring
6Planar
7Max Cut
84 Coloring
9Bounded Treewidth

10Hamiltonian Cycle
11Subset Sum
12Knapsack
13Partition
14Travelling Salesman Problem (TSP)
15Backtracking
16Branch And Bound

۲
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دهیم. ارائه مسئله برای تقریبی الگوریتم .۳

حل در نمی توان وضوح به و دارد کاربرد بهینه سازی مسائل حل برای روش این می کنیم. فدا را الگوریتم بودن دقیق روش این انتخاب با
برد. بهره آن از تصمیم گیری مسائل

کنیم. استفاده ۱ مکاشفه ای روش از .۴

به آنها نزدیکی میزان همچنین و الگوریتم هایی چنین اجرای زمان اما کنند حل بهینه تر را مسئله که می دهیم ارائه ایده هایی حالت این در
جست و جوی روش های خاص طور به نداریم. آنها برای خوبی تئوری تحلیل های معمولا کلی طور به نیست. مشخص دقیقاً واقعی جواب
اما برداشتیم دست مسئله دقیق حل از ۳ حالت مشابه داریم خوبی تحلیل الگوریتم ها برای که حالتی در می گیرند. قرار دسته این در ۲ محلی

کشیدیم. دست مسئله حل از تئوری لحاظ از واقع در باشیم نداشته الگوریتم ها این برای نیز خوبی تحلیل اگر

پسگرد روش با مسائل حل ۲

وجود آنها برای «بد»ی اصطلاحاً الگوریتم همیشه معمولا اما ندارد، وجود آنها برای خوبی الگوریتم که داریم مسائلی موارد، از بسیاری در
نمی توانند وضوح به که را حالت هایی روش این در درواقع است. حالت ها همه ی هوشمندانه ی جست وجوی حقیقت در پسگرد روش دارد.
همه ی هوشمندانه ی جست و جوی زیر مثال می رود. کار به جست وجو مسائل حل برای روش این نمی کنیم. بررسی را باشند مسئله جواب

می دهد. نشان SAT مسئله ی یک حل برای حالت ها

را مسئله شروط تمام که دارد وجود مقدار دهی ای آیا که سوال این به پاسخ برای بگیرید. نظر در را متغیر n با SAT مسئله ی .۱ مثال
می نامند. ۳ حالت ها همه ی جست وجوی را روش این که کرد، بررسی را ممکن حالت 2n همه ی می توان کند ارضا 

ϕ = (w ∨ x ∨ y ∨ z) ∧ (w ∨ x̄) ∧ (x ∨ ȳ) ∧ (y ∨ z̄) ∧ (z ∨ w̄) ∧ (w̄ ∨ z̄)

w = false اگر مثلا می کنیم. امتحان آن برای را (۱ و ۰ (یا false و true حالت دو هر و می گیریم نظر در را دلخواه متغیر یک
پس می رود. بین از کند ارضا را آنها می توانسته که متغیرهایی از یکی دوم و اول عبارت های برای و می شوند ارضا ششم و پنجم عبارت آنگاه

می رسیم: زیر عبارت به و می کنیم حذف را w عبارت نیز دوم و اول عبارت های از و می کنیم حذف را ششم و پنجم عبارت هردو

ϕ′ = (x ∨ y ∨ z) ∧ (x̄) ∧ (x ∨ ȳ) ∧ (y ∨ z̄)

ساخت: درخت یک می توان ایده همین با
1Heuristic
2Local Search
3Exhaustive Search or Brute Force Search

۳
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مقداردهی مرحله این تا متغیرها برای شده داده مقداردهی با که معناست این به رسیدیم تهی عبارت یک به درخت از گره ای در اگر
کند). ارضا را عبارت آن بتواند که ندارد وجود دیگر متغیری هیچ واقع (در ندارد وجود معتبری

فقط w = 1 و z = 0 آن ها در که مقداردهی هایی تمام برای مثال برای نمی شوند. بررسی حالات همه ی روش این در که دید می توان
کرد. بررسی را y و x مختلف حالات نیست نیازی و ندارد وجود w = 1 و z = 0 با معتبری مقدار دهی زیرا می شود صرف زمان بار یک

وقتی تا و می کنیم تعریف فعال زیرمسئله های تمام از مجموعه ای است. زیر صورت به مسائل حل برای پسگرد الگوریتم کلی صورت
تعدادی آن روی از و می کنیم حذف مجموعه این از را آن می کنیم، انتخاب فعال زیرمسئله های تمام بین از مسئله ای زیر هربار است، نشده تهی
تصمیم مسئله زیر آن برای تابع جواب به توجه با و می کنیم بررسی را زیرمسئله ها این تمام تابعی کمک به سپس می سازیم. دیگر زیرمسئله
ما مسئله ی جواب منزله ی به زیرمسئله این است ممکن نیز گاهی نه. یا کنیم اضافه فعال زیرمسئله های مجموعه ی به را آن آیا که می گیریم

می کنیم. اعلام را جواب و می کنیم متوقف را الگوریتم صورت آن در و باشد

Backtrack()

1 Start with some problem P0

2 S ← {P0} // the set of active subproblems
3 while S ̸= ∅

4 Choose a P ∈ S ; S ← S − {P}

5 Expand P into P1 , ... ,Pk

6 for i = 1 to k

7 case test(Pi) of
8 success: announce solution and halt
9 failure: discard Pi

10 uncertainty: add Pi to S

11 Announce that there is no solution.

داریم: SAT درمسئله ی مثال برای

۴
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شده. ارضا عبارت کل که رسیدیم حالتی به : success ●
ندارد. وجود مرحله این تا متغیر ها فعلی مقداردهی های به توجه با عبارت کل برای معتبری مقداردهی : failure ●

نه). یا زسید جواب به می توان طریق این از آیا نیست معلوم (و نداده رخ بالا حالت دو از یک هیچ : uncertainty ●

گره یک به رسیدن برای مختلفی راه های که است این کنید دقت آن به باید که نکته ای کردیم. پیمایش را گراف یک مسئله این حل روند در
در که برسیم گره ای به تا می کنیم پیمایش را آن و می سازیم جست و جو درخت یک واقع در پیمایش، روش این در دارد. وجود گراف این در
انتخاب هوشمندانه را Choose و Expand توابع می توانیم برسیم جواب به ممکن زمان کوتاه ترین در اینکه برای نیست. عبارتی هیچ  آن

می رسد). جواب به زودتر می کنیم فکر که کنیم پیمایش صورتی به واقع (در کنیم

که طوری به کرد تعیین گره ها روی اولویتی می توان مثال برای نکنیم. بررسی را گره ها از تعدادی که است این پسگرد روش هدف
نیز Expand تابع در کند. انتخاب را بالاتر اولویت با گره Choose تابع و باشند داشته بالاتری اولویت کمتر متغیر تعداد با گره هایی
Choose و Expand توابع برای شده پیشنهاد تعریف می کنیم. مقداردهی را آن و می کنیم انتخاب کمتر متغیر تعداد با عبارتی از متغیری

می رسد. نظر به مناسب شهودی طور به

زیر صورت به مسئله این اولیه ی الگوریتم برای شبه کدی می کنیم. بررسی را 3-SAT یعنی SAT مسئله ی خاص تر حالت مثال، برای
است:

3-SAT(Φ)

1 if Φ is empty return true

2 (l1 ∨ l2 ∨ l3 ) ∧ Φ′ ← Φ

3 if 3-SAT(Φ′ | l1 = true) return true

4 if 3-SAT(Φ′ | l2 = true) return true

5 if 3-SAT(Φ′ | l3 = true) return true

6 return false

است: ( O(2n) ) ها حالت همه ی جست وجوی از بدتر حتی الگوریتم این کنید دقت
است O(poly(n)× 3n) اردر از الگوریتم این اجرای زمان .۱ قضیه

می رسیم. موردنظر زمان به T (n) ≤ 3T (n− 1) + poly(n) بازگشتی رابطه ی حل از اثبات.

شرط به معتبری مقداردهی که که معناست این به برگرداند، false ، 3-SAT(Φ′ | l1 = true) اگر که کرد مشاهده می توان
3-SAT(Φ′ | l1 = false, l2 = true) می توان بعدی خط در پس است. l1 = false درنتیجه و ندارد وجود l1 = true

تابع می توانیم بعدی خط در پس باشد. false باید l2 که دید می توان برگرداند false فراخوانی این اگر مشابهاً کرد. فراخوانی را
است: زیر صورت به الگوریتم این شبه کد کنیم. بررسی را 3-SAT(Φ′ | l1 = false, l2 = false, l3 = true)

۵
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3-SAT(Φ)

1 if Φ is empty return true

2 (l1 ∨ l2 ∨ l3 ) ∧ Φ′ ← Φ

3 if 3-SAT(Φ′ | l1 = true) return true

4 if 3-SAT(Φ′ | l1 = false, l2 = true) return true

5 if 3-SAT(Φ′ | l1 = false, l2 = false, l3 = true) return true

6 return false

است O(1.84n) زمانی مرتبه ی از الگوریتم این اجرای زمان .۲ قضیه

می رسیم. موردنظر زمان به T (n) ≤ T (n− 2) + T (n− 3) +O(m+ n) بازگشتی رابطه ی حل از اثبات.

دارد. وجود نیز O((43)
n) از الگوریتم 3-SAT برای است. بهتر O(2n) از که

شده کار بسیار الگوریتم هایی همچین روی عمل در اما باشیم، دقیق مسائلی همچین تحلیل تئوری روی نمی توانیم خیلی گاهی که این با
آنقدر و می کنند حل را مسئله خوب خیلی عمل در که است شده ارائه زیادی اختصاصی »های ۱ کننده «حل SAT مسئله ی برای حتی است.

می شود. برگزار کننده»ها «حل اصطلاحاً این بین نیز مسابقاتی گاهاً حتی است. خارج بحث حوصله ی از آنها بررسی که هستند زیاد

را یکدیگر وزیری دو هیچ که طوری به دهیم قرار صفحه این در را وزیر n می خواهیم بگیرید. نظر در را n× n ی صفحه یک .۲ مثال
باشند. یکسان قطر یا ستون یا سطر یک در اگر می کنند تهدید را یکدیگر وزیر دو نکنند. تهدید

است n تا ۱ بین عددی آن عضو هر که تایی n دنباله های همه ی توانیم می دهیم ارائه الگوریتمی خاصی هوشمندی بدون بخواهیم اگر
اگر بگیرد. قرار ام ai سطر در ام i ستون به مربوط وزیر که است این بیانگر ai باشد (a1, ..., an) برابر دنباله اگر یعنی کنیم. بررسی را
کافی و باشند سطر یک در نباید وزیری دو هیچ زیرا کنیم. بررسی را n تا ۱ جایگشت های همه ی است کافی کنیم بررسی هوشمندانه تر کمی

کنیم. بررسی را قطری تهدیدهای است

وزیر که است این نشان دهنده ی Q [i ] که طوری به می کنیم تعریف را Q آرایه ی کنیم. حل پسگرد روش با را مسئله این می خواهیم حال
الگوریتم این درواقع بود. خواهد زیر صورت به ما الگوریتم شبه کد آنگاه باشد ستون شماره ی بیانگر c اگر دارد. قرار سطر کدام در ام i ستون

است. حالات درخت در ۲ عمق اول جست وجوی یک نحوی به
1SAT Solver
2Depth First Search (DFS)

۶
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Backtrack(Q , c)

1 if c == n + 1

2 ans += 1

3 else
4 for j = 1 to n

5 flag = true

6 for i = 1 to c − 1

7 if Q [i ] == j or |Q [i ]− j | == c − i

8 flag = false

9 break
10 if flag == true

11 Q [i ] = j

12 Backtrack(Q , c + 1)

اول شرط نه.که یا می کند تهدید را c − 1 تا ۱ ستون های وزیرهای باشد ام j سطر در c ستون وزیر اگر که می کند بررسی کد هفتم خط
می کند. بررسی را قطری تهدید دوم شرط و سطری تهدید

وزیر اگر می کنیم چک و می کنیم بررسی را ام c ستون خانه های تمام فوق الگوریتم در کنیم. بهینه تر بسیار می توانیم را الگوریتم این اما
را شرط ها این تمام قبل از روشی با می توانیم کار این جای به نه. یا می کند تهدید را عقب تر ستون های وزیرهای دهیم، قرار خانه این در را
قرار سطر این در را وزیری نمی توانیم دیگر چهارم، سطر در اول ستون ستون وزیر دادن قرار از بعد زیر شکل در مثال برای کنیم. محاسبه
در ترتیب همین به کرد. نخواهیم بررسی را چهارم سطر کنیم، بررسی را سوم ستون وزیر برای ممکن موقعیت های بخواهیم اگر پس دهیم
را دوم ستون وزیر که خانه هایی مشابه طور به کند. می تهدید قطری را اول ستون وزیر که چرا کرد نخواهیم بررسی را دوم سطر سوم ستون

کنیم. بررسی را پنجم سطر است کافی فقط کل در پس نمی کنیم بررسی را می کند تهدید

گیریم: می نظر در را زیر یکی و صفر آرایه های ایده این پیاده سازی برای

شوند. می تهدید c − 1 تا ۱ های ستون های وزیر توسط سطری طور به c ستون از خانه :کدام (row) rw ●
می شوند. تهدید c − 1 تا ۱ ستون های وزیرهای جهت↗توسط در قطری طور به c ستون از خانه ها :کدام (left diagonal) ld ●
می شوند. تهدید c−1 تا ۱ ستون های وزیرهای جهت↘توسط در قطری طور به c ستون از خانه ها :کدام (right diagonal) rd ●

کار ابتدای در کرد. پیاده سازی بیتی عملیات با را آرایه ها روی عملیات و گرفت نظر در عدد ۳ فوق یکی و صفر آرایه های جای به توان می
می کنیم. مقداردهی زیر صورت به را ans و AllOne متغیر دو

۷
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AllOne = 111...1︸ ︷︷ ︸
n

ans = 0

بود: خواهد زیر صورت به جدید الگوریتم شبه کد حال

Bit-Back(rw , ld , rd)

1 if rw = AllOne

2 ans += 1

3 pos = AllOne & (∼ (rw | ld |rd))

4 while pos

5 p = pos & (−pos)

6 pos ^= p

7 Bit-Back(rw |p, (ld |p)≫ 1, (rd |p)≪ 1)

در درواقع چیست؟ سوم خط در AllOne با کردن & دلیل اما کرد. جایگزین c = n + 1 با را شرط عبارت اول خط در می توان
۱ زیادی تعداد است ممکن می کنیم، محاسبه را عبارت آن نقیض ،۳ خط در که هنگامی و است ثابتی عدد معمولا بیت ها تعداد کامپیوتر

می بریم. بین از را آنها کار این با که شود ایجاد عدد آخر در اضافه

: است زیر صورت به آرایه ۳ مقادیر سوم ستون بررسی از قبل می کنیم. بررسی بود آمده بالا در که شکلی با را کد این

rw = 01010

ld = 00011

rd = 00100

داشت: خواهیم نتیجه در و

pos = 10000 ⇒ p = 10000

صورت به ها آرایه سوم ستون وزیر دادن قرار از پس دهیم. قرار آن در را وزیر می توانیم که است خانه ای تنها نشان دهنده ی دقیقاً این که
می کنند: تغییر زیر

rw = rw |p = 11010

ld = (ld |p)≫ 1 = 01001

rd = (rd |p)≪ 1 = 01010

حل عمق اول جست وجوی یا ۱ سطح اول جست وجوی مانند گراف پیمایش الگوریتم های با می توان را تایی ۱۵ پازل مسئله ی .۳ مثال
کرد.

1Breadth First Search (BFS)
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یک با را می شوند تبدیل هم به حرکت یک با که حالاتی تمام و بگیریم نظر در گراف یک در راس یک بازی حالت هر ازای به اگر
ضمنی طور به را گراف واقع (در می دهد نمایش را پازل این حالات تمام که داشت خواهیم گرافی کنیم، وصل هم به گراف این در یال
می توانیم دیگری گره های چه به (حالت) گره یک از می دهد نشان تنها که می کنیم تعریف جست وجو درخت یک شرایطی درچنین داریم).
می توان زیادی راه های از (چون باشیم داشته زیادی تکراری راس های درختی همچین در است ممکن نتیجه در بالا). شکل (درخت برویم
در را آن معمولا که دارد نیاز نمایی حافظه ای زیرا کنیم پیمایش را اصلی گراف خود نمی توانیم ما که کنید دقت رسید). خاص حالت یک به
درنتیجه نمی کنیم نشانه گذاری را راس ها سطح) (و عمق اول جست و جوی برخلاف الگوریتم حافظه ی کردن بهینه منظور به نداریم. اختیار
این در دهیم). انجام را پیمایش شده گفته جست وجوی درخت  در که این با است معادل این (که برسیم تکراری راس های به است ممکن
اعمال جست وجو عمق برای محدودیت یک عمق اول جست و جوی الگوریتم در درنتیجه نشود. متوقف هیچ  گاه الگوریتم است ممکن حالت
را اند گرفته قرار فعلی راس تا ریشه مسیر در که راس هایی فقط همچنین می کنیم. بررس را d عمق تا گره هایی فقط مثال برای می کنیم.

است. O(d) از عمق اول جست و جوی برای استفاده مورد حافظه ی نتیجه در می کنیم نگهداری

از حالت هایی تعداد با برابر که می کنیم تعریف درخت برای را ۱ انشعاب ضریب سطح اول جست وجوی مصرفی حافظه ی بررسی برای
خواهد O(bd ) از سطح اول جست وجوی مصرفی حافظه ی باشد، b برابر مقدار این اگر رسید. آن به می توان فعلی حالت از که است پازل
راه یک کنیم. تعیین چگونه را d مقدار که است این دارد وجود که سوالی اما است کمتر عمق اول جست وجوی حافظه ی وضوح به بود.
تا جست وجو با آیا که می کنیم بررسی d = 1 برای ابتدا که صورت این به است، ۲ تکرارشونده عمق اول جست وجوی الگوریتم از استفاده
به که می دهیم ادامه قدر آن را روند این و می کنیم اجرا d = 2 با را الگوریتم نرسیدیم هدف به اگر نه. یا می رسد جواب به ۱ عمق حداکثر

برسیم. خود هدف

عدد را d ابتدا همان از باشد بهتر شاید و می کنیم پیمایش را راس ها تمام چندبار اولیه عمق های برای ما که می رسد نظر به اول نگاه در
را راس bk ، d = k برای ترتیب همین به و راس b2 ، d = 2 برای راس، b ، d = 1 برای الگوریتم درواقع اما بگیریم، نظر در بزرگتری
نظر از بود. خواهد d = k برای بررسی اردر از الگوریتم کل اجرای زمان کل در پس است، O(bk) از ∑k

i=1 b
i چون حال می کند. بررسی

است. O(k) از مصرفی حافظه ی باشد، k عمق در هدف حالت با متناظر راس اگر نیز حافظه

به که بگیریم نظر در عدد یک پازل از حالت هر برای که است این می رسد ذهن به که دیگری ایده ی الگوریتم، این کردن بهینه برای حال
حالت در عدد ۱۵ این جایگاه که است صورت این به روش یک نمونه، برای است. نهایی حالت از فعلی حالت فاصله ی نشان دهنده ی نوعی
مانعی هیچ که صورتی در نهایی حالت در عدد آن جایگاه به رسیدن برای لازم حرکات تعداد کمترین عدد هر برای می گیریم. نظر در را فعلی
تعریف نهایی حالت در جایگاه شان از اعدادش فاصله ی جمع را حالت این نظر مورد (فاصله) عدد و می کنیم محاسبه را نباشد عدد راه سر بر
از رسیدن برای لازم حرکات تعداد برای پایین کران یک نشان دهنده ی (فاصله) کردیم تعریف حالت هر برای که عددی نتیجه در می کنیم.

است. هدف حالت به فعلی حالت
1Branching Factor
2Iterative Deepening DFS
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واقعاً فاصله این اگر که داد نشان می توان دارد. هدف حالت از کمتری فاصله ی که می کنیم بررسی را فرزندی ابتدا راس هر از گراف در حال
است. بهینه الگوریتم این باشد، هدف به رسیدن برای لازم حرکات تعداد پایین کران

دو هر از هم زمان می توان t و s بین مسیر کردن پیدا برای یعنی است ۱ وسط در ملاقات ایده  ی از استفاده مسئله این حل برای دیگر ایده ی
می رسند هم به پیمایش مسیر دو که نقطه ای در و کرد پیمایش عمق اول جست وجوی یا سطح اول جست وجوی با را گراف t و s راس

کرد. متوقف را الگوریتم

داد. کاهش O(b
k
2 ) به O(bk) از را سطح اول جست وجوی الگوریتم زمان می توان روش این با

و تقسیم الگوریتم های در که است این در آن ها تفاوت اما می رسد نظر به حل و تقسیم روش مانند اول نگاه در وسط در ملاقات روش
مساله ی نمی توان وسط در ملاقات روش در که صورتی در است اولیه مسئله ی جنس از دقیقا می آید دست به تقسیم از بعد که مسئله ای حل

دارد). متفاوتی (مفهوم کرد تقسیم کوچکتر مسئله های به را آمده دست به

کنیم: حل وسط در ملاقات روش با را زیر ی مسئله می خواهیم حال

S = {s1, ..., sn} : ورودی .۴ مثال
باشیم: داشته که طوری به کنیم افراز A , B , C , D مجموعه ی ۴ به را S می توانیم آیا : خروجی

∑
x∈A x =

∑
x∈B x =

∑
x∈C x =

∑
x∈D x

همه ی بخواهیم اگر دارد. وجود A , B , C , D مجموعه های از یکی در عضویت حالت ۴ ، S از عضو هر برای : بدوی الگوریتم
اجرای زمان با الگوریتم وسط در ملاقات ایده ی با می خواهیم بود. خواهد O(4n) از الگوریتم اجرای زمان کنیم بررسی را ممکن حالت های

دهیم. ارائه O(4
n
2 )

متغیرها انواع کردن ذخیره مورد در ابتدایی جلسات (در می کنیم ذخیره H درهم سازی جدول یک در را اول عدد n
2 حالت های همه ی

نظر در یکی یکی را دوم عدد n
2 حالت های ی همه سپس می شد) انجام O(1) از نیز کار این که بودیم، کرده صحبت درهم سازی جدول در

نه. یا است موجود H در مکملش آیا که می کنیم چک یکی یکی کدام هر برای و می گیریم

(a, b, c, d) ∈ H
?−→ (a− t, b− t, c− t, d− t) ∈ H

است معتبر دوم عدد n
2 چینش هر برای شده گرفته نظر در حالت آیا که کنیم بررسی می توانیم O(1) در پس . t =

∑
x∈S x

4 آن در که
خیلی پیشرفت ظاهر در هرچند که کنید دقت است. O(4

n
2 ) از الگوریتم کل در درنتیجه و می گیرند O(4

n
2 ) از زمانی مرحله دو هر نه. یا

دارد. شدن عملی امکان دوم الگوریتم اما است اجرا غیرقابل تقریباً بدوی الگوریتم n = 20 برای مثلا عمل در اما نکرده ایم، بزرگی
1Meet In The Middle
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کران و انشعاب روش با مسائل حل ۳

در کنیم؟ استفاده می توانیم روشی چه از سازی بهینه مسائل برای می رود. کار به جست وجو مسائل حل برای پسگرد روش که کردیم اشاره
نظر در را دوره گرد فروشنده ی مسئله ی مثال برای است. بهینه سازی مسائل در پسگرد روش ایده  ی بردن کار به کران و انشعاب روش واقع
جواب یک ساخت حال در و نیست) بهینه (لزوماً باشیم کرده پیدا جواب یک کار اینجای تا بهینه، جواب کردن پیدا مراحل در اگر بگیرید.
برای شانسی ساخته ام) را آن از بخشی الان تا که (جوابی فعال جواب اگر باشیم)، ساخته را دور از بخشی (یعنی باشیم مسئله برای دیگر
وضعیت های از درخت یک قبل مسائل مشابه یعنی نمی دهیم. ادامه را آن دیگر باشد، نداشته کرده ایم پیدا الان تا که جوابی از شدن بهتر
به شدن نزدیکتر شانس میانی گره های از یکی اگر مرحله هر در می کنیم. پیمایش بهینه جواب کردن پیدا برای آن و می گیریم نظر در مختلف
ما رساندن شانس که شاخه هایی تنها و نمی دهیم ادامه را شاخه آن باشد، نداشته را کرده ایم پیدا حال به تا که جوابی به نسبت اصلی جواب

می کنیم. بررسی را دارند بهینه جواب به

راس ها تمام شامل هامیلتونی دور چون کنیم. پیدا را زیر جهت بدون گراف در هامیلتونی دور می خواهیم بگیرید. نظر در را زیر مثال
به را زیرمسئله هر کنیم. شروع را دور A از کنید فرض کلیت از کاستن بدون پس می کنیم. شروع راس کدام از که نمی کند فرقی می شود
t و A بین مسیر در که هستند رئوسی مجموعه S و رسیده ایم آن به A از الان تا که است راسی t که می کنیم. تعریف (A,S, t) صورت

آمده اند.

مثلا هستند. هامیلتونی دور یک هزینه ی برای پایین کران یک بیانگر ها راس کنار در شده ثبت اعداد بگیرید، نظر در را زیر درخت حال
شد. خواهد ۱۰ مساوی یا بزرگتر نهایت در هامیلتونی دور هزینه ی برویم B به A از اگر که معناست به این که شده ثبت ۱۰ عدد B برای
با هامیلتونی دور یک H به نهایت در و G به F به E به D به C به B به A از کنیم پیمایش عمق اول جست وجوی با را درخت کنید فرض
دور یک نمی توانیم برویم G به اگر حالت این در که دید می توان می رسیم. D به H از بالا سمت به برگشت با درخت در است. ۱۱ هزینه ی
حالت این ادامه برای هزینه پایین کران که می بینیم برویم، H به C از اگر حالت این در می رویم. C به D از سپس کنیم. کامل را هامیلتونی
این بررسی لذا دارد)، ۱۴ با برابر هزینه ای برسیم،حداقل آن به می توانیم فعلی وضعیت از که هامیلتونی ای دور کم هزینه ترین (یعنی است ۱۴
و می کنیم پیمایش را گراف کل ترتیب همین به بودیم. کرده پیدا ۱۱ از کمتر هزینه ی با هامیلتونی دور یک قبلا چون نمی  دهیم ادامه را شاخه

کنیم. محاسبه را نهایی اش هزینه ی تا می دهیم ادمه را گره آن رسیدیم ۱۱ از کمتر پایین کران به گره ای برای مرحله هر در اگر

یک تشکیل برای بگیرید. نظر در را (A,S, t) زیرمسئله  ی تعریف کنیم. مشخص را پایین ها کران این تعیین نحوه ی است کافی حال
راس های تمام که مسیری با باید راس دو این سپس شود. وصل V \ S رئوس از دیگر یکی به نیز t و V \ S رئوس از یکی به باید A دور
یکی به را A که یال هایی تمام پایین کران یک کردن پیدا برای شود. ایجاد هامیلتونی دور یک تا شوند وصل هم به دربرمی گیرد را V \ S
(دو می دهیم انجام t برای را کار همین شبیه و می کنیم انتخاب را وزن کمترین با یال و می گیریم نظر در را میکنند وصل V \ S رئوس از
یک V \ S اعضای برای همچنین دارند). را ممکن وزن کمترین هم روی و می کنند وصل V \ S متمایز عضو دو به را t و A که یالی
و می کند عبور راس ها تمامی از حتما هستیم آن دنبال که مسیری و است درخت یک مسیر هر چون می کنیم. محاسبه ۱ کمینه فراگیر درخت

1Minimum Spanning Tree (MST)
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خواهد کمینه فراگیر درخت یک هزینه ی با مساوی بزرگتر آن هزینه ی پس ،( V \ S راس های (برای هست نیز فراگیر درخت یک درنتیجه
است. نظر مد پایین کران با برابر فعلی زیرمسئله ی در t به A از مسیر هزینه ی و مقدار ۳ این مجموع بود.

آن ابتدا و بسازیم را A همسایه های همه ی می توانیم کنیم، پیمایش عمق اول جست وجوی با را درخت ندارد لزومی کنید دقت البته
ببینید: زیر شبه کد در می توانید را الگوریتم هایی همچین کلی شمای دهیم. ادامه را است بقیه از کننده تر امیدوار که همسایه ای

Branch-And-Bound()

1 Start with some problem P0

2 S ← {P0} // the set of active subproblems
3 bestSoFar ←∞

4 while S ̸= ∅

5 Choose a P ∈ S ; S ← S − {P}

6 Expand P into P1 , ... ,Pk

7 for i = 1 to k

8 if Pi is a complete solution then update bestSoFar

9 else if (lowerbound(Pi) < bestSoFar) then add Pi to S

10 return bestSoFar

S به و کنیم تولید را آن فرزندان تمام رسیدیم گره یک به وقتی که است این می شود گرفته نظر در Expand برای که معنایی معمولا
عمل شده ارائه شبه کد طبق دقیقاً اینکه برای کردیم. تخطی روش این از کمی قبل الگوریتم در کنیم. غیر فعال را اصلی گره و کنیم اضافه

کنیم. اضافه درخت به را آن فرزندان همه ی گره هر برای باید کنیم،
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هستند. اختیاری مطالب بعد به اینجا از

دونفره(اختیاری) بازی های حل الگوریتم های ۴

اما کند. بهینه را مقداری می خواست که داشت وجود نفر یک درواقع بود. بهینه صورت به مسائل حل برای شده ارائه الگوریتم های اینجا تا
دونفره بازی های برای می توان کند). کمینه را خود (ضرر کند بیشینه را مقابل طرف ضرر و خود سود می خواهد نفر هر دونفره بازی یک در

کنید. مشاهده را XO بازی درخت مثال برای گرفت. نظر در حالت درخت یک قبل مسائل مشابه نیز

جای به که دهیم ارائه الگوریتمی می خوهیم حال می کنند. مشخص را اول نفر ضرر) (یا سود برگ ها به شده داده نسبت اعداد درواقع
می کند. بازی ایده آل نیز دوم نفر که است این ما فرض کند). بهینه را او ضرر و سود (و کند بازی اول نفر

ترتیب این به نیز حالت هر شود. سود بالاترین به منجر که می  کند انتخاب را حالتی ممکن حالت های تمام بین مرحله هر در الگوریتم
دوم نفر که می دانیم و می  کنیم محاسبه دوم نفر از شروع با منتها حالت این فرزندان روی را الگوریتم بازگشتی طور به که می شود محاسبه
(بیشترین سود کمترین به منجر که می کند انتخاب را حالتی موجود فرزندان تمام بین و کند کم را اول نفر سود ممکن جای تا می خواهد

شود. اول نفر برای ضرر)

رسیدن صورت در اول نفر سود نشان دهنده ی برگ هر برای شده داده نشان اعداد که بگیرید نظر در را زیر خیالی بازی درخت مثال برای
بزند. رقم اول نفر برای را ممکن عدد کمینه می خواهد دوم نفر و بیاورد دست به را ممکن عدد بیشنه می خواهد اول نفر است. حالت این به
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a

b
c

d

e f g h i j k l m

3 4 3 2 4 5 4 4 5

3 2 4

4

واحد ۳ (حداکثر است g یا e راس به رفتن دوم نفر برای وضعیت بهترین است دوم نفر نوبت که باشیم b گره در اگر فوق درخت در
کرد خواهد انتخاب را h گره دوم نفر مشابه دلیل به باشیم c گره در اگر می رساند. اول نفر به را سود کمترین زیرا اول) نفر برای سود
خواهد اول) نفر برای ۴ سود (حداکثر کرد خواهد انتخاب را l یا k باشیم، d گره در اگر همینطور اول). نفر برای سود واحد ۲ (حداکثر
بهینه نیز دوم نفر که است این بر فرض کنید (دقت دارد را شده تضمین سود بیشترین زیرا می کند انتخاب را d گره اول نفر نتیجه در رسید.

می کند). بازی

مشخص بازی حالت یک برای بودن برگ شرط که می کنیم فرض الگوریتم در می دهد. نشان را الگوریتمی همچین کلی شمای زیر شبه کد
است.

Max(s)

1 if s is leaf
2 return s.value

3 v ← −∞

4 for a in s.children

5 v = max(v ,Min(a))

این از استفاده برای می نامیم. ۱ بیشینه⁃کمینه هم با را الگوریتم دو این می کند. کار بالا الگوریتم با متقارن تقریباً نیز Ⅿin(s) الگوریتم
انتخاب های تعداد تعداد اگر حتی نمی شود. متوقف الگوریتم صورت ای غیر در باشد. متناهی بازی وضعیت درخت که است لازم الگوریتم
گاهی (و است زمان بر آن بررسی و است نمایی رشد با درخت یک بازی هایی همچین حالت درخت باشد، محدود نیز مرحله هر در بازی
آن پردازش توان که جایی تا واقع (در کرد اعمال محدودیت درخت رفتن پایین مراحل تعداد روی می توان مشکل این حل برای غیرممکن).
خروجی را دوم نفر بر اول نفر برتری میزان از تخمینی مثلا می توانیم نباشد برگ رسیدیم آن به که گره ای اگر حالت این در باشیم). داشته را

دهیم.

زیادی بهینه سازی های می توان هم باز حال این با است، شده گفته صورت به کلی حالت در نفره دو بازی های الگوریتم های بیشتر پایه ی
به حال به تا که چیزی (از بیشتر ارزشی نمی توانند که گره هایی از را درخت پیمایش قبل، الگوریتم های مشابه داد. ارائه الگوریتم ها این برای

کرد. استفاده ایده همین از می توان نیز مسائل نوع این در نمی دهیم. ادامه بیاورند بدست ما برای آورده ایم) دست
1MaxMin
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توجه با کار اینجای تا کنیم. بررسی را h گره وسپس c گره آنجا از و برگردیم a گره به b گره بررسی از پس قبل مثال در کنید فرض
اول بازیکن که دریافت می توان h گره مشاهده ی محض به است. آورده دست به را واحد ۳ سود اول بازیکن شده، بررسی گره های سود به
دوم بازیکن اول نفر توسط c گره انتخاب صورت در و است نفر برای سود کردن کمینه  دوم نفر هدف زیرا کرد، نخواهد انتخاب را c گره
را سود واحد ۳ حداقل تضمین می کرد، انتخاب را b و نمی کرد انتخاب را c اگر (زیرا کرد خواهد ضرر اول نفر و می کند انتخاب را h گره

نیست. j و i گره های بررسی به نیازی نتیجه در داشت).

به می تواند فعلی گره Max جد یک که است مقداری بهترین نشان دهنده ی α زیر الگوریتم در می گویند. ۱ آلفا⁃بتا هرس روش این به
الگوریتمی همچین کلی شمای بیاورد. دست به می تواند فعلی گره Min جد یک که است مقداری بهترین نشان دهنده ی β و بیاورد. دست

است: زیر مانند

Max(s, α, β)

1 // handle base case...
2 v ← −∞

3 for a in s.children

4 v = max(v ,Min(a, α, β))

5 if v ≥ β

6 return v

7 α = max(α, v)

بعد v2 به می کنیم شروع v1 از بگذارید). اول نفر جای به را خود زیر متن تمام (در می کنیم اجرا را الگوریتم این زیر گراف در مثال برای
به ۸ مساوی کمتر سودی اول نفر v8 وضعیت در که دریافت می توان v16 وضعیت بررسی از بعد می رویم. v16 به و v8 به سپس v4 به آن از
سود ندارد فرزندی دیگری v8 چون و بود خواهد ۷ مساوی کمتر v8 وضعیت در آمده دست به سود v17 بررسی از پس آورد. خواهد دست
۷ مساوی بزرگتر آن در آمده دست به سود که می دانیم v4 یعنی v8 پدر وضعیت به راجع مرحله این در شد. خواهد واحد ۷ دقیقاً اول نفر
بود. خواهد ۳ مساوی یا کمتر v9 وضعیت در آمده دست به سود می دانیم v18 گره بررسی از بعد می  کنیم. بررسی را v9 وضعیت حال است.
آورد دست به را ۷ سود چپ فرزند به رفتن با می توان v4 وضعیت در که چرا نیست v19 بررسی به نیازی که می شویم متوجه لحظه همین در
حاصل ۷ مساوی کمتر سودی v2 وضعیت در پس کرد. هرس را v9 به v4 ی شاخه می توان یعنی برویم راست فرزند به که ندارد دلیلی پس
یا بزرگتر سودی v5 گره لذا بود. خواهد ۸ وضعیت این از حاصل سود v10 فرزندان بررسی با می  کنیم. بررسی را v5 گره حال شد. خواهد
۸ مساوی بزرگتر سود با وضعیتی بررسی برای دلیلی نتیجه در آورده دست به ۷ مساوی کمتر سودی v2 در دوم نفر چون دارد. ۸ با مساوی
پس می کنیم. بررسی را v3 گره حال دارد. ۷ مساوی بزرگتر سودی ریشه وضعیت کار اینجای تا می شود. هرس نیز شاخه این پس ندارد.
می کنیم ادعا است. ۱ مساوی یا کمتر v12 ارزش که می دانیم v24 بررسی از بعد می کنیم. بررسی را v24 آن از بعد و v12 بعد و v6 ابتدا
v12 وضعیت به بازی اگر است. کرده تضمین خود برای را ۷ سود اول نفر کار اینجای به تا که چرا می شود. هرس v12 به v6 شاخه ی که
نمی دهد اجازه اول نفر نتیجه در نیست اول نفر خوشایند اتفاق این که می کند انتخاب را می شود ۱ سود به منجر که وضعیتی دوم نفر برسد،
پس است. ۸ با برابر v6 گره سود بنابراین است. ۸ وضعیت این سود می دانیم v13 فرزندان بررسی از پس برسد. وضعیت این به بازی که
مساوی بزرگتر v7 سود پس می شود. تعیین ۹ با برابر v14 سود ادامه در می کنیم. بررسی را v7 سپس است. ۸ مساوی کمتر v3 گره ارزش
نفر نصیب ۹ مساوی یا بزرگتر سودی حرکت این با که چرا نمی رود، راست سمت به هرگز v3 وضعیت در دوم نفر بنابراین بود. خواهد ۹

شد. خواهد اول
1α-β Pruning
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار
افشارراد امیرحسین نگارنده: ١ محلّ جست وجوی :٢٢ جلسه

مسائل برای که است انعطاف پذیر روش کلّ حالت در که است مختلف مسائل حل برای محلّ جست وجوی روش جلسه، این موضوع
ندارد. بهینه پاسخ به منته شدن برای تضمین حتّ و مناسب اجرای زمان لزوماً اما است، اعمال قابل زیادی بسیار

مقدّمه ١

م توان یادآوری، عنوان به است. شده معرف تمرین ی عنوان به کمینه فراگیر زیردرخت یافتن مبحث در محلّ جست وجوی روش پیش تر
ی حذف با بتوان که صورت در گام، هر در و کرد شروع دلخواه زیردرخت ی از گراف، ی در کمینه وزن با فراگیر زیردرخت یافتن برای

وجود پیشرفت ان ام ر دی نهایتاً تا داد انجام را کار این کرد، پیدا دست کم تر وزن با جدیدی زیردرخت به ر، دی یال کردن اضافه و یال
انجام قابل نیز چندجمله ای اجرای زمان در آن، بر علاوه و م شود منته بهینه جواب به وریتم ال این که داد نشان م توان باشد. نداشته

(تمرین). است

سیستم های از روش این به مربوط مهم شهود ی که کنیم توجه ابتدا است خوب ، محلّ جست وجوی وریتم های ال گرفتن نظر در برای
نظر در را ١ ل ش مثال عنوان به م کنند. حرکت انرژی پایین تر سطوح به رسیدن و تعادل سمت به ساختارها که جایی م شود؛ ناش فیزی
سیستم ، عبارت به م رسد. پایداری به آن جا در نهایتاً و م کند حرکت دره قعر سمت به شود، رها سبزرنگ گوی اگر ل، ش این در یرید. ب
در گوی واقع در ندارد. گاه آ بهینه نقطه ی محل از حرکت، هنگام در گوی که است حال در این و م کند حرکت بهینه نقطه ی سمت به
مثال، این در وضوح به باشد. داشته پایین تری ارتفاع که م رود سمت به و م کند حرکت خود اطراف محلّ شرایط از تابع تنها لحظه هر

م شود. بهینه نقطه ی به رسیدن به منجر رفتاری چنین

١ ل ش

مثال، عنوان به نشود. را هم مسأله مطلق بهینه ی جواب به رفتاری چنین که گرفت نظر در را مثال هایی سادگ به م توان وجود این با
این و م رسد، پایداری به چپ سمت دره ی در نهایتاً کند، حرکت چپ سمت به سبزرنگ گوی اگر حالت این در یرید. ب نظر در را ٢ ل ش
پایین تری انرژی سطح یا ارتفاع (در است بهتر تعادل نقطه ی این از که دارد وجود ری دی نقطه ی مسأله کلّ ساختار در که است درحال
بهینه ی جواب، این که حال در شود؛ موضع بهینه ی جواب ی به منجر است ن مم مثال این در وریتم ال چنین ترتیب این به دارد). قرار

نیست. مسأله سراسری
1Local Search
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٢ ل ش

دشوار، مسائل برای را ردی روی چنین م خواهیم خاص، طور به کنیم. استفاده وریتم ال مسائل برای ایده همین از م خواهیم حال
باشد. مناسب مسائل این حل و پیاده سازی برای عمل در که رسید روش به م توان آیا که کنیم بررس و گیریم کار به ان پی–تمام) (مسائل
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محلّ جست وجوی روش کلّ صورت بندی ٢

کرد: صورت بندی زیر صورت به را داریم نظر مورد محلّ جست وجوی روش با حل برای که مسائل م توان کلّ صورت به

.c : Q → R هزینه ی تابع و ن مم جواب های از Q مجموعه ورودی.
است. کمینه c(S) که S ∈ Q کردن پیدا هدف.

بود: خواهد زیر صورت به محلّ جست وجوی روش فوق، بیان از استفاده با

S همسایه های عنوان به را مسأله ر دی جواب های از تعدادی ،S ∈ Q هر برای یعن بسازید؛ را مسأله جواب های همسای گراف •
یرید. ب نظر در

حرکت است) کمتر آن هزینه ی مقدار احتمالا و است اولیه جواب ان همسای از ی (که ری دی جواب به جواب ی از گام هر در •
برسید. ( (موضع کمینه جواب ی به نهایتاً  تا کنید

ی (یعن جواب ی مسأله ورودی گراف از فراگیر زیردرخت هر کمینه، وزن با فراگیر زیردرخت مسأله ی همان در مثال عنوان به
کردن اضافه و اولیه درخت از یال ی حذف با م توان که هستند زیردرخت هایی نیز جواب هر همسایه های و است، (S مانند Q از عضو

رسید. آن ها به جدید یال ی

متناه فرض با کنیم، حرکت کمتر اکیداً هزینه ی با ری دی جواب به جواب ی از گام هر در که قید این گرفتن نظر در با که کنید دقّت
باید وریتم هایی ال چنین در همواره حال این با م رسد؛ پایان به موضع کمینه ی نقطه ی ی در حتماً وریتم ال چنین جواب ها تعداد بودن

داد: قرار بررس مورد را مهم بسیار مسأله ی دو

برسد؟ بهینه نقطه ی به وریتم ال تا م کشد طول چقدر وریتم: ال اجرای زمان .١
باشد؟ بدتر سراسری بهینه ی از است ن مم میزان چه حاصل، موضع بهینه ی نقطه ی جواب: کیفیت .٢

یعن نم کنیم؛ لحاظ را بهتر اکیداً جواب های سمت به همیش حرکت بر مبتن مذکور قید لزوماً کلّ حالت در که کنید دقّت ضمناً
فرار هدف با م تواند کاری چنین کنیم. حرکت بیشتر هزینه ی با پاسخ به پاسخ ی از که دهیم اجازه وریتم ال گام ی در است ن مم

پذیرد. صورت مسأله سراسری کمینه ی سمت به کردن حرکت و محلّ کمینه های از کردن

خواهیم بررس مسائل این از ی هر در را آن کارایی و بست خواهیم کار به مختلف مسائل در را محلّ جست وجوی وریتم ال ادامه،  در
نمود.

٣
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کمینه رأس پوشش مسأله ی ٣

هر برای هرگاه گویند، G گراف ٢ رأس پوشش ی را VC ⊂ V رئوس مجموعه ،G = (V,E) جهت بدون گراف برای .١ تعریف
.v ∈ VC یا u ∈ VC باشیم داشته ،e = uv ∈ E

یال هر انتهای دو از ی حدّاقل است گراف آن رئوس از مجموعه ای جهت، بدون گراف ی برای رأس پوشش ی ر، دی عبارت به
آن ها با متّصل یال های تمام با همراه را رأس پوشش ی رئوس همه ی اگر که است آن ساده بیان ی باشد. رئوس مجموعه این در گراف،

نماند. باق گراف در یال هیچ شوند، حذف گراف از

مسأله ی ی مسأله این است. کمینه اندازه ی با رأس پوشش ی یافتن مسأله ی کنیم، بررس بخش این در م خواهیم که مسأله ای
کمینه، اندازه ی با رأس پوشش یافتن و بود خواهد گراف از مستقل زیرمجموعه ی ی ، رأس پوشش ی مل م (زیرا است ان پی–تمام

است). ان پی–تمام مسأله ی ی که است بیشینه اندازه ی با مستقل زیرمجموعه ی یافتن با معادل

را جواب ها همسای های باید ابتدا کمینه، اندازه ی با رأس پوشش یافتن منظور به محلّ جست وجوی وریتم ال ی دادن ارائه برای
گوییم، ر دی ی همسایه ی را مسأله این احتمال جواب دو که است آن م رسد ذهن به طبیع صورت به که ساده وریتم ال ی کنیم. تعریف
این در .|A∆B| = 1 هرگاه گوییم، همسایه را A,B ⊂ V مجموعه ی دو ر، دی عبارت به باشند. داشته اختلاف رأس ی در تنها گاه هر
هستند) رأس پوشش ی خود رئوس، همه ی وضوح (به یریم ب نظر در را رئوس همه ی ابتدا که بود خواهد ل ش این به وریتم ال صورت
زیر کد شبه کنیم. حذف را رأس آن رسید، ر دی رأس پوشش ی به مجموعه این از رأس ی حذف با م توان که صورت در گام، هر در و

م کند: توصیف را وریتم ال همین نیز

VertexCoverByLocalSearch(G)

1 S = V

2 while ∃x ∈ S, S − {x} is a vertex cover
3 S = S − {x}

4 return S

کنیم: بررس مختلف مثال چند برای را وریتم ال این رد عمل م توانیم حال

ته گراف .١
از ی گام هر در ،S = V از شروع با که چرا م کند، کار درست وضوح به باشد نداشته یال هیچ که گراف برای وریتم ال این

است. ته گراف رأس پوشش کوچ ترین S = ∅ که است واضح م رسد. ته مجموعه ی به نهایتاً تا م کند حذف را رئوس
ستاره گراف .٢

کوچ ترین که است واضح دارد. ی درجه ی با رأس n− 1 و n− 1 درجه ی از رأس ی که رأس n با است گراف ستاره گراف
جوابی است ن مم توصیف شده وریتم ال حال، این با دارد. ی با برابر اندازه ای ٣آ ل ش با مطابق ، گراف چنین برای رأس پوشش
در وریتم ال اگر واقع در شده اند). داده نشان قرمز رنگ با رأس (پوشش های است نابهینه بسیار که آورد دست به را ٣ب ل ش مانند

رأس پوشش ی به و کند حذف را ری دی رأس هیچ نم تواند ر دی ذارد، ب کنار S مجموعه ی از را مرکزی رأس خود، گام اولین
است. نامطلوبی جواب که م رسد n− 1 اندازه ی با

2Vertex cover

۴
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(ب) (آ)

٣ ل ش

دوبخش گراف .٣
ی گراف)، همبندی فرض (با آن رأس پوشش کوچ ترین که است ستاره گراف مثال از کلّ تری فرم دوبخش گراف واقع در

که است آن حالت، این در محلّ بهینه ی پاسخ ی که است واضح حال این با دارد. کمتری اندازه ی که است گراف بخش دو از
به است، دوبخش گراف ی که بود ستاره گراف مثال آن، خاص حالت شود. انتخاب دارد بیشتری رئوس که گراف ر دی بخش
برای م شود. رأس پوشش برای متفاوت جواب دو به منجر و دارد رأس n− 1 آن ر دی بخش و رأس ی آن بخش ی که گونه ای
بهینه ی به است ن مم توصیف شده وریتم ال گام، هر در حذف رئوس انتخاب نحوه ی به بسته که است واضح نیز دوبخش گراف

برسد. سراسری) (غیر موضع بهینه ی یا سراسری
مسیر گراف .۴

بهینه ی نقطه ی ی در کمینه اندازه ی با رأس پوشش یافتن برای محلّ جست وجوی وریتم ال است ن مم قبل مثال های مانند مجدّداً
بهینه ی پاسخ ی و ۴آ ل ش در سراسری بهینه ی پاسخ مسیر، گراف برای مثال، عنوان به کند. پیشرفت نتواند و بیفتد گیر موضع
م توان است، شده داده نمایش ل ها ش این در که ویی ال دادن ادامه با و کلّ صورت به است. شده داده نشان ۴ب ل ش در موضع
موجود نیز 2n

3 (تقریبی) اندازه ی با موضع بهینه ی ی که حال در دارد، n
2 با برابر (تقریباً) اندازه ای بهینه پاسخ که کرد مشاهده

شود. را هم ری)  دی موضع بهینه ی جواب هر یا (و جواب ها این از ی هر به است ن مم محلّ جست وجوی وریتم ال است.

(آ)

(ب)

۴ ل ش

قرار نظر مدّ که وریتم ال از بیان (با رأس پوشش مسأله ی برای محلّ جست وجوی وریتم ال رد عمل که کردیم مشاهده مجموع در بنابراین
نیست. جالب چندان دادیم)

۵
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دوره گرد فروشنده ی مسأله ی ۴

م کنیم: مرور را (TSP) دوره گرد٣ فروشنده ی مسأله ی تعریف ابتدا

.k عدد و G وزن دار کامل گراف ورودی.
.G گراف در همیلتون دور کم وزن ترین . خروج

که است واضح کنیم. تعریف را گراف از همیلتون دور دو همسای باید ، محلّ جست وجوی وریتم ال از استفاده برای و ابتدا در
متفاوت یال ی در تنها که ندارند وجود دوری دو هیچ که چرا گرفت؛ نظر در همسایه را متفاوتند یال ی در تنها که دورهایی نم توان
وریتم ال این ، محلّ جست وجوی وریتم ال تعریف طبق و داشت؛ نخواهد همسایه ای یال هیچ یریم، ب نظر در را تعریف چنین اگر (و باشند
نظر مدّ مسأله از پاسخ دو همسای برای که انتخابی رو، این از ماند). خواهد باق خود اولیه ی حالت در و کند پیشروی نم تواند اصلا

است: زیر صورت به م دهیم، قرار

باشند. متفاوت هم با یال دو در c′ و c گاه هر گوییم، همسایه را c′ و c دورهای

، ترسیم ل های ش در را یال هر وزن که کنید فرض همچنین همسایه اند. هم با ۵ب و ۵آ ل های ش در موجود دور دو مثال، عنوان به
در موجود جواب ترتیب این به یریم. ب نظر در شوند) ترسیم مستقیم خط های صورت به یال ها که این فرض (با یال آن طول با برابر دقیقاً
۵ب ل ش به محلّ جست وجوی وریتم ال اجرای فرآیند در اگر و دارد) کمتری طول مجموع، (در است بهتر ۵ب ل ش به نسبت ۵آ ل ش

برویم. ۵آ ل ش یعن آن، بهتر همسایه ی به که است آن موجود انتخاب های از ی برسیم،

(ب) (آ)

۵ ل ش

م تواند کردیم، ارائه  دوره گرد فروشنده ی مسأله ی برای که محلّ جست وجوی روش از بیان که برسد نظر به است ن مم این جا به تا
سراسری بهینه ی با (که محلّ بهینه ی پاسخ ی به م تواند نیز وریتم ال این که کرد مشاهده م توان حال این با باشد. داشته مناسبی رد عمل
برای همسایه ای هیچ دورها، همسای تعریف طبق یرید. ب نظر در را ۶آ ل ش در موجود دور مثال، عنوان به شود. را هم است) متفاوت
طول اما نیست ۶آ همسایه ی که است موجود ۶ب ل ش مانند ری دی دور حال، این با باشد. کمتر آن طول مجموع که ندارد وجود دور این

دارد. کمتری

بهینه ی پاسخ اما نم کند پیشروی ر دی برسد، ۶آ ل ش به خود، گام های از ی در محلّ جست وجوی وریتم ال اگر ترتیب این به
است. ری دی دور مسأله، سراسری

مشاهده ی ی نبود. سراسری بهینه ی جواب به رسیدن به قادر محلّ جست وجوی وریتم ال چرا که کنیم دقّت این جا در است خوب
تفاوت را دورها همسای ابتدا در ما که است حال در این و کرد؛ تبدیل ۶ب ل ش به یال سه تغییر با را ۶آ ل ش م توان که است آن ساده

3Traveling Salesman Problem

۶
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(ب) (آ)

۶ ل ش

تعمیم صورت این به را آن مثلا و دهیم، گسترش را همسای تعریف اگر که م رسد نظر به ترتیب این به بودیم. گرفته نظر در یال دو در
حالت به 2–change حالت از را همسای ها تعریف (اصطلاحاً باشند متفاوت یال سه (حدّاکثر) در هرگاه همسایه اند، دور دو که دهیم
به دهد). رخ اتّفاق چنین بیشتری احتمال با (یا شود را هم سراسری بهینه ی پاسخ به وریتم ال است ن مم دهیم)؛ تغییر 3–change
بیشتر موضع بهینه های در وریتم ال کردن گیر احتمال نباشند، غن کاف قدر به مسائل همسای های اگر که داشت توجه باید کلّ صورت
برود. بالا اندازه از بیش م تواند وریتم ال اجرای زمان کنیم، زیاد حد از بیش را همسایه ها این تعداد اگر ر دی طرف از حال این با م شود.
به محلّ جست وجوی وریتم ال صورت آن در که گرفت؛ نظر در ر ی دی همسایه ی را مسأله پاسخ های همه ی م توان حدّی حالت ی در

م شود. حالات تمام جست وجوی بدیه وریتم ال به تبدیل نوع

٧
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بیشینه برش مسأله ی ۵

مسأله ی با مشابه بسیار تعریف نظر از بیشینه برش مسأله ی کرده ایم. بررس را کمینه برش مسأله ی گراف، جریان های مبحث در و پیش تر
وریتم ال کمینه برش یافتن برای م دانیم خاص، طور به است. متفاوت ، سخت و حل وریتم های ال نظر از که حال در است، کمینه برش

مسأله این دقیق صورت بندی ادامه در است. ان پی–تمام مسأله ی ی بیشینه برش مسأله ی که است حال در این و است موجود چندجمله ای
کنیم: ارائه آن حل برای محلّ جست وجوی بر مبتن وریتم ال کرد خواهیم تلاش و م کنیم ارائه را

.G = (V,E) وزن دار گراف ورودی.
شود. بیشینه B و A بین یال های وزن جمع که طوری به V از (A,B) افراز . خروج

ساده ترین منظور، این برای کنیم. تعریف را مسأله جواب های همسای های باید ابتدا ، محلّ جست وجوی وریتم ال ی ارائه ی برای
م گیریم: نظر در را م رسد ذهن به که تعریف

که طوری به باشد موجود v ∈ V رأس گاه هر گوییم، همسایه را (A′, B′) و (A,B) افراز های
(A′, B′) = (A ∪ {v}, B − {v}) یا (A′, B′) = (A− {v}, B ∪ {v})

است. اولیه افراز از همسایه ای که رفت ری دی افراز به ر دی طرف به طرف ی از رئوس از ی انتقال با م توان افراز ی از ساده تر، بیان به
ردیم ب u مانند رأس دنبال به باید برسیم، باشد بیشتر آن با متناظر برش ظرفیت که ری دی پاسخ به پاسخ ی از که آن برای حالت این در
داشته را شرط این که آن برای ،u ∈ A کنید فرض اگر مثلا شود. برش ظرفیت افزایش باعث ر، دی طرف به افراز طرف ی از آن انتقال که

باشد: برقرار ١ رابطه ی است لازم باشد،
∑
v∈A

wuv >
∑
v∈B

wuv (١)

م گیرند. قرار A داخل که u به متّصل یال های وزن مجموع از باشد کمتر م شوند، خارج A از که u به متّصل یال های وزن مجموع یعن این
(زیر نم کنند عبور برش از ر دی م کردند عبور برش از پیش تر که u به متّصل یال های از دسته آن ،B به A از u محل تغییر با ترتیب این به
هم اکنون داشت، قرار A در آن ها ر دی سر و u آن ها سر ی که یال هایی و گرفته اند)؛ قرار B در دو هر آن ها، مقصد و ،u یعن آن ها، مبدأ

م شود. برش ظرفیت افزایش باعث B به A از u انتقال ،١ رابطه ی طبق ترتیب این به م کنند. عبور برش از

بود: خواهد زیر صورت به محلّ جست وجوی وریتم ال ترتیب، این به

MaxCutLocal(G,w)

1 (A,B) = random cut
2 while there exists an improving node v

3 if v /∈ A

4 A = A ∪ {v}

5 B = B − {v}

6 else
7 B = B ∪ {v}

8 A = A− {v}

9 return (A,B)

٨
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از حاصل برش ظرفیت دقیق تر، عبارت به است. مناسب نسبتاً کیفیت، نظر از فوق وریتم ال که داد خواهیم نشان مسأله این برای حال
بود. خواهد بیشینه برش ظرفیت نصف اندازه ی به حدّاقل وریتم ال این

کنیم: ثابت را ١ قضیه ی م توانیم ،٢ رابطه ی با مطابق (A,B) برش وزن عنوان به w(A,B) نماد گذاری تعریف با منظور، این برای

w(A,B) =
∑

u∈A , v∈B
wuv (٢)

جست وجوی وریتم ال از (ناش موضع بهینه ی پاسخ ی بیشینه، برش مسأله ی تعریف در که باشد برش (A,B) کنید فرض .١ قضیه
است: برقرار زیر رابطه ی صورت این در باشد. مسأله سراسری بهینه ی پاسخ (A∗, B∗) برش کنید فرض همچنین است. ( محلّ

w(A,B) ≥ 1

2

∑
e∈E

we ≥
1

2
w(A∗, B∗) (٣)

برعکس)، یا (و شود منتقل B به A از اگر که ندارد وجود گراف در رأس هیچ است، موضع بهینه ی پاسخ ی (A,B) چون اثبات.
داشت: خواهیم ترتیب این به بود. نخواهد برقرار گراف از رأس هیچ برای ١ رابطه ی ، عبارت به شود. بیشتر حاصل برش ظرفیت

∀ u ∈ A :
∑
v∈A

wuv ≤
∑
v∈B

wuv (۴)

دو هستند، A در آن سر دو هر که uv مثل یال هر وزن که نکته این به دقّت (با بزنیم، جمع u ∈ A هر برای را ۴ رابطه ی طرفین اگر حال
داشت: خواهیم شد)، خواهد زده جمع بار

2
∑

{u,v}⊆A

wuv ≤
∑

u∈A , v∈B
wuv = w(A,B) (۵)

موجود رئوس برای را معادلات این همه ی اگر مشابه، طریق به همچنین است. ٢ تعریف جای گذاری نتیجه ی فوق، رابطه ی در آخر تساوی که
داشت: خواهیم کنیم، بازنویس B در

2
∑

{u,v}⊆B

wuv ≤
∑

u∈A , v∈B
wuv = w(A,B) (۶)

نوشت: م توان ۵ و ۴ نامساوی دو و ٢ تعریف گرفتن نظر در با ∑حال
e∈E

we =
∑

{u,v}⊆A

wuv +
∑

u∈A , v∈B
wuv +

∑
{u,v}⊆B

wuv

≤ 1

2
w(A,B) + w(A,B) +

1

2
w(A,B)

= 2w(A,B)

(٧)

عملا ٧ معادله ی ترتیب این به گراف. یال های همه ی وزن مجموع با است برابر حدّاکثر بیشینه، برش وزن مقدار که است واضح همچنین
است: شده نتیجه م ح و است رسانده پایان به را اثبات

w(A,B) ≥ 1

2

∑
e∈E

we ≥
1

2
w(A∗, B∗) (٨)

تولید را مناسب نسبتاً کیفیت با پاسخ م تواند محلّ جست وجوی وریتم ال ی که داده ایم نشان بیشینه برش مسأله ی برای این جا به تا
این قطعاً ن، مم پاسخ های کل تعداد بودن متناه به توجه با عبارت به نداریم. دقیق اطّلاع آن، اجرای زمان مورد در وجود این با کند.
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مسأله های در متدوال تکنی ی حالت، این در ندارد. وجود آن رسیدن پایان به زمان برای تضمین حال این با م رسد؛ پایان به وریتم ال
کند: اعمال نیز وریتم ال اجرای زمان روی مناسبی تضمین جواب، کیفیت کاهش اندک با م تواند که دارد وجود محلّ جست وجوی

اندازه ی به حدّاقل پیشروی، گام ی که دهید ادامه صورت در تنها را محلّ جست وجوی وریتم ال توجه۴. قابل ارتقاء با پیشروی وریتم ال
بخشد. بهبود را موجود پاسخ ،∆ مثل معلوم و ثابت

را نظر مورد جواب مقدار مثلا گام، ی پیمایش انجام با بتوان محلّ جست وجوی وریتم های ال در است ن مم ر، دی عبارت به
از گام ی در اگر که کنیم قرارداد فوق وریتم ال در و نباشد، کاف مقدار این است ن مم حال این با داد. بهبود درصد ی اندازه ی به
بهینه ی جواب ی به و است رسیده اتمام به وریتم ال که م کنیم اعلام نداشت، وجود ده درصدی حدّاقل پیشرفت ان ام ، محلّ جست وجوی
مسأله ای، در شاید (و شود گرفته نظر در متفاوت م تواند مسأله شرایط و کاربرد به بسته آستانه حدّ این مقدار طبیعتاً البته رسیده ایم. محلّ

باشد). توجه قابل و مناسب بسیار هم ی درصدی پیشرفت

م کنیم: اعمال زیر صورت به بیشینه برش یافتن برای محلّ جست وجوی وریتم ال در را اصلاح این حال،
یابد. افزایش 2ϵ

n
w(A,B) اندازه ی به حدّاقل برش ظرفیت مقدار کار، این اثر در که کنید پیشروی وریتم ال در گام ی زمان تنها

که گونه ای به برم گرداند، را (A,B) مانند برش بیشینه، برش مسأله ی حل برای قابل توجه ارتقاء با پیشروی وریتم ال .١ ادعا

(2 + ϵ)w(A,B) ≥ w(A∗, B∗) (٩)

کنید. زین جای 2ϵ

n
w(A,B) با را w(A,B) مطرح شده، نامساوی های از ی هر در ،١ قضیه ی اثبات در است کاف اثبات.

با است؛ محلّ جست وجوی وریتم ال از حاصل برش ظرفیت برابر (2 + ϵ) حدّاکثر بیشینه برش ظرفیت حالت، این در که کنید دقّت
است: چندجمله ای اجرای زمان آن، و است شده برخوردار مهم بسیار مزیت از وریتم ال حال این

.W =
∑

e∈E we که است O
(n
ϵ
lgW

)
مرتبه ی از بیشینه برش یافتن برای قابل توجه ارتقاء با پیشروی وریتم ال اجرای زمان .٢ ادعا

برابر 1+2ϵ/n حدّاقل دقیق تر، صورت (به م شود برابر 1+ ϵ/n حدّاقل جواب مقدار وریتم، ال اجرای از گام هر در تعریف، طبق اثبات.
(1+ϵ/n)n/ϵ حدّاقل پاسخ مقدار وریتم، ال اجرای بار n/ϵ از پس ترتیب این به گرفته ایم). نظر در را پایین تر کران ی این جا در که م شود
پس که م شود نتیجه ،(x = n/ϵ جای گذاری با (و x ≥ 1 هر برای (1 + 1/x)x ≥ 2 نامساوی برقراری به توجه با که است شده برابر

م شود. برابر دو حدّاقل حاصل برش وزن مقدار وریتم، ال اجرای بار n/ϵ از

از گام n/ϵ هر در چون و بود؛ بیشینه برش ظرفیت برای بالا کران ی W =
∑

e∈E we مقدار که کنیم دقّت است کاف حال
رسیده ایم موضع بهینه ی نقطه ی به قطعاً وریتم، ال از گام (n/ϵ) lgW حدّاکثر کردن ط با م شود، بهتر برابر دو حدّاقل پاسخ وریتم ال
مرتبه ی از بیشینه برش یافتن برای قابل توجه ارتقاء با پیشروی وریتم ال اجرای زمان ترتیب این به است. رسیده پایان به وریتم ال اجرای و

م باشد. O ((n/ϵ) lgW )

0.5 ضریب با را مسأله این پاسخ که یافته ایم دست بیشینه برش مسأله ی تقریب زدن برای ساده ای چندجمله ای وریتم ال به ترتیب این به
که بدانید است جالب و م دهد انجام 0.878 حدودی ضریب با را تقریب این که دارد وجود کار این برای بهتری وریتم ال م زند. تقریب
با بزند. تقریب 0.942 از بهتر ضریبی با را آن که ندارد وجود مسأله این برای تقریبی وریتم ال هیچ ،P ̸= NP فرض با است شده ثابت
یا است P کلاس در باشند، مقدار دو این فاصل حدّ در که تقریبات یافتن نیست مشخّص که است این نیز ر دی جالب نکته ی ی حال این
حدّاقل اندازه ی به را درست پاسخ همواره که دهیم ارائه بیشینه برش مسأله ی برای تقریبی دارد ان ام آیا که مسأله این مثال، عنوان به .NP

.NP یا و دارد قرار P کلاس در که نیست مشخّص بزند، تقریب درصد 90
4Big-Improvement-Flip algorithm
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محلّ جست وجوی وریتم ال به مسأله، این پاسخ های برای همسای مفهوم تغییر با م توان آیا که کنیم بررس م خواهیم ادامه در
برش در گراف رأس ی تغییر با تنها که آن جای به که کرد تعریف طور این را همسای ها م توان خاص، طور به یافت. دست بهتری
.(k–flip neighborhood) دهیم انجام را کار این رأس k حدّاکثر تغییر با ،(1–flip neighborhood) برسیم آن همسایه های به مربوطه
حدّاکثر انتقال با (یا باشند متفاوت رأس k در حدّاکثر برش دو این هرگاه یریم، ب نظر در همسایه را (A′, B′) و (A,B) برش دو یعن این
تعداد افزایش به منجر کاری چنین وضوح به کرد). تبدیل (A′, B′) به را (A,B) بتوان آن، ر دی طرف به برش طرف ی از رأس k

اشاره موضوع این به نیز (۴ (قسمت دوره گرد فروشنده ی مسأله ی به مربوط بخش پایان در که همان طور م شود. برش هر همسایه های
م تواند نیز را آن اجرای زمان کلّ صورت به اما دهد، افزایش را بهتر جواب ی به وریتم ال رسیدن احتمال م تواند کاری چنین کردیم،

است. نامطلوبی اتّفاق که کند زیاد

خود از مناسبی کارایی عمل، در که است ۵KL همسای وریتم ال مسأله، این در همسای مفهوم تغییر برای پیشنهادی روش ی
م شود: ط زیر گام n− 1 ،(A,B) مثل برش ی همسای یافتن برای وریتم، ال این در م دهد. نشان

تغییر از (منظور شود ایجاد ن مم جدید برش بهترین ،(A,B) برش در آن محل تغییر با که کنید پیدا را گراف از رأس اول: گام •
صورت این در نماییم). منتقل A به را آن باشد B در اگر برعکس، و کنیم منتقل B به را آن باشد A در اگر یعن رأس، ی محل

بنامید. (A1, B1) را حاصل جدید برش و دهید؛ تغییر را آن محل و کنید علامت دار را رأس این
برش بهترین ،(Ai−1, Bi−1) برش در آن ان م تغییر با ثانیاً و نباشد علامت دار اولا گونه ای به بیابید را گراف از رأس iاُم: گام •

بنامید. (Ai, Bi) را حاصل جدید برش و دهید؛ تغییر را آن محل و کنید علامت دار را رأس این شود. ایجاد جدید

این ویتم، ال این در م شوند. ایجاد (A1, B1), . . . , (An−1, Bn−1) جدید برش n − 1 فوق، گام های اجرای بار n − 1 از پس
تغییر به مجاز تنها مرحله هر در فوق، گام های با مطابق چون که کنید دقّت م گیریم. نظر در (A,B) برش همسایه های را برش n − 1

داشت خواهیم کنیم تکرار را فرآیند این ر دی گام ی اگر نیستند)، علامت دار (و نشده اند محل تغییر دچار قبل تر که هستیم رئوس محل
برش همان به دوباره عملا و کرده اند عوض را خود جای اولیه برش رئوس همه ی گام n گذشت از پس زیرا ،(An, Bn) = (B,A)

رسیده ایم.

همسایه ای محلّ جست وجوی وریتم ال با مطابق گام، هر در و داد یل تش را (A,B) دلخواه برش هر همسای م توان ترتیب این به
باشد. بیشتر آن ظرفیت که کرد انتخاب را فعل برش از

توجیه تئوری صورت به حال این با است؛  توجه قابل استفاده برای عمل در و م گذارد نمایش به خود از مناسبی رد عمل وریتم ال این
ندارد. وجود آن رد عمل کیفیت از مناسبی

5Kernighan–Lin–neighborhood algorithm
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محلّ جست وجوی ساده ی وریتم ال بر اصلاحات ۶

پیشروی صورت در گام هر در ، همسای ی تعریف با که م کردیم استفاده صورت این به را محلّ جست وجوی وریتم ال این جا به تا
پاسخ های در همواره روش این که کردیم مشاهده باشد. نزدی تر بهینه جواب به که باشد موجود فعل حالت از همسایه ای که م کنیم
دهند قرار اختیار در را ان ام این که دهیم ارائه جدیدی وریتم های ال م خواهیم ندارد. را آن ها از فرار ان ام و م افتد دام به موضع بهینه ی

ی به کار،  این با که باشد داشته وجود امید این تا شویم خارج نیز موضع بهینه ی نقطه ی ی از بتوانیم ، محلّ جست وجوی فرآیند در که
کرد. خواهیم معرف جدید وریتم ال دو منظور، این برای برسیم. سراسری) بهینه ی نقطه ی ی (یا بهتر موضع بهینه ی نقطه ی

متروپلیس وریتم ال ١ .۶

فیزی شهودهای از نیز آن بهبود برای بود؛ برخوردار فیزی شهود ی از نیز محلّ جست وجوی وریتم ال ابتدایی نسخه ی که همان طور
ی در فیزی سیستم ی گیری قرار احتمال توصیف برای تابع که م کنیم معرف را گیبس–بولتزمن۶ تابع منظور، این برای م بریم. بهره

م شود: تعریف زیر صورت به و است معین شرایط

،e−E/(kT ) با است متناسب باشد، داشته قرار E انرژی سطح با وضعیت در فیزی سیستم ی که آن احتمال گیبس–بولتزمن. معادله ی
است. ثابت ضریبی k و سیستم مطلق دمای T > 0 آن در که

کرد: بیان فیزی سیستم های مورد در نیز را زیر حقایق م توان تابع، این ضابطه ی به توجه با

است. E از نزول اکیداً تابع گیبس–بولتزمن تابع ،T > 0 دمای هر برای •
تابع احتمال این و بالا)، انرژی سطح ی با مقایسه (در باشد پایین انرژی سطح ی در که است محتمل بیشتر فیزی سیستم ی •

است: T از
برخوردارند. سان ی احتمال از تقریباً پایین و بالا انرژی سطوح باشد، بزرگ T اگر –

محتمل ترند. بسیار پایین انرژی سطوح باشد، کوچ T اگر –

انرژی سطوح مبنای بر مسأله) ی مختلف پاسخ های بین گذار معادلا، (یا سیستم ی مختلف حالات بین گذار برای وریتم ال ادامه در
م دهیم: ارائه مسأله) پاسخ های از ی هر روی هزینه تابع ی مقدار معادلا، (یا آن ها

کنید: ط را زیر گام های سیستم، ی مختلف حالات بین گذار برای متروپلیس٧. وریتم ال

حالت ی یا و شده، حاصل قبل حالت از گذار از یا (که یرید ب نظر در را S مثل فعل حالت ی ،T > 0 ثابت دمای فرض با •
است). وریتم ال شروع برای اولیه

م باشد. S همسایه های مجموعه ی ،N (S) از منظور و S′ ∈ N (S) که یرید ب نظر در را S′ مثل حالت ، تصادف صورت به •
احتمال با را فعل حالت صورت، این غیر در دهید. تغییر S′ به S از قطع صورت به را فعل حالت ،E(S′) ≤ E(S) اگر •

.∆E = E(S′)− E(S) > 0 آن، در که دهید تغییر S′ به S از e−∆E/(kT )

م کند. روشن مسائل برخ حل و سیستم ها مدل سازی در را وریتم ال این کارایی م آید، ادامه در که قضیه ای
6Gibbs–Boltzmann function
7Metropolis algorithm
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این در است. بوده S با برابر سیستم فعل حالت آن، در که باشد متروپلیس وریتم ال اول گام t از نسبت fS(t) کنید فرض .٢ قضیه
بود: خواهد برقرار ١ احتمال با زیر ریاض رابطه ی ( تکنی ملاحظات برخ گرفتن نظر در (با صورت،

lim
t→∞

fS(t) =
1

Z
e−E(S)/(kT ) (١٠)

آن در که

Z =
∑

S′∈N (S)

e−E(S′)/(kT ) (١١)

معادله ی گرفتن نظر در با متروپلیس، وریتم ال از حاصل شبیه سازی نتیجه ی که م شود مشاهده شهودی صورت به ،٢ قضیه ی با مطابق
حضور احتمال مقدار به حالت، هر در حضور زمان نسبت (یعن م کند سپری سیستم حالت از ی هر در را درست زمان گیبس–بولتزمن،

م کند). میل حالت آن در

پاسخ ی صریح صورت به کرده بودیم، بررس پیش تر که ساده موضع جست وجوی وریتم ال خلاف بر وریتم، ال این که کنید دقّت
حالت تعدادی بین همواره که م کند ایجاد است) مارکوف فرآیند ی (که نامتناه زمان با شبیه سازی ی ه بل نم کند؛ اعلام خروج در را
شود، انرژی) کمترین با حالت یافتن با (معادل مسأله ی برای مناسب پاسخ ی یافتن به منجر م تواند آن چه است. جابه جایی حال در
معادله ی با مطابق م کند. سپری آن در را زمان سهم بیشترین مربوطه، فرآیند که بیابیم را حالت تا کنیم مشاهده را فرآیند این که است آن

بود. خواهد کمینه انرژی دارای حالت این گیبس–بولتزمن،

ساده ی نسخه ی ناکارآمدی های موارد، برخ در م تواند متروپلیس وریتم ال که کرد مشاهده م توان نکات، این جمیع گرفتن نظر در با
این بهتر فهم برای سازد. ل مش دچار نیز را وریتم ال آن مناسب رد عمل موارد،  برخ در و بخشد؛ بهبود را محلّ جست وجوی وریتم ال
کمینه اندازه ی با رأس پوشش یافتن مسأله،  آن از حالت ی یرید. ب نظر در را (۴ (بخش کمینه اندازه ی با رأس پوشش مسأله ی موضوع،
پاسخ به نم تواند ر دی کند حذف را گراف مرکزی رأس محلّ جست وجوی وریتم ال اگر مسأله، این در که دیدیم بود. ستاره گراف برای
از مسأله این در که کنید فرض حال م افتد. گیر است) سراسری بهینه ی از بدتر بسیار (که موضع بهینه ی نقطه ی ی در و یابد دست بهینه
این که دارد وجود مثبت احتمال شود؛ حذف گراف مرکزی رأس مراحل از ی در اگر حتّ حالت این در کنیم. استفاده متروپلیس وریتم ال
دوباره و متروپلیس) وریتم ال در پرانرژی حالت ی به کم انرژی حالت ی از حرکت احتمال با (معادل شود اضافه گراف به دوباره رأس

کند. حرکت بهتر پاسخ های سمت به که گیرد قرار وریتم ال اختیار در فرصت این

مسأله، این برای که دیدیم یرید. ب نظر در کمینه اندازه ی با رأس پوشش یافتن مسأله ی در را ته گراف مثال بار این ر، دی طرف از
وضوح به کنیم. استفاده متروپلیس وریتم ال از که کنید فرض حال م شد. را هم صحیح جواب به راحت به ساده محلّ جست وجوی روش
k اندازه ی با رأس پوشش ی گام، هر در که است آن با معادل وریتم، ال این در بیشتر یا کم تر انرژی با حالت به حالت ی از حرکت
صورت این در باشد. داشته رأس ١٠٠ نظر مورد گراف مثلا کنید فرض حال کنیم. حذف آن از یا کنیم اضافه آن به رأس ی و باشیم داشته
حالت ،0.95 احتمال با متروپلیس وریتم ال در باشند، شده حذف رأس ٩۵ و باشند مانده باق رأس پوشش در آن رأس ۵ تنها که هنگام
این در است ن مم توجه قابل احتمال با و است، ۶ با برابر آن ها در موجود رئوس تعداد که م شود انتخاب حالات میان از S′ ∈ N (S)

بهینه حالت به قدر هر مسأله این در ، عبارت به شویم. دورتر سراسری بهینه ی نقطه ی از و شود افزوده فعل رأس پوشش به رأس ی گام،
تا کرد صبر زیادی بسیار زمان باید و م یابد افزایش آن از دورشدن احتمال و م شود سخت تر مضاعف پیشروی شویم، نزدی تر و نزدی

داد. انجام وریتم ال این از را مناسب نتیجه گیری بتوان

نسخه ی (که را ری دی وریتم ال ادامه، در دارد. شدن بهتر برای اصلاحات به نیاز نیز وریتم ال این که م رسد نظر به ترتیب این به
کرد. خواهیم بررس است) متروپلیس وریتم ال بهبودیافته ی

١٣
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شبیه سازی شده تبرید وریتم ال ٢ .۶

را آن اثر و بودیم گرفته نظر در ثابت مقداری را آن این جا به تا که دارد وجود T پارامتر متروپلیس، وریتم ال صورت در که کردیم مشاهده
سوق احتمال شدن هم سمت به را سیستم حالات همه ی تقریباً ،T مقدار بزرگ شدن که دیدیم همچنین ندادیم. قرار چندان توجه مورد
کم انرژی حالت در حضور احتمال تا کنیم اختیار کوچ را T که باشد منطق ،١١ رابطه ی گرفتن نظر در با که م رسد نظر به و م دهد
است چیزی با مشابه بدهد، رخ م تواند صورت این در که نامطلوبی اتّفاق حال، این با برسیم. شبیه سازی این از خود هدف به و شود زیاد
١١ معادله ی در موجود حدّ است ن مم دقیق تر، عبارت به کردیم. بیان ته گراف در کمینه رأس پوشش مسأله ی با ارتباط در پیش تر که
از باشیم. داشته زیادی بسیار زمان صرف به نیاز کم انرژی حالات یافتن برای و کند، حرکت رایی هم سمت به بزرگ بسیار tهای ازای به
حالات در حضور احتمال اما یابد افزایش ١١ رابطه ی رایی هم سرعت ،T برای بزرگ تر مقادیر انتخاب با که م رسد نظر به ر دی طرف

شوند. نزدی تر هم به مختلف

م گیریم: نظر در را ر دی فیزی شهود ی ابتدا موضوع، این کنترل برای

دهد. یل تش منظّم کریستال بلور که نداریم انتظار برسانیم،  بالا بسیار دمای به را جامدی جسم اگر •
شود. یل تش منظّم چندان کریستال بلور که نداریم انتظار بازهم کنیم، سرد ناگهان بسیار صورت به را مذابی جسم اگر •

و دقیق بلوری ساختار یل تش که شود نزدی تعادل نقطه ی به مرور به م تواند شود، سرد تدریج صورت به مذاب جسم اگر •
گویند. تبرید٨ را فرآیند این بدهد. مناسبی

این با است، متروپلیس وریتم ال همان نوع به که م شود معرف شبیه سازی شده٩ تبرید وریتم ال ، فیزی شهود همین از گرفتن ایده با
ترتیب این به م یابد. کاهش آن T مقدار مرور به ، متوال گام های شدن ط با و م شود شروع T از بزرگ نسبتاً مقدار با ابتدا که تفاوت
به م شود. برقرار بیشتر انرژی با حالت به نسبت کمتر انرژی با حالت احتمالات تمایز و ١١ رابطه ی رایی هم سرعت بین میانه ای حدّ
و وریتم ال طراح هنر ی خود شود، انجام مناسب صورت به مسأله هر با متناسب T تغییر ونگ چ و اولیه مقدار انتخاب که این وضوح

بود. خواهد مسأله حل

8annealing
9Simulated annealing algorithm
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(اختیاری) نَش تعادل و چندتایی مسیریابی مسأله ی ٧

بررس شده قبل مثال های با ، جهات از مسأله، این پرداخت. خواهیم موضع جست وجوی کم به جالب مسأله ی ی بررس به بخش این در
است. بازی نظریه ی حوزه ی از مسأله ای و دارد تفاوت

علاوه، به است. شده داده یال هر برای ce ≥ 0 (هزینه) های وزن همراه به G = (V,E) جهت دار گراف چندتایی. مسیریابی مسأله ی
م خواهد مسأله، ران بازی از ی هر است. شده داده مسأله (عامل١٠) ر بازی k با متناظر t1, t2, . . . , tk مقصد رأس k و ،s مبدأ، رأس ی

بیابد. tj خود، مقصد به s از Pj مثل مسیری
آن ها بین یال آن هزینه ی کنند، استفاده خود مسیر در e یال از ر بازی x تعداد اگر یعن است، عادلانه١١ تسهیم قید مسأله، این در مهم قید

م پردازند. یال آن برای ce/x اندازه ی به هزینه ای کدام هر و م شود تقسیم

باشد. شده داده ٧ ل ش با مطابق مسأله گراف و ،(k = 2) باشند موجود بازی در ر بازی دو تنها کنید فرض مثال، عنوان به
s

v

t1 t2

5

1 1

4 8

٧ ل ش

ساختار گرفتن نظر در (با را آن ها که کند انتخاب را خود برای ن مم مسیر دو از ی م تواند ر بازی دو از ی هر صورت، این در
با یال از که است مسیری ر، بازی دو از ی هر برای داخل مسیر از منظور م نامیم. « داخل «مسیر و « بیرون «مسیر (٧ ل ش در موجود

است. شده وصل مسأله ر بازی دو از ی هر مقصد به s از مستقیماً که است مسیری ، بیرون مسیر از منظور و م گذرد ۵ وزن

در با م زند. رقم را متفاوت استراتژی ۴ مجموع در که دارد tj خود، مقصد به s از رسیدن برای انتخاب دو ر بازی هر شرایط، این در
است. مشاهده قابل ١ جدول در مختلف حالات در ر بازی دو از ی هر پرداخت هزینه های عادلانه، تسهیم اصل گرفتن نظر

١ ر بازی مسیر ٢ ر بازی مسیر ١ ر بازی هزینه ی ٢ ر بازی هزینه ی
بیرون مسیر بیرون مسیر 4 8

بیرون مسیر داخل مسیر 4 5 + 1

داخل مسیر بیرون مسیر 5 + 1 8

داخل مسیر داخل مسیر 5/2 + 1 5/2 + 1

١ جدول
10agent
11fair share
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این به باشند. خود هزینه ی کمینه کردن صدد در همواره مسأله ران بازی باشد گونه ای به مسأله این بر حاکم دینامی که کنید فرض حال
رد روی این کند. انتخاب را کمتر هزینه ی با جدیدی مسیر و دهد تغییر را خود فعل مسیر است ن مم ران بازی از ی گام، هر در ترتیب،
مسیری و م گذارد اثر ر ی دی روی بر ران بازی رفتار که است آن مسأله این در مهم نکته ی ی اما است؛ محلّ جست وجوی روش با مشابه

م گذارد. اثر آن ها تصمیم گیری های بر نتیجه در و سایرین مسیرهای هزینه های بر است کرده انتخاب آن ها از ی که

با است. محلّ جست وجوی به شبیه جهت، این از که م کند خود شرایط بهبود برای تلاش گام هر در ر بازی هر ساختار این در ، عبارت به
هدف های که این به توجه با و شود ر دی ر بازی ی هزینه ی افزایش به منجر خود، شرایط بهبود برای ر بازی ی اقدام است ن مم وجود، این

ی انتخاب های (یعن باشند تضاد در هم با تعاریف این است ن مم که دارند بهینگ از متفاوت تعبیر کدام هر است، متفاوت ران بازی
به ، محلّ جست وجوی مسائل عادی حالات خلاف بر ترتیب این به شود). بهینگ از ری دی شدن دور به منجر خودش، بهینگ جهت در

یابد. ادامه همواره و نرسد پایدار حالت به وریتم ال اصلا مسأله ای چنین در است ن مم که م رسد نظر

در کرده اند؛ انتخاب را بیرون مسیرهای ابتدا در ر بازی دو هر کنیم فرض اگر کنیم. بررس را ٧ ل ش ساختار م توانیم مثال، عنوان به
در دارد. هزینه واحد 6 او برای داخل مسیر و واحد، 4 او برای بیرون مسیر که چرا نم دهد، تغییر را خود مسیر ١ شماره ر بازی گام اولین
گام در هستند. واحد 6 و 8 ترتیب به وی داخل و بیرون مسیرهای هزینه ی که چرا م دهد، تغییر را خود مسیر ٢ شماره ر بازی بعد، گام
دلیل (به دهد، تغییر را مسیرش اگر که م کند مشاهده ١ شماره ر بازی کرد، انتخاب را داخل مسیر ٢ شماره ر بازی که آن از پس و بعدی
این در سیستم و م دهد انجام را کار این بنابراین برسد. خود مقصد به داخل مسیر طریق از 3.5 هزینه ی با م تواند عادلانه) تسهیم اصل

م رسد. تعادل به وضعیت

وضعیت نش تعادل دقیق تر، عبارت به گویند. نَش تعادل ی را شرایط آن برسد، تعادل به سیستم چنین که صورت در نَش١٢. تعادل
باشند. نداشته خود استراتژی تغییر برای انگیزه ای مسأله ران بازی از ی هیچ آن، در که است

نیز نش تعادل و گرفتیم، نظر در ران بازی از ی هر تعاریف مبنای بر را مسأله برای حل ی بهینگ این جا به تا .١٣ اجتماع بهینه ی
به (شبیه باشند نداشته وضعیت تغییر برای انگیزه ای و باشند خود ( (موضع بهینه وضعیت در نوع به ران بازی از ی هر که بود وضعیت

.( محلّ جست وجوی روش های در موضع بهینه ی ی

مجموع که یریم ب نظر در وضعیت را بهینه وضعیت که گونه ای به داد، ارائه نیز بهینگ از عموم تعریف ی م توان حال این با
گوییم. اجتماع بهینه ی ی را شرایط چنین باشد. کمینه آن در ران بازی همه ی هزینه های

اجتماع بهینه ی حالت با لزوماً نیز بودن تا ی صورت در حتّ و نیست، تا ی نش تعادل که است آن مهم مشاهده ی ی کلّ حالت در
نباشد. بهینه اجتماع نظر از نش تعادل است ن مم واقع در نیست. سان ی

٨ ل ش با متناظر مسأله ی در ر بازی k کنید فرض مثال عنوان به هستند. ادعا این بر شواهدی ٩ و ٨ ل های ش در موجود مثال های
بین آن هزینه ی تقسیم با که چرا کنند، عبور دارد k وزن که یال از ر بازی k همه ی که است آن نش تعادل ی صورت این در باشند. موجود
ندارد، خود مسیر تغییر برای انگیزه ای ران بازی از ی هیچ که کنید دقّت همچنین کرد. خواهند پرداخت واحد هزینه ی ی هر ران، بازی

راحت به البته است. بیشتر پرداخت اش فعل هزینه ی از که کند پرداخت 1 + ϵ با برابر هزینه ای است لازم دهد تغییر را خود مسیر اگر زیرا
اجتماع بهینه ی که داشت خواهد وجود نیز ری دی نش تعادل کنند، عبور 1+ ϵ هزینه ی با مسیر از ران بازی تمام اگر که م شود مشاهده

دو مثال این در ترتیب این به است. کمتر ری دی حالت هر از که بود خواهد 1 + ϵ با برابر پرداخت هزینه های مجموع که چرا هست، نیز
نیست. چنین ری دی و است اجتماع بهینه ی با معادل آن ها از ی که دارد وجود نش تعادل

که چرا کنند، عبور داخل مسیر از ر بازی دو هر که است آن اجتماع بهینه ی وضعیت مثال این در یرید. ب نظر در را ٩ ل ش مثال حال
وضعیت چنین در اگر حال این با است. ری دی حالت هر در آن ها هزینه های مجموع از کمتر این و بپردازند هزینه واحد 7 باید مجموع در

12Nash equilibrium
13social optimum
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s

v

1 + ϵ k

٨ ل ش

داد. خواهد کاهش واحد 3 به واحد 3.5 از را خود هزینه ی کار این با که چرا دهد، تغییر را خود مسیر که دارد انگیزه ١ شماره ر بازی باشیم،
در و بپردازد) را میان مسیر هزینه ی تنهایی به باید ر دی (زیرا یافته افزایش واحد 6 به نیز ٢ شماره ر بازی هزینه ی کار، این انجام از پس
نش تعادل ی تنها ساختار این ترتیب این به کرد. خواهد انتخاب هزینه) واحد 5 (با را بیرون مسیر و داد خواهد تغییر را خود مسیر نتیجه،
نیست. اجتماع بهینه ی وضعیت ی نش تعادل این و است؛ خود به مربوط بیرون مسیرهای از ر بازی دو هر کردن عبور با معادل که دارد

s

v

t1 t2

5

1 1

3 5

٩ ل ش

با (معادل نش تعادل ی لزوماً عادی) مسائل در سراسری بهینه ی با (متناظر اجتماع بهینه ی وضعیت که م شود مشاهده ترتیب این به
جست وجوی روش های بحث در که است ری دی عادی مسائل با مسأله این مهم تفاوت ی این و نم باشد عادی)  مسائل در موضع بهینه ی

بودیم. داده قرار بررس مورد محلّ

حالت هزینه ی به نش تعادل بهترین هزینه ی نسبت نیست. نش تعادل ی لزوماً ، اجتماع بهینه ی حالت که دیدیم پایداری١۴. هزینه ی
یعن باشد؛ زیاد م تواند چقدر پایداری هزینه ی که است این جالب مسأله ی ی ، عبارت به م نامیم. پایداری هزینه ی را اجتماع بهینه ی
(حالت 1 با برابر ترتیب به هزینه این ،٩ و ٨ ل های ش مثال در دارد. وجود اجتماع بهینه ی حالت تا نش تعادل بهترین بین فاصله میزان چه

بود. 8/7 و است) نش تعادل ی خود ، اجتماع بهینه ی که

گراف که یرید ب نظر در را ر بازی k با مسأله ای باشد. بالاتر مراتب به آن پایداری هزینه ی که م کنیم بررس را ری دی مثال بار، این
باشد. ١٠ ل ش با مطابق آن

در کنند. عبور دارد 1 + ϵ با برابر هزینه ای که راست سمت مسیر از ران بازی تمام که است آن اجتماع بهینه ی نقطه ی مثال، این در
14price of stability
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s

v

t1 t2 t3 tk 1 + ϵ

1 1/2 1/3 1/k

0 0 0 0

. . .

. . .

. . .

١٠ ل ش

دارد انگیزه k شماره ر بازی باشیم، داشته قرار وضعیت چنین در اگر حال، این با بود. خواهد 1 + ϵ نیز پرداخت هزینه ی کل حالت، این
1/k + ϵ/k با برابر هزینه ای قبلا ر، بازی (این است 1/k با برابر آن هزینه ی که کند عبور stk مستقیم مسیر از و بدهد تغییر را خود مسیر
این به و م شود (1+ ϵ)/(k− 1) با برابر باق مانده ران بازی سایر هزینه ی اتّفاق، این از پس دارد). مسیر تغییر انگیزه ی و م کرد پرداخت
ر بازی م دهد، تغییر را خود مسیر ران بازی از ی که بار هر ترتیب، همین به م کند. پیدا مسیر تغییر انگیزه ی k− 1 شماره ر بازی ترتیب،
این م کنند. عبور stj مستقیم مسیر از و داده تغییر را خود مسیرهای ران بازی تمام نهایتاً که این تا م کند پیدا مسیر تغییر انگیزه ی بعدی

است. نش تعادل ی وضعیت،

است: Θ(lg k) مرتبه ی از و بوده kاُم هارمونی عدد H(k) که بود خواهد H(k)/(1 + ϵ) با برابر پایداری هزینه ی حالت این در

پایداری هزینه ی =
نش تعادل بهترین هزینه ی

اجتماع بهینه ی حالت هزینه ی =

k∑
i=1

1

i

1 + ϵ
=

H(k)

1 + ϵ
= Θ(lg k) (١٢)

مورد در کلّ گزاره ای هنوز اما پرداخته ایم؛ آن نش تعادل های و چندتایی مسیریابی مسأله ی از مختلف مثال های بررس به این جا به تا
داد. خواهد قرار ما اختیار در را گزاره ای چنین ،٣ قضیه ی نداریم. سیستم این برای مذکور دینامی اجرای قطع پایان پذیری

نش تعادل ی قطعاً نیز آن پایان نقطه ی و م پذیرد، پایان قطعاً  (یعن م پذیرد خاتمه نش تعادل ی با همواره زیر وریتم ال .٣ قضیه
است):

BestResponseDynamics(G, c, k)

1 for j = 1 to k

2 Pj = any path for agent j

3 while not a Nash equilibrium
4 j = some agent who can improve by switching paths
5 Pj = better path for agent j

6 return (P1, P2, . . . , Pk)

١٨
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مقدار دهیم نشان که بود آن استفاده مورد و کلّ رد روی ی ، محلّ جست وجوی روش های خاتمه پذیری اثبات برای کلّ حالت در اثبات.
به باید وریتم ال قطعاً هزینه، این بودن نامنف به توجه با و م یابد، کاهش ( ثابت اندازه ی به (حدّاقل گام هر در انتخاب شده حالت هزینه ی
است ن مم ( بهینگ از عموم ملاک ی عنوان (به اجتماع هزینه ی مقدار که کردیم مشاهده حاضر، مسأله ی در برسد. تعادل نقطه ی ی

پتانسیل تابع ل،  مش این حل برای نیست. مؤثّر این جا در فرآیند پایان پذیری اثبات برای مذکور روش و یابد؛ افزایش متوال گام های در
یابد. کاهش مشخّص مقدار اندازه ی به وریتم، ال اجرای از گام هر در یعن باشد، داشته را مطلوب ویژگ که م کنیم تعریف

مثل یال از که این از مستقل (و شده اند گرفته کار به مسیر ی در حدّاقل که است یال هایی وزن مجموع ، اجتماع هزینه ی که دیدیم
ران بازی تعداد م کنیم، تعریف که جدیدی پتانسیل تابع در بود). ce با برابر اجتماع هزینه ی در یال این سهم م کنند، عبور ر بازی چند e

Φ پتانسیل تابع دهیم، نشان xe با دارند خود مسیر در را e یال که ران بازی تعداد اگر بود. خواهد مؤثّر نیز دارند خود مسیر در را e یال که
م کنیم: تعریف زیر صورت به را

Φ(P1, . . . , Pn) =
∑
e∈E

ceH(xe) (١٣)

.H(0) = 0 م کنیم تعریف همچنین و است H(k) =
∑k

i=1
1
i رابطه ی با kاُم هارمونی عدد H(k) آن، در که

گام ی در کنید فرض منظور، این برای م یابد. کاهش اکیداً Φ پتانسیل مقدار وریتم، ال اجرای از گام هر در که م دهیم نشان حال
هزینه ی حالت دو هر در دارند، اشتراک هم با که مسیر دو این از بخش هایی دهد. تغییر P ′

j به Pj از را خود مسیر jاُم، ر بازی وریتم، ال از
این که آن برای ، عبارت به نیستند. مشترک که م شود ناش مسیر دو از یال هایی از اصل تفاوت اما م کنند؛ تحمیل ر بازی این به ثابت
از کمتر م پردازد، نیستند) مشترک Pj با (که P ′

j یال های برای ر بازی این که هزینه هایی مجموع باید یرد ب مسیر تغییر به تصمیم ر بازی
: یعن م پرداخت؛ نیستند) P ′

j با مشترک (که Pj یال های برای پیش تر که باشد هزینه ای ∑مجموع
f∈P ′

j−Pj

cf
xf + 1

<
∑

e∈Pj−P ′
j

ce
xe

(١۴)

داریم: کنیم. محاسبه را Φ تغییرات مقدار است کاف حال

Φ افزایش مقدار =
∑

f∈P ′
j−Pj

cf [H(xf + 1)−H(xf )] =
∑

f∈P ′
j−Pj

cf
xf + 1

Φ کاهش مقدار =
∑

e∈Pj−P ′
j

ce [H(xe)−H(xe − 1)] =
∑

e∈Pj−P ′
j

ce
xe

(١۵)

اجرای از گام هر در یعن این و است؛ آن کاهش میزان از کمتر اکیداً Φ افزایش مقدار که م شود مشاهده ١۵ و ١۴ روابط مقایسه ی با و
دقیق تر که آن برای (البته بپذیرد. پایان باید وریتم ال ،Φ مقادیر بودن نامنف به توجه با ترتیب این به م شود. کم اکیداً Φ مقدار وریتم ال
که کنیم دقّت است کاف منظور این برای است. بیشتر مثبت ثابت مقدار ی از گام، هر در Φ کاهش میزان که دهیم نشان باید باشیم،
مقدار متناه تعدادی گام،  هر در پتانسیل کاهش میزان برای ترتیب این به م شوند؛ انتخاب متناه حالت تعدادی میان از xe و ce مقادیر
∆ با برابر حدّاقل مرحله هر در پتانسیل کاهش میزان بنامیم، ∆ را آن و یریم ب نظر در را مقادیر این کمینه ی اگر که دارد، وجود مختلف

است.)

را ساده لم ی ابتدا منظور، برای بیابیم. نیز پایداری هزینه ی مقدار برای بالایی کران پتانسیل، تابع همین کم به م توانیم ادامه در
م کنیم. اثبات و بیان

مسیرها این از دل خواه انتخاب هر برای آن گاه دهیم، نمایش C(P1, . . . , Pk) با را P1, . . . , Pk مسیرهای انتخاب هزینه ی اگر .١ لم
داریم:

C(P1, . . . , Pk) ≤ Φ(P1, . . . , Pk) ≤ H(k)C(P1, . . . , Pk) (١۶)
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ی در حدّاقل که باشد یال هایی همه ی مجموعه ی نشان گر E+ و دارند، بر در را e یال که مسیرهایی تعداد نشان دهنده ی xe اگر اثبات.
داشت: خواهیم گرفته اند، قرار مسیر

C(P1, . . . , Pk) =
∑
e∈E+

ce

≤
∑
e∈E+

ceH(xe)

= Φ(P1, . . . , Pk)

≤
∑
e∈E+

ceH(k)

= H(k)C(P1, . . . , Pk)

(١٧)

کنیم: اثبات و معرف پایداری هزینه ی برای بالا کران ی معرف برای را قضیه ای م توانیم حال
حدّاکثر آن، در ر ها بازی همه ی هزینه های مجموع که دارد وجود نش تعادل ی چندتایی، مسیریابی مسأله ی از ساختاری هر در .۴ قضیه

باشد. بیشتر اجتماع بهینه ی حالت هزینه ی از H(k) ضریب اندازه ی به

کنید فرض صورت این در شود. اجتماع بهینه ی حالت به منجر که باشد مسیرها از مجموعه ای (P ∗
1 , . . . , P

∗
k ) کنید فرض اثبات.

تعادل ی به (P1, . . . , Pk) حالت در نهایتاً و شود اجرا (P ∗
1 , . . . , P

∗
k ) اولیه ی حالت از شروع با سیستم دینامی به مربوط وریتم ال

بنابراین م یابد، کاهش Φ تابع مقدار فرآیند، این انجام ط که دیدیم همچنین دارد. وجود حتماً تعادل چنین ،٣ قضیه ی طبق برسد. نش
نوشت: م توان ١ لم گرفتن نظر در با حال .Φ(P1, . . . , Pk) ≤ Φ(P ∗

1 , . . . , P
∗
k ) داریم

C(P1, . . . , Pk) ≤ Φ(P1, . . . , Pk)

≤ Φ(P ∗
1 , . . . , P

∗
k )

≤ H(k)C(P ∗
1 , . . . , P

∗
k )

(١٨)

نیز دوم نامساوی و هستند P ∗ و P برای ترتیب به ١ لم نتیجه ی اعمال از ناش ترتیب به سوم و اول نامساوی های فوق، عبارات در که
است. ٣ قضیه ی نتیجه ی

است. شده ثابت م ح و C(P1, . . . , Pk) ≤ H(k)C(P ∗
1 , . . . , P

∗
k ) داریم ترتیب این به

هزینه ی با آن هزینه ی اختلاف حدّاکثر و کرده ایم ثابت را نش تعادل نقطه ی ی وجود چندتایی، مسیریابی مسأله ی برای ترتیب این به
حاضر حال در چندجمله ای زمان در نش تعادل این یافتن مسأله ی برای که بدانید است جالب حال این با آورده ایم؛ دست به نیز را پایداری

است. نشده پیدا حلّ

٢٠
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(اختیاری) 3SAT مسأله ی برای محلّ جست وجوی ( (تصادف وریتم ال ٨

حال، این با کردیم. ارائه رد١۵ پس روش از استفاده با 3SAT مسأله ی برای مناسب مقدارده ی یافتن برای وریتم ال ، قبل جلسه ی در
بخش این در دهند. قرار اختیار در مناسبی زمان کران نم توانند حالت بدترین اجرای زمان نظر از رد پس روش بر مبتن وریتم های ال
ل مش این که آوریم دست به 3SAT مسأله ی برای مناسب مقدارده ی یافتن برای روش ، محلّ جست وجوی از استفاده با م خواهیم
در که وریتم ال است. O(1.31n) مرتبه ی از تقریباً کاری، چنین انجام برای موجود وریتم ال بهترین اجرای زمان علاوه، به کند. حل را

م باشد. O(
(
4
3

)n
) مرتبه ی از آن، حالت بدترین اجرای زمان و بود خواهد نزدی حد این به بسیار م کنیم معرف بخش این

مسأله ی متغیرهای برای a ∈ {0, 1}n مثل تصادف مقدارده ی آن، تکرار بار هر در که است ل ش این به وریتم ال این صورت
اگر که است آن اصلاح فرآیند از منظور م دهیم. انجام را اصلاح فرآیند بار، n حدّاکثر و متغیرهاست) تعداد n) م گیریم نظر در 3SAT
تصادف به را آن لیترال های از ی باشد، نشده ارضا a توسط که باشد موجود مسأله ورودی از C مانند عبارت ی ،a فعل وضعیت در

م کنیم. برعکس a در را لیترال آن مقدار و کرده انتخاب

فرآیند اجرای بار n حدّاکثر و a تصادف انتخاب بار ی شامل که کرده ایم ط را وریتم ال کلّ فرآیند از تکرار بار ی ترتیب این به
برای ارضاکننده مقدارده ی به وریتم، ال اجرای بار T این از ی پایان در اگر و م کنیم، اجرا بار T را فرآیند این کل است. اصلاح
بود؛ نامعتبر مقدارده های اجرا، بار T این همه ی خروج اگر است. ارضاپذیر داده شده فرمول که م کنیم اعلام رسیدیم، مسأله ورودی
است): مسأله ورودی فرمول Φ از (منظور م کند بیان را فرآیند همین نیز زیر کد شبه نم باشد. ارضاپذیر ورودی فرمول که م کنیم اعلام

LocalSearch3SAT(Φ)

1 for i = 1 to T

2 choose a ∈ {0, 1}n from uniform distribution
3 for j = 1 to n

4 choose an expression C which is not satisfied by a (skip if none exists)
5 choose a literal x from C at random
6 set x = x̄ in a

7 if a satisfies Φ

8 return Yes

9 return No

محاسبه را داده شده فرمول ی ارضاپذیری تشخیص در فوق وریتم ال موفّقیت احتمال ، احتمالات تحلیل ی با م خواهیم ادامه در
بر باید اصل تمرکز بنابراین بود. خواهد منف پاسخ نیز فوق وریتم ال خروج قطعاً نباشد، ارضاپذیر مسأله ورودی اگر وضوح به کنیم.
و a مناسب مقدارده ی کردن پیدا به قادر وریتم ال احتمال چه با است، ارضاپذیر ورودی فرمول که زمان کنیم بررس که باشد آن روی
بار ی موفّقیت احتمال نخست نم آوریم؛ میان به صحبت T پارامتر مقدار مورد در ابتدا در که کنید دقّت بود. خواهد مثبت پاسخ ارائه ی

کاف قدر به وریتم ال کلّ موفّقیت احتمال که م کنیم تعیین طوری را T مقدار آن، از پس و م کنیم محاسبه را برنامه اصل حلقه ی اجرای
باشد. بالا

و a رشته ی دو همینگ١۶ فاصله ی را d(a, a∗) باشد. ورودی فرمول برای ارضاکننده مقدارده ی a∗ کنید فرض منظور، این برای
از ل متش رشته ی دو a∗ و a ر، دی عبارت به متفاوتند. هم با که است رشته دو این از عناصری تعداد آن، از منظور که م کنیم تعریف a∗

.aj ̸= a∗j که j مثل اندیس هایی تعداد با است برابر آن ها همینگ فاصله ی و هستند n طول با ی ها و صفر
15backtracking
16Hamming distance
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a∗ با a اولیه ی مقدار همینگ فاصله ی روی بر شرط سازی با را وریتم ال اصل حلقه ی اجرای بار ی در موفّقیت احتمال م توان حال
نوشت: زیر صورت به

P
[
success

]
=

n∑
k=0

P
[
d(a, a∗) = k

]
P
[
success

∣∣d(a, a∗) = k
] (١٩)

،2−n در ضرب رشته هایی چنین کل تعداد با است برابر باشد داشته a∗ تا k با برابر فاصله ای a مثل تصادف رشته ی ی که آن احتمال حال
معرف پایین کران ی باشد k با برابر a∗ و a فاصله ی که آن شرط به موفّقیت احتمال برای حال بود. خواهد (nk) با برابر نیز آن ها تعداد که

حلقه ای (منظور وریتم ال داخل حلقه ی اول اجرای k در بخواهیم موفّقیت برای کنید فرض سخت گیرانه ای طور به منظور، این برای م کنیم.
kاُم گام در نهایتاً تا شود کم واحد ی a∗ و a فاصله ی بار هر م شود)، شروع شبه کد سوم خط در و م شود اجرا بار n که است وریتم ال از
فاصله ی گام ها برخ در است ن مم و بیفتد اتّفاق چنین حتماً نیست لازم موفّقیت برای کلّ حالت در که کنید (دقّت شوند برابر a∗ و a
وجود ورودی فرمول برای متفاوت درست مقدارده های است ن مم فراتر، هم گام ی حتّ شود. کم دوباره سپس و شود زیاد a∗ و a

برای پایین کران ی دنبال به چون موارد،  این همه ی وجود با شود. حاصل موفّقیت تا شود a∗ مشابه حتماً a نباشد لازم حتّ و باشد داشته
برای برسد). a∗ به وریتم ال داخل حلقه ی از ابتدایی گام k در a که گرفته ایم نظر در را سخت گیرانه حالت ی هستیم، موفّقیت احتمال
از ی ،C مثل ارضانشده عبارت ی انتخاب از پس آن، در که کنیم دقّت وریتم ال داخل حلقه ی اجرای فرآیند به است کاف منظور این
فرمول کل برای ارضاکننده مقدارده ی a∗ که این به توجه با م شود. برعکس آن مقدارده و شده انتخاب تصادف به آن لیترال های
،a در آن فعل مقدارده تغییر با که دارد وجود C لیترال های از ی حدّاقل پس م شود؛ ارضا a∗ وسیله ی به نیز C قطعاً است، ورودی
C نم توانسته a∗ نیفتد، اتّفاق این C لیترال های از ی هیچ برای اگر (زیرا شود a∗ توسط آن مقدارده مشابه که یرد ب خود به مقداری
این به م شود. کم واحد ی a∗ و a فاصله ی گام این در ،13 احتمال به حدّاقل خاص) لیترال آن انتخاب با (و ترتیب این به کند). ارضا را

کرد: تکمیل زیر صورت به را ١٩ رابطه ی م توان ترتیب

P
[
success

]
=

n∑
k=0

P
[
d(a, a∗) = k

]
P
[
success

∣∣ d(a, a∗) = k
]

≥
n∑

k=0

(
n

k

)
2−n

(
1

3

)k

= 2−n
n∑

k=0

(
n

k

)(
1

3

)k

= 2−n

(
1 +

1

3

)n

=

(
2

3

)n

(٢٠)

که کنیم انتخاب T برای مقداری م خواهیم حال آمد. دست به وریتم ال اصل حلقه ی اجرای بار ی در موفّقیت احتمال ترتیب این به
کند. اعلام را مثبت پاسخ و باشد رسیده مناسب مقدارده ی به مناسبی احتمال با اجرا، بار T از پس کلّ وریتم ال

م کنیم: اثبات و معرف را زیر لم موضوع، این بررس برای

است کاف برسانیم، 1 − 1

nc
به را موفّقیت احتمال که آن برای باشد، p با برابر اجرا بار ی در وریتم ال موفّقیت احتمال اگر .٢ لم

است.) ثابت عدد ی c) کنیم. اجرا بار Θ
(
lg n

p

)
را وریتم ال

از (منظور م کنیم محاسبه را ست ش احتمال حالت، این در و شود اجرا بار c lnn
p

اندازه ی به وریتم ال م کنیم فرض اثبات، برای اثبات.

٢٢
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داشت: خواهیم است). شده موفّق عملا شود، موفّق بار ی وریتم ال اگر که چرا است؛ وریتم ال اجرای دفعات تمام در ست ش ست، ش

P[failure] = (1− p)c(lnn)/p

≤
(
e−p
)c(lnn)/p

= e−c lnn

=
1

nc

(٢١)

کرده ایم. استفاده 1 + x ≤ ex رابطه ی از ،٢١ روابط در استفاده مورد نامساوی برای که

حدّاقل احتمال به و بوده 1

nc
با برابر حدّاکثر ست ش احتمال کنیم، اجرا بار c lnn

p
را وریتم ال اگر که است شده اثبات ترتیب این به

شد. خواهیم موفّق 1− 1

nc

مقدار دادن قرار با م توان که دید خواهیم ،٢٠ رابطه ی نتیجه ی از موفّقیت احتمال ذاری جای با و ٢ لم به توجه با ترتیب این به
کرد. بزرگ تر دلخواه مقدار هر از را موفّقیت احتمال ،T = Θ

(
1

p
lg n

)
= Θ

((
3

2

)n

lg n

)
م دهیم. تغییر کم را خود احتمالات تحلیل منظور، این برای کنیم. کوچ تر را T مقدار یعن وریتم، ال زمان مرتبه ی م خواهیم حال
3n اندازه ی به ،n جای به وریتم) ال شبه کد سوم (خطّ آن داخل حلقه ی م کنیم فرض و م کنیم اعمال وریتم ال در کوچ تغییر ی ابتدا
موفّقیت این پیش تر م کنیم. ساده تر کم را آن بیرون حلقه ی اجرای بار هر در وریتم ال موفّقیت از خود تعریف ادامه، در شود. اجرا بار
بار این شود. کم واحد ی a∗ و a فاصله ی گام هر در وریتم، ال داخل حلقه ی اجرای بار k نخستین در که بودیم کرده آن به منحصر را
باشد داشته وجود ان ام این بار k وریتم، ال داخل حلقه ی اجرای بار 3k در که م گیریم نظر در صورت این به را موفّقیت از خود تعریف
در a∗ و a فاصله ی حلقه، این اجرای بار 3k از پس ترتیب، این به شود. کم فاصله این ر دی بار 2k در و شود؛ زیاد a∗ و a فاصله ی که
که معناست بدان این بوده، k با برابر آن ها اولیه ی فاصله ی که فرض این و مسأله شرط سازی به توجه با و یافته کاهش واحد k مجموع
گرفته نظر در 1

3 با برابر حدّاقل را شود کم واحد ی a∗ و a فاصله ی گام ی در که آن احتمال پیش تر همچنین است. شده a∗ با برابر a
نوشت: زیر صورت به را ٢٠ رابطه ی با مشابه رابطه ای وریتم، ال در جدید تمهیدات اعمال با م توان بنابراین بودیم؛
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(٢٢)

م کنیم: استفاده استرلینگ تقریبی فرمول از ،٢٢ رابطه ی ساده سازی برای

n! = Θ
(√

n
(n
e

)n) (٢٣)

کرد: ساده زیر صورت به ٢٣ رابطه ی کم به را (3kk ) مقدار م توان )و
3k
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=

(3k)!

(2k)!k!

= Θ

( √
3k√

k
√
2k

(
3k
e

)3k(
k
e

)k (2k
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) (٢۴)
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داشت: خواهیم ٢٢ رابطه ی در ٢۴ رابطه ی نتیجه ی جای گذاری با و
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(٢۵)

قدر به را موفّقیت احتمال که T از انتخابی ،٢ لم نتیجه ی از استفاده با و م آید دست به جدید وریتم ال در موفّقیت احتمال ترتیب این به
م شود: محاسبه زیر صورت به م کند بزرگ کاف

T = Θ

(
1

p
lg n

)
= Θ

((
4

3

)n√
n lg n

)
(٢۶)

است. رسیده پایان به وریتم ال این مورد در بحث و

چقدر 3SAT مسأله ی ی پاسخ یافتن برای ن مم اجرای زمان بهترین که بیاید ذهن به سؤال این شاید ، پایان نکته ی ی عنوان به
است: زیر صورت به آن شرح که دارد وجود (ETH) نمایی١٧ زمان فرضیه ی نام به فرضیه ای مورد، این در است.

از حتّ فرضیه،  این که کنید دقّت .c > 1 که است cn حالت بدترین در ،3SAT برای وریتم ال هر اجرای زمان نمایی. زمان فرضیه ی
نمایی زمان از بهتر اجراهای زمان با وریتم هایی ال است ن مم هنوز P ̸= NP فرض با که چرا است، قوی تر نیز P ̸= NP فرضیه ی
م کند. رد نیز را ان ام این حتّ نمایی زمان فرضیه ی اما باشد؛ موجود 3SAT مسأله ی برای (O(nlgn) اجرای زمان با وریتم ال (مثلا

م دانند. معتبر را فرضیه این محقّقین اکثر

SAT مسأله ی ی برای م دارد بیان که دارد وجود نیز (SETH) قوی١٨ نمایی زمان فرضیه ی نام با ری دی فرضیه ی این، بر علاوه
از آن اجرای زمان که آن ر م ندارد، وجود وریتم ال هیچ باشد)، دلخواه مقادیر بتواند عبارت هر لیترال های تعداد (که کلّ حالت در
فرضیه این دارند. قبول را آن نمایی) زمان فرضیه ی با مقایسه (در کمتری محقّقین و است قوی بسیار فرض این .c ≥ 2 و باشد cn مرتبه ی

محاسبات پیچیدگ مورد در که (حوزه ای ریزدانه١٩ پیچیدگ حوزه ی در مثال،  عنوان به دارد. دنبال به را جالبی نتایج صحت، صورت در
مرتبه ی از وریتم ال م تواند O(n2) اجرای زمان با مسأله ای آیا که این بررس مثال، عنوان به و م کند بحث بیشتری دقّت با مسائل
که م شود داده نشان ،SETH درست فرض با مثال، عنوان به دارد. جالبی کاربردهای م دهد) قرار هدف نیز را باشد داشته O(n lg n)

این به توجه با البته ندارد. O(n2−ϵ) اجرای زمان با وریتم ال هیچ اما دارد، O(n2) اجرای زمان با وریتم ال ویرایش٢٠ فاصله ی مسأله ی
که آن ر م شوند؛ اثبات سادگ به که نم رود انتظار قوی ترند، نیز P ̸= NP فرض از حتّ قوی، نمایی زمان فرضیه ی نظیر فرضیات که

شود. فراهم آن ها کردن رد ان ام

17Exponential Time Hypothesis
18Strong Exponential Time Hypothesis
19fine-grained complexity
20edit distance
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
احمدزاده هانی مهمان: مدرس

[٩٩ [بهار
فرخ نژاد جواد نگارنده: ١ خطی برنامه ریزی :٢٣ جلسه

به را جواب این و می کردند پیدا موضعی بهینه ی جواب های مسأله ها بعضی برای که کردیم بررسی را الگوریتم هایی پیش جلسه ی در
بررسی و معرفی را برنامه ریزی خطی١ نام به جدیدی مفهوم داریم قصد جلسه این در می گرفتند. نظر در کل بهینه ی جواب از تخمینی عنوان

کنیم.

خطی برنامه ریزی ١

یادآوری ١ . ١

می کنیم. یادآوری را می شود استفاده آن ها از ادامه در که جبرخطی، و عمومی ریاضی از نکته چند ابتدا
آن ضرایب که است λ١a⃗١ + λ٢a⃗٢ + · · · + λna⃗n شکل به برداری a⃗١, a⃗٢, . . . , a⃗n بردارهای برای ترکیب خطی یک از منظور
خطی اند، مستقل که بگیریم درنظر را R٢ اقلیدسی فضای در b⃗ و a⃗ بردار دو اگر مثلا می شوند. انتخاب موردبحث میدان از λiها یعنی

می شود. فضا کل با برابر بردار دو این ترکیب خطی های
ناحیه ی ،⃗b و a⃗ دوبردار نامنفی ترکیب خطی های R٢ فضای در مثلا باشند. نامنفی ضرایب که است این نامنفی ترکیب خطی از منظور

می پوشانند. را شکل در شده رنگ

می پوشاند b⃗ و a⃗ نامنفی ترکیب خطی که ناحیه ای

a⃗

b⃗

برابرند. هردو که آن خطی مستقل ستون های تعداد یا آن خطی مستقل سطرهای تعداد با است برابر ماتریس یک ی رتبه  ٢
می دهیم، نمایش Lc با که را f برای c ٣ ترازِ منحنی این صورت در باشد. f برد در c ∈ R و باشد تابع یک f : Rn → R کنید فرض

١Linear Programming
٢rank
٣contour line

١

١ خط برنامه ریزی . ٢٣ ٢٣٨جلسه



یعنی: است c با برابر آن ها روی f مقدار که می کنیم تعریف Rn از نقاطی همه ی مجموعه ی
Lc = {x ∈ Rn | f(x) = c}

می کنند. افراز را f تابع دامنه ی منحنی ها این کنیم، رسم Rn در را تراز منحنی آن ها تمام ازای به و بگیریم درنظر را مختلف cهای تمام اگر
به خوبی اطلاعات تابع رفتار درمورد این و است ثابت بخش ها از هرکدام روی تابع مقدار که می شود افراز بخش هایی به f دامنه ی درواقع

ما می دهد.
با که x نقطه ی در تابع این گرادیان۵ آنگاه باشند موجود x ∈ Rn نقطه ی در تابع پاره ای۴ مشتقات اگر f : Rn → R تابع یک برای
یعنی: اند، x نقطه ی در f پاره ای مشتقات آن درایه های که است ستونی) ماتریس کاربرد بنابر (یا برداری می شود، داده نمایش ∇f(x) نماد

∇f(x) =


∂f
∂x١ (x)
∂f
∂x٢ (x)...
∂f
∂xn

(x)

 ∈ Rn

نظر در x مثل دامنه در نقطه یک اگر و است عمود نقطه آن در تابع تراز منحنی بر نقطه هر در تابع گرادیان که است این مهم بسیار نکته ی
مقدارش از نقطه این روی f تابع مقدار که می رسیم x+dx مثل نقطه ای به کنیم حرکت کوچک خیلی اندازه به گرادیان راستای در و بگیریم

می شود. تابع مقدار افزایش باعث گرادیان راستای در حرکت یعنی است. بیشتر x روی

Lc

x f(x+ dx) > f(x)

∇f(x)

مسأله  تعریف ١ . ٢

به طور است. اقلیدسی فضای از ناحیه یک روی متغیر تعدادی برحسب خطی تابع یک کردن کمینه یا بیشینه خطی برنامه ریزی از هدف
هدف۶ تابع آن به که z = c١x١ + c٢x٢ + . . .+ cnxn کنید تعریف و باشند حقیقی ثوابتی c١, c٢, . . . , cn ∈ R کنید فرض دقیق تر

بیایم. زیر شروط٧ با را z کمنیه ی یا بیشینه می خواهیم و می گویند
∀i ∈ {١, ٢, . . . ,m} ai١x١ + ai٢x٢ + · · ·+ ainxn (≤=≥) bi

∀j ∈ {١, ٢, . . . , n} lj ≤ xj ≤ uj

باشند. نیز −∞ و +∞ به ترتیب می توانند ljها و ujها و حقیقی اند اعداد همگی biها و aijها آن در که
نداریم. تاکیدی نام گذاری این به خیلی این جا اما می گویند تکنولوژی ضرایب aijها به منابع بعضی در و می گویند تصمیم٨ متغیرهای xiها به
می تواند که مقداری تنها xj وضوح به  uj و lj تساوی درحالت که چرا lj < uj داریم ١ ≤ j ≤ n هر برای که فرض کرد می توان این جا در

است. مشخص xj تکلیف بنابراین و است lj = uj همین کند اتخاذ
می کنیم ثابت سپس می کنیم بررسی استاندارد٩ خطی برنامه ریزی نام با را آن از خاصی حالت ابتدا است کلی خیلی بالا فرمول بندی چون

۴partial derivatives
۵gradient
۶Objective function
٧constraints
٨Decision variable
٩Standard LP

٢
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است: زیر صورت به خطی برنامه ریزی استاندار فرم کرد. تبدیل استاندارد حالت به می توان را کلی فرم چنین هر که
min z = c١x١ + c٢x٢ + · · ·+ cnxn

s.t. ∀i ∈ {١, ٢, . . . ,m} ai١x١ + ai٢x٢ + · · ·+ ainxn = bi

∀j ∈ {١, ٢, . . . , n} xj ≥ ٠

مؤلفه های با فضایRnو در ابرصفحه  اشتراکmتا به که دامنه ایست در هدف تابع کمینه ی یافتن درواقع استاندارد، حالت شهودی به طور
شده است. محدود نامنفی

دهید: قرار پس باشد. سودمند خیلی می تواند ماتریسی فرم به آن ها نوشتن برمی آید فرمول ها صورت از که همانطور

x =


x١
x٢
...
xn

 ∈ Rn, c =


c١
c٢
...
cn

 ∈ Rn, b =


b١
b٢
...
bm

 ∈ Rm, A =


a١١ a١٢ · · · a١n
a٢١ a٢٢ · · · a٢n

... ... . . . ...
am١ am٢ · · · amn

 ∈ Rm×n

نوشت: زیر صورت به می توان را خطی برنامه ریزی استاندارد فرم تعاریف این با
min cTx

s.t. Ax = b

x ≥ ٠
که می شود فرض همچنین ندارند، ... یا متغیرتصادفی حالت و ثابت اند همگی c و b ،A مؤلفه های که می شود فرض استاندارد فرم در

.b ≥ ٠ و rank(A) = m

استاندارد فرم به تبدیل ١ . ٣

ai١x١+ai٢x٢+· · ·+ainxn ≥ bi صورت به شرطی کلی به طور اگر کرد. استاندارد را خطی برنامه ریزی مسأله ی هر می توان می کنیم ثابت
شرط و کرد اضافه si متغیر یک می توان باشیم داشته

ai١x١ + ai٢x٢ + · · ·+ ainxn − si = bi, si ≥ ٠

می گویند. مازاد متغیر می کنیم اضافه که متغیری چنین به کرد. قبلی جایگزین را
شرط و کرد اضافه si متغیر یک می توان باشیم داشته ai١x١ + ai٢x٢ + · · ·+ ainxn ≤ bi صورت به شرطی هم اگر

ai١x١ + ai٢x٢ + · · ·+ ainxn + si = bi, si ≥ ٠

می گویند. کمبود متغیر می کنیم اضافه که متغیری چنین به کرد. قبلی جایگزین را
می گویند. نیز سستی١٠ متغیر کمبود، و مازاد متغیرهای به کلی به طور

کنیم. تبدیل تساوی به را هستند کوچکترمساوی یا بزرگترمساوی که شروطی تمام می توانیم کار این با پس
می دانیم که چرا کنیم جایگزین −cTx کردن کمینه با را مسأله می توانیم ،cTx کردن بیشینه مثلا بود هدف تابع کردن بیشینه مسأله اگر
دقیقا −f(x) تابع آنگاه شود بیشینه x = x٠ ازای به f(x) تابع مثلا اگر و تابع آن قرینه ی کردن کمینه با است معادل تابع یک کردن بیشینه

١٠slack variable

٣
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.argmax(f(x)) = argmin(−f(x)) و max f(x) = −min−f(x) ریاضی زبان به می شود. کمینه x = x٠ همان ازای به
کنیم. تبدیل سازی کمینه مسأله ی یک به را مسأله همواره می توانیم پس

اگر xi ≥ ٠ به کران ها این تبدیل برای اند. li ≤ xi ≤ ui کران های می ماند باقی استاندارد فرم به کلی فرم تبدیل در که دیگری مشکل تنها
کنید فرض مثلا کرد. بررسی قبلی شروط همانند را نظر مورد شرط می توان نبودند) +∞,−∞ (یعنی بودند حقیقی عدد ui یا li از هرکدام
کرد. نگاه قبلی شرط های از یکی دید به دقیقا را آن و نوشت زیر شکل به می توان را xi ≤ ui شرط این صورت در باشد. حقیقی عددی ui

٠× x١ + · · ·+ ١× xi + · · ·+ ٠× xn ≤ ui

نهایتا شده اند. بررسی اول دوتای که می نویسیم −∞ ≤ xi ≤ +∞ و li ≤ xi و xi ≤ ui شکل به را li ≤ xi ≤ ui شرط کلا بنابراین
کنیم. بررسی را −∞ ≤ xi ≤ +∞ شرط باید

داریم: a مثل حقیقی عدد هر برای کند. اتخاد منفی مقادیر هم و مثبت مقادیر می تواند هم xi متغیر کنید فرض پس
a = max{a, ٠} −max{−a, ٠}

نشان [a]− علامت با و می گویند a منفی ترم max{−a, ٠} به و می دهند نشان [a]+ علامت با و می گویند a مثبت ترم max{a, ٠} به
درواقع: .[a]+, [a]− ≥ ٠ که کنید دقت می دهند.

[a]+ = max{a, ٠} =

a a ≥ ٠
٠ a < ٠

[a]− = max{−a, ٠} =

٠ a > ٠
−a = |a| a ≤ ٠

کنیم. حذف را قدرمطلق می کند کمک که ،|a| = [a]+ + [a]− که است این بالا نمادگذاری درباره ی دیگر مهم نکته ی
آزاد xi که حالتی در پس نامنفی اند. متغیرهای x′′i = [xi]

− و x′i = [xi]
+ که بنویسیم x′i − x′′i صورت به را xi متغیر می توانیم بنابراین

کرد. حذف را xi بودن آزاد شرط جدید، متغیرهای تعریف با می توان نیز باشد علامت در
بود. خواهد استاندارد فرم به تبدیل قابل کلی هرفرم که می کند اثبات اما نباشد استاندارد فرم به تبدیل برای روش بهترین شاید روش این

مثال چند ۴ . ١

کنید. تبدیل استاندارد فرم به را زیر خطی برنامه ریزی مسأله  ی مثال:

min ٢x١ + ۵x٢
s.t. x١ + x٢ ≥ ۶

−x١ − ٢x٢ ≥ −١٨
x١, x٢ ≥ ٠

می خواهیم حال می کنیم. ضرب −١ در را −x١− ٢x٢ ≥ −١٨ رابطه ی طرفین منظور این برای شود محقق b ≥ ٠ شرط می خواهیم ابتدا
که می کنیم تعریف x٣ مثل جدیدی متغیر x١ + x٢ ≥ ۶ رابطه ی در کنیم. تبدیل تساوی به را x١ + ٢x٢ ≤ ١٨ و x١ + x٢ ≥ ۶
یعنی دوم شرط برای مشابها می کنیم. جایگزین x١ + x٢ − x٣ = ۶ با را x١ + x٢ ≥ ۶ شرط و است ۶ از x١ + x٢ فاصله ی نمایانگر
مسأله ی به نهایتا می کنیم. جایگزین x١ + ٢x٢ + x۴ = ١٨ با را شرط این و می کنیم تعریف x۴ مثل جدید متغیر یک x١ + ٢x٢ ≤ ١٨

می رسیم. زیر استاندارد خطی برنامه ریزی

min ٢x١ + ۵x٢
s.t. x١ + x٢ − x٣ = ۶

x١ + ٢x٢ + x۴ = ١٨
x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠

۴
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⊠

تبدیل استاندارد فرم به را مسأله این و max ٢x١ + ۵x٢ دهید قرار min ٢x١ + ۵x٢ به جای فقط بگیرید نظر در را قبل مثال همان مثال:
کنید.

: یعنی min−٢x١ − ۵x٢ دهیم قرار max ٢x١ + ۵x٢ جای به فقط و بگیریم نظر در را قبل مثال استاندارد فرم همان  کافی است

min −٢x١ − ۵x٢
s.t. x١ + x٢ − x٣ = ۶

x١ + ٢x٢ + x۴ = ١٨
x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠

⊠

کنید. تبدیل استاندارد فرم به را زیر خطی برنامه ریزی مسأله  ی مثال:

max −x١ + |x٢|+ ٢x٣
s.t. x١ − x٢ + ٣x٣ = −۴

x١ − x٣ ≤ ٢
x٢ + x٣ ≤ −٣
x١ ≥ ٠, x٣ ≤ ٠

می شود. استاندارد x′٣ = −x٣ تعریف با x٣ ≤ ٠ شرط شود. مثبت آن ها راست سمت تا کرد ضرب −١ در باید را سوم و اول شروط
سازی کمینه به باید هم را سازی بیشینه  . x′٢ = [x٢]+, x′′٢ = [x٢]− که ،x٢ = x′٢ − x′′٢ می کنیم تعریف |x٢| در قدرمطلق حذف برای
توضیحات این با کنیم. تعریف کمبود و مازاد متغیرهای باید هم سوم و دوم شروط برای می شوند. قرینه هدف تابع ضرایب پس کنیم تبدیل

بود: خواهد این صورت به بالا مسأله شده ی استاندارد فرم

min x١ − x′٢ − x′′٢ + ٢x′٣
s.t. −x١ + x′٢ − x′′٢ + ٣x′٣ = ۴

x١ + x′٣ + x۴ = ٢
−x′٢ + x′′٢ + x′٣ − x۵ = ٣
x١, x′٢, x′′٢, x′٣, x۴, x۵ ≥ ٠

⊠

شهود باشد کمتر متغیرها تعداد وقتی اما ندارد مشکلی جبری لحاظ از می شوند زیاد متغیرها تعداد استاندارد فرم به تبدیل در اینکه
را آن غیراستاندارد فرم اما است سخت آن تجسم که است R۴ فضای در شده استاندارد فرم اول مثال  در مثلا است راحت تر مسأله هندسی

کرد. رسم R٢ در راحتی به می توان

۵
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کنید. حل را زیر خطی برنامه ریزی مسأله  ی مثال:

min ٢x١ + ۵x٢
s.t. x١ + x٢ ≥ ۶

−x١ − ٢x٢ ≥ −١٨
x١, x٢ ≥ ٠

−x٢−١x٢ = −١٨ و x١+x٢ = خطوط۶ ابتدا نمودار این رسم برای کنیم. رسم نمودار مسأله این برای می خواهیم گفته شد که همان طور
رابطه در را (٠, ٠) مثلا نمودار از نقطه یک آن پایین یا است خط بالای x١ + x٢ ≥ ۶ ناحیه ی بفهمیم اینکه برای سپس می کنیم رسم را
وگرنه دارد قرار آن در (٠, ٠) که است سمتی همان نظر مورد ناحیه ی کرد صدق اگر نه، یا می کند صدق رابطه در آیا می بینیم و می دهیم قرار
انجام را کار همین −x١ − ٢x٢ ≥ −١٨ برای مشابها شده است). مشخص قرمز فلش با شکل (در است دیگر طرف موردنظر ناحیه ی

می دهیم.
ناحیه ی نهایتا پس کنیم. محدود x٢ محور راست سمت و x١ محور بالای به را ناحیه باید که می کنند بیان هم x١, x٢ ≥ ٠ شرط های
یعنی می دهند، نشان Ω با را آن و می گویند شدنی١١ ناحیه ی ناحیه، این به اصطلاحا و است (x١, x٢) برای مجاز مقادیر مجموعه  شده رنگ

می کنند. برآورده را مسأله شرط های که نقاطی تمام مجموعه

Ω = {x | x١ + x٢ ≥ ۶, −x١ − ٢x٢ ≥ −١٨, x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠}

x١

x٢

x١ + x٢ = ۶
۶

۶

−x١ − ٢x٢ = −١٨
١٨

٩
L٠ ∇z

را L٠ مثلا آن، برای تراز منحنی یک ناحیه این در ٢x١ + ۵x٢ کمینه ی یافتن برای است. کران دار شدنی ناحیه ی مثال این در که می بینیم
می گیریم درنظر

L٠ =
{x١

x٢

 ∈ R٢ | ٢x١ + ۵x٢ = ٠
}

شکل در سبز خطوط با که موازی اند خطوط ٢x١ + ۵x٢ تراز منحنی های که می شود دیده سادگی به و است R٢ در خط یک منحنی این
است). یکسان نقاط تمام در (گرادیان می کنیم نگاه تابع گرادیان جهت به حال شده اند. مشخص

∇z =

∂(٢x١+۵x٢)
∂x١

∂(٢x١+۵x٢)
∂x٢

 =

٢
۵

 = c

تراز منحنی پایین ترین باید شکل به توجه با تابع کمینه ی یافتن برای بنابراین می شود کم تابع مقدار کنیم حرکت گرادیان منفی راستای در اگر
١١Feasible region

۶
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می شود. پیدا شود کمینه آن در تابع که x∗ مقدار و دارد برخورد شدنی ناحیه ی با که بیابیم را تابع

x∗ =

۶
٠

 , z∗ = z(۶, ٠) = ٢× ۶+ ۵× ٠ = ١٢

⊠

کنید. حل را زیر خطی برنامه ریزی مسأله  ی مثال:

min x١ + ٢x٢
s.t. −x١ + x٢ ≤ ١

x١ − ٢x٢ ≤ ٢
x١, x٢ ≥ ٠

ناحیه ی با که ترازی منحنی پایین ترین شکل به توجه با که کرد حرکت گرادیان با مخالف جهت در باید پس است سازی کمینه مسأله چون
می دهد. رخ (٠, ٠) ازای به بهینه جواب بنابراین می کند قطع (٠, ٠) در را ناحیه این دارد برخورد شدنی

x١

x٢
−x١ + x٢ = ١

x١ − ٢x٢ = ٢

∇z

−∇z

⊠

کنید. حل را زیر خطی برنامه ریزی مسأله  ی مثال:

min −x١ + ٢x٢
s.t. −x١ + x٢ ≤ ١

x١ − ٢x٢ ≤ ٢
x١, x٢ ≥ ٠

دارد برخورد شدنی ناحیه ی با که ترازی منحنی پایین ترین شکل به توجه با که کرد حرکت گرادیان با مخالف جهت در باید نیز مثال این در
با x١ − ٢x٢ = ٢ خط روی نقطه هر ازای به بهینه جواب بنابراین می کند قطع x١ − ٢x٢ = ٢ خط روی نقطه بی نهایت در را ناحیه این

می دهد. رخ نامنفی مؤلفه های

٧
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x١

x٢
−x١ + x٢ = ١

x١ − ٢x٢ = ٢

∇z

−∇z

⊠

کنید. حل را زیر خطی برنامه ریزی مسأله  ی مثال:

min −٢x١ + x٢

s.t. −x١ + x٢ ≤ ١
x١ − ٢x٢ ≤ ٢
x١, x٢ ≥ ٠

و ندارد مقدار کمترین شدنی ناحیه ی روی هدف تابع که می بینیم شکل به توجه با اما کرد حرکت گرادیان با مخالف جهت در باید مشابها
دارد. برخورد شدنی ناحیه ی با تراز منحنی همواره کنیم حرکت گرادیان با مخالف درجهت هرچقدر

x١

x٢

∇z

−∇z

⊠

جواب برای مختلف حالات ۵ . ١

دهد: رخ می تواند خطی برنامه ریزی مسأله ی یک جواب برای زیر حالات کلی به طور دیدیم که مثال هایی به توجه با

٨
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LP جواب

یگانه متناهی جواب

چندگانه متناهی جواب
نامتناهی جواب

نشدنی

کراندار شدنی فضای

بی کران شدنی فضای
است تهی شدنی فضای

متناهی جواب

نامتناهی جواب

می دهد: رخ خطی برنامه ریزی مسأله ی یک جواب برای که حالاتی درمورد
مقدار آن، ازای به که است موجود x∗ نقطه ی یک تنها و می شود بیشینه) (یا کمینه هدف تابع که می گویند حالتی به یگانه: متناهی جواب

می شود. بیشینه) (یا کمینه هدف تابع
هدف تابع که دارد وجود x∗ مثل نقطه یک از بیش اما می شود بیشینه) (یا کمینه هدف تابع که می گویند حالتی به چندگانه: متناهی جواب

می شود. بیشینه) (یا کمینه آن ازای به
(یا کوچک را آن  می توان هراندازه به و ندارد را است موردنظر که بیشینه ) (یا کمینه  مقدار هدف تابع که می گویند حالتی به نامتناهی: جواب

کرد. بزرگ)
سادگی به اما ندیدم مثال نوع، این (از است تهی درواقع شدنی فضای و ندارند سازگاری هم با مسأله شروط که است حالتی نشدنی: مسأله

دهد). رخ حالت این که زد مثالی می توان
می دهد: رخ خطی برنامه ریزی مسأله ی یک در شدنی فضای برای که حالاتی درمورد

زیرمجموعه ی شدنی فضای که باشد موجود فضا از نقطه ای حول بسته) (یا باز گوی١٢ یک یعنی آنالیزی مفهوم به کراندار: شدنی فضای
باشد. گوی این

یا متناهی خطی برنامه ریزی مسأله ی جواب است ممکن حالت این در که نباشد. تهی و کراندار شدنی فضای وقتی بی کران: شدنی فضای
شود. نامتناهی

کند. صدق مسأله شروط تمام در که نباشد موجود x مثل نقطه ای هیچ کلا و نباشند سازگار هم با مسأله شروط که حالتی تهی: شدنی فضای

خطی برنامه ریزی از کاربردی ۶ . ١

به می توان را ندارند خطی ماهیت که مسأله هایی از بعضی حتی کرد. حل خطی برنامه  ریزی از استفاده با می توان را مختلفی مسأله های
به است معروف حمل و نقل مسأله ی به که را زیر مسأله ی می خواهیم آورد. بدست آن ها برای بهینه جواب از تقریبی و نوشت خطی صورت

کنیم. تبدیل خطی برنامه ریزی مسأله ی
iام مرکز تقاضای میزان که داریم تقاضا١۴ مرکز n همچنین و است si iام مرکز عرضه ی میزان که داریم عرضه١٣ مرکز m کنید فرض مثال:
است. cij با برابر برسد jام تقاضای مرکز به iام عرضه ی مرکز از کالا واحد یک تا می شود داده که هزینه ای میزان می کنیم فرض است. di

وضوح به  باشد عرضه از بیشتر تقاضا میزان (اگر باشند برابر که است این ایده آل حالت که n∑
j=١

dj ≤
m∑
i=١

si فرض می کنیم همچنین
عرضه مراکز از تعدادی ورشکستگی موجب است ممکن باشد تقاضا از بیشتر عرضه میزان که هم حالتی در می آید. پیش زیادی مشکلات

شود).
تقاضا مراکز تا بفرستیم jام تقاضای  مرکز به iام عرضه ی مرکز از کالا مقدار چه ،١ ≤ j ≤ n و ١ ≤ i ≤ m هر برای که است این مسأله
باشیم. داشته را هزینه کمترین درکل و نکند ارسال کالا ظرفیتش از بیش عرضه ای مرکز هیچ کنند، دریافت کالا ظرفیتشان اندازه ی به حداقل

١٢Ball
١٣source
١۴demand

٩
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m

i

٢

١

n

j

٢

١

...

...

...

...
cij

sm

si

s٢

s١

dn

dj

d٢

d١

ارسال این که هزینه ای می کنیم. تعریف می فرستیم، jام تقاضای مرکز به iام عرضه ی مرکز از که کالایی واحدهای تعداد با برابر را xij متغیر
.z =

n∑
j=١

m∑
i=١

cijxij با است برابر کل هزینه ی بنابراین است. cijxij می کند تحمیل ما به

. m∑
i=١

xij ≥ dj باشیم داشته باید یعنی شود برآورده باید jام مرکز تقاضای نیاز
. n∑
j=١

xij ≤ si باشیم داشته باید پس کند ارسال کالا si می تواند حداکثر iام عرضه ی مرکز همچنین
بررسی می توان و نکنیم وارد می توانیم را باشند صحیح xijها که شرط این البته نامنفی اند. و صحیح اعداد xijها که است این نهایی شرط

می شود). اشاره مورد این به ٢۶ جلسه (در می شود محقق خودبه خود شرط این که کرد
می شود: ترجمه زیر صورت به خطی برنامه ریزی مسأله ی یک به بالا مسأله ی بنابراین

min
n∑

j=١
m∑
i=١

cijxij

s.t.
m∑
i=١

xij ≥ dj ∀j
n∑

j=١
xij ≤ si ∀i

xij ≥ ٠ ∀i, j

هر برای یعنی است استاندارد درحالت خودبه خود بالا فرم آنگاه ، n∑
j=١

dj =
m∑
i=١

si اگر که است این مثال این در توجه قابل نکته ی

داریم: موضوع این اثبات برای . m∑
i=١

xij = dj داریم ١ ≤ j ≤ n هر برای و n∑
j=١

xij = si داریم ١ ≤ i ≤ m

∀١ ≤ j ≤ n :
m∑
i=١

xij ≥ dj ⇒
n∑

j=١

m∑
i=١

xij ≥
n∑

j=١
dj

∀١ ≤ i ≤ m :

n∑
j=١

xij ≤ si ⇒
m∑
i=١

n∑
j=١

xij ≤
m∑
i=١

si

داشت خواهیم این صورت در ندهد. رخ تساوی حالت و باشد اکید m∑
i=١

xij ≥ dj نامساوی های از یکی مثلا کنید فرض خلف برهان با حال
n∑

j=١

m∑
i=١

xij >
n∑

j=١
dj =

m∑
i=١

si ≥
m∑
i=١

n∑
j=١

xij =
n∑

j=١

m∑
i=١

xij ⇒
n∑

j=١

m∑
i=١

xij >
n∑

j=١

m∑
i=١

xij

⊠ دهد. رخ تساوی باید نیز ها n∑
j=١

xij ≤ si تمام در مشابها است. تناقض که

١٠

١ خط برنامه ریزی . ٢٣ ٢۴٧جلسه



مسأله  به دیگر هندسی نگاهی ١ . ٧

دیگری هندسی نمایش قسمت این در بود. راحت مسأله ها این هندسی تعبیر و بودند متغیر دو دارای کردیم بررسی که مثال هایی تمام اینجا تا
است. بیشتر آن ها متغیرهای تعداد که می کنیم بیان مسأله هایی برای

بگیرید. درنظر را زیر شروط مثال:
٢x١ + x٢ + x٣ = ٢
−x١ + ٢x٢ + x۴ = ٣
x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠

نوشت: ماتریسی به صورت می توان را اول شرط دو

x١

 ٢
−١

+ x٢

١
٣

+ x٣

١
٠

+ x۴

٠
١

 =

٢
٣



, a٣ =

١
٠

 , a٢ =

١
٣

 , a١ =

 ٢
−١

 بردارهای ترکیب خطی صورت به را
٢
٣

 می توان آیا که دهیم پاسخ سؤال این به می خواهیم

را نقاطی تمام و می کنیم رسم R٢ صفحه ی در را شده ذکر بردار ۴ سؤال این به پاسخ برای نه؟ یا نوشت نامنفی ضرایب با a۴ =

٠
١


بیان اند. قابل شده ذکر بردار ۴ نامنفی ترکیب خطی صورت به که می یابیم

x

y

b

a١

a٢

a٣
a۴

و a١ =

 ٢
−١

 یا a٣ =

١
٠

 و a۴ =

٠
١

 از نامنفی تر کیب خطی صورت به مثلا می توان را
٢
٣

 که می بینیم شکل به توجه با

نوشت. a٣ =
١
٠

 و a١ =
 ٢
−١

 از نامنفی ترکیب خطی صورت به را آن نمی توان اما نوشت a۴ =
٠
١


⊠

کنید. حل را زیر خطی برنامه ریزی مسأله ی مثال:
min z = −٢x١ − ٣x٢
s.t. x١ + ٢x٢ ≤ ٢

x١, x٢ ≥ ٠

١١
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می کنیم. استفاده شد مطرح بالا در که جدید تکنیک از و می نویسیم زیر فرم به را مسأله ابتدا

min z

s.t. −٢x١ − ٣x٢ = z

x١ + ٢x٢ + x٣ = ٢
x١, x٢, x٣ ≥ ٠

ماتریسی بیان به

x١

−٢
١

+ x٢

−٣
٢

+ x٣

٠
١

 =

z
٢



, a١ =

−٢
١

 بردارهای از نامنفی ترکیب خطی به صورت بتوان را
z
٢

 بردار که طوری به است z برای مقدار کمترین یافتن هدف بنابراین،

نوشت. a٣ =
٠
١

 , a٢ =

−٣
٢



x

y

a١

a٢

a٣
y = ٢

z
٢



y = ٢ خط روی
z
٢

 فرم به بردارهای تمام انتهای شده است. رنگ است، موردنظر بردار سه نامنفی ترکیب خطی که ناحیه ای درشکل
مقدار کمترین با است معادل (که دارد اشتراک رنگی ناحیه با که بیابیم را y = ٢ خط روی نقطه چپ ترین سمت باید بنابراین دارند. قرار
ضریب می بینیم بنویسیم، شده ذکر بردارهای از نامنفی خطی ترکیب صورت به را آن بخواهیم اگر که شده مشخص شکل در نقطه این .(z

در می دهد. رخ x∗١ = ٢, x∗٢ = x∗٣ = ٠ ازای به بهینه جواب پس باشد. ٢ باید
−٢
١

 ضریب و باشد صفر باید
٠
١

 و
−٣
٢


⊠ .−۴ با است برابر z کمینه ی مقدار این صورت
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
احمدزاده هان مهمان: مدرس

[٩٩ [بهار

شعبان امیرمحمد نگارنده: ٢ خط برنامه ریزی :٢۴ جلسه

بیان محدب آنالیز و خط جبر از مفاهیم ابتدا داریم قصد جلسه این در و شویم آشنا LP اولیه مفاهیم با کردیم سع گذشته جلسه
کنیم. پیدا LP جواب کردن پیدا برای ورتم ال ی کنیم سع انتها در و شویم LP جواب نظریه وارد سپس و کنیم

اولیه مفاهیم ١

ابرصفحه ١ . ١

:a ∈ Rn نرمال با و x0 ∈ Rn نقطه از گذرنده ابرصفحه تعریف

aT ∗ (x− x0) = 0

داریم: بنابراین aTx0 = b اگر

aTx = b ⇒
n∑

j=1

ajxj

a

ناحیه شدن هندس لحاظ از همچنین است. ابرصفحه ها این اشتراک شدن ما ناحیه و است ابرصفحه ی نشان دهنده LP در هرقیدی بنابراین
م دهد. چندوجه ی یل تش

R2 فضای مثال:

١
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⊠

⊠ زد. مثال را عب م م توان R3 فضای برای مثال:

داریم: بی کران ناحیه شدن برای همچنین مثال:

x1

x2

⊠

خط ترکیب ١ . ٢

S = {a1, a2, · · · , an} ⊂ Rn های بردار برای تعریف:

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan λj ∈ R

گویند. S مجموعه بردار های خط ترکیب وسیله به شده تولید برداری فضای را Span(S) همچنین

م دهد. R2 قضای در صفحه ی یل تش Span(S) ، S = {a1, a2} برای مثال:

⊠

٢
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نامنف خط ترکیب ١ . ٢ . ١

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan λj ≥ 0

: a2 و a1 بردار دو نامنف خط ترکیب مثال:
a1

a2

⊠

است) بردار ی x هرگاه:( گویند مخروط را C ̸= ∅ ⊂ Rn مخروط: تعریف
x ∈ C λ ≥ 0 ⇒ λx ∈ C

⊠ است. مخروط ی نماینده بالا مثال مثال:

آفین خط ترکیب ١ . ٢ . ٢

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 1

از: عبارتند آفین خط ترکیب a2 و a1 بردار دو برای λ1a1مثال: + λ2a2

λ1 + λ2 = 1 ⇒ λ2 = 1− λ1

⇒ a2 + λ1(a1 − a2)

است) آفین خط ترکیب شامل آبی و قرمز رنگ از:(کل است عبارت آن هندس تحلیل که است خط ی دهنده نشان بنابراین

a1

a2

٣
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⊠

است.) آفین خط ترکیب ، آبی مثلث شامل (صفحه داریم: نیز بردار ٣ برای مثال:

a1

a2

a3

⊠

محدب خط ترکیب ١ . ٢ . ٣


λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 1

λ1, λ2, · · · , λn ≥ 0

است.) نظر مورد خط ترکیب قرمز از:(خط عبارتند محدب خط ترکیب a2 و a1 بردار دو برای مثال:

a1

a2

⊠

است.) محدب خط ترکیب ، آبی مثلث (فقط داریم: نیز بردار ٣ برای مثال:

a1

a2

a3

⊠

محدب مجموعه ١ . ٣

: هرگاه گوییم محدب را ∅ ̸= C ⊂ Rn مجموعه
∀x, y ∈ C ∀λ ∈ [0, 1] → λx+ (1− λ)y ∈ C

۴

٢ خط برنامه ریزی . ٢۴ ٢۵٣جلسه



⊠ است. محدب مجموعه ی دایره مثال:

است. محدب مجموعه ی خط برنامه ریزی مساله هر فضای نکته:

وییم: ب باید کنید. فرض LP خط برنامه ریزی فضای شدن را Ω = {x ∈ Rn|Ax = b, x ≥ 0} مجموعه ,∀x̄اثبات. x̂ ∈ Ω

λ ∈ [0, 1]
⇒ λx̄+ (1− λ)x̂ ∈ Ω

کنیم: چ را شرط ٢ باید اثبات برای

Ax = b :١ x̄شرط ∈ Ω ⇒ Ax̄ = b, x̄ ≥ 0

x̂ ∈ Ω ⇒ Ax̂ = b, x̂ ≥ 0
⇒ A(λx̄+ (1− λ)x̂) = λAx̄+ (1− λ)Ax̄ = b

λx̄+ (1− λ)x̂ ≥ 0 :٢ شرط

شد. خواهد مثبت ، صفر از بزرگتر عدد دو جمع که است مشخص وضوح به

م دهد. محدب مجموعه ی یل تش ناحیه شدن که کردم اثبات بنابراین

گوشه ای) (نقطه راس نقطه ۴ . ١

هرگاه: نامیم گوشه ای یا راس نقطه را x ∈ C ، ∅ ̸= C ⊂ Rn محدب مجموعه ,∄x̄برای x̂ ∈ C x̄ ̸= x̂

λ ∈ [0, 1]
→ x = λx̄+ (1− λ)x̂

باشد. نداشته قرار فضای شدن از متمایزی نقطه دو هیپ بین واصل خط پاره درون x عبارت به

است. زیر شدن فضای در راس نقطه ی x نقطه مثال:

x•

۵
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⊠

دارد؟ راس نقطه دایره آیا سوال:

م آیند. حساب به راس نقطه ی دایره محیط روی نقاط تمام جواب:

شدن جهت ۵ . ١

: هرگاه گوییم Ω = {x ∈ Rn|Ax = b, x ≥ 0} فضای شدن در x̄ نقطه در شدن جهت را d تعریف:
∃α > 0 , x̄+ αd ∈ Ω

⇒ A(x̄+ αd) = b ⇒ Ad = 0

دورشونده جهت ۶ . ١

: هرگاه گوییم Ω = {x ∈ Rn|Ax = b, x ≥ 0} فضای شدن در x̄ نقطه در دورشنونده جهت را d تعریف:
∀α > 0 , x̄+ αd ∈ Ω

گوییم. دورشونده جهت ی را d مثال:

x1

x2

d

x̄•

⊠

است. بی کران فضای شدن وجود ، دورشونده ای جهت چنین وجود برای کاف و لازم شرط نکته:

باشد: دارا را شرط دو باید تنها و نیست وابسته نقطه به دورشونده جهت نکته:

Ax = b :١ شرط

باشد. دارا باید فضای شدن در گرفتن قرار برای شدن جهت های مانند

x̄+ αd ≥ 0, ∀α ≥ 0 :٢ شرط

محدود از خارج نقطه ای یریم ب بزرگ کاف حد در را α اگر اینصورت غیر در زیرا d ≥ 0 که افتاد خواهد زمان تنها اتفاق این و
افتاد. خواهد شرطمان

۶
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راس دورشونده جهت ١ . ٧

نباشد. ر دی دورشونده جهت دو محدب ترکیب که دورشونده ای جهت تعریف:

نیست. d اما هستند راس دورشونده جهت d2 و d1 مثال این در مثال:

x1

x2
d1

d2

d

⊠

برویم. م کند کم ما به LP حل وریتم ال طراح در که قضیه ای سراغ به که است آن زمان شده است، بیان اولیه مفاهیم تمام ه حال

نمایش قضیه ٢

کراندار چندوجه برای نمایش قضیه ٢ . ١

ناته P کراندار چندوجه راس نقاط مجموعه آنگاه باشد. ∅ ̸= P = {x|Ax = b, x ≥ 0} ضورت به کراندار چندوجه کنید فرض
آنگاه: بنامیم P راس نقاط را x1, x2, · · · , xp اگر است. متناه و

∀x ∈ P

∃λ1, · · · , λp

→


x =

∑p
j=1 λjxj∑p

j=1 λj = 1

λj ≥ 0

بی کران چندوجه برای نمایش قضیه ٢ . ٢

ناته P کراندار چندوجه راس نقاط مجموعه آنگاه باشد. ∅ ̸= P = {x|Ax = b, x ≥ 0} ضورت به بی کران چندوجه کنید فرض
و بنامیم P راس نقاط را x1, x2, · · · , xk است.اگر متناه و ناته P چندوجه راس جهت های(دورشونده) همچنین است. متناه و

آنگاه: p راس جهت های d1, d2, · · · , dp

٧
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∀x ∈ P

∃λ1, · · · , λk

∃µ1, · · · , µp

→


x =

∑k
j=1 λjxj +

∑p
j=1 µjdj∑p

j=1 λj = 1

λj , µj ≥ 0

LP حل در نمایش قضیه کاربرد ٢ . ٣

در م کند. آسان را کار ، آن روی بر کردن حرکت در تنها پیوستگ این اما دارد پیوسته ماهیت که برسد بنظر اینگونه LP مساله شاید اگرچه
نباشد) بی کران بهینه نقطه که صورت باشد.(در داشته وجود گوشه ای نقاط در دارد ان ام تنها LP مساله بهینه نقطه واقعا

م نماییم: بررس و کرده تقسیم کراندار و بی کران بخش دو به را مساله دقیق تر تحلیل برای

نمایش قضیه از استفاده با کراندار چندوجه Lp حل ٢ . ٣ . ١

داریم: را زیر LP مساله کنید فرض

min cTx

s.t.
Ax = b

x ≥ 0

راس نقاط x1, · · · , xk که ∅ ̸= Ω = {x|Ax = b, x ≥ 0} باشد: زیر صورت به م دهد چندوجه یل تش که کراندار ناحیه شدن و
داریم: نمایش قضیه طبق است. ω

∀x ∈ Ω →


x =

∑k
j=1 λjxj∑p

j=1 λj = 1

λj ≥ 0

⇒


min cT (

∑k
j=1 λjxj) = min

∑k
j=1 λjc

Txj∑p
j=1 λj = 1

λj ≥ 0

گیری میانگین انجام درحال محدب ترکیب زیرادر ؛ دهیم خروج جواب عنوان به را cTxj عبارت های کمینه کافیست اینصورت در
است.). نقطه دو این خود مقدار بین همیشه آن مقدار همین برای و x2 و x1 نقطه دو بین مثال طور هستیم(به

مساله جواب  هردو آنگاه داشته باشند. سان ی و بهینه جواب های هردو x2 و x1 نقطه دو است ن مم نیست! تا ی جواب این نکته:
است. مساله جواب نقطه دو این محدب ترکیب کل طور به هستند.

٨
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نمایش قضیه از استفاده با بی کران چندوجه Lp حل ٢ . ٣ . ٢

داریم: را زیر LP مساله کنید فرض

min cTx

s.t.
Ax = b

x ≥ 0

راس نقاط x1, · · · , xk که ∅ ̸= Ω = {x|Ax = b, x ≥ 0} باشد: زیر صورت به م دهد چندوجه یل تش که کراندار ناحیه شدن و
داریم: نمایش قضیه طبق است. ω راس جهت های d1, · · · , p و

∀x ∈ Ω →


x =

∑k
j=1 λjxj +

∑p
j=1 µjdj∑p

j=1 λj = 1

λj , µj ≥ 0

⇒


min cT (

∑k
j=1 λjxj +

∑p
j=1 µjdj) = min

∑k
j=1 λjc

Txj +
∑p

j=1 µjc
Tdj∑p

j=1 λj = 1

λj , µj ≥ 0

اینصورت در .cT → ∞ آنگاه µj → ∞ اگر زیرا ؛ دارد بی کران جواب مساله آنگاه cTdj < 0 که 1 ≤ j ≤ p اگر اینصورت در
cTdj بودن مثبت دلیل به ، بود دارا را کراندار جواب داشتن برای لازم شرط اگر حال است. j هر ازای به cT کراندار جواب برای لازم شرط

است. کراندار چندوجه برای LP حل مانند مراحل باق اینگونه و باشد µj = 0 که است بهتر سازی مینیمم برای

جمع بندی ٢ . ٣ . ٣

یرید. ب نظر در را زیر استاندارد ریزی برنامه مساله

min cTx

s.t.
Ax = b

x ≥ 0

م آید: وجود به LP جواب برای زیر های حالت است. ∅ ̸= Ω = {x|Ax = b, x ≥ 0} آن فضای شدن

ندارند.) سازگاری است.(قید ها نشدن مساله م گیریم نتیجه که Ω = ∅ ( ١

وجود بهینه راس نقطه ی حتما داریم. راس نقطه ی حداقل و نداریم دورشونده جهت م گیریم نتیجه که کراندار ول Ω ̸= ∅ ( ٢
دارد.

دارد. راس نقطه ی حداقل و راس جهت ی حداقل م گیریم نتیجه که بی کران ول Ω ̸= ∅ ( ٣

است. نامتناه بهینه جواب اینصورت در که cT < 0 که 1 ≤ j ≤ p دارد وجود :١ حالت

دارد. وجود بهینه راس نقطه ی حتما اینصورت غیر در :٢ حالت

٩
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خط ریزی برنامه حل وریتم ال ٣



min cTx

s.t.
Ax = b

x ≥ 0

اول گام ٣ . ١

دارند) ناسازگاری (قید ها کند. چاپ ته و شود متوفق ، بود Ω = ∅ اگر

دوم گام ٣ . ٢

جهت های مجموعه اینصورت غیر در فضای شدن بودن بی کران (درصورت d1, · · · , dp راس های جهت و x1, · · · , xk راس نقاط
کنید. محاسبه است) ته راس

سوم گام ٣ . ٣

شود. متوقف و دارد نامتناه جواب مساله دارد، وجود 1 ≤ j ≤ p برخ برای cT < 0 اگر

چهارم گام ۴ . ٣

شود. متوقف و کند چاپ بهینه جواب عنوان به را min cTxj

است. simplex وریتم ال اولیه ایده بالا وریتم ال

آینده جلسه ۴

را پایه شدن نقاط همچنین م دهیم. ارائه راس نقاط محاسبه فرآیند مورد در و کرده کامل را بالا وریتم ال شهودی روند آینده جلسه در
نظریه درمورد مختصر طور به داشت وجود کاف زمان اگر همچنین است. پایه شدن ی راس نقطه هر م کنیم ادعا سپس و م کنیم تعریف

کرد. خواهیم صحبت دوگان

١٠
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
احمدزاده هان مهمان: مدرس

[٩٩ [بهار
فاطم پوریا سید نگارنده: ٣١ خط برنامه ریزی :٢۵ جلسه

کم به م کنیم سع و م کنیم تعریف را دوگان٣ مسئله سپس و رفته پایه ای٢ جواب به مربوط قضیه ی سراغ به ابتدا جلسه این در
م آوریم. بدست را دوگان و اصل مسئله جواب بودن سان ی شرایط آخر در و آوریم بدست ۴ اصل مسئله ی جواب از کران دوگان مسئله

پایه ای جواب ١

این باشد. سطری کامل۵ رتبه ضرایب ماتریس م کنیم فرض یعن rank(A) = m این که: آن و م کنیم اضافه مسئله به اضاف فرض ی
خط مسقل غیر اضافه(سطرهای قیدهای م توانیم حتما نباشد ۶ نشدن مسئله و نباشد m عدد A رنک اگر زیرا نیست محدودکننده فرض

داریم: پس برسیم. خط مستقل و کمتر سطر تعداد با ضرایب ماتریس ی به تا کنیم حذف را (A از

rank(A) = m→ است. خط مستقل ستون m دارای A ماتریس

دارد. درایه m آن ستون هر که دارد ستون n یعن است m× n ماتریس ی A که کنید دقت

m مجموعه ی β ⊂ {1, 2, ..., n} مجموعه کنید فرض یرید. ب نظر در A ماتریس اندیس های مجموعه را {1, 2, ..., n} مجموعه
آن اندیس های که م باشد A ماتریس ستون های شامل ماتریس B ماتریس که معنا این به B = Aβ م کنیم: تعریف حال باشد. عضوی

داد. قرار β مجموعه در

N مجموعه در آن اندیس های که A ماتریس از ستون هایی یرید ب را N ماتریس و کنید تعریف را N = {1, 2, ..., n}\β مجموعه
N = AN دارد. قرار

A↔ [B N ] :N در ستون ها بقیه و دارد Bقرار در Aکه از ستون هایی کنیم. تقسیم قسمت دو به ماتریسAرا توانستیم واقع در پس
داریم: هم چنین

x↔

xB
xN


باشند.) خط مستقل B (ستون های det(B) ̸= 0 هرگاه نامیم پایه ی را B ماتریس

داریم: انتخابی پایه این با متناظر حال
Ax = b→ BxB +NxN = b

1Linear Programming
2Basic solution
3Dual
4Primal
5Full rank
6Infeasible
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در مساوی طرفین کردن ضرب با ادامه در و م شود ضرب A ماتریس در متناظر ستون در x از سطر هر که است این عبارت درست علت
داریم: B−1

xB = B−1b−B−1NxN

م شود: نوشته زیر صورت به Ax = b دستگاه از جواب هر xBپس
xN

 =

B−1b−B−1NxN

xN


و xB ساخت روش به توجه نباشد.(با اولیه ترتیب همان بالا محاسبات در x بردار درایه های ترتیب است ن مم که کنید دقت نکته این به

کنیم: بازنویس م توانیم زیر ل ش به را بالا رابطه (xNxB
xN

 =

B−1b−B−1NxN

xN

 =

B−1b

0

+

−B−1N

I

xN

میشود. حاصل Ax = b دستگاه از بالا ل ش به جواب xN ∈ Rn−m هر برای

میشود. حاصل xN = 0 دادن قرار با پایه جواب ،B پایه به متناظر

x↔

xB = B−1b

xN = 0

م نامیم. ٧ شدن پایه ای جواب ی را بالا x جواب B−1b ⩾ 0 اگر
است. راس نقطه ی شدن پایه ای جواب هر .١ قضیه

نقطه نم توانیم چندوجه متمایز نقطه دو از اکید محدب ترکیب صورت به دهیم نشان باید است راس  نقطه دهیم نشان آن که برای اثبات.
بنویسیم. را مربوطه

صورت به پایه ای جواب ما پس B−1b ⩾ 0 که یرید ب نظر در چنان A از پایه ماتریس ی را B پس

x :

xB = B−1b

xN = 0

x = λx̄+(1−λx̃) که شود یافت چنان است.) مسئله شدن فضای همان P از (منظور x̄, x̃ ∈ P, λ ∈ (0, 1) کنید فرض حال داریم.
داریم: پس است. شده نوشته

→

xB = λxB + (1− λ)x̃B

xN = λxN + (1− λ)x̃N

صفر از بزرگتر نیز (1 − λ) و λ و هستند P وجه چند عضو دو هر زیرا هستند صفر مساوی بزرگتر دو هر x̃N و xN که کنید دقت
ثابت (چون اند صفر ،xN یل تش برای بالا رابطه موجود بردار دو هر پس است. xN = 0 م دانیم پایه ای جواب به توجه با ول هستند.

داریم: پس اند.) نامنف دو هر کردیم

→

λxN = 0

(1− λ)x̃N = 0

λ ∈ (0, 1)
−−−−−−−−−→ xN = x̃N = 0

7 Basic feasible solution
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Ax̄ = BxB +NxN = BxB = b→ xB = B−1b→ x̄↔

xB = B−1b

xN = 0
→ x̄ = x

.x̃ = x مشابه طور به

x همان نقطه دو آن باشد شدن فضای از نقطه دو اکید محدب ترکیب صورت به بخواهد x شدن پایه ای نقطه اگر کردیم ثابت یعن
است. راس نقطه حتما x پس اند.

است. راس نقطه همان ،B به نظیر شدن پایه ای نقطه که است موجود چنان B پایه ماتریس ی حداقل راس نقطه هر برای .٢ قضیه

فضای در حتما پس است افتاده کنج در راس نقطه هر که کنید توجه نکته این به فقط نم کنیم اثبات دقیق صورت به را بالا قضیه اثبات.
م کند. عبور خط مستقل صفحه ابر n حتما راس نقطه هر از که داریم واقع م گذرد.در آن از ابرصفحه n تعداد به Rn

x مولفه های از تا n−m پس باشد. x ⩾ 0 از باید ابرصفحه ها این از تا n−m و آید م Ax = b دستگاه از صفحات این از تا m
باشد. صفر غیر تواند م x از درایه mتا پس باشند. صفر با مساوی باید

داریم: پس داد. ل ش را پایه ماتریس همان یا B م توان ستون ها این کم به یرید. ب نظر در A ماتریس در را درایه m این نظیر Axستون های = b

x ⩾ 0
→

Bx = b

x ⩾ 0
→

x = B−1b

B−1b ⩾ 0

م شود. شدن پایه ای نقطه یه حتما بالا نکات به توجه با راس نقطه هر پس

راس نقطه در بهینه جواب و هستند محاسبه قابل شدن پایه ای نقاط و هستند شدن پایه ای نقاط همان راس نقاط فهمدیم الان تا پس
م افتد. اتفاق

داشتیم: بالا در کنیم؟ کار چه باید بود بی کران مسئله جواب اگر حال

x↔

B−1b

0

+

−B−1N

I

xN

بردار ی در که است n × (n −m) ماتریس ی دوم قسمت و ماست شدن پایه ای نقطه همان B−1b ⩾ 0 شرط با اول قسمت که
ماتریس jام ستون پس است. شده −B−1Nضرب

I


صورت به که یرید. ب نطر در را

dj =

−yj
ej


است.

است. دورشونده جهت ی dj آن گاه باشد dj ⩾ 0 اگر .٣ قضیه

یرید: ب نظر در را زیر مقادیر xjاثبات. = θ

xk = 0 ∀k ∈ N\{j}

ها درایه ترتیب کردن درست فرض با
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ x(θ) =

B−1b

0

+

−yj
ej

 θ

٣
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داریم: Ax(θ)پس = b

x(θ) ⩾ 0 ∀θ ⩾ 0

است. دورشونده جهت ی dj طبیعتا و دارد وجود شدن فضای در که م دهد ما به را ای x(θ) مثبت θ هر پس

زیرا: دارد. بی کران جواب مسئله باشد cTdj < 0 اگر حال

cTx(θ) = cT

B−1b

0


︸ ︷︷ ︸

ثابت مقدار

+θ cTdj︸︷︷︸
منف

θ →∞−−−−−−−→ −∞

کنیم اجرا م خواهیم که وریتم ال خلاصه صورت به آوریم. بدست پایه ماتریس کم به نیز را دورشونده جهت های م توانیم ما پس
است: زیر صورت به س٨) سیمپل وریتم (ال

کن انتخاب را B شدن پایه ماتریس −→ x↔

B−1b

0


ماتریس روی از است کاف کار این برای کنیم. حرکت همسایه نقطه سری ی به م توان x نقطه این از و کرد محاسبه را cTx م توان حال

ی تنها تفاوت شرط بر علاوه باید B̄ ماتریس واقع در باشد. متفاوت B با ستون ی در تنها که کنید پیدا طوری را B̄ پایه ماتریس B

باشد: داشته نیز را زیر شرط دو باید B با det(B̄)=/0سطر

B̄−1b ⩾ 0

فرآیند این یابد. کاهش cTx مقدار که م دهیم انجام شرط به را حرکت این م رویم. مجاور راس نقطه به راس نقطه ی از ما پس
برای شده داده توضیحات ندهد. کمتری cTx مقدار ما به مجاور نقطه های به حرکت که برسیم نقطه ای به بالاخره تا م دهیم ادامه آن قدر را

کنیم؟ چه بود بی کران جواب اگر حال بود کران دار حالت در مسئله

.cTdj < 0 که طوری به است dj ⩾ 0 که دارد وجود dj مانند جهت B پایه شدن ماتریس برای باشد بی کران مسئله جواب اگر م دانیم
در پیاده سازی است.(جزئیات بی کران مسئله جواب م گوییم و م دهیم خاتمه را وریتم ال برخوردیم مورد این به وریتم ال از جایی در اگر

شد.) خواهد داده توضیح جداگانه ویدیو ی

زیر نتیجه و برسیم cTx مقدار کمترین با راس نقطه به تا م کنیم حرکت راس نقاط روی که بود این س سیمپل وریتم ال خلاصه پس
داریم: را

داریم. ناصفر مولفه m حداکثر راس نقاط در

8Simplex

۴

٣ خط برنامه ریزی . ٢۵ ٢۶٣جلسه



دوگان ٢

منیمم سازی: خط برنامه ریزی مسئله متعارف minفرم cTx

s.t. Ax ⩾ b, x ⩾ 0

ماکزیمم سازی: خط برنامه ریزی مسئله متعارف maxفرم cTx

s.t. Ax ⩽ b, x ⩾ 0

بهینه جواب برای پایین کران ی کنیم حل را مینیمم سازی برنامه ریزی مسئله متعارف فرم که این جای به که است این دوگان در ما هدف
آوریم. بدست

z∗ = cTx∗ باشیم داشته و باشد. x∗ بهینه جواب دارای و ٩ شدن مینیمم سازی، برنامه ریزی مسئله متعارف فرم کنید فرض
م کنیم: تعریف را زیر مسئله است y ∈ Rm که y ⩾ 0 برای

ϕ(y) = min{cTx− yT (Ax− b)|x ⩾ 0}

ϕ(y) ⩽ z∗ داریم: y ⩾ 0 هر برای .۴ قضیه

داریم: اثبات.
z∗ = min{cTx|Ax− b ⩾ 0, x ⩾ 0}

Ax− b ⩾ 0
y ⩾ 0−−−−−−−→ yT (Ax− b) ⩾ 0→ cTx− yT (Ax− b) ⩽ cTx ∀x ⩾ 0, Ax ⩾ b

م رسیم. م ح به یریم ب مینیمم بالا نامساوی طرف دو از اگر و

داریم: و نم دهد ما به مفیدی کران و دارد بی نهایت منف مقدار موارد از خیل در کنیم دقت ϕ(y) تابع به اگر
ϕ(y) = min

x⩾0
cT − yT (Ax− b) = min

x⩾0
yT b+ (cT − yTA)x = yT b+min

x⩾0
(cT − yTA)x

ند. می میل −∞ به ϕ(y) تابع مقدار و م دهیم قرار +∞ را x بردار در متناظر درایه باشد منف cT − yTA بردار مولفه های از ی اگر
داریم: پس

ϕ(y) =

−∞ cT − yTA ⩾̸ 0

yT b cT − yTA ⩾ 0

حال است. yT b مقدار z∗ برای پایین کران حالت این در و cT − yTA ⩾ 0 که م دهند مفید کران ما به مواردی تنها y ⩾ 0 بین از پس
مسئله را آن و م کنیم تعریف را زیر مسئله و کنیم بیشینه را پایین کران این مقدار م خواهم بدهیم مسئله برای بهتری پایین کران این که برای

م نامیم: اصل مسئله با متناظر دوگان

P :


min cTx x ∈ Rn

s.t. Ax ⩾ b ← y

x ⩾ 0

=⇒ D :


max bT y y ∈ Rm

s.t. AT y ⩽ c

y ⩾ 0

9Feasible
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است. ماکزیمم سازی متعارف مسئله ی مینیمم سازی متعارف مسئله ی دوگان پس
هستند. اولیه مسئله ی غیرکران قیدهای با متناظر دوگان مسئله متغیر های این که مهم بسیار نکته

م کنیم: تعریف را زیر مجموعه دو

FP = {x|Ax ⩾ b, x ⩾ 0} FD = {y|AT y ⩽ c, y ⩾ 0}

cTx ⩾ bT y داریم: آن گاه x ∈ FP , y ∈ FD اگر (١٠ دوگان ضعیف (قضیه .۵ قضیه

اثبات.
x ∈ FP : Ax ⩾ b, x ⩾ 0 y ∈ FD : AT y ⩽ c, y ⩾ 0

c ⩾ AT y →

cT ⩾ yTA

x ⩾ 0
→


cTx ⩾ yTAxAx ⩾ b

y ⩾ 0
→ yTAx ⩾ yT b

→ cTx ⩾ yT b

م آید: بدست دوگان ضعیف قضیه از زیر نتایج

است. D برای بهینه ȳ و P برای بهینه x̄ آنگاه cT x̄ = bT ȳ که شوند یافت چنان x̄ ∈ FP , ȳ ∈ FD اگر .١ نتیجه

اثبات.
∀x ∈ FP , c

Tx ⩾ bT ȳ = cT x̄ =⇒ P برای بهینه x̄
∀y ∈ FD, b

T y ⩽ cT x̄ = bT ȳ =⇒ D برای بهینه ȳ

duality‐gap(x, y) = cTx− bT y م شود: تعریف رو به رو صورت به ١١ دوگان اف ش x ∈ FP , y ∈ FD برای
م شود. صفر برابر دوگان اف ش بهینه حالت در که است آن معادل ١ نتیجه پس

است. ناشدن ر دی مسئله باشد، بی کران دوگان یا اولیه مسئله های از ی اگر .٢ نتیجه

داریم: باشد. شدن D و باشد بی کران P کنید فرض خلف: برهان اثبات.

bT y ⩽ cTx ∀ x ∈ FP

دارد. پایین کران زیرا است تناقض در P بودن بی کران با این که

مقدار م خواهیم ماکزیمم سازی(دوگان) مسئله ی در و کنیم کم را z = cTx مقدار م خواهیم مینیمم سازی مسئله ی در خلاصه طور به
م رویم. دوگان قوی قضیه سراغ به حال شوند. مساوی مقدار دو این که م دهد رخ وقت بهینه مقدار که دهیم افرایش را w = bT y

10Weak duality
11Duality-gap
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مسئله دو بهینه مقدار که هستند متناه بهینه جواب دارای مسئله دو هر آن گاه FP=/∅, FD=/∅ اگر (١٢ دوگان قوی (قضیه .۶ قضیه
داریم: واقع در است سان ∅/=FPی

FD=/∅
→ ∃ x∗ ∈ FP , y

∗ ∈ FD | cTx∗ = bT y∗ ⇒ دوگان برای بهینه y∗ و اولیه برای بهینه x∗

چه ر دی مسئله در دوگان و اصل مسئله حالات از کدام هر که میدهد نشان ها فلش (جهت داریم: بندی جمع برای خلاصه طور به
دهد.) م ما به ای نتیجه چه و دارد تاثیری

P D

سازی مینیمم سازی ماکزیمم
متعارف سازی مینیمم متعارف سازی ماکزیمم

نامتناه −→ ناشدن
ناشدن ←− نامتناه

متناه شدن −→ ←− متناه شدن
ناشدن ناشدن

هستند. سان ی مسئله دو بهینه جواب های متناه شدن حالت در که کنید دقت

12Strong duality
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دوگان مسئله نوشتن ٣

رعایت اگر و شود رعایت هم ر دی طرف در باید باشد رعایت شده طرفین از ی در متعارف فرم اگر که است صورت این به کل قاعده
در آزاد متغیر و میشود تبدیل دوگان در آزاد علامت با متغیر به اصل مسئله در مساوی قید شود. رعایت هم ر دی طرف در نباید بود نشده

داریم: کل حالت در سازد. م را دوگان حالت در مساوی قید اصل مسئله

P :



min cTx

s.t. a′ix = bi i ∈ I1 → yi

a′ix ⩾ bi i ∈ I2 → yi

a′ix ⩽ bi i ∈ I3 → yi

xj ⩾ 0 j ∈ J1

xj ⩽ 0 j ∈ J2

علامت در آزاد xj j ∈ J3

=⇒ D :



max
∑

i biyi = bT y

s.t. (xj ضرایب T(ستون y ⩽ cj j ∈ J1

(xj ضرایب T(ستون y ⩾ cj j ∈ J2

(xj ضرایب T(ستون y = cj j ∈ J3

علامت در آزاد yi i ∈ I1

yi ⩾ 0 i ∈ I2

yi ⩽ 0 i ∈ I3

مثال:

P :



min 2x1 − 3x2 + x3

s.t. x1 − x2 + x3 = 1 ← y1

−x1 + 2x2 + x3 ⩽ −2 ← y2

3x1 + 2x2 − 3x3 ⩾ 1 ← y3

علامت در آزاد x1
x2 ⩾ 0

x3 ⩽ 0

=⇒ D :



max y1 − 2y2 + y3

s.t. y1 − y2 + 3y3 = 2 ← x1

−y1 + 2y2 + 2y3 ⩽ −3 ← x2

y1 + y2 − 3y3 ⩾ 1 ← x3

علامت در آزاد y1
y2 ⩽ 0

y3 ⩾ 0

کرد. حل را مثال این سادگ به م توان گفته شده کل قاعده همان کم به

م بندیم. جمع و م کنیم ضرب متناظر قید تعریف شده متغیر در را نامساوی ها و مساوی ها راست سمت اعداد که هدف تابع برای

در متعارف فرم چون x2 برای است. مساوی قید است شده ظاهر اصل مسئله در آزاد علامت صورت به x1 چون دوگان اول قید برای
در است نشده تعریف اصل مسئله در متعارف فرم چون x3 برای و است شده رعایت نیز دوگان مسئله در است شده رعایت اصل مسئله

است. نشده رعایت نیز دوگان مسئله

معارف فرم چون y2 با متناطر قید برای است. آزاد y1 علامت دوگان مسئله در است تساوی اصل مسئله در مربوطه قید چون y1 برای
متناظر قید برای اصل مسئله در متعارف فرم چون نیز y3 برای و نم شود رعایت نیز دوگان مسئله در است نشده رعایت اصل مسئله در

شود. م رعایت نیز دوگان مسئله در است شده رعایت

⊠
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تکمیل قضیه چند ۴

اولیه مسئله ≡ مسئله دوگان دوگان .٧ قضیه

داریم: کرد. چ م توان راحت به را گفته شده ویژگ متعارف فرم در ول نم کنیم اثبات را بالا قضیه
min cTx x ∈ Rn

s.t. Ax ⩾ b ← y

x ⩾ 0

=⇒


max bT y y ∈ Rm

s.t. AT y ⩽ c ← u

y ⩾ 0

=⇒


min cTu u ∈ Rn

s.t. Au ⩾ b

u ⩾ 0

معادل اند. سوم و اول مسئله است واضح که همان طور

است. زیر ل ش به استاندارد فرم دوگان مسئله این که ر دی نکته

P :


min cTx x ∈ Rn

s.t. Ax = b ← y

x ⩾ 0

=⇒ D :


max bT y y ∈ Rm

s.t. AT y ⩽ c

علامت در آزاد y

اگر: فقط و اگر است P مسئله برای بهینه جواب x .٨ قضیه
باشد دوگان در شدن که شود یافت چنان y

باشد اولیه مسئله در شدن x

cTx = bT y

داریم: استنادارد فرم برای مثلا
AT y ⩽ c

Ax = b, x ⩾ 0

cTx = bT y

نظیرشصفر قید در ضرب متغیر هر اگر تنها و اگر هستند دوگان و اولیه مسئله بهینه جواب های y∗, x∗ مل١٣) م لنگ (قضیه .٩ قضیه
باشیم: داشته ∀i = 1, 2, ...,m و ∀j = 1, 2, ..., n برای مثال به عنوان شود.

استاندارد: فرم x∗jدر (cj − aTj y
∗) = 0

y∗i (a
′
ix

∗ − bi) = 0 ✓

متعارف: فرم x∗jدر (cj − aTj y
∗) = 0

y∗i (a
′
ix

∗ − bi) = 0

13Complementary Slackness
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م کنیم. اثبات استاندارد فرم برای این جا در م شود. اثبات سادگ به قضیه این است برقرار دوگان قوی قضیه کنیم فرض اگر ∗xاثبات. ∈ FP : Ax∗ = b, x∗ ⩾ 0

y∗ ∈ FD AT y∗ ⩽ c

 نقطه دو بهینگ
−−−−−−−−−→ cTx∗ = bT y∗

(aT b = bTa (م دانیم ⇐⇒ cTx∗ = (Ax∗)T y∗ = y∗T (Ax∗)

⇐⇒ (cT − y∗TA)x∗ = 0

⇐⇒ (c−AT y∗)Tx∗ = 0

⇐⇒
∑
j

(cj − aTj y
∗)︸ ︷︷ ︸

⩾ 0

x∗j︸︷︷︸
⩾ 0

= 0

صفر) مولفه ها (تک تک ⇐⇒ (cj − aTj y
∗)x∗j = 0 ∀ j = 1, 2, ..., n

شود. صفر برابر دوگان اف ش که است این با معادل مل م لنگ قضیه واقع در

است: زیر صورت به بهینگ برای کاف و لازم شرط

KKT ١۴ conditions for standard form :



Ax∗ = b

x∗ ⩾ 0

AT y∗ ⩽ c

cTx∗ = bT y∗ ⇔ x∗j (cj − aTj y
∗) = 0 ∀ j = 1, 2, ..., n

چهار از شرط سه یا دو موجود س سیمپل مختلف وریتم های ال مثلا هستند. LP مسئله حل وریتم های ال اساس و پایه KKT شرایط
این جای به را مل م لنگ شرط نیز درون نقطه روش م کنند. حرکت ر دی شروط یا شرط برقراری راستای در و م دارد نگه را بالا شرط
هر در و کند حل نیوتن روش کم به را غیرخط معادلات دستگاه م کند سع مرحله هر در و م گذارد τ با برابر ذارد ب صفر با برابر که
باشند. داشته قرار مزر در که این از م کنند پرهیز س سیمپل روش برعکس درون نقطه روش های واقع در دهد. کاهش را τ مقدار مرحله

شود، زیاد (nm) تا م تواند راس نقاط تعداد و کند چ را راس نقاط همه ی شود مجبور است ن مم آنکه دلیل به س سیمپل وریتم ال
از درون نقطه روش های واقع در م آورد. بدست را جواب چندجمله ای مراحل تعداد با درون نقطه وریتم ال ول دارد نمایی زمان اردر
حرکت مرکزی١۵ مسیر نام به مسیری در و م کند شروع شدن اکیدا نقطه ای از که این صورت به م کنند. استفاده LP مسئله پیوسته ماهیت

م رسد. بهینه جواب به مرز) نه (و شدن فضای داخل در مسیری روی و م کند

روش های البته م کند. برآورده ما برای را بهینه جواب از تقریب ϵ ی چندجمله مراحل تعداد با درون نقطه روش کرد ثابت م توان
م شود. انجام کمتری خیل محاسبات تعداد عمل در و دارند را خودشان خاص کاربرد های س سیمپل

بعد اگر ول است روش بهترین درون نقطه روش کنید حل مسئله ی فقط م خواهید شما و است بزرگ مسئله بعد وقت واقع در
نقطه روش به نسبت مزیت هیچ درون نقطه روش وقت آن کنیم، حل را LP مسائل از دنباله ی بخواهیم و باشد کوچ یا متوسط مسئله

باشد. م س سیمل روش از استفاده گزینه بهترین و ندارد درون

دارند. تئوری جنبه بیشتر که دارد وجود نیز بیضوی١۶ روش های نام به ها روش از ر دی دسته ی
14Karush-Kuhn-Tucker
15Central path
16Ellipsoid method
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
احمد زاده هان مهمان: مدرس

[٩٩ [بهار
مستان مهدی نگارنده: ۴ خط ریزی برنامه :٢۶ جلسه

مشاهده و دادیم قرار مطالعه مورد خط ریزی برنامه مسائل برای بهینگ شرایط و شدیم آشنا خط ریزی برنامه با گذشته جلسات در
بهینه راس نقطه ی باشد،حتما داشته بهینه جواب مسئله اگر که معنا بدین هستند؛ بهینه جواب های کاندید راس ، نقاط که کردیم

بود. مسئله بهینه جواب یافتن برای ما استراتژی ، راس نقاط یافتن دارد.بنابر این

مسئله(یا زوج ، خط ریزی برنامه مسئله هر برای که کردیم مشاهده و دادیم قرار مطالعه مورد مختصر طور به را دوگان مسئله ادامه در
و کردن کمینه مسائل آن از ی که است سان ی دوگان مسائل بهینه مقدار که دارد وجود م نامیم، دوگان مسئله را آن که همزاد) مسئله
و دوگان قوی و ضعیف قضیه سپس دادیم. قرار بررس مورد را ر دی ی با مسائل این های ارتباط و بود هدف تابع کردن بیشنه ری دی

. دادیم قرار بررس مورد را مل م لنگ قضیه

شرایط این که کنند اختیار صحیح مقادیر م توانند تنها آن ، های متغیر از بعض که است این دارد وجود همچنان که مسئله ای اما
نوع این بررس قصد ادامه در که دارند خط ریزی برنامه مسائل از بیشتر کاربردی حدی تا که شد خواهد مسئله مدل دو تعریف به منجر

داریم. را مسائل

عدد صحیح برنامه ریزی ١

یافتن هدف مسئله، این در کنیم. بررس را ١ صحیح عدد برنامه ریزی مسئله که داریم قصد بخش این در

min cTx+ dT y

s.t. Ax+By = b

x ≥ 0

y ≥ 0

x ∈ Rn, y ∈ Zk

صورت به قسمت ی م کنیم؛ تقسیم قسمت دو به را تابع آن در که است هدف خط تابع ٢ کیمنه یافتن ما ، هدف مسئله این است.در
دارا را بودن عدد صحیح قید که است متغیری ، y متغیر که است dT y آن ر دی قسمت و است پیوسته متغیری ، x متغیر که است cTx

است.

هستند. حقیق عددی آن های متغیر از برخ و صحیح آن های متغیر از برخ که است صورت بدین مسئله این
1Mixed Integer Linear Programming(MILP)
2minimum
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چند است(ی زیر صورت به ما شدن فضای باشند، حقیق اعداد فضای در متغیر ها همه که حالت در که دیدیم قبل های قسمت در
:( وجه

x1

x2

همینطور . کند اختیار را 1, 2, 3, . . . مقادیر م تواند x1 مثلا یعن ، (x1 ∈ Z) باشد داشته را بودن صحیح شرط x1 متغیر مثلا اگر اما
ل ش این م تواند ما مسائل شدن فضای آنگاه م کند. اختیار حقیق فضای در را خود مقادیر که است ،متغیری x2 متغیر که کنید فرض

باشد: داشته را

x1

x2

است. مسئله این شدن فضای رنگ، آبی خطوط آن در که

اعداد در را خود مقادیر ما های متغیر تمام آن در که است صورت بدین ، م کنیم یاد ٣ IP با را آن که مسائل این ر دی نوع ی
داریم: واقع در ؛ م کنند اختیار صحیح

min cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0

x ∈ Zn

3Integer Linear Programming
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است. صورت بدین هستند)، شدن نقاط اینجا (در شدن فضای از مثال ی

x1

x2

( x1, x2 ∈ Z فرض است.(با مسئله این شدن نقاط(فضا) آبی رنگ، نقاط آن در که

، داشتیم قرار نقطه ی در که هنگام زیرا ؛ م کرد ما به مسئله حل روند در زیادی کم ، خط ریزی برنامه مسئله بودن پیوسته
به توانیم نم ر دی ، م کنیم اضافه مسئله به را بودن صحیح فرض که هنگام کنیم.اما حرکت شدن ناحیه در پیوسته صورت به م توانستیم
و محاسبه نقاط آن در را هدف تابع مقدار و کنیم پیدا را نقاط تمام که مجبوریم مسئله این .در کنیم حرکت شدن ناحیه در پیوسته صورت
. نکنیم بررس را اضاف نقاط و دهیم کاهش را محاسبات حجم ، دارد ان ام که آنجا تا که است این قسمت این در ما هدف کنیم. مقایسه

. کنیم بررس را دارد زیادی کاربرد که را معروف IP صحیح عدد ریزی برنامه مدل چند داریم قصد ، مسائل این حل بررس از قبل

پشت کوله مسئله ٢

کالا n و داریم W ظرفیت با ای پشت کوله که است صورت بدین ۴ کوله پشت مسئله دیدیم، را مسئله این قبل جلسات در که همانطور
از ی هر از (1 ≤ i ≤ n ). است vi ارزش دارای ، i شماره کالای همینطور .( 1 ≤ i ≤ n است( wi با برابر ام i کالا حجم که داریم
داشتن جا صورت م کند(در اشغال را پشت کوله از wi حجم کالا این ، i کالای برداشتن صورت در و است موجود عدد ی ، کالا این
نیستیم). کالا ها این همه برداشتن به قادر (یعن ∑n

i=1wi > W که داریم را فرض این همینطور م دهد. ما به را vi ارزش و ( پشت کوله
بدهند. ما به را ارزش بیشترین نیز و نشود بیشتر پشت کوله حجم از که برداریم را کالا هایی که است این ما هدف

:(1 ≤ i ≤ n)م کنیم تعریف صورت بدین را xi تصمیم متغیر ، مسئله این سازی مدل برای

xi =

 1 شود انتخاب i شماره کالای اگر
0 صورت این غیر در

م شود: تعریف صورت بدین مسئله این با متناظر صحیح عدد خط ریزی برنامه مسئله حال

max
∑n

i=1 vixi

s.t.
∑n

i=1wixi ≤ W

4Knapsack problem
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xi ∈ {0, 1} ∀i : 1 ≤ i ≤ n

برنامه ریزی مسائل ، مسائل نوع این هستند.به ۵ دودویی متغیر ها آن در که است صحیح عدد ریزی برنامه مسئله از خاص حالت ی مسئله این
گویند. نیز ۶ دودویی

م شود. بررس مسئله زیر عنوان به ، ترکیبیات مسائل از بسیاری حل در است، مهم مسئله تنهایی به آنکه بر علاوه ، مسئله این

دوره گرد فروشنده ٣

است. موجود شهر دو هر بین ارتباط راه که داریم شهر n که است صورت ایم.بدین کرده بررس قبلا نیز را ٧ دوره گرد فروشنده مسئله
برویم ری دی شهر به شهر هر از و کنیم حرکت به شروع شهر ی از که است این ما هدف است. cij با برابر j شهر به i شهر از سفر هزینه

شود. کمینه نیز سفر هزینه و برگردیم اولیه شهر به نهایت در و شویم وارد بار ١ حداکثر ، شهر هر به و ببینیم نیز را ها شهر همه و

وزن مجموع کمترین با ٨ همیلتون دور دنبال به آن در و داریم دار وزن کامل گراف که است صورت بدین گراف زبان به مسئله بیان
هستیم. ن مم

تصمیم متغیر که داریم ، مسئله سازی مدل حال

xij =

 1 شود انتخاب (i, j) یال اگر
0 صورت این غیر در

است: زیر صورت به ما خط ریزی برنامه مسئله که داریم صورت این در

min
∑n

j=1
i ̸=j

∑n
i=1 cijxij

s.t.
∑n

i=1
i ̸=j

xij = 1 ∀i : 1 ≤ i ≤ n

∑n
i=1

i ̸=j

xij = 1 ∀j : 1 ≤ j ≤ n

xij ∈ {0, 1}

زیر راس ۶ کامل گراف در مثلا یعن ؛ شود حاصل تور زیر ی که است ن مم ها شرط این با تنها اما
5binary
6Binary Linear Programming
7Traveling Saleman Problem (TSP)
8Hamiltonian Cycle
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١

٢٣

۴

۵ ۶

1 ↔ 21 ↔ 3

1 ↔ 4

1 ↔ 5 1 ↔ 6

2 ↔ 3

2 ↔ 4

2 ↔ 5 2 ↔ 6

3 ↔ 4

3 ↔ 5 3 ↔ 6

4 ↔ 5 4 ↔ 6

5 ↔ 6

مقادیر این که داریم آنگاه است. xij = 0 سایر و x45 = x56 = x64 = 1 همینطور و x12 = x23 = x31 = 1 باشیم: داشته اگر
نیست. همیلتون دور ول م شویم) خارج بار ی آن از و وارد بار ی راس هر م کند(به برطرف را سوال خواسته

از ی که داریم قسمت این برای متفاوت های رد روی نگیرد. نظر در ر دی را ها تور زیر ما، مسئله که کنیم اضافه را هایی قید باید پس
بدین م کنیم تعریف i راس برای را ui ،متغیر n تا ٢ های راس برای که صورت بدین است Miller - Tucker - Zemlin به مربوط آنها
بدبن مسئله واقع در . ( 0 ≤ ui ≤ n − 1 2 ≤ i ≤ n ) و ( ui − uj + nxij ≤ n − 1 2 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j ) که صورت

م شود: بیان صورت

min
∑n

j=1
i ̸=j

∑n
i=1 cijxij

s.t.
∑n

i=1
i ̸=j

xij = 1 ∀i : 1 ≤ i ≤ n∑n
i=1

i ̸=j

xij = 1 ∀j : 1 ≤ j ≤ n

xij ∈ {0, 1}

ui − uj + nxij ≤ n− 1 2 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j

0 ≤ ui ≤ n− 1 2 ≤ i ≤ n

پس باشیم؛ داشته تور زیر که کنید فرض مطلب این دیدن برای باشیم. نداشته تور زپر ر دی که م شود باعث جدید شرط این کردن اضافه
م کنیم: نویس باز را جدید های قید همه C دور ).برای بنامید C را دور ندارد.(این را ١ شماره راس که دارد وجود دوری حتما

ui − uj + n ≤ n− 1 ∀i, j ∈ C, xij = 1

بنابراین و است j به i راس از دور این یال و م شویم خارج بار ی و وارد راس این به بار ی است، C دور در که i راس هر برای اینجا در
است. xij = 1
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a

b

c

d

e

f

زیر: کامل گراف در مثال برای

است: زیر صورت به شرایط و (x45 = x56 = x64 = 1 ) که یریم،داریم ب نظر در را رنگ آبی دور که اگر

u4 − u5 + 6 ≤ 5

u5 − u6 + 6 ≤ 5

u6 − u4 + 6 ≤ 5

.( 18 ≤ 15 م خوریم( تناقض به ها نامساوی این طرفین کردن جمع با که

م خوریم. تناقض به صورت، همین به C دور برای کل حالت برای

تاسیسات محل مسئله ۴

داریم. ١١ مشتری عدد m و داریم ١٠ تاسیسات n که صورت بدین . است ٩ تاسیسات محل مسئله ، م کنیم بررس را آن که بعدی مسئله
دارد. نیاز کالا dj مقدار ، ام j مشتری نیاز که م دانیم .همینطور کنیم خدمت رسان مشتری ها به مان تاسیسات وسیله به باید

است. fi با برابر ام i تاسیسات احداث هزینه این .بنابر کنیم ایجاد(باز) را آنها باید ، نیاز بنابر و نیستند باز ها تاسیسات همه همینطور

ui را آن که دارد کالا تولید میزان حداکثر ام i تاسیسات همینطور است. ام j مشتری به ام i تاسیسات از کالا ارسال هزینه نیز cij
کنیم. مدل خط ریزی برنامه با را مسئله این که داریم قصد اینجا  در م نامیم.

صورت به را آن که خیر یا شود ایجاد i تاسیسات آیا اینکه اول ؛ داریم تصمیم متغیر نوع دو اینجا در
9Facility Location Problem

10facility
11Cumstumer
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xi =

 1 شود ایجاد ام i تاسیسات
0 صورت این غیر در

داریم: یعن شود، تامین ام j تاسیسات توسط ام j مشتری نیاز از مقدار چه که صورت بدین نیز دوم تصمیم متغیر

م شود. تامین ام i تاسیسات توسط که ام j مشتری نیاز از بخش yij =

است: صورت بدین مسئله شده ،مدل تعاریف این با پس



min
∑n

i=1

∑m
j=1 cijdjyij +

∑n
i=1 fixi

s.t.
∑n

i=1 yij = 1 ∀j : 1 ≤ j ≤ m∑m
j=1 xij ≤ uixi ∀i : 1 ≤ i ≤ n

yij ≥ 0 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

xij ∈ {0, 1}

این که شود پرداخت fi هزینه باید ، شود ایجاد ام i تاسیسات اگر که ، کنیم کمینه را کل هزینه میخواهیم سازی: مدل توضیحات
باید را cijdjyij هزینه شود، تامین ام i تاسیسات توسط ام j مشتری نیاز از تا yij کسر بخواهیم اگر است. آمده ∑n

i=1 fixi در متغیر
است. ها هزینه این بیانگر ∑n

i=1

∑m
j=1 cijdjyij قسمت این بنابر کنیم. پرداخت

شود. تامین ، موجود تاسیسات n همه توسط تماما باید j مشتری نیاز که است این کننده بیان ام j مشتری برای ∑n
i=1 yij = 1 قید

حداکثر آنگاه ( باشد xi = 1 یعن شود( باز ام i تاسیسات اگر که است این کننده بیان ام i متغیر برای ∑m
j=1 djyij ≤ uixi قید

م کند( تامین را ها مشتری از کالا تعداد چه تاسیسات این که است این کننده بیان ∑m
j=1 djyij و کند تامین را کالا ui اندازه به م تواند

.( است djyij برابر ام j مشتری برای ام i تاسیسات توسط شده تامین کالای مقدار

م کنیم. بررس را مسائل حل برای لازم های رد روی ادامه در شد. بررس ها مدل از برخ اینجا در

عدد صحیح خط برنامه ریزی مسائل حل رد روی ۵

مورد را مسائل نوع این حل برای لازم های رد روی ادامه در شد. بررس صحیح عدد برنامه ریزی های مدل از برخ قبل های قسمت در
م دهیم. قرار بررس

صحیح شرط ، Ax = b, x ≥ 0 وجه چند راس بهینه نقطه که اگر نداریم. بودن صحیح قید اعمال به نیازی IP مسائل ای دسته در
مسئله م توانیم ، باشد داشته را بودن


min cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0

م دهد نتیجه که دارد نیز را بودن صحیح شرط و است راس بهینه نقطه ، نقطه این که م دهد را x∗ نقطه ما به مسئله این حل و کنیم حل را
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مسئله بهینه جواب x∗ این
min cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0, x ∈ Zn

است.

ایم کرده حذف را آن بودن صحیح قید مسئله جواب موارد اکثر در و دهد نم رخ اغلب اتفاق این این که باشیم داشته توجه باید اما
١٣ (RLP) شده ١٢ سازی آزاد مسئله ، حاصل مسئله به ، برداریم را مسئله بودن صحیح قید اگر بنابراین نیست. صحیح آن بهینه جواب ،

است. عدد صحیح خط سازی بهینه مسئله

این اما ؛ م کنیم رند نبود، صحیح عدد اگر را آن نهایی جواب و م کنیم حل را متناظر RLP مسئله ما که شود ادعا که است ن مم
بهینه مسئله جواب از تقریبی به که است ن باشد.مم ری دی مقدار بهینه جواب است ن مم و دهد نم ما به را درست الزاما جواب روش
رند صورت چه به نشد، صحیح مقدار جواب اگر که دارد وجود ل مش این نم آوریم.همینطور دست به الزاما را آن دقیق جواب اما برسیم

آن. امثال و دهیم انجام را کردن

OPT (IP ) ≥ : که داریم پس ، دارد RLP متناظر مسئله شدن فضای نسبت تری محدود شدن فضای IP مسئله که آنجایی از
. OPT (RLP )

. باشند داشته را بودن صحیح شرط م توانند وجه چند راس ،نقاط شرایط چه تحت که کنیم بررس م خواهیم حال

صورت: به هستیم آن بررس حال در که ای مسئله که م کنیم یادآوری
min cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0, x ∈ Zn

باشد. 0 یا ±1 با برابر آن مربع ماتریس زیر هر دترمینان هرگاه ، نامیم ١۴ TU را A ماتریس .١ تعریف
است. 0 یا ±1 آن درایه های حتما ، باشد TU ،ماتریس A ماتریس اگر .١ نتیجه

ی با متناظر جتما راس نقطه که زیرا بود؛ خواهد صحیح هم ، شدن فضای راس نقاط باشد،تمام TU ما ضرایب ماتریس اگر
xN = 0 آن پایه ای غیر های متغیر و xB = B−1b صورت به ما پایه ای متغیر های بودن، شدن ای پایه نقطه و بود شدن پایه ای نقطه
در که adj(B) = CT ماتریس های درایه که است B−1 =

1

det(B)
adj(B) است A ماتریس از زیر ماتریس B ماتریس است.

ام j ستون و ام i سطر حذف از که از ماتریس Mij ماتریس آن در که است Cij = (−1)i+jdet(Mij) به صورت آن Cij درایه آن
، است وارون پذیر B چون که است ±1 یا det(B) = 0 آنصورت باشد،در TU ماتریس A ماتریس اگر م شود. حاصل A ماتریس
هم B خود که هستند B زیر ماتریس که ماتریس تعدادی دترمیان به مربوط درایه هایش adj(B) ماتریس و باشد det(B) = ±1 باید پس
نیز B اگر است. صحیح ماتریس B−1 بنابر این . است ±1 یا 0 نیز A مربع زیر ماتریس های دترمینان و است A ماتریس زیر ماتریس

هستند. صحیح ، شدن ای پایه نقاط تمام آنگاه باشد، صحیح
هستند. صحیح حتما چند وجه راس نقاط آنگاه ، باشد b ∈ Zm و TU ،ماتریس A ماتریس اگر .٢ نتیجه

12relax
13Relax Integer linear Programming(RLP)
14Totally Unimodular Matrix
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، اخیر نتیجه که باشیم داشته توجه باید نیست. پذیری ان ام همیشه ،کار خیر یا هست TU ماتریس آیا که کنیم بررس اینکه برای
. نیست TU ماتریس الزاما A باشد، صحیح چند وجه ی راس نقاط اگر یعن نیست؛ برقرار الزاما برعکسش

چند وجه راس نقاط که است ن مم اینکه و نیست راحت کار A ماتریس بودن TU کردن چ که است این داریم که لات مش
نباشد. TU ماتریس ، A ماتریس اما باشد صحیح

که: است صورت بدین یرید.مسئله ب نظر در را اول جلسه در شده مطرح نقل و حمل مسئله ، TU ماتریس برای مثال ارائه برای


min

∑n
i=1

∑m
j=1 cijxij

s.t.
∑m

j=1 xij = 1∑n
i=1 xij = 1

xij ≥ 0, xij ∈ Z

صحیح حتما ، نقل و حمل مسئله راس نقاط تمام پس . است TU ماتریس فوق، مسئله ضرایب ماتریس که کنیم ثابت م توانیم
.( م کنیم حل را RLP یریم(حالت ب نظر در نیازی را بودن صحیح قید و هستند

x1

x2

است. رنگ قرمز خطوط به محدود فضای محدود که است ما، وجه چند اما هستند رنگ آبی نقاط مسئله، شدن نقاط بالا ل ش در

x1

x2

بهینه جواب آنگاه و هستند صحیح نقاط ، حاصل چند وجه راس نقاط آنگاه ، کنیم درست را بالا چند وجه طریق به بتوانیم اگر
: مسئله که داریم آنگاه بنامیم، P را سبز رنگ چندوجه اگر م افتد.حال اتفاق رنگ) جدید(سبز وجه چند راس نقاط این از ی
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min cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0, x ∈ Zn

م شود: تبدیل زیر مسئله به


min cTx

s.t. x ∈ P

x ≥ 0, x ∈ Zn

تبدیل (RLP معمول(مسئله خط ریزی برنامه مسئله ی جدید، مسئله این اما و است سان ی نیز IP مسئله جواب با مسئله این جواب که
. است مسئله دو هر بهینه جواب نقطه، آن و م دهد رخ راس نقطه در ، آن جواب بنابراین و م شود

آنگاه یریم، ب نظر در را آن محدب پوسته اگر ، رنگ آبی نقاط برای یعن گویند؛ شدن نقاط ١۵ محدب پوسته را سبز رنگ چند وجه
نماییم. حل دیدیم، قبل جلسات در که روش هایی با م توانیم را آن و هستیم مواجه حقیق اعداد در خط ریزی برنامه مسئله ی با

است: صورت بدین محدب پوسته دقیق تر تعریف حقیقت در

convexhull(S) = {∩C|S ⊆ C}

است. محدب مجموعه C آن در که

است: برقرار زیر رابطه که کرد ثابت م شود S = {x(1), x(2), . . . , x(k)} یعن باشد نقطه متناه تعداد شامل S اگر

convexhull(S) = {
∑k

i=1 λix
(i)|

∑k
i=1 λi = 1, λi ≥ 0}

است. چند وجه ی ، آن محدب پوسته آنگاه باشد، چند وجه ی داخل نقطه تعدادی S اگر که کرد ثابت م توان

تعداد نم توانیم و بیابیم را آن ها تک به تک باید و نداریم را شدن نقاط همه ما ابتدا در که است این هستیم، مواجه آن با که ل مش
ما کنید باشیم.فرض داشته محدب پوسته از بهتری تقریب ، تکرار هر در م توانیم اما ، کنیم کنترل مسئله ورودی حسب بر را محاسباتمان

کنیم. حل که توانسته ایم را متناظر RLP مسئله

باشد. RLP بهینه نقطه ،(x∗)سبز رنگ نقطه زیر، مثال در که کنید فرض
15convex hull
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x1

x2

١۶ برش ی کار، این برای ذاریم. ب کنار را آن باید و نیست سوال نظر مد نقطه ، نقطه این بنابراین نیست. عدد صحیح نقطه ، نقطه این اما
به مثال برای کند. حذف را ( x∗ اینجا غیر صحیح(در بهینه نقطه اما نکند حذف ما ضلع چند از صحیح نقطه هیچ که طوری به م زنیم

م رسیم: زیر ل ش

x1

x2

همین و م کنیم اضافه ر دی برش ی مجدد نیست. عدد صحیح همچنان ول ماست جدید بهینه نقطه ، رنگ مش نقطه مجدد که
عنوان به را ایده این م شویم). تر نزدی صحیح، جواب به مرحله هر کنیم.(در پیدا  را صحیح کاف اندازه به جواب تا م دهیم ادامه را روند

م شناسند. ١٧ برش صفحه روش

مسئله حل با معادل ما IP مسئله آنگاه باشد، Ax = b, x ≥ 0 چند وجه از صحیح های مولفه با نقاط مچجموعه را S اگر واقع در
است: زیر

 min cTx

s.t. x ∈ convexhull(S)

. است

ول نشود حذف صحیح نقطه هیچ که گونه ای به کنیم اضافه را هایی برش تکرار هر در که است این برش صفحه روش از هدف
شویم. نزدی S محدب پوسته به و شود حذف شده آزاد سازی مسئله بهینه جواب

16cut
17cut plane
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باشد. RLP مسئله B بهینه پایه به متناظر پایه ای بهینه جواب x∗ کنید فرض

کنیم: بازنویس زیر صورت به م توانستیم را قید بنابر این

Ax = b ⇒ xB = B−1b−B−1NxN

هستند. پایه ای غیر متغیر های با متناظر که A ستون های شامل ماتریس N آن در که

B−1b = b̄ همینطور و [B−1N ]j = B−1aj = āj ماتریس ام j ستون بنابر این است. B−1N = B−1[. . . aj . . . ]j∈N قسمت
م کنیم. نام گذاری

: که بنابراین داریم

xB = b̄− [. . . āj . . . ]j∈N


...
xj
...


j∈N

⇒ xB = b̄−
∑
j∈N

ājxj (١)

. x∗k /∈ Z که دارد وجود k ∈ B پس x∗B = b̄, x∗N = 0 اینکه به توجه با ، باشد نداشته را بودن صحیح شرط x∗ که اگر

: که داریم نماییم بازنویس را (١) رابطه اگر پس

(١) ⇒ xi +
∑
j∈N

āijxj = b̄i i ∈ B

هستند،آنگاه xj ≥ 0 که داریم j هر برای چون آنگاه

xi +
∑
j∈N

[āij ]xj ≤ xi +
∑
j∈N

āijxj = b̄i ⇒ xk +
∑
j∈N

[ākj ]xj ≤ xk +
∑
j∈N

ākjxj = b̄k (٢)

تر کوچ صحیح مقدار با برابر که است صحیح عددی (٢) رابطه چپ سمت طرف از . است ∀j ∈ B ∪ N → xj ∈ Z که داریم
باشیم: داشته را زیر رابطه م توانیم این بنابر نباشد. صحیح b̄k است ن مم که است b̄k مساوی

(١) ⇒ xk +
∑
j∈N

[ākj ]xj ≤ [b̄k] (٣)

نقطه هیچ که م کند است،تضمین شده نوشته ، نیست صحیح که x∗k برای که برش این گویند. ١٨ گوموری برش ، (٣) رابطه به
نم کند. صدق برش این در نبود، صحیح که x∗ ول نم شود حذف صحیح

کردن اضافه با نداشت،آنگاه را بودن صحیح قید و بود B بهینه پایه با متناظر که شد یافت x∗ و کردیم حل را RLP مسئله ما اگر پس
نم شود. حذف شدن فضای از صحیح نقطه هیچ ول است نشدن جدید مسئله برای x∗ ، RLP مسئله به (٣) گوموری برش

است. ١٩ محدود و شاخه رد روی مسائل نوع این حل برای ر دی رد روی
18Gomory Cut
19Branch and Buond
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که مطمئنیم است. برقرار x∗1 /∈ Z مثلا که x∗ =

x∗1
x∗2

 با برابر RLP مسئله بهینه جواب که است صورت بدین رد روی این توضیح
است. x1 ≥ [x∗1[+1 یا x1 ≤ [x∗1[ حتما IP مسئله صحیح جواب

x1

x2

[x∗1] [x∗1] + 1

. هستند x1 = [x∗1] + 1 و x1 = [x∗1] با برابر چپ از ترتیب به رنگ آبی نوار دو است. x∗ نقطه ، سبز رنگ نقطه ، فوق ل ش در
ندارد. جواب ما IP مسئله نوار، دو این بین مجدوده در که م دانیم حال

م رسیم جدید مسئله دو به ، این از پس م کنیم. اضافه خود RLP مسئله به را x1 ≥ [x∗1] + 1 و x1 ≤ [x∗1] های شرط حال
مسئله این جواب آیا که م کنیم بررس ، هر کدام حل از پس و دارند هایی جواب کدام هر که هستند RLP مسئله دو مجدد کدام هر که
قبل مشابه را شاخه آن نبود، صحیح عدد جواب، اگر و دهیم ادامه را شاخه آن نیست نیازی ر دی بود، صحیح خیر.اگر یا است عددصحیح
مسئله آن برای صحیح جواب به رسیدن ها شاخه شدن بسته از شود(منظور بسته به ها شاخه تمام که زمان تا م کنیم تقسیم شاخه دو به
شود بیشتر IP مسئله برای لحظه این تا آمده دست به بهینه مقدار از شاخه این برای هدف تابع مقدار که است این ر دی راه ی و است
شاخه آن و نداریم مسئله این های زیرشاخه برای بهتر جواب کردن پیدا به امیدی ر دی آنگاه ، نباشد‐ صحیح عدد بهینه جواب اگر ‐حت

م بندیم. نیز را شاخه آن صورت این در و برسیم نشدن مسئله به ها، برش کردن اضافه با است ن مم دهیم). نم ادامه ر دی را

١٣
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دوم بخش
اضافه جلسات
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار
فتحی مهسا نگارنده: برخط الگوریتم های :۱ اضافه جلسه

برون ورودی های برای استفاده قابل خواندیم که الگوریتم هایی تمام تاکنون شویم. آشنا ۱ برخط الگوریتم های با داریم قصد جلسه این در
دید. خواهیم را موضوع این مهم تعاریف و مسائل از تعدادی جلسه این در بوده اند. ۲ خط

مقدمه ۱

و هستند مشخص مسئله ورودی های تمام ابتدا از که معناست بدان این است. بوده برون خط ورودی های با خواندیم آنچه هر تاکنون
و نیستند شکل این به مسائل از بسیاری می شود مشاهده واقعی دنیای در اما می شود. انجام ورودی ها همین اساس بر ما تصمیم گیری
لحظه هر در شما کرد. اشاره سهام فروش و خرید مسئله به می توان مثال عنوان به می کنند. تغییر یا و شده بیشتر زمان طول در ما ورودی های
شما ضرر یا سود به سهم این نگه داشتن زمان گذر با آیا که کنید تصمیم گیری می توانید دارید سهم هر ارزش از که داده هایی از استفاده با
اسکی به اول بار برای وقتی که آنجا از کرد. اشاره اسکی چوب مانند وسیله ای کرایه یا خرید برای تصمیم گیری به می توان یا بود. خواهد
نمی دانیم، را آمد خواهیم اسکی به دوباره آینده در که دفعاتی تعداد يا و می دهیم انجام را اینکار هم باز آینده در است قرار نمی دانیم می رویم
زمان گذر با کرایه، ارزش یا است بالاتر خرید ارزش اینکه انتخاب و می شود تکمیل زمان گذشت با آن داده های که داریم تصمیمی به نیاز

شود. ساده تر

زمان طول در درخواست ها این که می دهیم، نشان σ با را آن که می باشد درخواست ها از دنباله ای صورت به ورودی برخط، مسئله در
از ناشی هزینه CA(σ) به کنیم اجرا σ دنباله ی بر را A الگوریتم اگر می گیریم که تصمیم هایی هزینه های کردن مشخص با می شوند. به روز
الگوریتم و برخط داده های روی بر اجرایی الگوریتم هزینه تفاوت کردن کمینه دنبال به هزینه این دانستن با ما گویند. الگوریتم این اجرای
است این بر ما فرض بهینه الگوریتم در می دهند. نشان OPT با را برون خط داده های بهینه الگوریتم این که هستیم. برون خط داده های بهینه
در کنیم. حل را مسئله می شناسیم که الگوریتم هایی با می کنیم سعی حالت این در و داریم یکجا را مسئله گذشته و آینده ورودی های تمام که

نباشد. می دهد رخ واقعیت در آنچه از دور خیلی می کنیم پیش بینی آنچه که است این ما هدف واقع
اگر می گوییم k⁃رقابتی را A الگوریتم .۱ تعریف

∀σ : CA(σ) ≤ kCOPT (σ) +O(1)

زیر مثال است. ذهن از دور کمی باشد، داشته را OPT با رقابت توانایی که دهیم ارائه الگوریتمی بتوانیم مسئله ای هر برای آنکه انتظار
ندارند. را هم با رقابت توانایی الگوریتم دو این که می بینیم حالتی برای را

کنید فرض بعدی. عدد پیش بینی مسئله مثال:

σ ∈ {−1,+1}∗

1online
2offline

۱
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صفر هزینه برون خط بهینه الگوریتم بزند. حدس را n + 1 عدد دنباله، ابتدایی عدد n مشاهده با که دهیم ارائه الگوریتمی می خواهیم
اگر که است واضح شهودی صورت به برخطر الگوریتم برای دارد. ابتدا همان از را داده ها تمام الگوریتم نوع این فرض، طبق زیرا دارد را
حالات نصف حداقل واقع در بپردازد. را داده ها تعداد نصف هزینه حداقل می رود انتظار کند عمل تصادفی صورت به شده ارائه الگوریتم
کند سازی شبیه را داده ایم ارائه ما که الگوریتمی می تواند دشمن بگیریم، نظر در را دشمنانه فیلمنامه یک اگر همچنین می دهد. اشتباه جواب

می شود. بیشینه هزینه حالت این در که کند. وارد بعدی درخواست عنوان به را می دهیم ما که جوابی با متفاوت سری هر در و

�

اسکی چوب کردن کرایه مسئله ۲

این برای کنیم. کرایه را اسکی چوب سری هر آنکه یکی و بخریم را اسکی چوب آنکه یکی داریم، انتخاب دو اسکی۳ چوب کرایه مسئله در
فروش توانایی عدم یا و حالات از هرکدام انتخاب بر مالی وضع نداشتن تاثیر به می توان که می کنیم استفاده ساده کننده ای فرض های از مسئله

کرد. اشاره اسکی، چوب خرید از پس دوباره

ابتدا از ما اگر که می دهد نشان هزینه ها این است. دلار b = 500 آن خرید هزینه و دلار r = 50 اسکی چوب کرایه هزینه کنید فرض
می خواهیم پس است. صرفه تر به اسکی خرید صورت این غیر در و کنیم کرایه است بهتر برویم اسکی داریم قصد روز ۱۰ از کمتر بدانیم
واقع در که است σ = 111111 صورت به درخواست ها دنباله مسئله این در کنیم. کرایه یا بخریم اسکی که بگیریم تصمیم روز هر برای
روز همان که است آن مسئله این برای حل راه یک می کند. مشخص را رفته ایم اسکی به که روزهایی تعداد و دارد اهمیت دنباله این طول تنها
درخواست دنباله یعنی برویم اسکی به روز یک فقط ما اگر شرایط بدترین در کرده ایم. هزینه دلار ۵۰۰ صورت این در که بخریم را اسکی اول

می کردیم. هزینه دلار ۵۰ تنها بهینه حالت در زیرا کرده ایم ضرر برابر ۱۰ باشد ۱ یک شامل تنها ما

الگوریتم با رقابتی ضریب که می کنیم مشاهده حالت این در بخریم، را آن ۱۰ام روز و کنیم کرایه را اسکی اول روز ۹ اگر اصلی: حل راه
باید بهینه الگوریتم در آنگاه باشد ۱۰ مساوی یا بزرگتر می رویم اسکی به که روزهایی تعداد اگر که صورت این به است. ۲ از کمتر بهینه
کرده ایم هزینه دلار ۴۵۰+۵۰۰ پیشنهادی الگوریتم این در اما می کردیم. هزینه دلار ۵۰۰ صورت این در که می خریدیم را اسکی اول روز همان

است. بهینه حالت برابر ۱̸۹ که

2− r
b = 1.9

تعداد و بخریم را اسکی ۵ام، روز مثلا روز، ۱۰ از زودتر اگر داد. پیشنهاد بهتر رقابتی ضریب با الگوریتمی نمی توان که داد نشان می توان
ضریب که کرده ایم هزینه روش این در دلار ۲۰۰+۵۰۰ ما که است دلار ۲۵۰ بهینه هزینه آنکاه باشد، روز ۵ می رویم اسکی به که روزهایی
به نسبت بیشتری پول ما و می ماند باقی ۵۰۰ همان بهینه هزینه آنگاه بخریم را اسکی ۱۰ام روز از دیرتر اگر همچنین دارد. ۳ از کمتر رقابتی

داد. خواهد ما به ۱̸۹ از بزرگتر رقابتی ضریب و کرده ایم هزینه اصلی حل راه

۲ به می توان حد چه تا می کند مشخص r
b (نسبت برسیم ۲ به نزدیک رقابتی ضریب به می توانیم نهایتا ما مشابه مسائل و مسئله این در

مسئله این حل در می شود). ۲ نزدیک یا ۲ رقابتی ضریب نباشد اگر و می شود کم ۲ از نسبت این که باشد r از مضربی b اگر شد. نزدیک
سیاست از واقع در بخریم. موقع همان بود، بهتر بودیم خریده اول را اسکی اگر که کردیم فکر این به وقتی دقیقا که است این گونه استراتژی

می کنیم. استفاده better late than never

رقابتی ضریب ۲ جدول می خریم. را اسکی آمد شیر اگر و می اندازیم سکه ۸ام روز در کنید فرض تصادفی: الگوریتم های با مسئله حل
می دهد. نشان درخواست ها دنباله مختلف طول های برای را

3ski rental (rent or buy) problem
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رقابتی ضریب بهینه الگوریتم هزینه تصادفی الگوریتم هزینه
۱ n n n < 8

12.5
8 8 1

2 .17 +
1
2 .8 = 12.5 n = 8

13
8 9 1

2 .17 +
1
2 .9 = 13 n = 9

18
10 10 1

2 .17 +
1
2 .19 = 18 n ≤ 10

۱̸۶ به حتی را ضریب این است ممکن احتمالات و روز تغییر با است. کرده پیدا کاهش ۱̸۸ به رقابتی ضریب که می کنید مشاهده
رساند. e

e−1 به را رقابتی ضریب می توان باشد r از بزرگ تر خیلی b اگر واقع در رساند.

آسانسور مسئله ۳

پله با و ثانیه ϵ = 15 آسانسور با طبقه ای به رفتن که کنیم فرض اگر است. رفتن آسانسور با و رفتن پله با بین انتخاب آسانسور۴ مسئله در
که است آن مسئله این اصلی حل راه اما برویم. پله با ابتدا همان از که است آن قبل حالت مانند حل راه یک می کشد. طول ثانیه s = 60

با اگر کردیم حس که زمانی دقیقا که است قبل حالت مانند نیز مسئله این استراتژی برویم. پله با نیامد آسانسور اگر و کنیم صبر ثانیه ۴۵
نتیجه در و می شد متحمل را ۶۰ هزینه ما به بهینه الگوریتم که می پردازیم را ۴۵+۶۰ هزینه کار این با بکنیم. را همینکار بود بهتر می رفتیم پله

است. 105
60 = 1.75 حل راه این رقابتی ضریب

اسکی چوب کرایه مسئله در روز یک همان آسانسور مسئله در ثانیه ϵ هر که صورت این به یکدیگرند. معادل مسئله دو این واقع در
عنوان به دانست. مسئله این معادل واقعی دنیای در را دیگری مسائل می توان همچنین است. پیوسته آسانسور مسئله که تفاوت این با است.
و کرد برطرف را آن ۵ رخنه با می توان مشکل یک کردن پیدا از بعد باشیم، داشته الگوریتم یک از نامرتب و دار مشکل طراحی یک اگر مثال
ممکن اینکار با اما می گیرد کمتری انرژی و زمان قطعا رخنه با مشکل حل اینجا در کرد. برطرف اساسی را مشکل طراحی، کردن عوض با یا
کار دو این بین انتخاب واقع در پس داشت. خواهد بیشتری رخنه های به نیاز نتیجه در که شویم روبه رو دیگری مشکلات با آینده در است
یا کند متوقف را خود چرخش درخواست هر از بعد که است سخت دیسک دیگر مثال یک است. اسکی چوب کردن کرایه مسئله همانند
در که نکند متوقف را خود چرخش است بهتر شود، داده کوتاهی زمان در است قرار بعدی درخواست که بداند اگر زیرا دهد. ادامه را اینکار

شود. صرفه جویی انرژی مصرف در صورت این

صفحه بندی مسئله ۴

محسوب حافظه۷ مدیریت در داده واحد کوچکترین که است مجازی۶ حافظه از ثابت طول با و پیوسته بخشی صفحه،  کامپیوتری، سیستم در
حافظه در صفحات تمام که حالی در شوند، منتقل سریع تر دسترسی برای نهان۸ حافظه به می توانند جداگانه کدام هر صفحات این می شود.
که باشد گونه ای به می کنیم ذخیره نهان حافظه در آنچه که است آن هدف صفحه بندی۹، مسئله در هستند. ذخیره کندتر دسترسی با اصلی
حافظه در آنچه به نیاز معادل طور به یا باشد کمینه کنیم منتقل نهان حافظه به اصلی حافظه از را داده صفحات است لازم که دفعاتی تعداد

باشد. بیشینه است نهان
4the elevator problem
5hacking
6virtual memory
7memory management
8cache
9paging/caching problem
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در که است آینده۱۰ در دورترین الگوریتم برون خط، حالت در مسئله این حل برای الگوریتم بهینه ترین که کردیم مشاهده قبل جلسات در
می خواهیم آنچه و می اندازیم بیرون حافظه از را داشت خواهیم نیاز آن به دیرتر آینده در که صفحه ای آن زیرا است. آینده پیش بینی به نیاز آن
که دارند وجود برخط حالت برای الگوریتم هایی حال این با نیست. سازی پیاده قابل واقعیت در الگوریتم این که می کنیم. حافظه وارد را

دارند. پایینی رقابتی ضریب الگوریتم ها این می دهند. نشان خوبی عملکرد معمولا

می شود. انداخته بیرون شده، استفاده دورتری آینده در که صفحه ای الگوریتم این در شده۱۱: استفاده کمتر اخیرا

می شود. انداخته بیرون شده نهان حافظه وارد دیرتر که صفحه ای الگوریتم این در ورود۱۲: ترتیب به خروج
باشد. k⁃رقابتی از بهتر نمی تواند صفحه بندی مسئله قطعی الگوریتم هیچ .۱ لم

شبیه را ما الگوریتم می تواند دشمن بگیریم،  نظر در را دشمنانه فیلمنامه یک و باشیم داشته صفحه n = k + 1 مسئله یک در اگر اثبات.
الگوریتم این برای را n هزینه باید حالت بدترین در پس دهد. درخواست را نیست نهان حافظه در که صفحه ای تنها مرحله هر در و کند سازی

کنیم. پرداخت

آینده در که می اندازیم بیرون را صفحه ای آن آینده، در دورترین الگوریتم در زیرا می پردازیم. را n
k حداکثر هزینه OPT الگوریتم در

احتیاج آن به انداخته ایم بیرون که صفحه ای آن از زودتر که داریم نهان حافظه در صفحه k − 1 ما پس است. شده استفاده آن از دورتری
نمی کنیم. پرداخت هزینه ای هیچ صفحه k − 1 این برای پس می کنیم. پیدا

داشته هزینه واحد k حداکثر است متمایز صفحه k حداکثر شامل که زیردنباله ای هر روی اگر می گوییم محافظه کار را A الگوریتم .۲ تعریف
باشد.

است. k⁃رقابتی محافظه کار الگوریتم هر .۲ لم

،A محافظه کار الگوریتم هر است h آن نهان حافظه اندازه که بهینه ای الگوریتم با مقایسه در می دهیم: تغییر شکل این به را لم این اثبات.
این تعیین در دارد. متمایز صفحه k دقیقا فاز هر که می کنیم تقسیم فاز چند به را درخواست ها دنباله کار این برای است. ⁃رقابتی k

k−h+1

بهینه الگوریتم می خواهیم می کنیم. حساب فاز یک را آن می شد،  k+1 متمایز صفحات تعداد آن شمارش با و رسیدیم که xای اولین به فازها
k− h+1 بهینه الگوریتم دهیم نشان باید حال می دهد. هزینه واحد k ،A الگوریتم فاز هر در می کنیم مشاهده کنیم. بررسی فاز هر روی را

می دهد. هزینه
10Farthest in future
11LRU
12FIFO
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در را آنها از تا h− 1 نهان حافظه پس است نهان حافظه در x اینکه به توجه با که دارد وجود متمایز عنصر k− 1 ،x از بعد فاز هر در
نباشد حافظه در x اگر داریم، حالت دو x بررسی برای بدهیم. هزینه k− 1− (h− 1) = k−h باید حداقل فاز هر در ما پس دارد. خود
صفحه این پس نداشته وجود صفحه این قبلی فاز در که آنجا از و است بوده نهان حافظه در x صورت این غیر در بدهیم. را ۱ هزینه باید که
این بدهیم فاز این در صفحه این برای هزینه ای نباشد لازم اگر پس است. کرده اشغال بیهوده را نهان حافظه از صفحه یک فاز یک تمام در

است. تمام اثبات پس بدهیم. را k − h+ 1 فاز هر در که گفت کل در می توان و بوده ایم داده قبل فاز در را هزینه

صفحات با نهان حافظه که می شود گرفته تصمیماتی گاهی نهان حافظه به داده صفحات جابه جایی در که کردیم مشاهده اثبات این در
شد. آورده k⁃رقابتی تعریف در که است O(1) بخش همان این ندارد. ورودی طول به ارتباطی که می شود پر بیهوده

تصادفی زدن علامت الگوریتم ۱ .۴

حافظه از انداختن بیرون برای صفحه تصادفی انتخاب داد، پیشنهاد صفحه بندی مسئله حل برای می توان که تصادفی الگوریتم ساده ترین
شکل به الگوریتم این سازی پیاده می دهد. انجام بهتر کمی را اینکار شبیه سازی با RMA یا تصادفی۱۳ زدن علامت الگوریتم است. نهان

است. زیر

همه علامت باشند، خورده علامت نهان حافظه در صفحات همه نباشد، اگر نهان حافظه در p اگر می شود: داده درخواست p صفحه
در p صفحه آنکه از اطمینان از بعد می اندازیم. بیرون و کرده انتخاب تصادفی صورت به را علامت بدون صفحه یک سپس برمی داریم. را

می کنیم. علامت دار را آن است حافظه

این طبق که می کنید مشاهده ۱ .۴ شکل در است. n = 5 موجود صفحات کل تعداد و داریم k = 4 اندازه با نهانی حافظه کنید فرض مثال:
توپر دایره و نهان حافظه در صفحه آن حضور دهنده نشان شکل هر در ۱ است. صورت چه به علامت گذاری ها و گیری ها تصمیم الگوریتم
را مرحله هر در پرداختی هزینه ریاضی امید تصویر هر راست سمت در همچنین است. صفحه آن بودن علامت دار از نشان صفحه هر بالای

می کنید. مشاهده

�

بی توجه۱۴) دشمن یک مقابل (در است. O(lgk)⁃رقابتی RMA الگوریتم .۳ لم

کد می تواند که دشمنی داریم. دشمن نوع یک تنها قطعی الگوریتم های در معناست. چه به بی توجه دشمن که می دهیم توضیح ابتدا
دشمنی بی توجه دشمن داریم. دشمن نوع سه تصادفی الگوریتم های برای مقابل در کند. شبیه سازی را ما انتخاب و بخواند را ما الگوریتم
دشمن بزند. حدس را الگوریتم انتخاب نمی تواند بنابراین نمی شود انتخاب بودن تصادفی متوجه اما بخواند را الگوریتم کد می تواند که است
را آینده انتخاب های نمی تواند اما بوده چه الگوریتم تصادفی انتخاب های که بشود متوجه می تواند که است تطبیق۱۵ قابل دشمن دوم نوع

13�Random Marking Algorithm
14oblivious
15adaptive
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دهد. تشخیص نیز را الگوریتم آینده انتخاب های می تواند که است تطبیق۱۶ قابل کاملا دشمن سوم نوع دشمن بزند. حدس

بر را RMA الگوریتم عملکرد اثبات، برای می کنیم. تقسیم kتایی فازهای به را درخواست ها دنباله ی قبل اثبات مانند نیز اینجا در اثبات.
می شود برداشته بعد، فاز صفحه اولین از غیر صفحه ها همه ی علامت i−1 فاز از عبور با داد نشان راحتی به می توان می کنیم. بررسی فاز هر
دارند حضور نهان حافظه در که صفحه هایی داریم، صفحه درخواست دسته دو i فاز در دیدیم). ۱ .۴ شکل در که مثالی اول ممرحله (مانند

نیستند. نهان حافظه در که صفحه هایی و

می گویند. جدید درخواست ها این به که نیستند. i− 1 فاز در که i فاز از متمایزی صفحات تعداد :ni

می گویند. قدیمی درخواست ها این به که بوده اند. i− 1 فاز در که i فاز از متمایزی صفحات تعداد :oi
صفحه های برای الگوریتم این هزینه ی پس بپردازد. هزینه واحد ۱ باید جدید درخواست های از یک هر دیدن ازای به مذکور الگوریتم

است. ni جدید

که باشد قدیمی صفحات تمامی زیر، دنباله کنید فرض می کنیم. بررسی jام قدیمی درخواست برای را RMA الگوریتم هزینه ادامه در
شده اند. درخواست iام فاز در

x1, x2, x3, ..., xoi

برای کنیم. بررسی را xj درخواست هزینه می خواهیم ما و دارند علامت همگی هستندو نهان حافظه در x1, x2, ..., xj−1 ترتیب بدین
داشته ایم. جدید درخواست f بار، اولین برای xj درخواست دیدن لحظه تا کنید فرض لحظه این در نهان حافظه وضعیت بررسی

پرشده جدید درخواست های برای دیگر fتای باشد، شده پر علامت دار، قدیمی درخواست های برای حافظه از صفحه j − 1 اگر پس
16fully adaptive

۶
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است شده انداخته بیرون تصادفی صورت به آن fتای نهان حافظه در صفحه k − (j − 1) از که معناست آن به این هستند. علامت دار و
است. شده انداخته بیرون حافظه از f

k−(j−1) از کوچکتر احتمال با xj گفت می توان پس باشد. بوده بین این در xj است ممکن که
f

k−(j−1) ≤
ni

k−(j−1)

E[CRMA(old)] ≤ ni

oi∑
j=1

1
k−(j−1)≤ ni

k∑
j=1

1
k−(j−1)= niH(k)

E[CRMA(σi)] ≤ ni + niH(k) = O(ni)lgk

E[CRMA(σ)] ≤ O(H(k))
∑

phases

ni

دست به را بهینه الگوریتم اجرای هزینه اگر درخواست ها، دنباله روی بر الگوریتم این اجرای هزینه ریاضی امید برای بالا کران داشتن با
است. تمام اثبات آوریم

.Ω(∑phases ni) با است برابر OPT هزینه .۱ ادعا

درخواست k iام فاز در اگر کنید. توجه ۱ .۴ شکل به بپردازد. را ni هزینه باید فاز هر در بهینه الگوریتم که دهیم نشان می خواهیم ما
بهینه الگوریتم در یعنی می شود. اضافه نهان حافظه به جدید صفحه ni جدید درخواست های تعداد به i + 1 فاز در باشیم، داشته صفحه
برای فقط و نمی اندازیم بیرون نهان حافظه از است ممکن که جایی تا را قدیمی درخواست های صفحه های پس می دانیم را آینده که آنجا از

آورد. دست به را کلی حالت آنها از و داشت را زیر رابطه دو می توان فرد یا و باشد زوج i اگر پس می دهیم. هزینه جدید درخواست های

COPT (σ) ≥
∑
iodd

ni

COPT (σ) ≥
∑

ieven
ni

2COPT (σ) ≥
∑
i
ni

COPT (σ) ≥ 1
2

∑
i
ni

می شود. ثابت لم درنتیجه و ادعا بنابراین

نمی توانند مسئله این برای تصادفی الگوریتم های می دهیم نشان ادامه در . است O(lgk)⁃رقابتی الگوریتم این کردیم اثبات آنچه طبق

۷
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است. بهینه الگوریتم این نتیجه در کنند. عمل بهتر O(lgk) از
است. Ω(loqk) صفحه بندی مسئله برای (تصادفی) الگوریتم هر رقابتی ضریب .۱ قضیه

عمل اشتباه پیشنهادی الگوریتم که بدهد ورودی ای می کند سعی دشمن همیشه آن در که است دشمن با بازی مانند الگوریتم طراحی
را اجرا زمان ممکن جای تا و باشد داشته را عملکرد بهترین دشمن ورودی های روی بر که باشد این برای باید الگوریتم تلاش پس کند.
توزیع صورت به می توان را تصادفی الگوریتم هر است. کردن بازی تصادفی مانند مشابه، صورت به تصادفی الگوریتم های بیاورد. پایین
را مقابل طرف استراتژی اگر بگیرید. نظر در را قیچی کاغذ، سنگ، بازی مثال عنوان به کرد. نگاه قطعی الگوریتم های روی بر احتمالی
اگر اما کنیم. انتخاب برابر احتمال با را حالت سه هر یعنی کنیم، انتخاب تصادفی صورت به که است آن ما برای حل راه بهینه ترین ندانیم
ما کردن بازی تصادفی به نیازی آنگاه کند، انتخاب را حالت سه از یک هر برابر، احتمال با و باشد داشته تصادفی استراتژی مقابل طرف
ما الگوریتم در اگر یعنی . است برقرار حالت این نیز می دهد دشمن که ورودی هایی برای کنیم. بازی را قیچی مثلا همیشه می توانیم و نیست
برای ما الگوریتم ریاضی امید که ثابت ورودی یک مرحله هر در و کند نگاه را ما الگوریتم می تواند دشمن باشد، تصادفی صورت به انتخاب
باشد، تصادفی صورت به ما الگوریتم ورودی اگر یعنی است. درست نیز حالت این برعکس دهد. درخواست را نیست خوب ورودی آن

است. قطعی الگوریتم یک ورودی این برای حل راه بهترین

می کنیم. ثابت را قضیه آن از استفاده با سپس و می کنیم ثابت را زیر اصل ابتدا صفحه بندی الگوریتم پایین کران قضیه اثبات برای
از ورودی اینکه فرض با قطعی الگوریتم بهترین اجرای زمان متوسط ورودی ها، روی q توزیع هر برای یائو۱۷. مینیمکس اصل .۳ تعریف

است. ورودی بدترین روی تصادفی الگوریتم بهترین اجرای زمان برای پایین کران یک شود، انتخاب q توزیع

و pa = Pr[A = a] صورت به X و A روی را q و p توزیع های باشند. ورودی ها و الگوریتم ها فضای X و A کنید فرض اثبات.
اجرای هزینه را C(a, x) همچنین باشند. ورودی ها و الگوریتم ها برای تصادفی متغیرهای X و A که بگیرید نظر در qx = Pr[X = x]

داریم: کنید. تعریف x ورودی روی a الگوریتم

C = maxx∈X Ep[C(A, x)] ≥ mina∈AEq[C(a,X)] = D

کنیم. ثابت اصل اثبات برای را بالا نامساوی باید پس

C =
∑
x
qx.C

≥
∑
x
qxEp[C(A, x)] =

∑
x
qx

∑
a
PaC(a, x)

=
∑
a
Pa

∑
x
qxC(a, x) =

∑
a
PaEq[C(a,X)]

17Yao’s minimax principle
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≥
∑
a
Pa.D = D

کرده ایم. فازبندی قبل اثبات های مانند را دنباله این و باشد. زیر صورت به درخواست ها دنباله و n = k + 1 کنید فرض اثبات.

p1, p2, p3, ..., pm

هستند. تکراری باقی و می گیرد صورت جدید درخواست یک تنها فاز هر در زیرا است. ۱ فاز هر برای بهینه برون خط الگوریتم هزینه
بدهد. فاز هر در باید را هزینه ای چه قطعی الگوریتم بهترین ببینیم می خواهیم حال

نیست حافظه این در بعدی درخواست ، 1
k+1 احتمال با و است موجود نهان حافظه در صفحه k مرحله هر در قطعی، الگوریتم هر برای

فاز هر در مسئله این برای قطعی الگوریتم هر هزینه بنابراین کنیم. حافظه وارد را درخواستی صفحه و انداخته بیرون را صفحه یک باید و
1

k+1 فاز. طول با: است برابر

E[phase length] = (k + 1)H(k + 1)

1
k+1 .E[phase length] = H(k + 1) = θ(lgk)

است. کوپن۱۸ جمع کننده نام به کلاسیک مسئله یک معادل مسئله این است. (k+ 1)H(k+ 1) فاز هر طول که دهیم نشان باید پس
توپ چند باید متوسط طور به که هستیم آن دنبال به و می اندازیم سطل ها این در تصادفی صورت به را توپ ها و داریم سطل n مسئله این در
یک خرید بار هر در و باشیم داشته مختلف حالات از کوپن n اگر معادل صورت به یا باشد. توپ یک حداقل سطل هر در تا کنیم پرت

باشیم. داشته یکی حداقل نوع هر از تا بخریم کوپن چند باید متوسط طور به آوریم، دست به را آن حالت

از پس که داریم انتظار پس است. k+1−i
k+1 باشد i+ 1 نوع از صفحه اینکه احتمال بعد، مرحله هر در و دیده ایم را صفحه i کنید فرض

بنابراین: برسیم. i+ 1 نوع صفحه به گام k+1
k+1−i

E[
k∑

i=1
xi] =

k∑
i=1

E[xi] =
k∑

i=1

k+1
k+1−i = (k + 1)H(k + 1)

یافت. نمی توان θ(lgk) از بهتر تصادفی الگوریتم هیچ یائو مینیمکس اصل طبق پس

دهنده k⁃سرویس مسئله ۵

فاصله تابع یک d آن در که داریم (V, d) متریک فضای یک مسئله این در است. صفحه بندی مسئله از تعمیمی دهنده۱۹ k⁃سرویس  مسئله
است. زیر صورت به

d : V × V → ℜ

و توپر دایره های با نقاط ۵ شکل در شده اند. مشخص d نقطه های بر گونه ای به ابتدا در که داریم دهنده سرویس k مسئله این در
این از یکی مرحله هر در که داریم درخواست ها از دنباله ای حال دارند. قرار نقاط این از بعضی اطراف در آبی دایره های با سرویس دهنده ها

18coupon collector
19k-server problem
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دهنده ای سرویس نقطه آن اگر اما نمی کنیم. پرداخت هزینه ای که باشند نقاط این روی دهنده ها سرویس اگر می شوند. داده درخواست نقاط
دهیم ارائه الگوریتمی که است آن هدف بدهیم. هزینه جابه جایی فاصله اندازه به و کنیم جابه جا را دهنده ها سرویس از یکی باید باشد نداشته

شود. کمینه هزینه ها این تا

مسئله واقع در بگیریم، ۱ را نقاط تمام میان فاصله و بگیریم، نظر در صفحه بندی مسئله در صفحه یک را نقطه هر اگر مسئله این در
کرده ایم. سازی شبیه را صفحه بندی

الگوریتمی می توان که می شود زده حدس اگرچه است، شده پیشنهاد O(2k−1) رقابتی ضریب با قطعی الگوریتم تاکنون مسئله این برای
می توان که می شود زده حدس اما شد. پیشنهاد O(lg6k) با تصادفی الگوریتم میلادی ۲۰۱۷ سال در کرد. پیدا نیز O(k) رقابتی ضریب با

یافت. نیز O(lgk) با تصادفی الگوریتم

مراجع
.۱ اضافه جلسه الگوریتم، آنالیز درس ویدیو [۱]

۱۰
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

عسگری کیانا نگارنده: وزن ها ضربی به روزرسانی روش و خبرگان مسأله :۲ اضافه جلسه

نوعی به روش، این می کنیم. بحث وزن ها ضربی به روزرسانی نام به مسأله این حل برای روشی و خبرگان مسأله درباره ی جلسه این در
از استفاده نحوه به بسته همچنین می شود؛ استفاده «روش» لفظ از الگوریتم، لفظ بجای آن برای دلیل همین به و است الگوریتم۱ شبه یک

کرد. ایجاد آن طریق از را هم به شبیه الگوریتم هایی می توان آن،

نامید. برخط۲ آموزش را آن   می توان و است برخط مسائل ادامه در گونه ای به  مسأله این

به عنوان برسیم. سود به این کار با و کنیم کسب اطلاعاتی بیفتد، آینده در است قرار که اتفاقاتی به نسبت داریم نیاز ما اوقات، خیلی
کمک با را آینده می خواهیم و داریم خبره فرد تعدادی مسأله این در هستند. قبیل این از آتی هفته در سهام قیمت یا فردا هوای وضع مثال،
بشناسیم، را خبره بهترین اینکه بدون یعنی نباشد؛ بدتر خبره ها به نسبت ما پیش بینی نهایت در به طوری که کنیم پیش بینی «خوبی» طور به آنها
. نشود «بدتر» خیلی خبره بهترین به نسبت پیش بینی مان در ما اشتباهات کل مدت دراز در نهایتاً تا برویم پیش او نظرات طبق به نوعی بتوانیم

خبرگان۳ مسأله

خبرگان نظر روز هر در است. مجهول هم آن مراحل تعداد که بیفتد (مرحله) روز چند طول در اتفاقی است قرار داریم. خبره۴ n کنید فرض
با سپس کنیم. پیش بینی بعد مرحله اتفاقات برای نظرات، این اساس بر می خواهیم و می پرسیم بیفتد است قرار فردا که اتفاقاتی مورد در را
ادامه نامعلومی مدت به فرآیند این خیر. یا کرده ایم اشتباه خبرگان بقیه و خودمان آیا که می فهمیم ما و می شود معلوم اتفاق نتیجه روز، پایان

می کند. پیدا

بیشتر خیلی خبره فرد بهترین به نسبت آن در ما اشتباهات تعداد مرحله)، t بعد (مثلا زمان هر در که است الگوریتمی ارائه ما هدف
در است ممکن خبره بهترین است. کرده را اشتباه پیش بینی کمترین تاکنون که است خبره ای ام t روز در خبره فرد بهترین از (منظور نباشد
دارند؛ یکی و صفر حالت می گیرد) صورت پیش بینی آن ها مورد در که (اتفاقاتی رخدادها که می کنیم فرض مسأله این در کند). تغییر روز هر

می شود. کم یا زیاد نرخ که می کنیم پیش بینی و هستند پایین۶ و بالا۵ صورت دو به روز هر در مثال به عنوان یعنی

آن به ادامه در که کرد خواهند کار روش ها این هم باشند دو از بیشتر حالات تعداد با گسسته یا پیوسته نتایج که حالاتی برای کنید دقت
می کنیم. بررسی گوناگون ساختارهای با را مسأله اکنون می کنیم. اشاره

1Meta algorithm
2Online learning
3MWU experts
4Expert
5up
6down
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مختلف حالات بررسی

است). ثابت خبرگان تعداد ولی متغیر روزها تعداد کنید (دقت باشد خبرگان تعداد n کنید :فرض اول حالت

ما اشتباهات تعداد که کنیم عمل طوری می توانیم چگونه فرض این با نمی  کند. اشتباه هیچ گاه خبره، بهترین که می دانیم می کنیم فرض
باشد؟ lg n حداکثر

هیچ کس هنوز که اول مرحله در به عبارتی، کنیم. پیش بینی نکرده اند، اشتباه تاکنون که خبرگانی اکثریت نظر طبق بار هر است کافی : حل
از بعد مرحله هر در می کنیم. تصمیم گیری فردا اتفاق برای اکثریت نظر طبق و میگیریم نظر در را خبره ها تمام نظر است، نکرده اشتباه

نمی کنیم. توجه نظرات آن ها به بعد به این از و گذاشته کنار کلا را بود غلط پیش بینی  آن ها که خبرگانی نتیجه، شدن مشخص
است. lg n حداکثر بالا، الگوریتم اشتباهات تعداد .۱ قضیه

اشتباهی پیش بینی الگوریتم که بار هر پس می کنیم. تبعیت نکرده اند اشتباه که خبرگانی اکثریت نظر از ما که است این بالا حکم علت اثبات.
نکرده اند، اشتباه تاکنون که خبرگانی تعداد نتیجه در باشند. کرده اشتباه نکرده بودند، اشتباه تاکنون که خبرگانی اکثریت باید می دهد، انجام

می کنیم. اشتباه بار lg n حداکثر پس می شود. نصف حداقل مرحله این در

از کمتر خود حالت بدترین در که باشیم داشته الگوریتمی نمی توانیم یعنی است؛ بهینه الگوریتم این شرایط این در دهید نشان : تمرین
کند. اشتباه بار lg n

هدف که می شوند تعیین دشمنی توسط اتفاقات می کنیم فرض یعنی هستند؛ حالت بدترین تحلیل ما، تحلیل های که کنید توجه نکته:
است. خبره) بهترین به (نسبت ما اشتباهات کردن بیشینه او

دوم حالت

(M+1)(lg n+1) حداکثر ما اشتباهات که کنیم عمل می توانیم چگونه می کند. اشتباه Mبار حداکثر خبره، بهترین می کنیم فرض اکنون
باشد؟

نظر طبق نکرده اند اشتباه که خبرگانی بین از یعنی کنیم؛ اجرا را اول حالت الگوریتم مرحله، به مرحله صورت به که است این ایده : حل
شوند، گذاشته کنار خبره ها تمام یعنی شود؛ تمام مرحله این که زمان هر می گذاریم. کنار را کرد اشتباه که ای خبره هر و کنیم عمل اکثریت

می شود. شروع بعدی مرحله و کنیم الگوریتم وارد اول از را همه دوباره
می کند. اشتباه بار (M + 1)(lg n+ 1) حداکثر بالا الگوریتم .۲ قضیه

پس می کنند اشتباه خبرگان تمام مرحله هر در چون هم چنین می کنیم. اشتباه بار lg n + 1 حداکثر مرحله هر در قبل، حالت مشابه اثبات.
حداکثر الگوریتم اشتباهات تعداد کل در پس نمی رسد. صفر به خبرگان تعداد آخر مرحله در و باشیم داشته مرحله M +1 می توانیم حداکثر

بود. خواهد M(lg n+ 1) + lg n برابر

O(M lg n) که دارد وجود روشی هم حالت این در دهید نشان باشند. تایی k دودویی، حالت به جای پیش آمدها کنید فرض : تمرین
کند. اشتباه بار

۲
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دار۷ وزن اکثریت الگوریتم

کردیم، پیدا که کرانی و می کردیم توجه بقیه نظر به و می گذاشتیم کنار کاملا مرحله هر در را بودند کرده اشتباه  یک بار که خبره هایی تاکنون،
دهد. تقلیل ثابت عدد به را قبلی حالت در log n ضریب که دهیم ارائه الگوریتمی می خواهیم حال بود. لگاریتمی خبرگان تعداد اساس برا
نگذاریم. کنار بلافاصله را کرد اشتباه یک بار که خبره ای و کنیم توجه هوشمندانه تر خبرگان نظرات به است کافی هدف این به رسیدن برای

را اکثریت اکنون می کنیم. ضرب 1
2 در را او وزن کرد، اشتباه خبره ای که بار هر می دهیم. نسبت وزن یک خبره هر به کار، این برای

پایین وگرنه می کنیم پیش بینی را بالا بود، بیشتر می کنند پیش بینی را بالا که خبرانی وزن جمع اگر مرحله هر در یعنی می کنیم؛ انتخاب وزن دار
می کنیم. پیش بینی را

می رسیم: بهتری کران به اشتباهات،  با «نرم تر» برخورد ساده ی ایده همین با
حداکثر وزن دار اکثریت الگوریتم کند، اشتباه بار M خبره بهترین روزها، از دنباله ای در اگر .۳ قضیه

2.41(M + log n)

کند. می اشتباه بار

وزن). یا پتانسیل (تابع باشد روز t از بعد خبرگان تمام وزن جمع Φt کنید فرض اثبات.

داریم: کند، می اشتباه WⅯ الگوریتم که بار هر : ادعا

ϕt ≤
3

4
ϕt−1

می شود. ریخته دور ناحیه این از نیمی مرحله این از بعد کردند. اشتباه که باشد اکثریتی وزن رنگی ناحیه کنید فرض ،1 شکل روی از برهان:

می شود گذاشته کنار که است آن از نیمی تیره تر ناحیه و کرده اند اشتباه که است خبرگان از بخشی وزن به مربوط رنگی ناحیه :۱ شکل

وزن جمع چون آنگاه بدهیم. یک وزن خبره ها همه ی به ابتدا در کنید فرض و باشد m الگوریتم، اشتباهات کل تعداد کنید فرض حال
داریم: بود خواهد بیشتر آخر روز در خبره بهترین وزن از آخر روز در خبرگان

(
1

2
)M ≤ Φfinal ≤ (

3

4
)mΦ0 = (

3

4
)m.n

⇒ (
1

2
)m ≤ (

3

4
)m.n ⇒ m ≤ 1

log 4
3

(M + log n)

7Weighted Majority Algorithm, WM
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برابر حداکثر الگوریتم اشتباهات تعداد آنگاه کنیم، ضرب (1− ϵ) در را او وزن خبره، یک اشتباه هنگام اگر دهید نشان : تمرین

2(1 + ϵ)M +O(
log n

ϵ
)

است. بهینه مقدار 2 ثابت عدد و شود می

تصادفی۸ دار وزن اکثریت الگوریتم

مرحله هر در سپس می کنیم. انتخاب
∑

j:up wj∑
wj

احتمال با را بالا گزینه هر بار و می دهیم قرار 1 را خبره ها همه وزن ابتدا الگوریتم، این در
با را خبره هر که است این روش این دیگر بیان شیوه (یک می کنیم. ضرب (1− ϵ) ضریب در را کرده اند پیش بینی اشتباه که خبرگانی وزن

دهیم.) انجام خبره آن پیش بینی با متناسب را خود پیش بینی و کنیم انتخاب او وزن با متناسب احتمالی
الگوریتم اشتباهات تعداد ریاضی امید باشد، داشته اشتباه M خبره بهترین روزها از دنباله ای در اگر آنگاه باشد. ϵ ≤ 1

2 کنید فرض .۴ قضیه
است. (1 + ϵ)M + lnn

ϵ برابر حداکثر RWⅯ

خبرگانی به مربوط که باشد وزن ها کل از کسری Ft کنید فرض باشد. ام t مرحله در وزن ها جمع Φt :=
∑

wt
i کنید تعریف اثبات.

اشتباهات تعداد ریاضی امید همچنین است. Ft برابر t مرحله در RWⅯ کردن خطا احتمال آنگاه کرده اند. اشتباه مرحله آن در که است
است. Ft برابر هم t مرحله در الگوریتم

داریم: ϕ تغییرات برای مرحله هر در
Φt = Φt−1(1− ϵFt) ⇒ (1− ϵ)M ≤ ΦT = n.ΠT

t=1(1− ϵFt) ≤ ne−ϵ
∑

Ft

⇒ (1− ϵ)M ≤ ne−ϵ
∑

Ft ⇒ ϵ
∑

Ft ≤ M(− ln(1− ϵ)) + lnn

پس: است، RWⅯ کل خطای ریاضی امید برابر ∑Ft چون و − ln(1− ϵ) ≤ ϵ+ ϵ2 داریم چون حال

ϵ
∑

Ft ≤ M(ϵ+ ϵ2) + lnn ⇒ E[number of errors] ≤ (1 + ϵ)M +
lnn

ϵ

داریم: روز هر در RWⅯ الگوریتم اشتباهات نرخ محاسبه برای حال

E[nuⅿber of errors] ≤ optiⅿuⅿ nuⅿber of errors + ϵT +
lnn

ϵ

E[error rate] ≤ optiⅿuⅿ error rate + ϵ+
lnn

ϵT

آنگاه: ϵ =
√

ln
T دهیم قرار اگر روز هر در اشتباه نرخ کردن کمینه برای

E[error rate] ≤ optiⅿuⅿ error rate + 2

√
ln

T

خبره هر اگر که کرد ثابت می توان غلط. یا بود درست یا خبره هر پیش بینی که بود وقتی برای تاکنون آمده بدست نتایج نکته:
دهیم قرار مرحله هر در و باشد ci ∈ [0, 1] بصورت هم iام خبره ضرر هم چنین و دهد انجام بزرگ تر مجموعه ای در را خود پیش بینی

است. برقرار همچنان نتایج wi؛ = wi(1− ϵci)

8Randomized weighted majority algorithm, RWM
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ⅿin−ⅿax قضیه اثبات

صفر جمع نفره دو بازی های

است اول نفر سود بیان گر آن (i, j) درایه که می شود داده نمایش n × n جدول یک توسط بازی این داریم. نفره دو بازی یک کنید فرض
کند. اجرا را j استراتژی دوم بازیکن و i استراتژی اول بازیکن اگر

همچنین دهد. کاهش را اول نفر سود می خواهد دوم نفر کند. بیشینه را خود سود که کند بازی به گونه ای می خواهد همواره اول نفر
دو بازی یک به مربوط زیر شکل می گویند). صفر جمع بازی بازی، این به خاطر همین (به است دوم نفر ضرر برابر اول نفر سود همواره
3 و 2 برابر بازیکنان سود ترتیب به آنگاه کند اجرا را ام j استراتژی دوم نفر و iام استراتژی اول نفر اگر آن در که است کلی تر حالت در نفره

شد. خواهد

نفره دو بازی یک به مربوط جدول :۲ شکل

بازیکن این که احتمال به مربوط آن ام i درایه که بطوری می دهیم نسبت احتمال بردار یک بازیکن هر به حالت این در تصادفی: حالت
بگیریم، نظر در q و p ترتیب به را بازیکنان به مربوط بردار و M را سوال صورت استراتژی ماتریس اگر باشد. کند بازی i استراتژی طبق

بود. خواهد pTMq =
∑

piqjMij برابر اول نفر سود ریاضی امید آنگاه

مطلع اول نفر احتمال بردار از دوم نفر پس کند. اعلام را خود استراتژی احتمال بردار بازی ابتدای در اول نفر کنید فرض اول: حالت
کند. کمینه را اول نفر سود ریاضی امید که می کند انتخاب طوری را q شده، اعلام p برای یعنی می کند؛ تصمیم گیری آن حسب بر و می شود
نظر در احتمالاتی را دوم نفر بازی می توانیم صورت این (در کند بیشینه را minq{pTMq} مقدار که است این اول بازیکن هدف نتیجه در

بود. خواهد VR با برابر اول نفر سود آنگاه R = maxpminq p
TMq کنیم تعریف اگر یعنی نگیریم.).

دوم بازیکن احتمال بردار از اول بازیکن و دهد انجام را بازی اولین ستونی) (بازیکن دوم بازیکن کنید فرض دوم حالت در دوم: حالت
آنگاه VC = minq maxp p

TMq کنیم تعریف اگر پس کند. کمینه را maxp{pTMq} مقدار می خواهد دوم بازیکن پس شود. دار خبر
شد. خواهد VC برابر اول نفر سود

ⅿin−ⅿax .۵ قضیه

داریم: صفر جمع نفره دو بازی در کنید ثابت
VC = VR

۵
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و شد خواهد سطری بازیکن نفع به مطمئناً آشکارکند را خود استراتژی ستونی نفر اگر زیرا است؛ برقرار به وضوح VR ≤ VC رابطه اثبات.
بیاورد. بدست را بیشتری سود بتواند نهایت در است ممکن

به طوری که: دارد وجود δای کنید فرض خلف برهان با حال

VR = VC − δ, δ > 0

می کنیم. تصویر [0, 1] بازه به را بازی ماتریس داریه های کلیت از شدن کاسته بدون می توانیم

که اتفاقی می دهیم. قرار یک را همه وزن ابتدا در و می دهیم انجام مرحله T در را بازی باشند. خبرگان ها، ستون می کنیم فرض حال
طبق بار هر ما پس است. i روز در j خبره اشتباه میزان به مربوط (i, j) درایه هر عدد یعنی بود؛ خواهد سطرها معادل میفتد، روز هر در
واقع در باشد. متناسب سطری بازیکن بهینه بازی با که می کنیم انتخاب را سطری سپس و می کنیم انتخاب را ستون یک RWⅯ الگوریتم
سود ریاضی امید گام T از بعد داریم. مختلف ستون های روی مرحله هر در که است احتمالی توزیع به مربوط سطری بازیکن استراتژی
که استراتژی هایی کل (اگر است. گام T از بعد خبره بهترین ضرر M که بود خواهد (M + ϵT + lnn

ϵ ) مساوی کم تر سطری بازیکن
کلا اگر که است ستونی خبره بهترین سپس می آوریم. بدست احتمال بردار یک بگیریم، نظر در را داده انجام گام T این در سطری بازیکن

بود.) بهینه می کردیم، بازی آن با

بردار سطری بازیکن کردیم فرض الگوریتم اجرای هرگام در زیرا است؛ VC .T مساوی بزرگ تر همواره سطری بازیکن سود طرفی از
را خود استراتژی ابتدا در ستونی بازیکن اگر پس می دهد. انجام را ممکن بازی بهترین و می داند را RWⅯ الگوریتم از مرحله آن احتمال

کند. سود VC اندازه به حداقل که کند بازی جوری می تواند سطری بازیکن کند، آشکار

پس شود. VR حداکثر اول بازیکن سود که کند بازی به گونه ای می تواند ستونی بازیکن آنگاه کند، بازی اول سطری بازیکن اگر هم چنین
کل: در .M ≤ VRT یعنی

⇒ (VC − VR)T ≤ ϵT +
lnn

ϵ

: ϵ = δ
3 و T = lnn

ϵ2
کنیم فرض می توانیم حال

⇒ δT ≤ 2δ

3
T

باشم: داشته باید پس است. تناقض در دلتا بودن مثبت با که

VC = VR

مراجع
علیمی مرتضی وزن ها، ضربی به روزرسانی روش و خبرگان مسأله دوم، اضافه جلسه الگوریتم، آنالیز درس [۱]
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

فرح وش فراز نگارنده: تصادف وریتم های ال :٣ اضافه جلسه

استفاده م کنیم. بررس بیشتر را وریتم ها ال این آینده جلسه ی چند در دیدیم. را تصادف وریتم های ال از نمونه هایی گذشته جلسات در
برای تصادف از استفاده به م توان آن مشهور کاربردهای از دارد. فراوان کاربردهای و است مهم ایده ی کامپیوتر علوم در تصادف از

. کرد اشاره ١ سریع مرتب سازی وریتم ال در حالت بدترین آمدن پیش از جلوگیری

در . ٢ است انگشت نگاری ایده ی عنوان تحت آن به مشابه ایده ی ی و درهم ساز توابع از استفاده ، تصادف مهم کاربردهای از ی
جمله: از دارد بسیاری کاربردهای تصادف سازی از استفاده سب این م کنیم. تصویر کوچ تر فضایی به را بزرگ فضای ی ایده ها، این

کم اشغال حجم با و سریع داده ساختارهای •
تعامل اثبات های •

رشته٣ تطبیق •

(که آن اعضای از تعدادی م خواهیم ما و دارد وجود بزرگ مجموعه ی ی روش این در است. ۴ تصادف نمونه گیری ر دی مهم کاربرد
تصادف نمونه گیری با آمده دست به نتیجه که است این امید بدهیم. انجام آن ها روی عملیات و کرده انتخاب را باشد) typical امیدواریم

شود. انجام مجموعه کل با محاسبه بودن کند یا حافظه محدودیت دلیل به م تواند کار این باشد. نزدی داده کل با شده محاسبه نتیجه ی به

مسئله ی آن نمونه ی کرد. اشاره کردن پخش یا توزیع مسائل به م توان است شا راه تصادف از استفاده آن در که ری دی مسائل از
بار که کنیم تقسیم طوری به را کارها م دهند، انجام موازی محاسبات که پردازنده چند بین کنیم م سع آن در که است ۵ بار کردن پخش

باشد. سان ی تقریبا بقیه با پردازنده هر

در موجود تقارن است لازم پروتکل، یا وریتم ال پیش رفتن برای توزیع شده سیستم های در گاه است. تقارن ستن ش ر دی کاربرد
باشد. کارگشا م تواند تصادف از استفاده مواقع این در و شود سته ش سیستم

وریتم ال تصادف انتخاب های روی متوسط گیری منظور م کنیم، صحبت تصادف وریتم های ال متوسط اجرای زمان به راجع هرگاه
ن مم جای تا وریتم ال برای که م کند طراح طوری را ورودی ۶ دشمن و م کنیم س فی و انتخاب را تصادف وریتم ال ی یعن است؛
ن مم ورودی بدترین روی وریتم ال خود تصادف انتخاب های روی متوسط گیری همان وریتم ال این متوسط اجرای زمان است. نابهینه

است.
1Quick sort
2finger printing
3string matching
4random sampling
5load balancing
6adversary
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است. مشخص توزیع ی با ورودی ها گرفتن نظر در تصادف و ورودی ها روی گیری متوسط متوسط، اجرای زمان از منظور نیز گاه
نیست. بحث این در ما هدف که م شود گفته ٧ متوسط حالت تحلیل کار این به

شروع برای ساده مثال ١

م کنیم. بررس را ساده مسئله ی ی ابتدا

مسئله:

. A[i] = 1 که بیابیم طوری را i عدد م خواهیم داریم. است، صفر بقیه و ی آن خانه های اعضای n
4 که n طول به آرایه ای

: (O(n)) قطع و بدیه وریتم ال

بازم گرداند: باشد ی آن مقدار که را خانه ای و م کند بررس را آرایه آخر تا اول از for حلقه ی ی

Deteministic(A)

1 for i = 1 to n

2 if A[i] == 1

3 return i

کند. بررس را خانه 3
4n+ 1 باید حالت بدترین در وریتم ال این

حداقل دیدن بالا وریتم ال مشابه که کند تنظیم را ورودی طوری م تواند مهاجم ر، دی قطع وریتم ال هر برای که داد نشان م توان
باشد. لازم خانه 3

4n+ 1

: تصادف وریتم ال

بازم گردانیم. را i باشد، A[i] = 1 اگر و م کنیم انتخاب n تا ١ بازه ی در i رندم عدد گام هر در

Randomized(A)

1 repeat:
2 i = random(1, n)

3 if A[i] == 1

4 return i

(ی برسد نتیجه به وریتم ال تا است لازم تکرار بار چهار متوسط طور به است، 1
4 برابر تکرار هر در موفقیت احتمال چون تحلیل:

است. مرحله ۴ وریتم ال این متوسط اجرای زمان پس شود). یافت ١ مقدار با خانه

گام ها تعداد این که احتمال چند هر نیست. نیز ٨ محدود حت و نیست معلوم وریتم ال این حالت بدترین اجرای زمان وریتم: ال ایراد
است. ن مم تئوری لحاظ از همچنان ول است کم بسیار (١٠٠ باشد(مثلا زیاد

7average case analysis
8bounded
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شوند: تقسیم دسته دو به تصادف وریتم های ال که م شود باعث امر این

آن حالت بدترین اجرای زمان است ن مم ول هستند سریع معمولا و م دهند درست جواب همیشه وریتم ها ال این لاس وگاس: •
باشد. نامحدود حت

هستند. سریع همیشه ول همیشه) لزوما هستند(نه درست معمولا وریتم ها ال این مونت کارلو: •

داد قرار ١٠٠ را بالا حد توان م بالا وریتم ال برای مثال برای است. مونت کارلو وریتم ال ی به تبدیل قابل لاس وگاس وریتم ال هر نکته:
م شود. زیر مطابق جدید وریتم ال و

Monte Carlo(A)

1 repeat 100 time:
2 i = random(1, n)

3 if A[i] == 1

4 return i

5 return 1

وریتم ال داشتن بنابراین کرد. تبدیل لاس وگاس وریتم ال به نم توان را مونت کارلو وریتم ال هر و نیست درست قبل نکته برعکس نکته:
است. مسئله ی برای مونت کارلو وریتم ال داشتن به نسبت قوی تری نتیجه ی لاس وگاس

است. تقارن ستن ش ایده ی درباره ی بعدی مثال

٩ اترنت ٢

دریافت را پیام بقیه و بفرستد سیم این روی را پیام م تواند کامپیوتر هر و وصلند آن به کامپیوتر چند که داریم ارتباط خط یا سیم ی
خراب لحظه آن در ارسال پیام های همه ی و م شود ایجاد تداخل بفرستد پیام سیم این روی کامپیوتر ی از بیش لحظه ی در اگر کنند.

بفرستد. پیام کامپیوتر ی حداکثر زمان هر در و کند کم را تداخل ها ان ام حد تا که هستیم روش نیازمند بنابراین م شوند.

9Ethernet
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است: محتمل صورت دو به ١٠ قطع روش های با هماهنگ حال

نیست. ن مم روش این بنابراین است! ل مش این حل نیازمند خود هماهنگ برای پیام ارسال : هماهنگ برای پیام ارسال •
مشابه ١١ حالت ی در دو هر لحظه ی در کامپیوتر دو اگر نیز حالت این در مستقل: صورت به کامپیوتر هر برای قطع وریتم ال •

داشت. خواهد ادامه ابد تا تداخل و م مانند باق سان ی حالات در ابد تا باشند،

کنیم. استفاده تصادف روش های از باید کند. حل را ما ل مش نم تواند قطع راه حل پس

ساده: تصادف راه حل ی

م فرستد. پیغام p احتمال با زمان واحد هر در کامپیوتر هر

با: است برابر احتمال این . کنیم محاسبه را بفرستد پیام کامپیوتر ی دقیقا لحظه ی در که این احتمال باید حال

P [exactly one computer sends data] = np(1− p)n−1

داریم: جای گذاری با م دهد. رخ p = 1
n در عبارت این ماکسیمم کنیم. ماکسیمم p حسب بر را عبارت این م خواهیم

P [exactly one computer sends data] = (1− 1
n)

n−1 ≈ 1
e

است. مثبت نتیجه این و م رسد درست پیام ثابت عدد ی احتمال با لحظه هر در پس

ل مش به p دادن قرار در و نم دانند را تعدادشان کامپیوترها که این جمله از دارد، سازی پیاده برای دغدغه چندین وریتم ال این
را خود تخمین کرد، برخورد تداخل به هرگاه ادامه در و ( n = 1 ابتدا م زند(در n از تخمین کامپیوتر هر ل مش این حل برای م خورند.

بود. خواهد درست تقریبا تخمین تداخل، بار log n از پس که کرد مشاهده م توان م کند. برابر دو n از

باشد. داشته بهتری رد عمل وریتم ال تا داد کاهش ملایم صورت به را n از را تخمین تداخل عدم صورت در م توان عمل در

١٢ کوپن جمع آوری مساله ٣

کنیم. بررس را کوپن جمع آوری مساله م خواهیم ادامه در

مسئله:

تا م کشد طول مرحله چند م بینیم. و م کنیم انتخاب تصادف طور به عدد ی زمان) مرحله(واحد هر در و دارد وجود n تا 1 اعداد
ببینیم؟ را اعداد تمام

اول: تحلیل

X ریاض امید خواهیم م واقع در م کنیم. تعریف اعداد همه ی دیدن دیدن برای لازم مراحل تعداد صورت به را X تصادف متغیر
بیابیم. را

10deterministic
11state
12Coupon Collecting Problem
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م کنیم: تعریف صورت بدین کم تصادف متغیر n منظور این برای

ببینیم. جدیدی متمایز عدد تا م کشد طول متمایز عدد i− 1 دیدن از پس که است زمان مدت تصادف متغیر Xi

داریم: وضوح به

X =
∑n

i=1Xi , X1 = 1

داریم: و م کنیم استفاده ریاض امید بودن خط از

E[X] =
∑n

i=1E[Xi]

است برابر ببینیم جدیدی متمایز عدد متمایز، عدد i− 1 دیدن از بعد مرحله ی که این احتمال که کنید توجه E[Xi] محاسبه ی برای
داریم: بنابراین دارد. هندس توزیع Xi همچنین و n

n−i+1 با

E[Xi] =
n

n−(i−1)

نتیجه: در

E[X] =
∑n

i=1
n

n−i+1 = n(1 + 1
2 + ...+ 1

n) = nHn = Θ(n log n)

دوم: تحلیل

مدنظر کوپن گام، ی از بعد که این احتمال م دانیم م کنیم. محاسبه باشیم ندیده را ی شماره کوپن گام t از بعد که این احتمال ابتدا
طرف از بود. خواهد (1 − 1

n)
t برابر باشیم ندیده را ی شماره کوپن t از بعد این که احتمال بنابراین است. 1 − 1

n برابر باشیم ندیده را
م دانیم:

1 + x ≤ ex

بنابرین:

P [not seeing coupon 1 after t steps] = (1− 1
n)

t ≤ e−
t
n

داریم: t ≥ βn lnn قراردادن با

P ≤ e−
t
n ≤ n−β

: ١٣ آن هاست احتمال مجموع مساوی یا کوچ تر پیشامد، سری ی اجتماع احتمال م دانیم حال

Pr[
∪
Ai] ≤

∑
Pr[Ai]

است. n1−β برابر و بالا مقدار برابر n حداکثر باشیم، ندیده را کوپن ی حداقل مرحله t از بعد این که احتمال پس

است. پایین احتمال که بود خواهد n−9 موفقیت عدم احتمال مرحله، t ≥ 10n lnn برای مثال برای

باشد. n−α برابر حداکثر وریتم ال آن در خطا احتمال که است این است موفق بالا احتمال با که وریتم ال از منظور کل طور به

بالایی موفقیت احتمال ما وریتم ال همچنان کنیم، اجرا سرهم پشت را بالا موفقیت احتمال با وریتم ال ی بار چندجمله ای اگر نکته:
دارد.

13union bound
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١۴ سطل و توپ مسئله ۴

دارد. نام سطل و توپ مساله کرد خواهیم بررس که بعدی مساله ی

مسئله:

سطل هاست. در توپ ها متوازن پخش کردن هدف داریم. سطل n و توپ n

اول: حالت

داریم: بیندازیم. سطل ی در تصادف طور به را توپ هر کنید فرض

E[number of balls in bins] = 1

نیست. بیشتر حدی ی از سطر ی در توپ ها تعداد کردیم) قبل بخش در که تعریف (طبق بالا احتمال با دهیم نشان م خواهیم

م کنیم: محاسبه را باشد معین سطل ی در توپ k دقیقا که این احتمال

P [k balls in bit number t] =
(
n
k

)
( 1n)

k(1− 1
n)

n−k ≤
(
n
k

)
( 1n)

k

داریم: و م کنیم استفاده (nk) ≤ ( enk )k نامساوی از حال

P [k balls in bit number t] ≤
(
n
k

)
( 1n)

k ≤ ( enk )k( 1n)
k = ( ek )

k

م کنیم: محاسبه k = O( logn
log logn) ازای به را نامساوی این مقدار حال

( ek )
k ≤ ( log lognlogn )

O( logn
log logn

) ≤ (
√
logn
logn )

O( logn
log logn

)
= ( 1

logn)
O( logn

log logn
)
= [( 1

logn)
1

log logn ]O(logn)

با: است برابر که

[( 1
logn)

1
log logn ]O(logn) = (1e )

O(logn) = n−O(1)

از کمتر سبد ی در توپ تعداد بیش ترین بالا احتمال با اجتماع، کران از استفاده با و بالاست موفقیت احتمال تعریف همان که
بود. خواهد O( logn

log logn)

م کند؟ تغییری چه بالا حد این بدهیم خرج به هوشمندی کم رندم انتخاب جای به اگر سوال:

14Balls in Bins
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دوم: حالت

دارد. کمتری توپ اینجا تا که م اندازیم سطل داخل را توپ و م کنیم انتخاب را سطل دو تصادف طور به توپ هر برای

به نسبت بهتری حد بسیار که بود خواهد O(log log n) پایان در سطل ی توپ های تعداد بیشینه حالت این در که داد نشان م توان
م گویند.) ١۵ دوگانه انتخاب قدرت نکته این به ) است. قبل حالت

کنیم. ارائه مسئله به نسبت شهودی نادقیق تحلیل ی با کرد خواهیم سع ول ماست بحث از خارج موضوع این دقیق تحلیل

نادقیق: تحلیل

داریم: م کنیم. تعریف دارند، توپ i حداقل پایان در که سطل هایی تعداد برابر را βi
β2 ≤ n

2

حداقل دو هر که است سطل دو انتخاب سطل ی شدن ‐تایی (i+ 1) لازمه ی بیابیم. βi برحسب βi+1 برای کران م کنیم تلاش
بنابراین: باشند. داشته توپ i

βi+1 ≤ n(βi

n )
2 =

β2
i
n

داریم: β2 از شروع و استقرایی صورت به حال

βi ≤ ( n2

22i
)

داریم: log log n دادن قرار با حال

βlog logn ≤ 1

است. O(log log n) سطل ی لود ماکسیمم که م دهد نشان تحلیل این

15Power of two choices
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جهت بدون گراف های در سراسری کمینه ی برش مساله ۵

حل باشند برش این طرف دو در مشخص راس دو حتما که حالت برای را مسئله م توان ١۶ بیشینه جریان مسئله از استفاده با که دیدیم قبلا
به م توان ن). مم راس دو هر ازای کنیم(به حل بیشینه جریان وریتم ال بار (n2) اجرای با م توان را سراسری برش مسئله بنابراین کرد.
مقصد). راس تغییر و مبدا راس داشتن نگه ثابت است(با کاف نیز بیشینه جریان وریتم ال بار n−1 اجرای جهت بدون گراف در دید سادگ

سراسری کمینه برش مسئله برای O(mn2) اجرای زمان با وریتم ال است، O(mn) بیشینه جریان برای وریتم ال بهترین که آن جایی از
دارد. وجود

١٨ ١٧ م کنند. حل را سراسری کمینه برش مسئله O(mn) زمان با که دارند وجود ری دی قطع وریتم های ال

بدهیم: بهتر اجرای زمان با تصادف وریتم ال م کنیم سع حال

: Karger-Stein تصادف وریتم ال

کنیم. منطبق هم بر را آن سر دو که است این یال ی کردن منقبض از منظور یال: ی کردن منقبض فرآیند

کردن: منقبض فرآیند از مثال

کمینه برش عنوان به را راس دو این بین یال های مجموعه ی و بماند باق راس دو تنها که م دهیم ادامه جایی تا را کردن منقبض فرآیند
م دهیم. خروج

وریتم: ال ایده ی

کمینه برش مانده باق راس دو که حالت در نهایت در و نکنیم انتخاب کردن منقبض فرآیند در را کمینه برش یال های که است این امید
کرد. مینیمم گیری آن ها نتایج میان و کنیم اجرا را وریتم ال بار چند م توان موفقیت، احتمال افزایش برای بیاوریم. دست به را

موفق بالا احتمال با وریتم ال تا کنیم اجرا بار Θ( lognp ) را وریتم ال است کاف باشد، p وریتم ال ی موفقیت احتمال اگر نکته:
شده) انجام که تعریف باشد(با

اثبات:

Pr[wrong result after t time] = (1− p)t ≤ e−pt = e−c lnn = n−c

16max-flow
17Hao-Orlin algorithm
18Nagamuchi-Ibaraki algorithm

٨

تصادف وریتم های ال . ٣ اضافه ٣٠٨جلسه



وریتم: ال تحلیل

است. O(m) بار ی برای وریتم ال اجرای زمان
دارد. یال nc

2 حداقل گراف باشد، c گراف ی کمینه ی برش اندازه ی اگر .١ لم

تناقض که است کمتر یال تعداد با برش ی c از کمتر درجه با راس ی یال های این صورت غیر (در است c حداقل راس هر درجه ی اثبات.
است.. nc

2 حداقل یال ها کل تعداد بنابراین است)

م کنیم: محاسبه را خطا احتمال حال

Pr[error in edge selection] ≤ c
nc
2

= 2
n

بنابراین:

Pr[right result from algorithm] ≥ (1− 2
n)(1−

2
n−1)...(1−

2
3) =

n−2
n

n−3
n−1 ...

3−2
3 = 2

n(n−1)

م شویم) راض ثابت موفقیت احتمال ی م کنیم.(به صرف نظر log n از ادامه در

که بود خواهد O(n2m) برابر وریتم ال کل اجرای زمان و شود تکرار بار Θ(n2) باید بالا وریتم ال موفقیت احتمال بردن بالا برای
است! قطع وریتم های ال از بدتر

م آید. پایین بسیار موفقیت احتمال وریتم ال پایان مراحل در ل: مش

م کنیم. استفاده قطع وریتم ال از سپس و م کنیم اجرا را تصادف وریتم ال جایی تا ایده:

: Contract Algorithm 2

م کنیم. اجرا را قطع وریتم ال سپس و برسیم راس k به که جایی تا م کنیم اجرا را وریتم ال

بود. خواهد O(n
2

k2
) برابر لازم تکرارهای تعداد است، Ω( k2

n2 ) برابر بدهیم ادامه راس k تا که وقت موفقیت احتمال چون

CA2(G)

1 repeat n2

k2
time:

2 contract G to k vertex Gk

3 Hao_Orlin(Gk)

اجرا: زمان

O(n
2

k2
(m+ k3)) = O(n2(m

k2
+ k))

وریتم ال از بهتر که بود خواهد O(n2m
1
3 ) برابر اجرا زمان و م دهیم قرار m 1

3 برابر را k کرد. کمینه k برحسب را بالا عبارت باید حال
است. قطع

کرد: استفاده قطع وریتم ال جای به آن از م توان داریم کمینه برش پیداکردن برای بهتری وریتم ال که حال
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CA3(G)

1 repeat n2

k2
time:

2 contract G to k vertex Gk

3 CA2(Gk)

بود. خواهد CA2 از کم تر نیز آن اجرای زمان و بود خواهد قبل وریتم ال از بیشتر وریتم ال این در k مقدار البته

داد: ادامه را روند این م توان حال

CA4(G)

1 repeat n2

k2
time:

2 contract G to k vertex Gk

3 CA3(Gk)

آخر... ال و

Randomized Contraction را آن که م دهد نتیجه بازگشت وریتم ال ی کند، میل بی نهایت به که جایی تا روند این دادن ادامه
است: زیر مطابق وریتم ال م نامیم.

RCA(G)

1 repeat twice:
2 contract G to n√

2
vertex G′

3 RCA(G′)

اجرا: زمان

T (n) = 2T ( n√
2
) +O(n2)

داریم: مستر قضیه ی طبق که

T (n) = O(n2log(n))

ادعا:

O(n2 log3 n) برابر Karger-Stein وریتم ال کل اجرای زمان اثبات صورت در که است Ω( 1
logn) بالا وریتم ال موفقیت احتمال

بود. خواهد

ادعا: اثبات

داریم: م کنیم. تعریف راس n گراف روی وریتم ال موفقیت احتمال برابر را p(n)

p(n) = 1− (1− 1
2p(

n√
2
))2

است. وریتم ال بازگشت بخش در خطا احتمال p( n√
2
) و یال ها انقباض در خطا احتمال 1

2 که
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داریم: م کنیم. تعریف p(√2
k
) برابر را rk کم متغیر

r2 = 1

rk = 1− (1− 1
2rk−1)

2 = rk−1 − 1
4r

2
k−1

م کنیم: تعریف زیر مطابق را zk متغیر

zk = 4
rk

− 1 → rk = 4
zk+1

م نویسیم: zk حسب بر را بازگشت رابطه ی حال
4

zk+1 = 4
zk−1+1(1−

1
zk−1+1)

م رسیم: زیر روابط به ساده سازی کم از پس

zk + 1 = (zk−1 + 1)(1 + 1
zk−1

) = zk−1 + 2 + 1
zk−1

داریم: پس

zk + 1 = zk−1 + 1 + 1
zk−1

داریم: zk ≥ 1 که آن جایی از و

2 ≥ zk − zk−1 ≥ 1

بنابراین:

2k ≥ zk ≥ k − 1

: rk روابط در ذاری جای با و

rk = Θ( 1k )

نهایت: در

p(n) = r2 logn = Θ( 1
logn)

م شود. ثابت ادعا
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١٩ شاخه ای فرآیند ۶

شاخه ای وجود معنای به بازگشت هر در وریتم ال موفقیت و داریم ٢٠ بازگشت درخت ی که کرد نگاه صورت بدین قبل وریتم ال به م توان
باشد. باشده نشده خراب کمینه برش که است

یا شاخه ای فرآیند نام به مسائل از نمونه ای درخت این است. ١ برابر نود هر برای سالم فرزندهای تعداد ریاض امید که دید م توان
است. branching process

داریم: است. گره ی فرزندان تعداد ریاض امید مهم نکته ی مسائل، این در

E[number of children] =


≤ 1, extinction

= 1, probability of continuation for at least k steps is approximately 1
k

> 1, there is a non-zero probability that process never stops

است. شده آورده ادامه در شاخه ای فرآیند نمونه ی

مراجع
وریتم ال آنالیز درس ،( تصادف وریتم های (ال سوم اضافه جلسه ویدئوی [١]

19Branching process
20recursion tree
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[٩٩ [بهار

هدایتیان سعید نگارنده: چبیشف و مارکف نامساوی های :۴ اضافه جلسه

سطل و توپ مسئله و کوپن جمع آوری مسئله برای خاص، طور به کردیم. صحبت تصادفی های الگوریتم مورد در پیش جلسات در
ویژگی به توجه با که کردیم استفاده خاصی های روش از ها الگوریتم این تحلیل در دیدیم که طور همان کردیم. ارائه تصادفی های الگوریتم
نبودند. استفاده قابل مختلف تصادفی های الگوریتم تحلیل در کلی، صورت به و بودند آمده دست به بحث مورد مسائل ذاتی و خاص های
می کنیم اثبات و بیان را ٢ چبیشف و ١ مارکف های نامساوی سپس داشت. خواهیم احتمال در پایه ای مفاهیم بر مروری ابتدا جلسه این در
دلخواه تصادفی های الگوریتم تحلیل در ها نامساوی این کاربرد بودیم، شده مواجه ها آن با قبلا که مسائلی بررسی در ها آن از استفاده با و
میانگینش از تصادفی متغیر یک مقدار شدن دور احتمال برای کرانی ارائه در ما به احتمالاتی های نامساوی این واقع در دهیم. می نشان را
پیچیدگی مورد در انتها در می کنیم. تحلیل را آن و می کنیم ارائه عدد n میانه محاسبه برای تصادفی الگوریتم یک ادامه، در می کنند. کمک

کنیم. می معرفی را جدیدی پیچیدگی های کلاس و کنیم می صحبت تصادفی های الگوریتم محاسباتی

احتمال پایه ای مفاهیم بر مروری ١

زیر صورت به و می شود داده نشان µX یا E[X] نماد های با X گسسته تصادفی متغیر متوسط) یا (میانگین ٣ ریاضی امید .١ تعریف
می شود. تعریف

µX = E[X] =
∑

x∈supp(X)

xPr[X = x]

،Y و X تصادفی متغیر دو هر ازای به یعنی است. خطی ریاضی امید .١ لم

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ].

شود. می تعریف زیر صورت به و می شود داده نشان Var(X) نماد با X گسسته تصادفی متغیر ۴ واریانس .٢ تعریف

Var(X) = E[(X − µX)٢]

است. زیر تعریف معادل واریانس از فوق تعریف که داد نشان می توان .٢ لم

Var(X) = E[X٢]− E٢[X]

یعنی است. ها آن واریانس مجموع برابر ها آن مجموع واریانس باشند، یکدیگر از مستقل Y و X تصادفی متغیر دو اگر .٣ لم

X ⊥ Y =⇒ Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

1Markov’s inequality
2Chebyshev’s inequality
3Expected value
4Variance

١

چبیشف و مارکوف نامساوی های . ۴ اضافه ٣١٣جلسه



اثبات.

Var(X + Y ) = E[(X + Y )٢]− E٢[X + Y ] = E[(X + Y )٢]− (E[X] + E[Y ])٢

= E[X٢ + Y ٢ + ٢XY ]− E٢[X]− ٢E[X]E[Y ]− E٢[Y ]

= E[X٢]− E٢[X] + E[Y ٢]− E٢[Y ] + ٢E[X]E[Y ]− ٢E[X]E[Y ]

= Var(X) + Var(Y ).

متغیر این واریانس جذر برابر تعریف طبق می شود، داده نمایش σ(X) نماد با که X تصادفی متغیر ١ معیار انحراف .٣ تعریف
تصادفیست.

σ(X) = σX =
√

Var(X)

دوجمله ای توزیع مثال:

هر که X =
∑n

i=١ Xi آنگاه ،(X ∼ Binomial(n, p))باشد p و n پارامترهای با دوجمله ای توزیع دارای X تصادفی متغیر اگر
است. ٠ برابر ١ − p احتمال با و است ١ برابر p احتمال با که است ٢ برنولی تصادفی متغیر یک Xi

١ − p احتمال به و شیر p احتمال به سکه هر که گرفت نظر در سکه n پرتاب در شده مشاهده شیرهای تعداد می توان را X واقع در
می آید. خط

داریم
E[X] = E[

n∑
i=١

Xi] =

n∑
i=١

E[Xi] = np.

هستند، مستقل ها Xi چون همچنین

Var(X) =

n∑
i=١

Var(Xi) = nVar(X١) = n(E[X٢١ ]− E٢[X١]) = n(p− p٢) = np(١ − p).

کنیم. استفاده زیر رابطه از می توانیم بنابراین
σX =

√
np(١ − p) ⩽

√
n.

⊠

هندسی توزیع مثال:

هندسی تصادفی متغیر یک را X باشد، موفقیت اولین مشاهده تا p موفقیت احتمال با برنولی آزمایش یک انجام دفعات تعداد X اگر
می کنیم. محاسبه را E[X٢] ابتدا X واریانس محاسبه برای .E[X] = ١

p که دید توان می سادگی به گویند. p پارامتر با

E[X٢] = p+ (١ − p)(E[(X + ٢(١]) = p+ ١ − p(E[X٢] + ٢E[X] + ١) = ١ + (١ − p)(E[X٢] + ٢E[X])

=⇒ pE[X٢] = ١ + (١ − p)
٢
p

=⇒ E[X٢] = ٢ − p

p
.

1Standard deviation
2Bernoulli random variable

٢
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می کنیم. محاسبه را X واریانس می توانیم حال

Var(X) = E[X٢]− E٢[X] =
١ − p

p٢ .

کرد. استفاده هم زیر نامساوی از می توان ضمناً
Var(X) =

١ − p

p٢ <
١
p٢ .

⊠

مارکف نامساوی ٢

مثبت، t هر ازای به آنگاه باشد. نامنفی و گسسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض

Pr[X ⩾ tE[X]] ⩽ ١
t
.

مثبت، k هر برای معادل طور به یا
Pr[X ⩾ k] ⩽ E[X]

k
.

اثبات.

E[X] =
∑
i

iPr[X = i] ⩾
∑
i⩾k

iPr[X = i] ⩾
∑
i⩾k

kPr[X = i] = kPr[X ⩾ k].

١ کوپن جمع آوری مسئله در مارکف نامساوی از استفاده مثال:

متوسط می دانیم کنید فرض دهیم. نشان X تصادفی متغیر با را دیده شود کوپن n همه تا می کشد طول که مراحلی تعداد کنید فرض
t از بیش مراحل تعداد اینکه احتمال برای را زیر کران می توان مارکف نامساوی از استفاده با صورت این در است. n lnn برابر X مقدار

کرد. ارائه شود، مراحل تعداد متوسط برابر
Pr[X ⩾ tn lnn] ⩽ ١

t
.

داریم مثال عنوان به
Pr[X ⩾ ٢n lnn] ⩽ ١

٢ .
⊠ است. ضعیف  تر بودیم آورده دست به قبلا که کرانی از البته که

سطل و توپ مسئله در مارکف نامساوی از استفاده مثال:

t حداقل گرفتن قرار احتمال مارکف، نامساوی طبق است. ١ می گیرند، قرار خاص سطل یک در که توپ هایی تعداد متوسط می دانیم
است. ١

t حداکثر خاص سطل یک در توپ

Pr[#of balls in ith bin ⩾ t] ⩽ ١
t

کنید. مراجعه [1] به مسائل دقیق صورت مشاهده برای ١

٣
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یعنی، است. n
k حداکثر توپ، t حداقل با سطلی وجود احتمال کنیم، استفاده ٢ اجتماع کران از قبل جلسه استدلال مشابه بخواهیم اگر

Pr[Existence of a bin with at least t balls] ⩽ nPr[#of balls in ith bin ⩾ t] ⩽ n

t
.

بالا نامساوی راست سمت ،t هر ازای به واقع در می دهد. نتیجه را بدیهی کران یک ١ ⩽ t ⩽ n هر ازای به فوق نامساوی که کنید دقت اما
است. بدیهی نتیجه ای که است ١ مساوی یا بزرگتر

زیاد، توپ تعداد با سطل یک وجود احتمال برای کرانی محاسبه در اجتماع کران و مارکف نامساوی از استفاده مورد، این در پس
⊠ است. بی نتیجه

چبیشف نامساوی ٣

داریم k ∈ R+ هر ازای به صورت این در باشد. σX معیار انحراف و µX متوسط با گسسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض

Pr[|X − µX | ⩾ k] ⩽ σ٢
X

k٢ .

معادلا یا
Pr[|X − µX | ⩾ tσX ] ⩽ ١

t٢ .

که کنید توجه ابتدا اثبات.
Pr[|X − µX | ⩾ tσX ] = Pr[(X − µX)٢ ⩾ t٢σ٢

X ].

داریم .Y = (X − µX)٢ کنید تعریف

E[Y ] = E[(X − µX)٢] = Var(X) = σ٢
X .

می شود. اثبات حکم Y تصادفی متغیر روی مارکف نامساوی اعمال با حال

Pr[|X − µX | ⩾ tσX ] = Pr[Y ⩾ t٢E[Y ]] ⩽ ١
t٢ .

سطل و توپ مسئله در چبیشف نامساوی از استفاده مثال:

تا کنیم پیدا خصوص به سطل یک در توپ t حداقل وجود احتمال برای بهتری کران چبیشف نامساوی از استفاده با خواهیم می
که کنیم پیدا را t کوچکترین می خواهیم دقیق تر، طور به برسیم. غیربدیهی احتمالاتی کران یک به بتوانیم اجتماع، کران از استفاده از پس
دوجمله ای توزیع Xi هر این جا در باشد. Xi iام سطل در توپ ها تعداد کنید فرض سادگی برای .Pr[#of balls in ith bin ⩾ t] ⩽ ١

n

نامساوی از استفاده با t = √
n+ ١ دهیم قرار اگر بنابراین .σXi =

√
n ١
n(١ − ١

n) ⩽ ١ و µXi = ١ پس دارد. ١
n و n پارامترهای با

نوشت می توان چبیشف
Pr[Xi ⩾

√
n+ ١] = Pr[X − ١ ⩾

√
n] ⩽ ١

n
.

کرد. ارائه زیاد توپ های تعداد با سطلی وجود احتمال برای کرانی می توان بول نامساوی از استفاده با اکنون و است غیربدیهی کران یک که
⊠ است. ضعیف تر آوردیم دست به پیش جلسه که لگاریتمی کران به نسبت هم هنوز کران این البته

ببینید. اینجا را ( Boole’s inequality بول( نامساوی یا ( Union bound اجتماع( کران ٢

۴
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را iام کوپن iام، − ١ کوپن دیدن از پس تا می کشد طول که زمانی را Xi کوپن جمع آوری مسئله در چبیشف نامساوی از استفاده مثال:
که است هندسی تصادفی متغیر یک Xi هر که می دانیم شد، گفته مسئله این مورد در قبل جلسه در آنچه از استفاده با می کنیم. تعریف ببینیم

پس است. n−i+١
n گام هر در آن موفقیت احتمال

E[Xi] =
n

n− i+ ١
و

Var(Xi) < (
n

n− i+ ١)
٢.

مستقل Xiها چون .X =
∑n

i=١ Xi وضوح به کنیم، تعریف باشیم دیده را کوپن ها همه تا می کشد طول که زمانی مدت را X اگر حال
گفت می توان هستند

Var(X) <
n∑
i=١

(
n

n− i+ ١)
٢ = n٢

n∑
i=١

١
i٢ < n٢

∞∑
i=١

١
i٢ =

π٢
۶ n٢

بنابراین
Var(X) = O(n٢) =⇒ σX = O(n).

آوریم. به دست را زیر کران توانیم می چبیشف نامساوی از استفاده با اکنون

Pr[X ⩾ ٢n lnn] = Pr[X − n lnn ⩾ n lnn] ⩽ O(n٢)
(n lnn)٢ = O(

١
ln٢ n

).

⊠ است. بهتر بسیار آمد به دست مارکف نامساوی از استفاده با که ١٢ کران به نسبت کران این

میانه محاسبه برای تصادفی الگوریتم ۴

کرد. تعریف زیر شکل به توان می را میانه کردن پیدا مسئله

.a١, a٢, · · · , an عنصر n ورودی:

مرتب صعودی ترتیب به که باشد ورودی عناصر از جایگشتی y١, y٢, · · · , yn اگر ،yn
٢ یعنی بزرگی. نظر از n٢ عنصر خروجی:

شده است.

است. الگوریتم آن توسط عناصر بین شده انجام های مقایسه تعداد الگوریتم یک اجرای زمان از منظور مسئله این در

این برای قطعی الگوریتم هر که شده است ثابت همچنین دارد. وجود cn اجرای زمان با قطعی الگوریتم عنصر n میانه کردن پیدا برای
بخش این در .c ⩾ ٢ + ϵ مسئله، این قطعی الگوریتم هر در عبارتی به می دهد. انجام را عناصر بین مقایسه (٢ + ϵ)n حداقل مسئله
می کنیم. استفاده تصادفی نمونه گیری تکنیک از کار این برای دهیم. کاهش را c ضریب الگوریتم طراحی در تصادف از استفاده با می خواهیم

دسترسی شده مرتب لیست این به الگوریتم اجرای حین در البته (که هستند ورودی عناصر شده مرتب y١, y٢, · · · , yn کنید فرض
می کنیم.) استفاده آن از الگوریتم تحلیل برای صرفاً و نداریم

به باشند. X١ ⩽ X٢ ⩽ · · · ⩽ Xs نمونه ها کنید فرض می کنیم. انتخاب جایگذاری با و ها ai بین از تصادفی طور به را عدد s ابتدا
تعبیری به و نیست ورودی عناصر چهارم یا اول چارک در X s

٢ خوبی احتمال با زیر، لم اساس بر است. yn
٢ از تقریبی X s

٢ شهودی طور
است. میانه» به «نزدیک

نیست. زیاد(!) باشد چهارم یا اول چارک در X s
٢ اینکه احتمال .۴ لم

۵
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اگر آوریم. می به دست باشد اولیه عنصر n اول چارک در X s
٢ اینکه احتمال برای بالایی کران چبیشف نامساوی از استفاده با ابتدا اثبات.

داریم دهیم، نشان X تصادفی متغیر با را هستند اول چارک در که هایی نمونه تعداد

Pr[X s
٢ < yn

۴ ] = Pr[At least half of the samples are in the first quartile] = Pr[X ⩾ s

٢ ].

پس .X ∼ Binomial(s, ١۴) که می شود ملاحظه همچنین

E[X] =
s

۴ , Var(X) =
٣s
١۶ .

چبیشف، نامساوی از استفاده با حال
Pr[X ⩾ s

٢ ] ⩽
٣s١۶

( s۴)٢ =
٣
s
= O(

١
s
).

دید می توان مجموع، کران از استفاده با حال است. O( ١
s) هم باشد اولیه اعداد از چهارم چارک در نمونه میانه اینکه احتمال مشابه طور به

دارد. قرار میانی چارک دو در ١ −O( ١
s) احتمال به (X s

٢ نمونه ها( میانه که

ثانیاً و باشد دو این بین عنصر n میانه اولا که کنیم انتخاب گونه ای به را نمونه ها از b و a عدد دو می خواهیم نمونه گیری، انجام از پس
قرار n ٣

۴ برابر را s مقدار منظور این به کنیم. پیدا را میانه مقایسه کمی تعداد با بتوانیم تا نباشد زیاد اصلی لیست در b و a بین عناصر تعداد
بین عناصر ،b و a با عنصر هر مقایسه با و می کنیم اسکن را اعداد اولیه لیست حال .b = X s

٢+
√
n و a = X s

٢−
√
n همچنین و می دهیم

انتها در می کنیم. ذخیره t متغیر در و می شماریم هم را a از کوچک تر عناصر تعداد حال همین در و می کنیم ذخیره C لیست در را b و a

است. زیر شکل به الگوریتم این شبه کد می دهیم. خروجی جواب عنوان به را C لیست ام n٢ − t عنصر

RandomizedMedian(A,n)

1 Pick n
3
4 elements from A, chosen independently and uniformly at random with replacement;

call this multiset of elements R.
2 Sort R

3 l = max(1, s2 −
√
n)

4 h = min(n, s2 +
√
n)

5 a = R[l]

6 b = R[h]

7 t = 0

8 C = {}

9 for i = 1 to n

10 if A[i] < a

11 t = t+ 1

12 elseif A[i] < b

13 C.insert(A[i])
14 Sort C

15 if n
2 − t > 0

16 return R[n2 − t]

17 else
18 return RandomizedMedian(A, n)

۶
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متوسط اجرای زمان نتیجه در و دارد خوبی موفقیت احتمال نمونه گیری دور یک از پس الگوریتم که است موضوع این بیانگر زیر لم
است. چندجمله ای الگوریتم

است. b و a بین خوبی احتمال با yn
٢ .۵ لم

نمایش X تصادفی متغیر با را هستند yn
٢ از بزرگتر که نمونه از عناصری تعداد اگر می کنیم. ارائه Pr[X s

٢−
√
n > yn

٢ ] برای کرانی اثبات.
همچنین .X ∼ Binomial(s, ١٢) وضوح به دهیم،

Pr[X s
٢−

√
n > yn

٢ ] = Pr[X s
٢−

√
n, · · · , Xs ⩾ yn

٢ ] = Pr[X >
s

٢ ].
داریم چبیشف نامساوی از استفاده با

Pr[X − s

٢ ⩾
√
n] ⩽

n
٣۴

۴
(
√
n)٢ =

١
۴n ١

۴
= O(

١
۴√n

).

دور یک از پس چند هر شد. خواهیم میانه یافتن به موفق ١ − O( ١۴√n
) احتمال با محاسبات، انجام و نمونه گیری دور یک از پس بنابراین

احتمال n → ∞ اگر زیرا است «خوبی» کران هم آمده دست به کران همین اما نمی شویم، نمونه یافتن به موفق ١ بالا احتمال با نمونه گیری
می کند. میل ١ به هم نمونه گیری دور یک از پس موفقیت

هم C لیست در موجود اعداد کردن مرتب تا هستند کم خوبی احتمال با نیز b و a بین عناصر تعداد دهیم نشان باید فوق، لم بر علاوه
می شود. واگذار خواننده به تمرین عنوان به زیر لم اثبات گیرد. صورت Θ(n) از کمتر زمانی در

است. تا ٢n ٣
۴ = o(n) خوبی احتمال به بالا، شبه کد در C لیست اعضای تعداد همان یعنی b و a بین عناصر تعداد .۶ لم

انجام و نمونه گیری دور یک طول در شده انجام های مقایسه کل تعداد منظور این به می کنیم. محاسبه را الگوریتم اجرای زمان حال
می شماریم. را لازم محاسبات

مانند بهینه مرتب سازی الگوریتم یک از استفاده با توانیم می پس است، عنصر n
٣
۴ = o(n) شامل R لیست چون (R کردن (مرتب (i)

کنیم. مرتب را ها نمونه همه o(n
٣
۴ lg n

٣
۴ ) = o(n) زمان در ادغامی، مرتب سازی

زمان در می توان هم را C لیست ،R لیست مشابه پس است. تا o(n) خوبی احتمال به C اعضای تعداد ۶ طبق (C کردن (مرتب (ii)
کرد. مرتب o(n)

این در واقع در می کند. ١٢ و ١٠ خط های در b و a با عناصر مقایسه صرف را زمان بیشترین الگوریتم ( for حلقه در (مقایسه ها (iii)
می شود. انجام حلقه در مقایسه ٢n تعداد مجموعاً پس می شوند. مقایسه b و a با ورودی عنصر n از یک هر حلقه،

از که است تا ٢n + o(n) نمونه گیری در یک در تصادفی الگوریتم این توسط شده انجام های مقایسه تعداد متوسط بالا، نکات طبق
است. بهتر میانه کردن پیدا برای قطعی الگوریتم هر

از و شبه کد) ١٢ نمی شوند(خط مقایسه b با دیگر a از کوچک تر اعداد چون اصلی، حلقه در که دید می توان بیش تر دقت کمی با البته
مقایسه اصلی حلقه در بار یک فقط عناصر نصف حدود پس است n٢ تقریباً ورودی لیست در a از کوچک تر اعداد تعداد میانگین که جا آن

است. ٣٢n+ o(n) واقع در الگوریتم توسط نمونه گیری دور یک در شده انجام مقایسه های کل تعداد یعنی این می شوند.

محاسبه ٣٢n+ o(n) هم دور هر در مقایسه ها تعداد و ١ −O( ١۴√n
) نمونه گیری دور هر در الگوریتم موفقیت احتمال چون نهایت در

است. (٣٢n+ o(n))(١ +O( ١۴√n
)) می دهد، انجام تصادفی الگوریتم که مقایسه هایی تعداد متوسط پس شد،

1With high probability
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تصادفی الگوریتم های محاسباتی پیچیدگی ۵

جواب است ممکن اما دارند چندجمله ای اجرای زمان مونت کارلو الگوریتم های شدیم. آشنا تصادفی الگوریتم نوع دو با گذشته جلسات در
آن ها حالت بدترین اجرای زمان اما می کنند محاسبه را درست جواب همواره لاس وگاس های الگوریتم مقابل، در نیاورند. بدست را صحیح
می شویم آشنا جدید محاسباتی پیچیدگی کلاس دو با قسمت این در نشود). متوقف هرگز الگوریتم نباشد(یعنی هم محدود حتی است ممکن

هستند. تصادفی الگوریتم نوع دو این با متناظر که

به که طوری به دارد وجود A مانند چندجمله ای حالت) بدترین تصادفی(در الگوریتم برایشان که L مانند مسائلی کلاس ١ RPکلاس
،x ورودی هر ازای

x ∈ L =⇒ Pr[A(x) = ١] ⩾ ١
٢ ,

x /∈ L =⇒ Pr[A(x) = ٠] = ١.
الگوریتم باشد، «١» معادلا یا «بله» مسئله جواب آن برای که L مسئله از x ورودی هر ازای به که باشد داشته وجود A الگوریتم اگر عبارتی به
با A الگوریتم باشد، «٠» یامعادلا «خیر» مسئله جواب که x ورودی هر ازای به و کند تولید را «بله» درست جواب ١٢ حداقل احتمال به A

است. RP کلاس از L مسئله می گوییم آنگاه کند، تولید را «خیر» درست جواب ١ احتمال

معادلی تعریف به و داد قرار هم را دیگری عدد هر می توان تعریف در شده گفته ١٢ احتمال به جای که شود توجه نکته این به بایستی
الگوریتم به می توان بار چندجمله ای تعداد به الگوریتم این اجرای با کند، صدق بالا تعریف در A الگوریتم چنان چه واقع در یافت. دست

است. ١ − ١
٢p(n) حداقل باشد، «بله» درست جواب اگر خروجیش، درستی احتمال که یافت دست دیگری جمله ای چند

هستند. مونت کارلو الگوریتم های با متناظر می شود، تعریف زیر شکل به که آن مکمل و کلاس این

که طوری به دارد وجود A مانند چندجمله ای حالت) بدترین تصادفی(در الگوریتم برایشان که L مانند مسائلی کلاس coRPکلاس
،x ورودی هر ازای به

x ∈ L =⇒ Pr[A(x) = ١] = ١,
x /∈ L =⇒ Pr[A(x) = ٠] ⩾ ١

٢ .

m همان کمینه برش اندازه اگر است ١ مسئله جواب و می شود داده هم m عدد ورودی کمینه(در برش مسئله تصمیم گیری حالت مثال:
الگوریتمی پیش جلسه در است. RP کلاس از مسئله یک شد، صحبت آن مورد در پیش جلسه در که است.) ٠ صورت این غیر در و باشد
طوری را الگوریتم همین می توان جزیی تغییراتی با آورد. بدست را کمینه برش اندازه چندجمله ای زمان در بالا احتمال با که کردیم ارائه
پس باشد. «٠» قطعاً الگوریتم خروجی صورت این غیر در و «١» بالا احتمال با الگوریتم خروجی باشد کمینه برش اندازه m اگر که نوشت
ورودی اگر یعنی هستند. coRP کلاس از اول اعداد تشخیص الگوریتم های بعضی همچنین دارد. قرار RP کلاس در کمینه برش مسئله
⊠ دهد. تشخیص اول را عدد اشتباه به است ممکن الگوریتم باشد، مرکب عددی

در ورودی مشابه را الگوریتم یک توسط شده استفاده تصادفی بیت های رشته اگر واقع در .RP ⊂ NP داد نشان توان می راحتی به
خروجی تصادفی بیت های رشته  از نیمی حداقل ازای به جواب، بودن «بله» صورت در اگر است RP کلاس از الگوریتم یک بگیریم، نظر
«بله» الگوریتم خروجی تصادفی بیت های از رشته یک حداقل ازای به اگر است NP کلاس از مسئله این همچنین باشد. «بله» هم الگوریتم

است. درست بدیهتاً RP ⊂ NP گزاره ی تعریف، شیوه این از استفاده با باشد.

درست همیشه که دارد وجود چندجمله ای متوسط اجرای زمان با تصادفی الگوریتم برایشان که L مانند مسائلی کلاس ٢ ZPPکلاس
بدهد. جواب

1Randomized Polynomial time
2Zero-error Probabilistic Polynomial time
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اجرا زمان متوسط طور به اما نباشد هم متناهی حتی است ممکن حالت بدترین در الگوریتم هایی چنین اجرای زمان که کنید توجه
است. چندجمله ای

دارد. وجود چندجمله ای متوسط اجرای زمان با لاس وگاس الگوریتم برایشان که هستند مسائلی با متناظر دقیقاً مسائل از کلاس این
.ZPP = RP ∩ coRP .١ قضیه

باشد. داشته وجود T (n) متوسط اجرای زمان با A لاس وگاس الگوریتم آن برای و باشد ZPP کلاس از L مسئله کنید فرض اثبات.
بگیرید. نظر در مسئله همین حل برای را زیر B الگوریتم

B(x)

1 Run A(x) for time 2T (n)

2 if A(x) found an answer
3 return that answer
4 else return 0.

به باشد، ١ مسئله درست جواب اگر همچنین است. ٠ قطعاً هم B خروجی باشد، ٠ برابر x ورودی ازای به مسئله درست جواب اگر
از کمتر ١٢ حداقل احتمال به A اجرای زمان می دانیم مارکف، نامساوی از استفاده با زیرا است ١ هم B الگوریتم خروجی ١٢ حداقل احتمال

پس است. ٢T (n)
Pr[B outputs wrong answer] ⩽ Pr[A needs more than ٢T (n)time ] ⩽ ١

٢ .
مشابه طریق به است. RP کلاس از L مسئله نتیجه در و می کند صدق RP کلاس تعریف در شده گفته شرایط در B الگوریتم بنابراین

کردیم ثابت پس هست. هم coRP کلاس از آنگاه باشد ZPP کلاس از L مسئله اگر داد نشان می توان
ZPP ⫅ RP ∩ coRP.

جواب A′ یا A از یکی که هنگامی تا B الگوریتم شده اند. داده L مسئله برای A′ و A coRP و RP های الگوریتم کنید فرض حال
برای ٠ خروجی و A برای ١ خروجی پیش فرض، خروجی از منظور می کند. اجرا پی در پی طور به را الگوریتم دو هر بدهد، پیش فرض غیر

است. A′

در ضمناً است. درست جوابشان قطعاً کنند تولید را خود پیش فرض غیر خروجی A′ و A الگوریتم دو از یک هر اگر که کنید توجه
می شویم. موفق و می کند تولید پیش فرض غیر خروجی الگوریتم دو از یکی ١٢ حداقل احتمال به الگوریتم دو هر اجرای از پس دور، هر
متوسط طور به پس است. دور هر در ١٢ موفقیت احتمال با هندسی توزیع دارای می کنیم اجرا را الگوریتم دو که هایی دور تعداد بنابراین
اجرای زمان متوسط با لاس وگاس الگوریتم یک B یعنی این ندارد. خطایی هیچ هم نهایی جواب و می کشد طول دور دو الگوریتم اجرای

کردیم ثابت واقع در و هست نیز ZPP کلاس عضو L مسئله پس است. چندجمله  ای
RP ∩ coRP ⫅ ZPP.

می شود. ثابت حکم و

است. ZPP کلاس برای شده گفته تعریف معادل زیر تعریف کنید ثابت تمرین:

مسئله درست جواب ١٢ احتمال با آن خروجی که دارد وجود حالت بدترین در چندجمله ای اجرای زمان با الگوریتمی L مسئله برای »
« است. «نمی دانم» ١٢ احتمال به و است
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

عسگری کیانا نگارنده: چرنوف۱ کران :۵ اضافه جلسه

از تصادفی متغیر یک شدن دور احتمال برای کرانی محاسبه به نیاز تصادفی الگوریتم های تحلیل در اوقات خیلی دیدیم، که همان طور
کاربرد تعدادی و چبیشوف و مارکوف کران های نشود. دور خودش میانگین از خیلی متغیر که داریم تضمینی به نیاز و داریم خودش میانگین

می کند. عمل دوجانبه۲ مستقل های توزیع با خاص بطور چبیشف کران که دیدیم دیدیم. قبل جلسات در را آن ها از

چرنوف نامساوی گفت می توان می شود. استفاده مستقل تصادفی متغیرهای برای و است قوی  تر قبلی کران دو از چرنوف، کران
صورت های است. میانگین از تصادفی متغیر شدن دور احتمال بالای کران تعیین برای تصادفی الگوریتم های تحلیل در کران پرکاربردترین

می شوند. بررسی تمرین حل جلسات در و هستند معروف هافدینگ۳ کران به که دارند وجود چرنوف کران از کلی تری

چرنوف کران ۱

همچین: و باشند مستقل و یکی) و (صفر برنولی تصادفی متغیرهای Xi کنید فرض .۱ قضیه

X =
∑
i

Xi, E[X] = µ, Pr[Xi = 1] = pi

است: برقرار زیر نامساوی آنگاه
Pr[X > (1 + ϵ)µ] ≤

[
eϵ

(1 + ϵ)(1+ϵ)

]µ

هرچقدر است، یک از کم تر کروشه داخل عبارت چون است. وابسته µ به آن توان و ϵ به کروشه)، داخل (نامساوی راست سمت عبارت
می شود. کوچک تر راست سمت کران شود بزرگ تر ϵ هرچقدر همچنین می شود. کوچک تر راست سمت کران شود، بزرگ تر متغیر میانگین

داریم: مارکوف کران از استفاده با کنید. تعریف ۴f(X) = etX بصورت را f تابع اثبات.

Pr[f(X) > y] ≤ E[f(X)]

y

است: صعودی تابع یک Exp چون حال

Pr[X > (1 + ϵ)µ] = Pr[etX ≥ et(1+ϵ)µ] ≤ E[etx]

et(1+ϵ)µ
(۱)

1Chernoff bound
2pairwise independent random variables
3Hoeffding
4Moment generating function
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داریم: هستند مستقل تصادفی متغیرهای ها Xi چون
E[etX ] = E[et

∑
i Xi ] = E[Πie

tXi ] = ΠiE[etXi ] (۲)

E[etXi ] = pie
t + (1− pi)e

0 = 1 + pi(e
t − 1)

1 + x ≤ ex

≤ epi(e
t−1) (۳)

(2),(3)
=⇒ E[etX ] ≤ Πie

pi(e
t−1) = e(e

t−1)
∑

i pi = eµ(e
t−1) (۴)

(1),(4)
=⇒ Pr[X > (1 + ϵ)µ] ≤ eµ(e

t−1)

et(1+ϵ)µ

t=ln(1+ϵ)
=⇒ Pr[X > (1 + ϵ)µ] ≤

[
eϵ

(1 + ϵ)(1+ϵ)

]µ

چرنوف نامساوی ساده تر شکل های ۱ .۱

مقدار اساس بر چرنوف، کران با کار شدن ساده تر برای می سازد. دشوار را آن از استفاده که است پیچیده کلی، حالت در آمده بدست کران
آورد: بدست هستند اصلی حالت از شده ای ساده حالت های که را زیر حالت سه می توان ،ϵ

Pr[X > (1 + ϵ)µ] ≤
[

eϵ

(1 + ϵ)(1+ϵ)

]µ
≤


e−µ ϵ2

2+ϵ  ∀ϵ
e−µ e2

3    ϵ ≤ 1

2−(1+ϵ)µ  ϵ ≥ 6

داریم: زیر حالت برای مشابهی نامساوی همچنین   
Pr[X ≤ (1− ϵ)µ] ≤ e−µ ϵ2

2

بتوانیم اگر اوقات خیلی پس است. نمایی متغیر، میانگین حسب بر داریم که کرانی بالا، حالات تمام در که می بینید کنید، دقت اگر
متغیر میانگین از بالایی احتمال با که بگیریم نتیجه می توانیم آنگاه است، lg n مرتبه از تقریباً تصادفی متغیر یک میانگین که دهیم نشان

شد. نخواهیم دور خیلی

برای تنهایی 1)به + ϵ)µ دانستن بلکه بدانیم را µ و ϵ دقیق مقدار نداریم نیازی که دارد را خاصیت این سوم ساده شده حالت : نکته
است. کافی محاسبات انجام

متغیر در مثال به عنوان نیست. کارآمدی کران که می دهد ثابت عدد یک ما به نامساوی، آنگاه ، ϵ ∼= 1√
µ باشیم داشته اگر : نکته

هم ذهن از دور که نیست کم میانگین از معیار انحراف یک اندازه به شدن دور احتمال که می گوید واقع در عبارت این تصادفی دوجمله ای
نبود.

می شود دیده چرنوف کران در که نکته ای می کند. شدن کارآمد به شروع آمده بدست نتیجه شود، بزرگ ϵ وقتی چرنوف کران در : نکته
است. مرکزی حد قضیه به شبیه به گونه ای که دارد شباهت گاوسی توزیع به توزیع، هر دنباله که است این

معروف اند. هافدینگ کران های به که داد مشابهی کران های می توان هم نباشند گسسته متغیرهای ها Xi که حالاتی برای : نکته

سطل۵ و توپ مساله

تعریف را زیر تصادفی متغیر های می کنیم. بررسی بول۶ نامساوی و چرنوف کران از استفاده با را سطل یک داخل توپ های تعداد می خواهیم
کنید:

5Balls In Bins
6union bound
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اول سطل داخل توپ های تعداد =: X

خیر یا است یک سطل داخل ام i توپ آیا =: Xi

X =
∑
i

Xi, E[X] = 1, (1 + ϵ)µ = 2 lg n

دانستن و نیست ϵ تعیین به نیازی حالت این در که (دیدیم کنیم استفاده چرنوف کران سوم ساده شده ی حالت از می توانیم ،ϵ مقدار به توجه با
است). کافی (1 + ϵ)µ مقدار

Pr[X > 2 lg n] ≤ 2−2 lgn = n−2

است. برقرار بالا احتمال با سطل ها تمام برای پیشامد این که دهیم نشان بول نامساوی از استفاده با می توانیم نهایت در

که است لگاریتمی می گیرد، قرار سطل یک داخل که توپی تعداد بیشترین بالا احتمال با که آوردیم بدست چرنوف کران از استفاده با
آوردیم بدست چرنوف نامساوی از استفاده با که کرانی درواقع است. بهتر (√(n)) می داد ما به چبیشف نامساوی که کرانی از نمایی بطور
که نیست نیازی مسأله ها از خیلی در بنابراین است. چرنوف کران قدرت نشان دهنده که است نزدیک خیلی ( O( lgn

lg lgn) ) واقعی کران به
کنیم. استفاده چرنوف کران از قوی تر ابزاری از

شبکه۷ در مسیریابی

را پیغامی می خواهد مبدأ رأس زوج، هر برای که داریم اختیار در مقصد و مبدأ رأس زوج تعداد یک همراه به (گراف) شبکه یک کنید فرض
کمینه مقصد به پیام ها رسیدن زمان بیشینه به طوری که بیابیم مقصد و مبدأ زوج های بین مسیر تعدادی می خواهیم می فرستد. مقصد رأس به

شود.

پیغام یک حداکثر یالی هر طریق از زمانی واحد هر در هم چنین و هستند دوطرفه جهت دار یال ها است،  وزن بدون گراف می کنیم فرض
هم زمان پیغام زیادی تعداد که است این یال یک بار کردن کم از (منظور است یال هر بار کاهش هدف شهوداً بنابراین شود. فرستاده می تواند

ندهند). را یال آن از عبور درخواست

مبدأ زوج هر برای می دهیم که الگوریتمی خاص بطور یعنی می کنیم؛ نگاه توزیع شده۸ سیستم یک چشم به شده داده شبکه به حقیقت در
است. شده توزیع محیط یک در پیاده سازی مناسب که می کند، تعیین را مسیری زوج ها بقیه از مستقل مقصد، و

فرستادن باشد، کامل گراف ما شبکه که ایده آل حالت در است. خودمان دست در شبکه ساخت نحوه و توپولوژی سیستم ها این در معمولا
ما شبکه های اوقات اکثر و است زیاد حالت این ساخت پیچیدگی و هزینه اما است؛ ممکن گام یک در مقصد و مبدأ زوج هر برای پیام ها
است. چالش برانگیز بهینه مسیرهای کردن پیدا حالت این در و است کم ممکن یال تعداد حداکثر به نسبت یال ها تعداد یعنی هستند؛ تنک۹

جایگشتی۱۰ مسیریابی الگوریتم

یک بار و مبدأ بعنوان یک بار دقیقاً راس هر و داریم مقصد و مبدأ زوج N (دقیقا است پیام یک دقیقاً مقصد و مبدأ رأس، هر می کنیم فرض
الگوریتم عمل کرد (یعنی است. بی توجه۱۱ الگوریتم می دهیم، ارائه که الگوریتمی ورودی، از نوع این برای است). شده ظاهر مقصد به عنوان

7Routing
8distributed
9Sparse

10Permutation Routing
11Oblivious
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است.) مستقل دیگر زوج های از زوج، هر برای

قطعی الگوریتم ●
دارد. d قطر با راسی N شبکه یک روی گام Ω(

√
N
d ) به نیاز جایگشتی مسیریابی برای بی توجه قطعی الگوریتم هر که می شود ثابت

بیشینه آن ها فاصله که رأسی دو بین مسیر کوتاهترین طول یعنی است؛ گراف در مسیر کوتاه ترین بزرگ ترین اندازه ی برابر گراف (قطر
باشد.)

تصادفی الگوریتم ●
همچنین و باشد داشته شبکه رأس های تعداد حسب بر لگاریتمی گام های تعداد به نیاز که کنیم بررسی را الگوریتمی می خواهیم اکنون

باشد. بهتر نمایی بطور دارد، وجود قطعی الگوریتم های برای که پایینی کران از
ساختن برای می شوند. ساخته هم روی از بازگشتی بطور که هستند (۱) شکل به گراف هایی ابرمکعب۱۲، شبکه از منظور : تعریف
وصل هم به را آن ها متناظر رأس های و داده قرار هم کنار را بعدی d مکعب ابر از نسخه دو کافیست بعدی d + 1 ابرمکعب یک
آن رأس هر که است راس 2d دارای بعدی، d ابرمکعب یک آن هاست. رأس های اساس بر گراف ها از دسته این بیان دیگر نوع کنیم.
تفاوت بیت یک در تنها آن ها متناظر رشته های اگر تنها و اگر متصل اند هم به v و u رأس دو و است d طول به بیت ها از رشته ای

است. d برابر هم شبکه وقطر d برابر رأس هر درجه پس باشند. داشته

مکعب ابر از هایی نمونه :۱ شکل

اضافه نیز را می شوند انتخاب تصادفی بطور مقصدها که را فرض این اکنون باشد. مکعب ابر یک به صورت شبکه می کنیم فرض
حقیقت در بود. نخواهد برقرار مقصد برای قضیه این ولی می شود ظاهر مبدأ بعنوان حتما ً رأس، هر همچنان اینصورت در می کنیم.

می شود. سطل و توپ مسأله همان به تبدیل می شود ظاهر مسیر چند مقصد به عنوان رأس هر این که
الگوریتمی بلکه است؛ تصادفی ما ورودی که نمی کنیم فرض معمولا ما دیدیم، تصادفی الگوریتم های جلسه در که همان طور : نکته
مثال به عنوان کنید دقت اما کند. کار خوبی احتمال به دشمنانه ای ورودی هر برای و است تصادفی الگوریتم خود که می دهیم ارائه

است. تصادفی ورودی خود می کنیم فرض اینجا

بیتی۱۳ تصحیح الگوریتم

دقت دارند تفاوت هم با راس دو این متناظر رشته های که بیت هایی به و گرفته نظر در را t و s مقصد و مبدأ زوج الگوریتم این در
متفاوت بیت های کم ارزش، به پرارزش بیت های از ترتیب به مبدأ از شروع با که است صورت این به الگوریتم انتخابی مسیر می کنیم.

کند: تصحیح را t رشته با s رشته

s = 10110, t = 11010 ⇒ p : 10110 −→ 11110 −→ 11010 = t

12Hypercube
13bit fixing algorithm
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d حداکثر که است مقصد و مبدأ رأس متفاوت بیت های تعداد اندازه به مسیر هر (طول است O(d) انتخابی مسیر هر طول پس
است. متفاوت مبدأ راس متناظر بیت با 1

2 احتمال به مقصد، رأس بیت هر زیرا است؛ d
2 برابر مسیر ها طول متوسط و است)

کنید: تعریف حال
می کنند. عبور e یال از که مسیرهایی تعداد :T (e)

بدست میانگین مقدار است متقارن کاملا ما گراف چون کنیم. محاسبه e هریال برای را T (e) تصادفی متغیر میانگین می خواهیم
دوطرفه و جهت دار گراف یال های می کنیم (فرض می  انجامد: زیر محاسبه به نکته این می شود. یکسان یال ها تمام برای باید آمده

است)
E[T (e)] =

E[مسیرها طول [جمع
یال ها تعداد =

N d
2

Nd
=

1

2

ام i رأس مبدأ با مسیر عبور عدم یا عبور نشانگر yi(e) که است yi(e) مستقل نشانگر تصادفی متغیر تعدادی جمع T (e) طرفی از
هستند. مستقل الگوریتم بودن بی توجه بخاطر متغیرها این است. e یال از

⇒ T (e) =
∑
i

yi(e)

داریم: چرنوف کران سوم ساده شده ی حالت طبق آنگاه (1 + ϵ)12 = 2 lgN دهیم قرار اگر حال

Pr[T (e) ≥ 2 lgN ] ≤ 2−2 lgN = N−2

union bounⅾ
=⇒ Pr[باشد 2 lgN از بیشتر یال یک [بار ≤ N lgN

N2
=

lgN

N

احتمال با هم یال هر بار چون دارد. d طول حداکثر آن مسیر که کنید دقت کافیست پیغام، یک مسیریابی زمان محاسبه برای حال
الگوریتم از که است O(lg2N) برابر بالا احتمال با برسد مقصد به پیغام یک می کشد طول که زمانی کل پس است؛ O(lgN) بالا

است. بهتر خیلی قطعی

بهتر تحلیل یک

مسیر طول است. شده تجربه تأخیر و شده طی مسیر طول مجموع برابر پیغام یک شدن فرستاده زمان که است واضح : غلط تحلیل ●
است. لگاریتمی هم پیغام تأخیر کنیم ثابت کافیست پس است. لگاریتمی N حسب بر

E[ام i پیغام [تأخیر ≤ ∑
e∈ام i مسیر

E[T (e)] =
d

2

نمی شویم: دور میانگین مقدار از بالا احتمال با شد، بیان چرنوف کران در که نکته ای طبق است لگاریتمی مقدار یک میانگین چون پس

Pr[X ≥ 10
d

2
] ≤ 2−5d

بار بالایی احتمال با باشد زیاد e یال بار اگر مثال بعنوان نیستند. مستقل T (e) تصادفی متغیرهای زیرا است؛ اشتباه بالا تحلیل اما
کنیم. استفاده چرنوف نامساوی از نمی توانیم و بود خواهد زیاد هم هستند وصل e انتهای به که یال هایی

اعمال آن ها روی را چرنوف کران می توانیم و هستند مستقل آن ها که می کنیم پیدا را متغیر ها از دیگری دسته این بار : درست تحلیل ●
کنیم.

است. s حداکثر iام پیغام تأخیر این صورت در باشد. داشته مشترک یال iام پیغام مسیر با مسیرشان پیغام s کنید فرض .۱ لم

۵
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نمی دهد. رخ هیج وقت حالت این :۲ شکل

دیگر شدند، جدا یک دیگر از مسیر دو این وقتی کند. قطع آن را u پیغام مسیر و باشد (۲) شکل بصورت iام پیام مسیر کنید فرض اثبات.
و است قطعی استراتژی یک بیتی تصحیح الگوریتم چون اما میفتد اتفاق (۲) شکل اینصورت غیر در زیرا داشت؛ نخواهند اشتراکی هم با

باشیم. داشته y به x از متمایز مسیر دو که ندارد امکان پس می کند، تصحیح کم ارزش به پرارزش ترتیب از را بیت ها y به x بین مسیر در

اینصورت در کند. پیمایش را p مسیر از ej یال u پیام ،t زمان در کنید فرض باشد. (۳) شکل بصورت ام i پیام مسیر کنید فرض حال
افزایش l + 1 به l از iام پیام تأخیر که بگیرید نظر در را لحظه ای حال می کنیم. تعریف t− j بصورت را t زمان در u پیام عقب افتادگی۱۴
استفاده لحظه آن در یال این از دیگری پیغام یعنی پس و می خورد تأخیر به ej یال روی i پیغام لحظه این در .t = j+ l این صورت در یابد.
شده iام پیام تأخیر به منجبر که پیامی «از را واحد یک این یافت افزایش واحد یک ام i پیام تأخیر هربار که است این استدلال ایده می کند.

p مسیر :۳ شکل

بگیریم».

مسیر که می کنیم ادعا بنامید. u را پیغام این می کند. پیمایش را p مسیر l عقب افتادگی با پیام یک که باشد زمانی آخرین t′ کنید فرض
از بعد u مسیر اگر که است این ادعا این بودن درست دلیل برنمی گردد). هیچ گاه (و می کند ترک را p مسیر ،ej′ یال پیمایش از بعد u پیام
که کرده پیمایش را یال ها از یکی l عقب افتادگی با که دارد وجود پیامی هم چنان t′ زمان از بعد آنگاه کند پیمایش را ej′+1 یال ،ej′ یال

است. تناقض

است ej یال مسیر دو اشتراک :۴ شکل

که باشد رأسی u اگر یعنی هستند؛ متمایز پیام ها این دهیم. نسبت u پیام به را l + 1 به l از iام پیام تأخیر کل افزایش کافیست حال
می دهیم، نسبت آن به را l′ + 1 به l′ از i پیام تأخیر افزایش که باشد رأسی u′ و می دهیم نسبت آن به را l + 1 به l از i پیام تأخیر افزایش
است متمایز u با u′ پس است l′ و l عقب افتادگی با ترتیب به می کنند طی p مسیر در که یالی آخرین u′ و u و است متفاوت l با l′ چون

می شود. اثبات حکم پس
14lag
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کنید: تعریف اکنون

ام. j پیغام و ام i پیغام مسیر اشتراک بولی متغیر =: Hij

بنابراین: می کند. اضافه است iام مسیر در که هایی T (e) به واحد یک حداقل دارد اشتراک iام پیغام مسیر با مسیرش که j هر
lemma(1)⇒ E[امi پیام [تأخیر ≤ E[

∑
Hij ] ≤ E[

∑
e ∈ iام مسیر

T (e)] =
d

2
=

logN

2

مسیر با داشتنش اشتراک و kام مسیر با مسیر این داشتن اشتراک شد انتخاب iام پیغام مسیر وقتی زیرا هستند، مستقل ها Hij اکنون
Hij برای عیناً را قبلی غلط تحلیل و کنیم استفاده چرنوف از ∑iHij متغیرهای روی می توانیم نتیجه در پس مستقل اند. هم از jام پیغام

برسیم. دل خواه نتیجه به و کنیم تکرار ها

لگاریتمی برسد مقصد به مبدأ از پیغام یک می کشد طول که زمانی بالا احتمال با بیتی تصحیح الگوریتم از استفاده با که دیدیم تاکنون
(مسأله هستند رأس ها از جایگشتی مقصدها می کنیم فرض و برمی داریم را پیام ها مقصد بودن تصادفی اضافی فرض پایانی قدم در حال است.
تصادفی سازی عامل هیچ دیگر که است این نکته اما کنیم؛ استفاده بیتی تصحیح الگوریتم از می توانیم هم چنان هم حالت این در اصلی).
یعنی می گیریم؛ نظر در میانی لایه یک مشکل این رفع برای کند. عمل بد حالت بدترین در استراتژی هر شود باعث می تواند که ندارد وجود
می فرستیم؛ واقعی مقصد به تصادفی مقصد از سپس و تصادفی مقصد به مبدأ از را پیغام ها و می کنیم تولید تصادفی مقصد یک رأسی هر برای

معنایی: به یا

می فرستیم تصادفی مقصد های به را پیام ها .۱
می فرستیم واقعی مقصد به خود تصادفی مقصد از را پیام ها .۲

میانی لایه عملکرد نحوه :۵ شکل

طول لگاریتمی زمان بالا احتمال با دیدیم که است تصادفی مقصد حالت در الگوریتم اجرای یک بار حقیقت در مرحله دو از کدام هر
زمان مدت پیغام رسیدن هر جدید، الگوریتم در پس کنیم). نگاه آن به برعکس صورت به کافیست الگوریتم دوم قدم (برای کشید خواهد

می انجامد. طول به O(logN)

می کند. کار هم دیگر متقارن شبکه های برای بیان شده تحلیل و استفاده شده ایده : نکته

۷
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چگال ۳⁃رنگ پذیر های گراف ۳⁃رنگ آمیزی مسأله

باشد. δn حداقل آن رأس هر درجه اگر می گوییم δ⁃چگال را G گراف : تعریف

فرض ما ولی ندارد. وجود آن حل برای چندجمله ای الگوریتم کلی حالت در و است ان پی⁃سخت۱۵ ۳⁃رنگ پذیری مسأله می دانیم
که دارد وحود چندجمله ای الگوریتم حالت این در دهیم نشان می خواهیم باشد. δ⁃چگال و ۳⁃رنگ پذیر گراف یک ما ورودی می کنیم

بسازد. قبول قابل رنگ آمیزی یک می تواند

یک حداقل G رأس هر بالا احتمال به می دهیم نشان می کنیم. انتخاب O (
lnn
δ

) اندازه ی به رأس ها از S تصادفی زیرمجموعه یک
را آن ها از هرکدام آیا که می کنیم بررسی و می گیریم درنظر را S برای ممکن ۳⁃رنگ آمیزی های همه ی سپس داشت. خواهد S در همسایه

.(3|S| = poly(n)) خیر یا داد گسترش G گراف کل ۳⁃رنگ آمیزی یک به می توان

دارد. S در همسایه یک S از خارج رأس هر :۶ شکل

داشت. خواهیم آن رنگ آمیزی برای گزینه دو V −S در راس هر برای پس دارد. S در همسایه یک بالا احتمال با ،S از خارج رأس هر
رنگ های با را V − S مجموعه رأس های همه می توان آیا که کنیم بررسی چندجمله ای زمان در می  توانیم دوم، سری اول تمرین طبق پس
که داریم مسأله برای چندجمله ای الگوریتم یک کل در پس 3|S| = poly(n) چون حال نه. یا کرد رنگ آمیزی معتبری به طور شده انتخاب

نیست. ۳⁃رنگ پذیر گراف که می فهمد یا می کند پیدا گراف کل برای رنگ آمیزی یک

تصادفی نمونه انتخاب نحوه

است. کم نمونه اعضای تعداد بالا احتمال با :  حکم

این صورت: در می کنیم. انتخاب 3c lnn
δn احتمال با G گراف رأس هر

E[|S|] = 3c lnn

δ

داشت: خواهیم چبیشف کران دوم حالت طبق ،ϵ = 1 دهیم قرار اگر پس
pr[|S| > cδ lnn

δ
] ≤ e

−µϵ2

3 e
−3c lnn

δ∗3 = n
−c
δ

بود. خواهد کم نمونه اعضای تعداد بالا احتمال با پس

دارد: S در همسایه یک حداقل V − S در رأس هر بالا، احتمال با : حکم
E[S از خارج مشخص رأس یک همسایه های [تعداد > 3c lnn

15NP− hard

۸
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چرنوف: طبق ϵ = 1 دهیم قرار اگر حال

Pr[S از خارج مشخص رأس یک همسایه های تعداد = 0] ≤ e−µ ϵ2

2 = n
3
2
c

⇒ Pr[باشد صفر S در V − S های رأس از یکی همسایه های [تعداد ≤ n− 3
2
c+1

آوریم. بدست نظرمان مد ویژگی های با نمونه یک می توانیم بالا احتمال با پس

مراجع
چرنوف. کران پنجم، اضافه جلسه الگوریتم، آنالیز درس [۱]

۹
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

ولایی سجاد نگارنده: الگوریتم طراحی در چندجمله ای ها کاربرد :۶ اضافه جلسه

است. شده شروع ۱۵ قرن از ها چندجمله ای جبر عرصه ی در پیشرفت و است بوده دانشمندان و ریاضیات بررسی مورد زمینه های اولین از جبر
چندجمله ای ها کاربرد از مثال چند داریم سعی مقاله این در باشد. نداشته الگوریتم طراحی در جایی جبری مسائل و قضایا شاید اول، نگاه در

کنیم. بررسی را الگوریتم طراحی در

ابتدایی قضایای ۱

است: زیر صورت به d درجه ی و x حسب بر چندجمله ای یک می دانیم که همانطور میپردازیم. ابتدایی قضیه ی چند بررسی به ابتدا

P (x) = cdx
d + cd−1x

d−1 + ...+ c1x+ c0

می کند. مشخص یکتا صورت به را نظر مورد چندجمله ای (cd, cd−1, ..., c0) دنباله ی که کنید توجه

است. ناصفر cd که کنید توجه می دهند. نشان d با را آن معمولا که است آن در x توان بزرگ ترین برابر P (x) جمله ای چند درجه ی

d1 درجه ی از چندجمله ای دو P (x) و G(x) اگر که معنا این به بسته اند. ضرب و جمع به نسبت چندجمله ای ها که می دانیم همچنین
چندجمله ای است. d2 و d1 بیشینه ی آن درجه ی حداکثر که دارد وجود S(x) = G(x) + P (x) چندجمله ای باشد. d2 و

دارد. وجود d1 × d2 درجه ی با هم R(x) = G(x)× P (x)

چندجمله ای محاسبۀ  ۱ .۱

ضریب در آن ضرب و xi محاسبۀ با و مجزا صورت به را cxi جمله هر که است آن مستقیم و ساده روش یک چندجمله ای محاسبۀ  برای
درجه ی d که است محاسبه قابل O(d) زمانی پیچیدگی با هرنر۱ روش نام به سریع تری روش از استفاده با مقدار این کنیم. محاسبه c

است. نظر مورد چندجمله ای

calculate(cd, cd−1, ..., c0, x)

1 ans = 0

2 for i = d to 0

3 ans = ans× x+ ci

4 return ans

1Horner’s Rule

۱
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به نشده اضافه ضریب بزرگ ترین و شده ضرب آخر جواب در ورودی عدد بار یک بار هر روش این در می بینید شبه کد در که همان طور
همه ی اتمام و c0 ضریب کردن اضافه از بعد که صورت این به شد متوجه را روش این درستی می توان ساده ای بررسی با می شود. اضافه آن

است. شده ضرب ci ضریب در بار i تعداد به ورودی عدد مراحل

چندجمله ای ریشه های ۲ .۱

باشد. برقرار P (x) = 0 که است x مقادیر تمام مجموعه P (x) چندجمله ای ریشه های مجموعه می دانیم
است. ریشه d حداکثر دارای d درجه از و حقیقی ضرائب با ناصفر ای چندجمله هر جبر). اساسی (قضیه ۱ قضیه

دارند. اشتراک نقطه d در حداکثر B(x) و A(x) متقاوت چندجمله ای دو .۱ لم

ریشه ی هر و است. ریشه d حداکثر دارای Q(x) = A(x)−B(x) چندجمله ای که این به کنیم توجه کافی است لم این اثبات برای اثبات.
است. مذکور چندجمله ای دو تقاطع نقطه ی آن

به چندجمله ای خود xd و ... و x1 و x0 نقطه ی d + 1 در چندجمله ای مقدار داشتن با که است آن مذکور قضیه ی نتیجه های از یکی
می شود. مشخض یکتا صورت

یک دقیقا باشند متمایز ها ai که صورتی در (ad, bd) و ... و (a1, b1) و (a0, b0) مرتب زوج d + 1 برای یکتا). (بازسازی ۲ قضیه
.P (ai) = bi باشیم داشته i هر ازای به که دارد وجود d درجه ی حداکثر با P (x) چندجمله ای

می کنیم: تعریف (0 ≤ i ≤ d) i هر ازای به اثبات.

Ri(x) =
Πj ̸=i(x−aj)
Πj ̸=i(ai−aj)

1 برابر Ri(ai) مقدار و صفر برابر Ri(aj) مقدار (0 ≤ j ≤ d, j ̸= i) j هر ازای به و می باشد d درجه چندجمله ای Ri(x) وضوح به
می شود: ساخته صورت این به P (x) بنابراین است.

P (x) =
∑d

i=0 bi ×Ri(xi)

d+ 1 تمام در که است چندجمله ای تنها ۱ لم به توجه با و می کند راضی را مساله شرط که است d درجه چندجمله ای یک P (x) وضوح به
می کند. صدق نقطه

چندمتغیره چندجمله ای های ۳ .۱

هاست. متغیر توان های مجموع برابر چندمتغیره جمله ی یک درجه ی است. آن جمله های درجه ی بزرگ ترین برابر چندجمله ای  یک درجه ی
⊠ است. i1 + i2 + i3 برابر cxi11 xi22 xi33 جمله ی درجه ی مثال:

است. ۶ برابر P (x1, x2, x3, x4) = x1x
2
2x3 + x3x

2
4 + x1x

2
2x

2
3x4 چندجمله ای درجه ی مثال:

۲
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⊠

متغیرهای و باشد F میدان Sزیرمجموعه ی و باشد dدرجه ی با و m⁃متغیره ناصفر، چندجمله ای Pیک (x) اگر [شوارتز⁃زيپل۲] .۳ قضیه
داریم: شوند انتخاب S زیرمجموعه ی از هم از مستقل صورت به Xi تصادفی

Pr[P (X1, X2, ..., Xm) = 0] ≤ d
|S|

ها کاربرد ۲

اشتباه کدهای تصحیح مساله ی ۱ .۲

اول مدل ۱ .۱ .۲

نویزداری کانال طریق از را اعدادی دنباله  منظور این برای برسانیم. مقصدی به پیام عنوان به را x⟨ad, ad−1, ...a0⟩ دنباله ی می خواهیم
فرستاده کانال طریق از که اعدادی از عدد k حداکثر بفرستیم. کانال طریق از را عدد تعداد کمترین می خواهیم همچنین می کنیم. ارسال
در و باشد نشده حذف عددی اگر که معنی این به داد. نخواهد تغییر را جایگاهشان اعداد حذف که کنید توچه شد. خواهند حذف می شوند

ماند. خواهد ام i جایگاه همان در هم چنان نیز اعداد حذف از پس است بوده اولیه دنباله ی ام i جایگاه

صورت به است ممکن کانال خروجی دنباله ی باشد ۲ برابر k و باشد ⟨5, 19, 2, 3, 2⟩ صورت به شده فرستاده دنباله ی اگر مثال:
⊠ باشد. ⟨5, ∗, 2, 3, ∗⟩

رفتن بین از باعث عددی k هیچ حذف شدن تا بفرستیم سرهم پشت تکرار k + 1 با را دنباله عدد هر که است این  ساده راه حل یک
شود. فرستاده کانال طریق از باید عدد (k + 1)(d+ 1) روش این در نشود. پیام اعداد از هیچ کدام

⟨5, 5, 5, 19, 19, 19, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 2, 2, دنباله ی⟨2 فرستادن با باشد. ۲ برابر k و باشد ⟨5, 19, 2, 3, صورت⟨2 به پیام دنباله ی اگر مثال:
⊠ شد. نخواهد خدشه دار اصلی پیام عددی دو هیچ حذف با وضوح به داد. انتقال را پیام می توان

به را P (x) چندجمله ای منظور این برای کند. ارسال را پیام تایی ⅾ+k+۱ دنباله ی فرستادن با که دهیم ارائه حلی راه  می خواهیم حال
می کنیم: تعریف زیر صورت

P (x) =
∑d

i=0 ai × xi

صورت به می فرستیم کانال طریق از که دنباله ای است. چندجمله ای این ضرایب دنباله ی همان پیام دنباله ی است مشخص که همانطور
باقی عدد d + 1 حداقل دنباله، عدد k حداکثر حذف صورت در بود. خواهد ⟨P (0), P (1), P (2), ..., P (d+ k − 1), P (d+ k)⟩

یافت x0, x1, ..., xd جایگاه d+1 حداقل می توان کانال خروجی دنباله ی در عدد، d+1 این جایگاه حفظ خاصیت به توجه با و می ماند.
چندجمله ای یک تنها ۲ قضیه ی بنابر دارد. وجود (xi, P (xi)) صورت به مرتب زوج d + 1 نتیجه در و باشد نشده حذف xiام عدد که
جمله ای چند این ضرایب نتیجه در و است. P (x) همان وضوح به جمله ای چند این که کند. صدق مرتب ها زوج در آن نقاط که دارد وجود

می کند. مشخص را پیام دنباله ی
2Schwartz–Zippel

۳
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دوم مدل ۲ .۱ .۲

ورودی دنباله ی از عدد k جایگزین اعدادی بلکه نمی شود حذف عدد k دیگر که تفاوت این با است قبل مدل همانند مساله از مدل این
2×k+1 پیام دنباله ی عدد هر از که صورت این به دارد وجود مساله این حل برای ذهنی به نزدیک و ساده  روش قبل مدل همانند می شوند.
پیام دنباله ی عدد یک به متعلق (که دنباله عددی 2× k + 1 بخش هر در تغییریافته دنباله ی در آخر در و دهیم قرار اولیه دنباله ی در تکرار

است. مذکور بخش تمام متناظر عدد پوشانده) را بخش این نصف از بیشتر که غالب(عددی عدد است)

قبل مدل مانند می شناسند. (برلکمپ⁃ولچ)۳ الگوریتم نام به را آن که است موجود مساله این  برای قبل مدل مانند بهتری راه حل
می کنیم: تعریف زیر صورت به را P (x) چندجمله ای

P (x) =
∑d

i=0 ai × xi

بود. خواهد زیر صورت به می فرستیم کانال طریق از که دنباله ای است. چندجمله ای این ضرایب دنباله ی همان پیام دنباله ی می دانیم

⟨P (0), P (1), P (2), ..., P (d+ 2× k − 1), P (d+ 2× k)⟩

را یافته تغییر دنباله ی داخل نقاط از نقطه  d+ k+ 1 که چندجمله ای هر می یابیم. را P (x) دنباله عدد k حداکثر یافتن تغییر فرض با حال
چون و است. برابر P (x) با مذکور چندجمله ای ۱ قضیه ی طبق که دارد را P (x) نمودار از نقطه  d+ 1 حداقل باشد داشته خود نمودار در

کند. مشخص را P (x) چندجمله ای می تواند یکتا صورت به یافته تغییر دنباله ی پس دارد وجود چندجمله ای چنین حتما

⟨r0, r1, ..., rd+2×k+1⟩ برابر یافته تغییر دنباله ی کنید فرض بیابیم. را نظر مورد چندجمله ای چگونه که می پردازم این به ادامه در
می کنیم: تعریف صورت این به را Z مجموعه ی باشد.

Z = {i|(0 ≤ i ≤ d+ 2× k + 1), ri ̸= P (i)}

می کنیم: تعریف است. k برابر حداکثر Z مجموعه ی اندازه ی وضوح به

E(x) = Πi∈Z(x− i)

داریم: است، صفر Z اعضای دامنه ی در E(x) مقدار اینکه به توجه با

∀x(0 ≤ x ≤ d+ 2× k + 1) : P (x)× E(x) = rx × E(x)

می نویسیم: مجهول ضرایب ما را ×E(x)P (x) و E(x) چندجمله ای های

E(x) = xk + ek−1x
k−1 + ek−2x

k−2 + ...+ e0

P (x)× E(x) = fd+kx
d+k + fd+k−1x

d+k−1 + ...+ f0

داریم: x مقدار d+ 2× k + 1 برای نتیجه در
3Berlekamp-Welch

۴
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(1 ≤ x ≤ d+ 2× k + 1) fd+kx
d+k + fd+k−1x

d+k−1 + ...+ f0 = rx(x
k + ek−1x

k−1 + ek−2x
k−2 + ...+ e0)

همین با برابر هم معادلات تعداد اینکه به توجه با است. d+2×k+1 برابر کل در که هاست ei تعداد و fiها تعداد برابر ما مجهولات تعداد
و P (x)×E(x) چندجمله ای دو آوردن بدست نتیجه در و مجهولات آوردن بدست از پس آورد. بدست را مجهولات می توان است تعداد
حذف روش از مجهولات آوردن بدست برای اگر آورد. بدست P (x)×E(x)

E(x) صورت به آن ها تقسیم از را P (x) چندجمله ای میتوان E(x)

است. O(n) برابر الگوریتم این زمانی پیچیدگی شود استفاده گاوسی۴

تطابق یافتن ۲ .۲

کامل تطابق یافتن ۱ .۲ .۲

می کنیم: تعریف زیر صورت به را تات۵ |V |×|V | ماتریس v1, v2, ..., vn راس های با G = (V,E) گراف هر برای

M(G)i,j =


xi,j i < j و (vi, vj) ∈ E اگر
−xj,i i > j و (vi, vj) ∈ E اگر
0 (vi, vj) /∈ E اگر


داریم: است. |V | آن درجه ی حداکثر که است PG(x) چندمتغیره ی چندجمله ای ماتریس این دترمینان

نباشد. صفر با متحد چندجمله ای PG(x) اگر فقط و اگر است کامل تطابق دارای G گراف یک (تات). ۴ قضیه

مذکور ماتریس دترمینان یافتن است. ناصفر PG(x) کنیم ثابت که کافی است G گراف در کامل تطابق وجود اثبات برای نتیجه در
S مانند اعداد از مجموعه ای زیر از را PG(x) چندجمله ای متغیرهای اگر ۳ قضیه از استفاده با اما ببرد. زمان عملیات |V |! است ممکن
آنگاه مذکور چندجمله ای بودن ناصفر صورت در که می دانیم کنیم، محاسبه را آن مقدار و کنیم انتخاب هم از مستقل و تصادفی صورت به
است. ناچیز احتمال این باشد بزرگ می تواند قدر هر S زیرمجموعه ی اندازه ی چون و است |V |

|S| برابر شده محاسبه مقدار شدن صفر احتمال
چندجمله ای که معناست این به بود ناصفر مقدار این اگر و کرده محاسبه را نظر مورد چندجمله ای مقدار شد گفته که همان طور نتیجه در
کامل تطابق دارای G گراف ناچیزی احتمال به جز آنگاه بود صفر برابر اگر و است کامل تطابق دارای G گراف و نیست صفر با متحد

نیست.

یافت. O(n2.373) زمانی پیچیدگی با می توان را n× n ماتریس یک دترمینان که است گفتنی

بیشینه تطابق ۲ .۲ .۲

دارای H که صورت این به بسازیم G گراف از را H گراف است کافی نه، یا دارد k اندازه ی به تطابق G گراف آیا که دریابیم آنکه برای
G راس های همه ی به ها راس این همه ی و است راس |V |−2 × k که A رئوس مجموعه علاوه ی به القایی زیرگراف عنوان به G گراف
راس n− 2× k حداکثر A مجموعه ی های راس که دلیل این به آن گاه باشد کامل تطابق دارای H گراف کافی است حال هستند. متصل

بشود. کامل تطابق دارای H تا باشد داشته باید k اندازه به تطابق حداقل G اند پوشانده تطابق داخل را G از
4Gaussian Elimination
5Tutte

۵
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۳⁃صدق پذیری مساله ی مکمل تعاملی اثبات ۳ .۲

الگوریتم از که را آن ها بله جواب درستی می تواند چندجمله ای زمان با بررسی کننده ای۶ الگوریتم که هستند مسائلی ان پی مسائل می دانیم
که هستند مسائلی دسته آن نیز ان پی⁃مکمل مسائل مقابل در دهد. تشخیص را آن غلط یا درست و کند بررسی میگیرد اثبات کننده۷
نامحدود محاسباتی توان دارای اثبات کننده که کنید توجه کند. بررسی آن ها در را نه جواب می تواند چندجمله ای زمان با بررسی کننده ای

است.

۳⁃صدق پذیری مساله ی ورودی برای اثبات کننده  اگر که معناست بدین جمله این است. ان پی مساله ی یک ۸ ۳⁃صدق پذیری مساله ی مثال:
این که دهد تشخیص می تواند چندجمله ای زمان با که دارد وجود بررسی کننده ای آنگاه دهد تحویل متغیرها بودن نادرست و درست از حالتی
همه ی بررسی و متغیرها جای گذاری با می توان ساده ای روش به که خیر. یا کند ارضا را ۳⁃صدق پذیری مساله ی شرط های می تواند حالت
⊠ داد. تشخیص را اثبات کننده ادعای نادرستی یا درستی ورودی طول مرتبه ی از زمانی پیچیدگی با شرط ها

ورودی شروط که کند قانع را بررسی کننده باید اثبات کننده که معنا این به است ان پی⁃مکمل مساله ی یک ۳⁃صدق پذیری مساله ی مکمل
آن به ادامه در که است تعاملی ۹ اثبات دارای مساله این اما است. نداشته وجود مساله این برای بررسی کننده ای تاکنون نیست. صدق پذیر
جواب لحظه همان در اثبات کننده و بپرسد سوال اثبات کننده از می تواند بررسی کننده چندجمله ای بار اندازه ی به که معنا این به می پردازیم.
ورودی طول برحسب چندجمله ای منظورمان می کنیم صحبت چندجمله ای از وقتی و است همه چیزدان اثبات کننده کنید توجه بدهد. را آن
آی پی را می کند بررسی را اثبات کننده ادعای درستی چندجمله ای زمان در تعاملی صورت به بررسی کننده  الگوریتم که مسائل سری این است.

هستند. آی پی مسائل مجموعه ی زیر ان پی⁃مکمل مسائل که است گفتنی مینامیم.

چندتاست. کند ارضا را شروط همه ی که متغیرها نادرست و درست حالت های تعداد که صورت این به می کنیم تعریف قوی تری مساله ی
⁃۳ مکمل مساله ی همان جدید مساله ی صفر جواب بررسی است. 2n برابر حالات این کل تعداد می دانیم است؟ k برابر مقدار این آیا
⁃۳ مساله ی متغیر n که می کنیم تعریف صورت این به را P (x) n⁃متغیره چندجمله ای ابتدا مساله این حل برای است. صدق پذیری
آن بودن نادرست و چندجمله ای در آن بودن ۱ متناظر مساله در متغیر یک بودن درست و باشند داشته وجود چندجمله ای در صدق پذیری
غیر در و یک برابر جمله ای چند محاسبه شده ی مقدار شروط همه ی راضی شدن صورت در و باشد چندجمله ای در بودنش صفر متناظر متغیر
سه ای درجه چندجمله ای است (xi ∨ xj ∨ xk) صورت به که مساله t شرط هر برای دید می توان راحتی به شود. صفر برابر صورت این
توضیح پیش تر که همان طور چندجمله ای این شود ارضا شرط اگر که Pt(x) = (1 − (1 − xi)(1 − xj)(1 − xk)) مانند دارد وجود
خود از (1 − xr) جای به متناظرش چندجمله ای در کافی است باشد داشته وجود x̄r شرط در xr جای به می شود.(اگر یک برابر شد داده 

می کنیم: تعریف کنیم). استفاده xr

P (x) =
∏m

i=0 Pi(x)

از یکی اگر و شد خواهد یک برابر P (x) چندجمله ای درنتیجه و شود یک برابر Pi(x)ها تمام که معناست بدین شرط ها همه ی شدن راضی
تعریف Zp میدان در را ها چندجمله ای این   همه ی است. 3 ×m برابر حداکثر P (x) درجه ی شد. خواهد صفر برابر نشود ارضا شرط ها

شد: خواهد نامساوی این درستی بررسی به تبدیل ما مساله ی حال است. اول عدد و p ≥ 22n که می کنیم

∑1
x1=0

∑1
x2=0 ...

∑1
xn=0 P (x1, x2, ..., xn) = k

بیاوریم. نامساوی این برای تعاملی اثباتی می خواهیم نیست. پذیر امکان چندجمله ای محاسباتی توان با نامساوی این محاسبه  که کنید توجه
6verifier
7prover
83-SAT
9interactive
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بود: خواهد صورت این به الگوریتم می نامیم. Q را اثبات کننده الگوریتم و V را بررسی کننده الگوریتم

می کند. طلب را G(y) =
∑1

x2=0

∑1
x3=0 ...

∑1
xn=0 P (y, x2, x3, ..., xn) چندجمله ای Q از V ابتدا .۱

می فرستد. را G ′(y) چندجمله ای Q .۲
جواب نباشد یا باشد G ′(y) برابر G(y) آنکه از مستقل نباشد برابر اگر نه. یا است G ′(0)+G ′(1) = k آیا که می کند بررسی V .۳

می شود. تمام الگوریتم و منفی است V
.k2 = G ′(q1) کنید فرض می کند. انتخاب تصادفی صورت به را q1 ∈ Zp عدد V .۴

.G(q1) = k2 کند اثبات که می خواهد Q از V .۵
داریم:

G(q1) =
∑1

x2=0

∑1
x3=0 ...

∑1
xn=0 P (q1, x2, x3, ..., xn)

?
= k2

بنویسیم: می توانیم است ثابت q چون

P 2(x2, x3, ..., xn) = P (q1, x2, x3, ..., xn)

G(q1) =
∑1

x2=0

∑1
x3=0 ...

∑
xn=0 P

2(x2, x3, ..., xn)
?
= k2

که: کند ثابت V به Q باید

x1 = q1∑1
x2=0

∑1
x3=0 ...

∑
xn=0 P

2(x1, x2, ..., xn−1) = k2

همین تکرار با برسیم. اول مساله ی مانند مساله ای به دوباره متغیر یک حذف با توانستیم الگوریتم ۵ قسمت درخواست با بنابراین
میرسیم: زیر نامساوی به نامساوی این از الگوریتم

x2 = q2∑1
x3=0

∑1
x4=0 ...

∑
xn=0 P

2(x1, x2, ..., xn−2) = k2

به الگوریتم همان تکرار یک بار با و برسیم ∑1
xn=0 P

n(xn) = kn نامساوی به تا می کنیم تکرار را الگوریتم این آنقدر و
نامساوی اگر و کند بررسی را نامساوی درستی و کند محاسبه را آن می تواند V که می رسیم Pn+1 = kn+1 = P (q1, q2, ..., qn)

منفی کل جواب باشد منفی الگوریتم سه ی قسمت جواب یک بار اگر الگوریتم طی که کنید توجه برگرداند. منفی جواب نبود برقرار
می شود.

وضوح به کند ارسال را جواب حقیقت همواره اثبات کننده الگوریتم اگر است. ناچیز V خطای احتمال کنیم ثابت می خواهیم حال
۱ قسمت های که هربار در باشد. اشتباه V مثبت جواب است ممکن دهد فریب بخواهد اگر اما داد. نخواهد رخ خطایی هیچ
اگر اما ندارد وجود مشکلی بفرستد V به صادقانه الگوریتم اول قسمت در را G ′(x) تابع Q اگر می شود اجرا الگوریتم ۵ تا
برقرار G(q) = G ′(q) نامساوی می شود) انتخاب ۴ قسمت در که تصادفی q(عدد برای آنکه احتمال آنگاه G(x) ̸= G ′(x)

احتمال به باشد نادرست مرحله ای در Q ادعای اگر می باشد. 3× n برابر حداکثر d که است d
p = d

22n
برابر ۳ قضیه ی طبق باشد

الگوریتم اجرای مرحله n طی و نداده) رخ خطایی است(یعنی نادرست ادعای اثبات درحال V نیز بعدی مرحله ی در (1 − d
p)

مبنی Q ادعای نادرستی یا درستی ناچیزی احتمال با جز می تواند V فلذا است. nd
22n

= 3×n2

22n
مقدار به حداکثر خطا کلی احتمال

دهد. تشخیص شروط ارضای حالات تعداد بر

۷
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

آبادی نجف کاظمی  آرمیتا نگارنده: متعدی بستار مسأله نمونه گیری۱،

و میانه) کردن (پیدا چبیشف کران به مربوط جلسات در آن با هم قبلا که است تصادفی نمونه گیری جلسه، این بحث مورد موضوع
ایم. کرده برخورد ،۱۳ تمرین حل جلسه و چگال) های گراف آمیزی سه⁃رنگ مسأله (در چرنف
دهیم. انجام آن روی بیشتری بررسی است خوب است، پراهمیت ای ایده نمونه گیری که آنجایی از

نمونه گیری کلی ایده ۱

کل روی بود قرار که الگوریتمی  و کرده انتخاب را کوچکی بخش بزرگ، ورودی یا داده یک از که است این کلی طور به مبحث این ی ایده
روی دهیم، انجام بزرگ ورودی یک روی تحلیلی می خواهیم اگر یا کنیم اجرا (نمونه) کوچک بخش همان روی تنها کنیم، اجرا ورودی

دهیم. ارائه تحلیل ورودی کل برای آن، اساس بر و دهیم انجام را تحلیل نمونه از کوچکتری بخش
ورودی اندازه به الگوریتم اجرای زمان وقتی (طبعا است. الگوریتم اجرای زمان کاهش اثر بر تحلیل، ارائه ی سرعتِ افزایش روش، این مزیت

است.) کمتر اجرا زمان باشد کوچکتر ورودی اندازه چه هر باشد، وابسته
می شد حاصل ورودی کل بررسی از که ای نتیجه با نمونه بررسی از حاصل نتیجه است ممکن است. دقت رفتن بین از نیز روش این عیب

باشد.) زیاد آن (خطای باشد. داشته زیادی تفاوت
خطا که طوری خاص، سرعت یک به رسیدن برای که کنیم تحلیل درواقع و کنیم ایجاد خطا و سرعت بین تعادلی که است این ما اهداف از

شود. انجام شکلی چه به نمونه گیری عمل نباشد؛ بیشتر معین حدی از هم

نظرسنجی۲ مسأله ۲

باشد. نظرسنجی مسأله نمونه گیری، ایده اعمال برای مثال ترین ساده شاید
می کنیم. مطرح را بیشتری نکات اینجا در ولی بودیم کرده بررسی نیز تمرین حل ۱۳ جلسه در را مسأله این

دارد. منفی یا مثبت نظر مشخص، مسأله یک مورد در آن، از فرد هر که داریم جمعیت یک کنیم فرض
دارند. مشخص مسأله این درباره مثبت نظری جمعیت، از درصدی چه بدانیم می خواهیم

از برآوردی به نمونه، آن برای نظرسنجی نتیجه روی از و کرده انتخاب جمعیت از تصادفی ای نمونه که می کند عمل اینطور نمونه گیری روش
می رسد. جمعیت کل نظرات

و آبی گوی، np ) است. آبی p احتمال به گوی هر داریم. قرمز و آبی رنگ دو در گوی n کنید فرض می کنیم: بیان دیگر زبانی با را مسأله
هستند.) قرمز بقیه

1random sampling
2polling

۱
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بزنیم. تخمین را p می خواهیم عبارتی به یا ست. آبی ها توپ درصد چند بدانیم می خواهیم
است. پذیرش قابل برایمان خطایی احتمال چه و تخمین دقت چه کنیم مشخص می بایست p تخمین برای

همچنین و دارد مناسب تخمین ارائه در موفقیتی عدم احتمال که داریم الگوریتمی احتمالاتی اوقات برخی : FPRAS های الگوریتم
است. مسأله واقعی جواب از تقریبی نیز می دهد ارائه که تخمینی

1− δ حداقل احتمال به الگوریتم این می دهد نشان که داد نسبت الگوریتم به می توان (ϵ, δ) زوج یک بنامیم، p را واقعی مسأله جواب اگر
باشد. (1 + ϵ)p و (1− ϵ)p بین که می دهد جوابی

می گویند. FPRAS ها الگوریتم این به
.1δ و 1

ϵ از تابعی بگوییم باشد بهتر شاید یا باشد δ و ϵ از تابعی باید نیز الگوریتم اجرای زمان
احتمال و ست چند جمله ای ست) ورودی طول n (که (n, 1ϵ ) حسب بر ها الگوریتم از مدل این اجرای زمان بگوییم، تر دقیق بخواهیم اگر

بیفتد.) (1 + ϵ)p و (1− ϵ)p بازه در الگوریتم خروجی که معناست این به (موفقیت است. ثابت آن موفقیت
احتمال با اخیر الگوریتم می توانیم باشد، δ حداکثر نیز آن خطای احتمال که برسیم الگوریتمی  به آنکه برای ندارد. نقشی δ تعریف این در

بیاید. پایین خطا احتمال که کنیم تکرار قدر آن را ثابت موفقیت
p تخمین عنوان به را اجرا بار هر از آمده دست به های تخمین ی میانه سپس و کرده تکرار را الگوریتم بار O (

1
δ

) اگر داد نشان می توان
بود. خواهد δ حداکثر خطا احتمال دهیم، خروجی

کنیم. کمتر معین ی δ از را خطا احتمال کافی، میزان به الگوریتم همان تکرار با و نکنیم وارد تعریف خودِ در را δ پارامتر می توانیم بنابراین

هستیم. نظرسنجی مسأله برای (FPRAS (الگوریتم δ و ϵ ی شده داده های پارامتر با چند جمله ای تصادفی تقریبی الگوریتم یک دنبال
هم از ها نمونه گیری می شود باعث (جایگذاری می کنیم. نمونه گیری جایگذاری با تصادفی طور به را توپ k ابتدا کنید: توجه الگوریتم این به
بار دو آدم یک از مثلا کنیم؛ انتخاب تکراری عضوی اینکه احتمال باشد، بزرگ ورودی وقتی علاوه به شود. ساده تحلیل و باشند مستقل

است.) کم کنیم، نظرسنجی
دهیم. خروجی و زده تخمین l

k را p باشد. l نمونه این در ها آبی تعداد اگر سپس
گرفت. نظر در i⁃ام ی نمونه بودنِ آبی شاخص تصادفی متغیر را Xi می توان بهتر تحلیل برای

هاست. ورودی از عضوی k ی نمونه های آبی تعداد تصادفی متغیر X =
∑k

i=1Xi صورت این در
است؛ E [

X
k

]
= p همینطور و

E[X] = می دهد نتیجه ریاضی امید بودنِ خطی و باشد E[Xi] = Pr (Xi = 1) = p که می دهد نتیجه Xi متغیرِ بودنِ شاخص چون
است. E[X] = kp ⇒ E[X]

k = p ⇒ E[Xk ] = p بنابراین E[
∑k

i=1Xi] =
∑k

i=1E[Xi] = kp

داده خروجی تخمین متوسط (که حالتی چنین در است. p همان آن، خروجی مقدار متوسط باشد، X
k الگوریتم خروجی اگر بنابراین

می گوییم. ۳ نا اریب تخمین گر یک الگوریتم، به باشد)، واقعی مقدار برابر الگوریتم توسط شده
احتمال با مان تخمین دهیم نشان که است این اصلی نکته نیست. سخت هم خیلی مسأله یک برای نا اریب تخمین گر یک کردن پیدا بعضا اما
این باشد.) کم کافی قدر به δ و ϵ های پارامتر است، FPRAS که نا اریب تخمین گر یک برای (مثلا است. نزدیک واقعی مقدار به خوبی

می دهیم. نشان چرنف) و چبیشف مارکف، (کران ایم دیده قبلا که هایی کران کمک به را مطلب
بنویسیم: می توانیم ϵ 6 1 فرض با و چرنف کران به توجه با الگوریتم این برای مثلا

Pr [X > (1 + ϵ)µ] 6 e
−µϵ2

3

نامساوی طرفین باشد. e−kpϵ2

3 6 δ می بایست منظور این برای باشد. δ حداکثر موفقیت عدم احتمال می خواهیم است. µ = kp اینجا در
باشد. k > 1

p
3
ϵ2
ln 1

δ یا kp > 3
ϵ2
ln 1

δ می بایست بنابراین می گیریم. لگاریتم کرده، معکوس را
نیست. بیشتر (1+ ϵ)p از مان تخمین ،1−δ حداقل احتمال به باشد، k = Ω

(
1
p × 1

ϵ2
× ln 1

δ

)
هایمان نمونه تعداد که صورتی در یعنی

3unbiased estimator
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ندارد.) فاصله است، p همان که واقعی مقدار از ϵp از بیش زیادی، احتمال به مان تخمین عبارتی به (یا
کرد. بررسی را ln 1

δ و 1
ϵ2

،1p مقادیر از یک هر به k وابستگی شهودی طور به می توان
انجام را نمونه گیری باید بار 1

p حداقل مثلا پس است 1
p آبی گوی یک دیدن برای نمونه گیری لازم دفعات تعداد امید باشد، کم خیلی p اگر

کمتر تعداد در چون بود خواهد صفر برابر p از مان تخمین احتمالا اینصورت غیر (در دهیم. ارائه p از مناسب تخمینی بتوانیم تا دهیم
نداریم.) آبی گوی دیدن به امیدی نمونه گیری،

ست. وابسته خطا کاهش و تکرار های ایده به نیز ln 1
δ شهودی طور به

دور احتمال به نزدیک ،ϵµ اندازه به میانگین از شدن دور احتمال که است خاطر این به گفت می توان 1
ϵ2

برای شهود مورد در طور همین
شود. میانگین از معیار انحراف یک حداقل اندازه به شدن

لازم خیلی کنیم؛ بیشتر را موفقیت) (احتمال تخمین از اطمینان درجه بخواهیم اگر ست، لگاریتمی  ،δ به k وابستگی چون الگوریتم این در
بیشتری تلاش می بایست شود، تر نزدیک واقعی مقدار به شده زده تخمین مقدار آنکه برای عوض، در اما بگیریم. بیشتری های نمونه نیست

بگیریم.) بیشتری خیلی های نمونه (تعداد کنیم

تخمین را p می خواستیم ابتدا از اینکه به توجه با و است. p مقدار به k وابستگی آن، و گرفتیم نادیده را اساسی مشکل یک اینجا تا
می شود. ایجاد دوری حالت یک بزنیم،

است. آن کردن تر دقیق ما هدف و دارد p از بد چندان نه تخمین یک ابتدا کنیم، حل می خواهیم که ای مسأله کرد تصور می توان
دارد. وجود آن تخمین برای هایی راهکار باز باشیم نداشته p حدود درمورد ای ایده ابتدا از هم اگر

زیاد ها آبی تعداد مان، عضوی k نمونه در اگر دهیم. انجام را نمونه گیری اساس همین بر و ست بزرگی عدد p کنیم فرض ابتدا در مثلا
با p حدود از فرضمان که وقتی تا می گیریم نمونه بیشتری تعداد و آورده تر پایین را p از مان تخمین وگرنه می شود تایید p بزرگی فرض بود،

باشد. همخوان می آید، دست به نمونه از که تخمینی
باشد. سازگار ایم گذاشته p روی که فرضی با ها موفقیت تعداد تا دهیم انجام را نمونه گیری قدر آن می خواهیم شهودی طور به

محاسبه قبل های قسمت در که k این برای که می کنیم توجه نکته این به آن از قبل دهیم. تغییر را الگوریتم شد گفته آنچه بنابر می خواهیم
های موفقیت تعداد متوسط قبلی، های نامساوی طبق پس است. kp مان، عضوی k تصادفی ی نمونه در ها موفقیت تعداد امید کردیم،

است. 3
ϵ2
ln 1

δ حداقل شده دیده
ببینیم. موفقیت µ = 3

ϵ2
ln 1

δ تا کنیم تکرار را نمونه گیری عمل قدر آن داد: تغییر شکل این به را الگوریتم می توان
می دهیم. قرار µ

k را p از مان تخمین باشیم؛ گرفته نمونه k می بینیم، موفقیت بار µ وقتی اگر
های موفقیت تعداد اینکه احتمال باشد، 1

p
3
ϵ2
ln 1

δ مساوی یا بزرگتر k اگر که می گوید ما به چرنف کران قبلی، های استدلال مشابه اینجا در
است. 1

δ از کمتر باشد؛ (1 + ϵ)µ و (1− ϵ)µ ی بازه از خارج شده دیده
است. کم ببینیم، موفقیت µ نمونه، µ

p (1− ϵ) از قبل اینکه احتمال داد نشان می توان چرنف کمک به باز علاوه به
کم چرنف طبق ببینیم، موفقیت µ نمونه گیری تعداد این از قبل اینکه (احتمال ببینیم. موفقیت µ نمونه گیری، بار µ

p از بعد داریم انتظار یعنی
است.)

است. کم ببینیم، موفقیت µ نمونه، µ
p (1 + ϵ) از بعد اینکه احتمال داد نشان می توان هم مشابه طور به

شاید و کنیم حل آن بدون یا جایگذاری با را مسأله که ندارد فرقی خیلی باشد، بزرگ ورودی اندازه اگر بودیم گفته شهودی طور به
بدون حالت در آمده دست به نمونه کنید فرض مثلا چون می شود. هم بهتر اوضاع جایگذاری، بدون گفت بتوان شهوداً کلی طور به حتی
بیشتر کیسه داخل قرمز های گوی نسبت بنابراین باشد. می دیدیم باید که هایی آبی تعداد امید از بیشتر اش آبی های گوی تعداد جایگذاری،

می شود. بیشتر آید دست به قرمز گویی بعد های نمونه گیری در اینکه شانس و می شود اولیه نسبت از
می شویم. داده سوق واقعی µ و توازن برقراری سمت به خود به خود باشیم، نداشته جایگذاری اگر انگار

موفقیت µ تا دهیم انجام قدر آن را نمونه گیری که بود این رویکرد دیدیم، پیشین الگوریتم در که طور همان کوچک: نمادگذاری یک
می کنیم. استفاده µϵδ نماد از µ جای به ادامه در بنابراین دارد. بستگی δ و ϵ های پارامتر به هایمان تحلیل اکثر در نیز µ این مقدار ببینیم.
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متعدی۴ بستار مسأله ۳

در اگر تنها و اگر دارد وجود دار جهت یال u به v راس از آن در که رئوس مجموعه همان با ست گرافی دار، جهت گراف یک متعدی بستار
باشد. موجود u به v از دار جهت مسیری اصلی گراف

نوشت: می توان بنابراین آوریم. دست به دارد مسیر ها آن به v که هایی راس تعداد اصلی، گراف از v راس هر برای می خواهیم فقط اینجا در
G دار جهت گراف ورودی:

دهید. خروجی دارد جهتدار مسیری ها آن به v که هایی راس تعداد G از v راس هر برای خروجی:
دارد. ۵ داده پایگاه  حوزه در کاربردهایی مسأله این حل

کنیم. حل می توانیم راس) هر روی زدن bfs (با O (mn) زمان در را مسأله این
وجود ماتریس ضرب برای نیز بهتری های الگوریتم که آنجایی از و کرد حل را مسأله O

(
n3

) در می توان نیز ها ماتریس ضرب کمک به
داد. کاهش O

(
n2.373

) تا را اجرا زمان می توان دارد
مشخص را خطایمان که δ و ϵ به مربوط لگاریتمی  ضریبی مثلا (با O (m) تقریبا زمان در را مسأله نمونه گیری روش با می خواهیم اینجا در اما

کنیم. حل می کنند.)

وجود جهتدار مسیر آنها به v از که هایی راس تعداد می توان چگونه که می دهیم پاسخ سوال این به ابتدا الگوریتمی، چنین دادن ارائه برای
زد؟ تخمین دارد

دارد. مسیر آنها از کسری چه به v که کنیم محاسبه و بگیریم ها راس از تصادفی نمونه که است این ایده یک
v از داری جهت مسیر اگر است مثبت راس یک نظر اینجا (در کردیم. استفاده نظرسنجی مسأله برای که ست ای ایده همان عیناً ایده این

ست!) منفی راس نظر اینصورت غیر در و باشد داشته وجود آن به
مسیر ها آن به v که گراف رئوس از کسری v خاص راس یک برای می توانیم کنیم، پیاده را نظرسنجی مسأله حل ایده همان دقیقا اگر البته

بود. خواهد اخیر کسری مقدار ضربدر n مطلوب، رئوس تعداد از مان تخمین بنابراین آوریم. دست به دارد جهتدار
نمونه تعداد بر تقسیم مقدار این و کنیم مشاهده موفقیت µϵδ که می گیریم نمونه قدری به نیز اینجا کنیم، پیاده را روش همان اگر درواقع
آنها به v که رئوسی تعداد از مان تخمین بنابراین (µϵδ

k

) دارد. مسیر آنها به v که می دهد رئوسی تعداد کسرِ از تخمینی شده، گرفته های
است. (n× µϵδ

k

) دارد مسیر
مسیر آن به v از بگوییم بتوانیم نمونه هر برای اینکه برای چون ندارد خوبی اجرای زمان رویکرد این که می شود مشخص دقت کمی  با اما
می توانستیم O (1) در نظرسنجی مسأله در سازی، پیاده این (برخلاف کنیم. اجرا v راس از bfs یک می بایست نه، یا دارد وجود جهتدار

است.) منفی یا مثبت فرد یک نظر بفهمیم
کوچکترین اینکه به توجه با و بود خواهد O

(
m× µϵδ

p

)
یا O (mk) اجرا زمان شود، انجام bfs یک بار هر و نمونه گیری بار k اگر درواقع

بود. خواهد O (mnµϵδ) اجرا زمان است؛ 1
n ، p برای ممکن مقدار

همزمان طور به ها راس همه برای که داد تغییر را الگوریتم طوری می توان اما بود. راس یک برای تنها اجرا زمان این که داریم توجه علاوه به
شود. انجام الگوریتم زمان همین در

همه از ببینیم خیر، یا دارد وجود مسیر نمونه راس به v راس از ببینیم فقط آنکه جای به نمونه گیری بار هر در که است صورت این به تغییر
ها یال همه جهت ست کافی است. انجام قابل bfs یکبار تنها با نیز کار این خیر. یا دارد وجود جهتدار مسیر نمونه راس به گراف رئوس

کنیم. شناسایی دارد وجود جهتدار مسیر آنها به نمونه راس از که رئوسی و بگیریم نظر در معکوس را
برسد. µϵδ به رئوس از یک هر موفقیت تعداد که می کنیم تکرار جایی تا نیز را نمونه گیری عمل

دهیم. ارائه را تخمین می توانیم بود، O (mnµϵδ) که قبلی اجرای زمان همان با بنابراین
خطای احتمال که باشد معنا این به شده، گرفته درنظر اینجا در که ای δ می خواهیم مثال برای دارد. وجود اینجا در نیز ملاحظات یکسری

4Transitive Closure
5database
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در و می کنیم. تعریف δ′ = δ
n یک هدف، این به رسیدن برای باشد. δ حداکثر گراف، رئوس از یکی حتی برای شده زده تخمین عدد

برسد. µϵδ′ به رئوس از یک هر موفقیت تعداد که می کنیم تکرار جایی تا را نمونه گیری یعنی می کنیم. استفاده آن از الگوریتم
لگاریتمی) فاکتور یک احتمالا در (ضرب می ماند. O (mnµϵδ) حدود همان در بالا احتمال به اجرا زمان گرفت نتیجه می توان ترتیب این به

نمی شود. بهتر رئوس) همه روی bfs) اولیه حالت از کماکان اجرا زمان ها کار این تمام وجود با

موفقیت تعداد که باشد داشته شمارشگر یک راس هر کنید فرض دهیم؛ انجام کاراتر را نمونه گیری می کنیم سعی الگوریتم کردن بهتر برای
دیده که هایی موفقیت تعداد می خوریم، بر ها آن به bfs در که گراف از رئوسی می شود، اجرا bfs که بار هر دهد. نشان را راس آن های
از bfs ادامه بود، رسیده µϵδ مقدار به آن شمارنده که رسیدیم راسی به اگر کنیم، تر کارا را عملیات آنکه برای می شود. زیاد واحد یک اند،

می کنیم. متوقف را راس آن
باشیم رسیده راسی به اگر است، کمتر دارد جهتدار مسیر ها آن به که هایی راس همه شمارنده از راس هر ی شمارنده که نکته این به توجه با
لزومی  و است رسیده µϵδ مقدار به شان شمارنده نیز دارد جهتدار مسیر بهشان که رئوسی همه است، رسیده µϵδ مقدار به آن شمارنده که

کنیم. زیاد واحد یک را شمارشگرشان تا دهیم انجام آنها روی را bfs ندارد
کنیم، نگاه تر دقیق اگر البته بود. خواهد O (mµϵδ) می شود، دیده bfs توسط بار µϵδ حداکثر یال هر اینکه به توجه با الگوریتم اجرای زمان

نشوند. bfs توسط یالی شدن دیده به منجر که کنیم نمونه گیری را هایی راس است ممکن چون است. O (mµϵδ + nµϵδ) اجرا زمان
مقتصدانه، نمونه گیری با صرفا و نکردیم استفاده پیچیده ای ایده ی از آن در که است این (Edith Cohen (الگوریتم اخیر الگوریتم نکته

کردیم. پیدا دست مناسب اجرای زمان به

۵
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

تا ی محمدی مریم نگارنده: تصادف نمونه گیری و شمارش :٢٨ جلسه

جای گذاری، با همراه تصادف نمونه گیری روش با دیدیم نظرسنج مسأله ی در دیدیم. تصادف نمونه گیری از مثال چند قبل جلسه ی در
نمونه گیری بار 1

p × 3
ϵ2
ln1

δ حداقل است لازم بزنیم، تخمین را آبی توپ های تعداد δ حداکثر خطای با و (1 ± ϵ) تقریب با بخواهیم اگر
بزرگ خیل µϵδ مقدار ،( باشد کوچ خیل p آن ها، برای که (رویدادهایی نادر رویدادهای برای م نامیم. µϵδ را متغیر این که کنیم

کنیم. مدیریت نحوی به را رویدادها این است لازم و م شود

١ کننده ارضا مقدارده های شمارش مسأله ی

است. ٣ متغیر تعدادی عطف شامل پرانتز هر که باشد پرانتز تعدادی فصل صورث به اگر است ٢ فصل نرمال حالت در منطق فرمول ی
فصل ست. نرمال فرمول ی (x1 ∧ x̄2) ∨ (x3 ∧ x1 ∧ x̄1) ∨ (x4 ∧ x̄4) مثال عنوان به

بدهیم.  خروج را آن کننده ی ارضا مقدارده های تعداد م خواهیم و فصل ست نرمال درحالت Φ ِ فرمول ورودی،
np-complete مسائل شمارش نسخه ی #p-complete) است #p-complete کل حالت در ارضاکننده مقدارده های شمارش مسأله 

. است)
این از تقریبی م کنیم سع این جا در اما بیابیم، را باشد ارضاکننده تصادف مقدارده ی این که احتمال کاف ست ، اصل مسأله ی حل برای

هستند. ارضاپذیر آن ها از کسری چه م بینیم و م کنیم انتخاب تصادف مقدارده تعدادی پس بیابیم. نمونه گیری از استفاده با را احتمال
2n از ی حداقل این صورت غیر در است. مشخص تکلیف نبود، ارضاپذیر اگر خیر. یا هست ارضاپزیر Φ آیا که م کنیم بررس ابتدا در

باشد. نمایی است ن مم (µϵδ) لازم نمونه های تعداد بنابراین و p ≥ 1
2n داریم پس م کند ارضا را Φ که دارد وجود مختلف مقدارده

مقدار م خواهیم باشیم، داشته پرانتز m اگر م کند. ارضا را م i پرانتز که باشد مقدارده هایی همه ی مجموعه ی Ai کنید فرض
ارضا را پرانتز این که مقدارده ای هر برای باشد. متغیر si شامل و باشد ارضاپذیر iم پرانتز کنید فرض بزنیم. تقریب را |∪m

i=1Ai|

Ai مجزای اجتماع را X مجموعه ی .|Ai| = 2n−si بنابراین ندارد اهمیت متغیرها بقیه ی مقادیر اما است ثابت متغیر si این مقدار م کند،
برچسب سه با a باشد، آمده ها Ai از تا سه در a اگر مثلا اعضا، تکرر کردن حساب با اما هاست Ai اجتماع X یعن م کنیم، تعریف ها
مقدارده های نشان دهنده ی آن سطرهای که یرید ب نظر در جدول ی .|X| =

∑m
i=1 |Ai| داریم بنابراین م شود. ظاهر X در مختلف

برای i مقدارده اگر ذارید ب ی j ستون و i سطر تقاطع محل در باشد. پرانتز ی متناظر آن ستون هر و باشد Φ فرمول ارضاکننده ی
شید. ب دایره را م شود ظاهر سطر این در که ی درایه ی اولین دور سطر، هر در باشد. ارضاکننده j پرانتز

1DNF-counting
2DNF
3literal
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١ ١ ٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ١ ١ ١ ٠

. .

. .
. .

١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠

اصل جواب همان که |
∪m

i=1Ai| با برابرست جدول این ستون های تعداد ، m با برابرست جدول این سطرهای تعداد صورت، این در
.|X| با برابرست جدول ی های تعداد جمع و کشیده ایم خط آن ها دور که ی هایی تعداد با برابرست طرف از و است، مسئله

م کنیم: عمل ل ش این به
دنبال به خیر. یا است کشیده شده دایره آن دور آیا م کنیم بررس و م کنیم انتخاب نواخت ی و تصادف صورت به را جدول ی های از ی

کنیم. انتخاب را ی ها از ی تصادف و نواخت ی صورت به دهد اجازه ما به که هستیم وریتم ال
زمان در (بنابراین |Ai| با برابرست i ستون ی های تعداد م دانیم م کنیم. انتخاب آن ی های تعداد با متناسب احتمال با را ستون ی
مرحله (این م کنیم انتخاب را ستون این ی های از ی تصادف و نواخت ی صورت به سپس داد). انجام را گام این م توان چندجمله ای
این دور آیا م کنیم بررس و است) انجام قابل چندجمله ای زمان در که تصادف ست صورت به Ai اعضای از ی کردن انتخاب معادل

بررس م خواهیم باشد j ستون و i سطر در در باشیم کرده انتخاب که ی درایه ی اگر یعن خیر. یا است شده کشیده دایره ی درایه ی
انجام قابل چندجمله ای زمان در نیز مرحله این که خیر. یا کند ارضا را م k پرانتز م i مقدارده که به طوری دارد وجود k < j آیا کنیم

است.
دور که ی هایی تعداد نسبت داریم. نیاز نمونه گیری بار چند کل در م کنیم بررس حال است. چندجمله ای نمونه گیری بار هر زمان پس
پس است دایره دار آن ها از ی تنها و دارد وجود ی تا m حداکثر سطر هر در زیرا است 1

m حداقل جدول در ی ها کل به است دایره آن ها
است. چندجمله ای که است mµϵδ حداکثر لازم نمونه های تعداد

بیابیم. را ارضاکننده مقدارده های این از ی م خواهیم حال بزنیم. تقریب را ارضاکننده مقدارده های تعداد توانستیم پس

ارضاکننده مقدارده تولید

احتمال چون م دهیم. خروج را آن متناظر مقدارده و برسیم دایره دار ِ ی درایه ی ی به تا م کنیم تولید ی ، قبل وریتم ال با قدر آن
ی ابن که احتمال دیدیم م شود. انتخاب سان ی احتمال با دایره دار ِ ی هر پس است سان ی هم با قبل وریتم ال در ی ها شدن انتخاب

شود. تولید دایره دار ی درایه ی ی تا کنیم نمونه گیری بار m باید حداکثر متوسط طور به پس است. 1
m حداقل باشد، دایره دار ی درایه ی

م دهیم: ارائه این کار برای ری دی وریتم ال
نگه  1

c احتمال با را درایه این باشد. داشته وجود درایه این به مربوط سطر در ی تا c کنید فرض یرید. ب نظر در تصادف ی درایه ی ی
م دهیم. خروج را آن با متناظر مقدارده و م داریم

Px > 0 احتمال با را x که داریم وریتم ال و کنیم تولید A مجموعه ی از ی نواخت تصادف نمونه ی ی م خواهیم کنید فرض
م کنیم. عمل بالا مانند کند. تولید سان ی احتمال با را A عضو هر که دهیم ارائه وریتم ال وریتم، ال این روی از م خواهیم م کند. تولید
پس باشد. Px کمینه ی برابر که عددی ست ϵ که م دهیم خروج و م داریم نگه ϵ

Px
احتمال با و م کنیم تولید بالا وریتم ال با را x عنصر

پس م دهیم. خروج را عنصر ی Px × ϵ
Px

= ϵ احتمال با پس م داریم نگه ϵ
x احتمال با و م کنیم تولید Px احتمال با را عنصر ی

داریم: یریم ب نظر در را نمونه ی کردن تولید در موفقیت احتمال بخواهیم اگر
Pr[success] =

∑
x∈A

Px ×
ϵ

Px
= ϵ|A| = {xmin Px}|A|
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احتمال نباشد، نواخت ی اولیه توزیع اگر اما است، ی موفقیت احتمال صورت این در Px = 1
|A| باشیم داشته x ∈ A هر برای اگر مثلا

م آید. پایین موفقیت

شمارش وریتم ال روی از تولید وریتم ال ارائه ی

بدهیم. ارائه دلخواه DNF تولید وریتم ال ی دلخواه، DNF شمارش وریتم ال ی از استفاده با م خواهیم
در که صورت این به میشماریم، شمارش وریتم ال از استفاده با را باشد true با برابر x1 متغیر آن ها در که ارضاکننده ای مقدارده های تعداد
که شمارش وریتم ال از استفاده با را جدید فرمول این برای کننده ارضا مقدارده های تعداد و م کنیم ذاری جای را x1 مقدار اصل فرمول
مقدارده های تعداد مشابه طریق به باشد. داشته وجود حالت این در کننده ارضا مقدارده t کنید فرض م کنیم. محاسبه داریم، اختیار در

م نامیم. f را باشد false با برابر x1 آن ها در که ارضاکننده ای
مقدارده ی بازگشت صورت به و م دهیم قرار false با برابر f

t+f احتمال با و true با برابر t
t+f احتمال با را x1 متغیر مقدار سپس

م کنیم. تولید باقیمانده فرمول برای تصادف ارضاکننده ی
م کنیم استفاده وریتم ال این از بار 2n کل در پس م کنیم استفاده شمارش وریتم ال از بار دو فرمول، در متغیر هر ازای به وریتم ال این در

است. چندجمله ای نیز تولید وریتم ال کل پس م کند کار چندجمله ای زمان در شمارش، وریتم ال چون و
کند، کار چندجمله ای زمان در که تقریبی ای شمارش وریتم ال اما نداریم، کند کار چندجمله ای زمان در که شمارش وریتم ال که دیدیم

م رسیم: نواخت ی تقریبا تولیدکننده ی ی به تقریبی، شمارش وریتم ال این از استفاده با دارد. وجود
شمارش وریتم ال ی از استفاده با این که احتمال .( xi = si (یعن یرید. ب نظر در x1, ..., xn متغیرهای برای را s1, ..., sn مقدارده

با: برابرست برسیم s1, ..., sn مقدارده به
Pr[s1, ..., sn] = Pr[x1 = s1]× Pr[x2 = s2|x1 = s1]× Pr[x3 = s3|x1 = s1, x2 = s2]× ...

پس م شوند. محاسبه δ خطای با و (1± ϵ) تقریب با نیز f
t+f و t

t+f مقادیر م کنیم، محاسبه δ خطای با و (1± ϵ) تقریب با را t, f اگر
ی این که احتمال زیرا دارد، فاصله درست احتمال با (1 + ϵ)n حداکثر ،1− nδ حداقل احتمال با دل خواه، مقدارده ی تولید احتمال

این که احتمال پس است δ حداکثر باشد، داشته فاصله (1±) واقع مقدار با Pr[xi = si|x1 = s1, ..., xi−1 = si−1] عبارت های از
حداکثر ،1− nδ احتمال با ، مقدارده ی تولید احتمال پس است، nδ حداکثر باشند داشته فاصله واقع مقدار با عبارت n این از ی

دارد. فاصله درست احتمال با (1± ϵ)n

شمارش تقریبی وریتم ال است خوب کند، عمل δ′ حداکثر خطای با و (1 + ϵ′) تقریب با مقدارده تولید وریتم ال ی بخواهیم اگر پس
کند. عمل δ′

n حداکثر خطای با و (1 + ϵ′

n ) تقریب با ما

تولید وریتم ال روی از شمارش وریتم ال تولید

برابر x1 مقدار داشته آن ها در که مقدارده ها از کسری و کنیم تولید تصادف نمونه ی تعدادی و کنیم استفاده تولید وریتم ال از م توانیم
دهیم. انجام متغیرها بقیه ی برای بازگشت صورت به را این کار و باشد true x1، مقدار کنیم فرض سپس آوریم، دست به را باشد true

.Pr[x1 = true] در ضرب مقدارده ها کل تعداد با است برابر باشد true برابر x1 متغیر مقدار آن ها در که مقدارده هایی تعداد م دانیم
به که دهیم ادامه جایی تا را نمونه گیری که صورت این به بزنیم، تخمین را Pr[x1 = true] مقدار م توانیم نمونه گیری کلاسی روش با
مقدار زدن، تخمین از بعد م شود. زده تخمین Pr[x1 = true] مقدار آن روی از و باشد true ،x1 مقدار آن ها در که برسیم نمونه تا µϵδ

در و م زنیم تخمین بازگشت صورت به را باشد true ،x1 مقدار آن ها در که کننده ارضا مقدارده های تعداد و م دهیم قرار true را x1
م آید. دست به کننده ارضا مقدارده های کل تعداد از تخمین نهایت

تا دهیم انجام زیادی نمونه گیری های باید باشد، کوچ Pr[x1 = true] مقدار اگر که است این باشد داشته است ن مم راه این که ل مش
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باشد، کم Pr[x1 = true] مقدار اگر اما م شود. اجرا زمان شدن بد باعث که آوریم دست به نمونه گیری کلاسی روش با خوبی تخمین
پیشامدهای از ی که دهیم ادامه جایی تا را نمونه گیری م توانیم پس است. زیاد Pr[x1 = false] = 1 − Pr[x1 = true] مقدار
م شود. تکرار بار 2µϵδ حداکثر مرحله هر در نمونه گیری فرایند نتیجه در برسد، موفقیت µϵδ حداقل به ، x1 = false یا x1 = true

وریتم ال ی بخواهیم اگر قبل مانند و م شود تحمیل ما به (1 + ϵ) خطای ضریب مرحله هر در داشتیم، قبل حالت برای که تحلیل مانند
خطای با و (1 + ϵ′

n ) تقریب با مقدارده تولید وریتم ال است خوب باشیم، داشته δ′ حداکثر خطای با و (1 + ϵ′) تقریب با شمارش
کند. عمل δ′

n حداکثر
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

توحیدیان فاطمه نگارنده: ایزوله سازی لم یکتا، جواب های تقارن، شکستن :۱ جلسه

کامل تطابق آشنای مسئله ی با می بینیم. را ایزوله سازی۱ لم کاربرد خاص طور به و تقارن شکستن مهم روش های از یکی درمورد جلسه این در
می کنیم: آغاز را بخش این ۲ دوبخشی گراف در

دوبخشی گراف در کامل تطابق ۱

بخش دو از و است n×n که داریم دوبخشی ای گراف کنید فرض کنیم. حل جبری روش یه کمک به را مسئله این می توانیم که بودیم دیده
می  کردیم: تعریف زیر صورت را M ماتریس است. شده تشکیل W و V

Mij =

xij eij ∈ E

0 صورت این غیر در
(۱)

یک ماتریس این دترمینان می گذاشتیم. xij مساوی را M ماتریس (i, j) درایه آن  گاه بود، وصل W از j راس به V از i راس اگر یعن
می شد: چندجمله ای

det(M) =
∑
Π

(−1)sign(Π)
n∏

i=1

Mi,Π(i)

تصادفی آزمون یک نیز آن کردن بررسی برای نباشد. صفر با متحد چندجمله ای این که داشت کامل تطابق یک حداقل گراف درصورتی
برای و می کردیم انتخاب تصادفی صورت به را ها xij مقدار بزرگی کافی اندازه ی به خوب دامنه ی از که صورت این به کردیم. طراحی ساده

1Isolating Lemma
2Perfect Matching in Bipartite Graph

۱
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لم توسط که چندجمله ای ها صلبیت۱ خاصیت کمک به سپس نه. یا می شود صفر ما جمله ای چند آیا که می کردیم بررسی تصادفی مقدار این
نه. یا است صفر با متحد ما چندجمله ای که بفهمیم می توانستیم خوبی احتمال با که دیدیم می شد، دیده شوارتز⁃زیپل۲

پیدا برای زیرا است، موازی سازی قابل که است این دارد دیگر الگوریتم های به نسبت که مزیتی و داشت تصمیم گیری حالت بالا مسئله ی
کارا صورت به که است مسائلی کلاس NC که است RNC کلاس در خاص طور به دارد. وجود موازی الگوریتم ماتریس دترمینان کردن
را کار همین کردیم اشاره همچنین می شوند. حل چندلگاریتمی۳ زمان در پردازنده جمله ای چند تعداد کمک به یعنی موازی سازی اند، قابل
به می توانیم نیز را مسئله این جست وجوی نسخه ی همچنین داشت). تفاوت ماتریس (تعریف داد انجام می توان نیز کلی تر گراف های برای
دارد وجود کامل تطابق باقی مانده گراف در آیا می بینیم و می کنیم حذف را یال  یک که صورت این به کنیم. حل تحویلی۴ خود روش کمک
آن می توانیم و داریم، احتیاج یال آن به یعنی داشت وجود اگر می کنیم. حذف را یال آن و نداریم نیاز یال آن به یعنی نداشت وجود اگر نه. یا
باعث جست وجو، مسئله ی حل برای تحویلی خود روش این از استفاده اما . دهیم... ادامه و کنیم حذف آن سر دو راس های همراه به را یال
همزمان را آن ها همه نمی توانیم و دهیم ادامه و کنیم امتحان یکی یکی را یال ها همه ی باید زیرا می شود ما موازی سازی خاصیت شدن خراب
باشد. داشته کامل تطابق همچنان گراف است ممکن کنیم حذف را یالی هر و باشیم، داشته کامل تطابق چند است ممکن زیرا کنیم. چک
تطابق یک تنها اگر و داریم) کامل تطابق های همه ی بین تقارنی انگار واقع (در می کند ایجاد مشکل ما برای داریم، جواب چند که این پس

بود. آسان تر ما کار داشتیم، کامل

شود. یکتا ما کامل تطابق که می کنیم کاری دهیم. انجام موازی صورت به را کامل تطابق کردن پیدا می خواهیم
کنیم. «مشخص» را کامل تطابق های از یکی می کنیم سعی ایده:

کند. پیدا را کمینه کامل تطابق که می دهیم ارائه الگوریتمی سپس باشد. یکتا کمینه کامل تطابق که می دهیم نسبت وزن گونه ای به یال ها به
این خوبی صورت به اگر می دهیم نشان و می دهیم انجام تصادفی را کار (این دهیم نسبت یال ها به را وزن ها این توانستیم کنیم فرض حال

شد). خواهد پیدا یکتا کمینه کامل تطابق خوبی احتمال با دهیم، انجام را کار
بگیرید. نظر در را w : E → N وزن تابع

می کنیم: تعریف زیر صورت به را Q ماتریس M ماتریس شبیه

Qij =

2wij eij ∈ E

0 صورت این غیر در
(۲)

داریم:

det(Q) =
∑
Π

(−1)sign(Π) × 2

n∑
i=1

wiΠ(i)

از هرکدام پس درایه ها). از خاص (جایگشتی پراکنده قطر آن با متناظر تطابق وزن درواقع است، شده ظاهر ۲ توان در که عبارتی
متناظر تطابق وزن توان به دو صورت این غیر در می شود صفر نباشد، کاملی تطابق هیچ با متناظر جایگشت این اگر دترمینان، این جمله های

است.

صورت به یا و هستند صفر یا جمله ها بقیه و است. 2W ، det(Q) جمله های از یکی باشد. W کمینه تطابق وزن کنید فرض حال
یعنی این که det(Q) = 2w(±1 + ...) واقع در می شمارد. را det(Q) که است ۲ از توانی بزرگترین 2W پس . W ′ > W که 2W

′

موازی صورت به را آن می توانیم (که کنیم محاسبه را det(Q) بتوانیم اگر یعنی این فرد. عدد یک در 2W ضرب با است برابر det(Q)

(دقت می شود کمینه کامل تطابق وزن با متناظر که کنیم پیدا را می شود ۱ آن مقدار که بیتی ارزش ترین کم است کافی آن گاه دهیم)، انجام
یکی یکی می توانیم حال کنیم. پیدا را کمینه کامل تطابق وزن می توانیم راه این با پس است). یکتا کمینه کامل تطابق که کردیم فرض کنید

1Rigidity
2Schwartz–Zippel lemma
3Polylogarithmic
4Self Reduction

۲
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نداریم. جواب چند داشتن نظر از مشکلی دیگر و کنیم بررسی موازی صورت به را یال ها

است واضح است. بزرگ چقدر می کنیم انتخاب را وزن آن از که دامنه ای که است این سوال یک کنیم؟ پیدا چگونه را w وزن تابع حال
یک انتخاب باشد، بزرگتر مجموعه این چه هر همچنین می شود. کمتر برابر وزن با تطابق دو وجود احتمال باشد، بزرگتر دامنه این هرچه که

می خواهد. نیز بیشتری زمان و می شود سخت تر تصادفی عدد

می رسیم: زیر مهم لم به حال
وزن یک xi هر به کنید فرض باشد. شده داده X = {x1, · · · , xm} محموعه های زیر از A خانواده ی کنید فرض (ایزوله سازی) .۱ لم

است. یکتا A از کمینه وزن با مجوعه 1
2 حداقل احتمال با صورت این در دهیم. نسبت {1, 2, 3, · · · , 2m} مجموعه ی از تصادفی

هرکدام کمینه ی و می گیریم نظر در را نیستند شامل که آن هایی و هستند شامل را آن که A از مجموعه هایی X از عضوی هر برای اثبات.
می کنیم: تعریف می  کنیم. بحث نتایج این روی سپس و می کنیم بررسی جداگانه را

∀x ∈ X : Ax = {S ∈ A | x ∈ S}, Bx = {S ∈ A | x /∈ S}

Yx = {Ax کمینه {مجموعه های

Nx = {Bx کمینه {مجموعه های

Mx = {A کمینه {مجموعه های

دهد. رخ می تواند حالت سه حال

Mx = Yx آن گاه ، x = −∞ اگر ●
Mx = Nx آن گاه ، x = +∞ اگر ●

Mx = Yx ∪Nx که دارد وجود نقطه یک دقیقاً دهیم، افزایش x = +∞ به x = −∞ از را x وزن اگر ●

داریم: می نامیم. مبهم را x ، Mx = Yx ∪Nx یعنی دهد رخ سوم حالت اگر

Pr[ مبهم x ] ≤ 1
2m

می تواند x برای ممکن مقدار 2m از یکی حداکثر بگیرید)، نظر در بقیه برای ثابت مقدار (یک باشد هرچیزی متغیرها بقیه مقدار اگر زیرا
بخواهیم اگر البته است). صفر برابر احتمال این نباشد، ما وزن های مجموعه ی در نقطه آن اگر کنید (دقت شود مبهم x که شود باعث
همه ی و باشند) داشته ثابتی مقدار ها متغیر بقیه که این شرط به باشد مبهم x که این (احتمال بنویسیم شرطی احتمال باید بنویسیم دقیق تر

داریم: اجتماع  کران قانون از استفاده با حال می رسیم. 1
2m به هم باز روش این با . ... و بزنیم جمع هم با را مختلف حالات

Pr[ مبهم xiها از یکی ] ≤ 1
2

که است معنی این به ها xi نبودن مبهم زیرا می شود. کامل اثبات و نیست، مبهم ها xi از کدام هیچ 1
2 حداقل احتمال به نتیجه در

نمی آید. یا می آید کمینه مجموعه ی در یا xi و است معلوم xi هر تکلیف

بگیریم، را مجموعه ها زیر همه ی اگر البته باشد). نمایی می تواند (مثلا نیست مهم A مجموعه ی اندازه ی لم، این در که کنید دقت

۳
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مجموعه ی و باشد نمایی آن اندازه ی که کنیم تعریف را آن جوری می توانیم هم باز اما شد. خواهد یکتا مجموعه ی این تهی مجموعه ی بدیهتاً
نباشد. بدیهی نیز کمینه

احتمال به و است، یال ها تعداد m که می دهیم نسبت {1, 2, · · · , 2m} مجوعه از وزنی یال هر به برمی گردیم. اصلی مسئله ی به حال
را Qi,j دهیم؟ تشخیص را تطابق این یال های چگونه است، یکتا تطابق این که این فرض با حال است. یکتا کمینه کامل تطابق 1

2 حداقل
می شود. حاصل Q ماتریس م j ستون و م i سطر حذف از که ماتریسی می کنیم تعریف

کمینه کامل تطابق وزن W آن در (که باشد فرد det(Qi,j)×2wij

2W
اگر فقط و اگر دارد وجود یکتا کمینه کامل تطابق در (i, j) یال .۱ قضیه

می شمارد. را کسر صورت که باشد ۲ از توانی بزرگترین 2W یعنی است).

کنیم: محاسبه داده ایم تغییر زیر صورت به را آن م j و م i سطر که را Q ماتریس دترمینان می خواهیم کسر صورت در واقع در اثبات.



j

0
...
0

i 0 · · · 0 2wij 0 · · · 0

0
...
0


داریم: درواقع

det(Qi,j)× 2wij =
∑

Π:Π(i)=j

sign(Π)×
n∏

k=1

QkΠ(k)

صورت به یا صفرند یا نیز جمله ها بقیه می شود. 2W با برابر بالا جمع جمله های از یکی آن گاه باشد، کمینه تطابق جزو (i, j) یال اگر
تمام یا هم باز نیز نباشد کمینه تطابق جزو (i, j) یال اگر می شود. فرد حاصل عدد کنیم، 2W بر تقسیم اگر درنتیجه ، W ′ > W که 2W

′

است. زوج حتماً حاصل عدد می کنیم 2W بر تقسیم وقتی که است معنی این به که ، W ′ > W که 2W
′ صورت به یا صفرند جملات

پردازنده O(n3) با را آن می توانیم باشد، O(n3) از دترمینان محاسبه ی کنیم فرض اگر کنیم. حساب دترمینان بار m باید ما حال،
تعداد درنهایت و می شود ضرب آن در نیز m ضریب پس دهیم انجام باید یال ها تمام برای را کار این چون کنیم. محاسبه موازی طور به

می شود. O(mn3) از پردازنده ها

می کنیم بررسی سپس و می آوریم، بدست نمونه تطابق یال های برای کاندیدهایی دادیم، انجام یال ها برای را آزمون ها این که این از بعد
می کنیم. تکرار را مراحل این نمی دادند، اگر خیر. یا می دهند کمینه تطابق یک ما به آیا که

این واقع در باشد. داشته زیادی بیت های تعداد می تواند ماتریس این درایه های از هرکدام که است این دارد وجود که دیگری نکته ی
از بزرگتر یال ها تعداد کنیم فرض اگر حال می شود. O(m+ n log n) از لازم بیت های تعداد بنابرین و باشد O(2mn!) از می تواند مقدار
می توانیم و هستند موازی سازی قابل نیز جمع و ضرب (زیرا کنیم اضافه نیز m ضریب یک پردازنده ها تعداد برای می توانیم باشد، n log n

جمله ای چند پردازنده ها این تعداد هرحال، به کنیم). موازی سازی را اعمال این اعداد بیت های تعداد اندازه ی به پردازنده هایی داشتن با
می کند. صدق RNC کلاس تعریف در و می شود

۴
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نظر در را Q الحاقی ماتریس کنیم). حساب دترمینان زیادی تعداد که این (بدون دارد وجود محاسبات این برای نیز دیگری راه البته
بگیرید:

adj(Q) =


j

...
i · · · (−1)i+jdet(Qj,i) · · ·

...

= Q−1 × det(Q)

می آیند. دست به ماتریس این کمک به می خواهیم که هایی det(Qj,i) همه و کنیم حساب را Q−1 بار یک است کافی یعنی این

الگوریتم این مورد در نکاتی

را بودن (تصادفی نه یا داریم نیز NC الگورتیم آیا که است این سوال حال داشت. RNC پیچیدگی الگورتیم این دیدیم، که همان طور
در مسئله این که است شده ثابت مثلا است. آمده دست به اخیر سال های در مهمی نتایج البته است. مهم باز سوال یک این کنیم). حذف
(تعداد کنیم حل پردازنده  npolylog(n) تعداد با و ( polylog ) پلی لگاریتمی زمان در و قطعی صورت به را آن می تونیم یعنی است. QNC

نیست). نیز چندجمله ای ولی نیست نمایی پردازنده ها

تطابق تصمیم گیری نسخه ی به موازی صورت به را کامل تطابق یک کردن پیدا مسئله ی کلی، گراف های برای اخیر، سال های در همچنین
داده اند. کاهش کامل

انجام را کار این تمرین عنوان به می توانید (که کنیم حل روش این از استفاده با را آن ها می توانیم که دارند وجود نیز دیگری مسائل
مثال: برای دهید).

بیشینه۱ تطابق کردن پیدا ●
دهیم. انجام را کار این کامل تطابق مسئله ی به آن دادن کاهش با می توانیم

باشد) چندجمله ای یال ها وزن اندازه ی که حالتی (در کمینه۲ وزن با تطابق کردن پیدا ●
باشد) ۱ یال ها ظرفیت که حالتی (در بیشینه۳ جریان ●

دقیق۴ تطابق ●
تطابق کردن پیدا برای که الگوریتمی کنیم. پیدا قرمز یال k با کاملی تطابق که است این هدف هستند. آبی یا قرمز گراف یال های

نتیجه: در و کند حل نیز را مسئله این تا دهیم تعمیم می توانیم را دیدیم کامل
ExactMatching ∈ RNC

یعنی: است، نشده پیدا جمله ای چند الگوریتم هنوز Exact Matching مسئله ی برای اما
ExactMatching

?
∈ P

1Maximum Matching
2Minimum Matching
3Maximum Flow
4Exact Matching
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مسئله ای وقتی دلیل همین به است). اکید زیرمجموعه که می شود زده حدس (البته NC ⊆ P که: است جالب لحاظ ازین نکته این
است). نشده پیدا امروز به تا (ولی باشد داشته نیز جمله ای چند الگوریتم یک باید که دارد وجود حدسی همچنان است، RNC عضو

است. الگوریتم این موازی سازی برای مهم خیلی عنصر یک بودن تصادفی که کنیم تعبیر صورت این به می توانیم

کننده کمک می تواند جواب بودن یکتا آن در که دیگری زمینه ی کنیم. صحبت ایزوله سازی لم دیگر کاربرد یک مورد در می خواهیم حال
هستند. سخت مسائل می رسد)، نظر به جالب حداقل (یا باشد

سخت مسائل ۲

مقداردهی یک دقیقا بدانیم اگر مثال، برای باشد؟ کمک کننده می تواند دارد وجود یکتا جواب یک بدانیم که این نیز، سخت مسائل در آیا
ممکن بیشتر، محدودیت های کردن اضافه اوقات خیلی درواقع نیست. پذیر ارضا که این یا دارد، وجود 3-SAT مسئله ی یک برای پذیر ارضا
این شوند، محدود بسیار مجاور قطعه های قطعه، هر گذاشتن با اگر داریم. پازل یک کنید فرض مثال برای کند. کمک مسئله حل به است
مورد در داریم. سروکار سراسری۱ بودن یکتا با ما کنید دقت اما کنیم. حل را پازل راحت تر که می کند کمک ما به بیشتر محدودیت های
این یعنی نمی کند! کمک ما به سخت) (مسائل حالت این در که می دهیم نشان حال بود. محلی۲ محدودیت یک ما محدودیت پازل، مثال

دهیم: کاهش دارند جواب یک تنها که مسائلی به را کلی حالت مسائل که می توانیم

SAT ≤RP USAT ۳

یک ما تحویل خود (یعنی دارد تصادف به نیاز ما کاهش اینجا اما بودند، چندجمله ای کاهش بودیم، دیده ما که کاهش هایی البته
می دهیم: نشان یعنی می دهیم، انجام خوشه ها مسئله ی درباره ی درواقع را کاهش این ما البته است). جمله ای چند تصادفی الگوریتم

Clique ≤RP UClique ۴

خوشه ها مسئله ی ●
k عدد و G گراف ورودی:

نه؟ یا دارد راس k با هستند) وصل هم به همه که راس k ) خوشه ای G گراف آیا خروجی:

باشد: زیر صورت به ما کاهش خروجی و ورودی کنید فرض باشد؟ داشته خاصیتی چه باید ما کاهش حال
(G, k) ورودی:

(G′, k′) خروجی:

داریم: را خاصیت ها این کنید فرض

(G, k) /∈ Clique ⇒ (G′, k′) /∈ Clique

که کنیم نتیجه گیری ما که بود (طبیعی بود نخواهد پذیر امکان قطعاً نیز خروجی نباشد، پذیر امکان ورودی که صورتی در یعنی
(G′, k′) نباشد، پذیر ارضا اصلی مسئله ی برای (G, k) اگر یعنی می گذاریم، قوی تری فرض ما اینجا در اما ، (G′, k′) /∈ UClique

1global
2local
3Unique SAT
4Unique Clique

۶
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با باشد، پذیر ارضا اصلی مسئله ی برای (G, k) که درصورتی اما ندارد). k′ اندازه ی با خوشه ای هیچ اصلا بلکه ندارد، یکتا جوابی تنها نه
یعنی: کنیم. بیان را این می توانیم مثبتی احتمال با اما دارد، وجود (G′, k′) برای یکتا جوابی که کنیم گیری نتیجه نمی توانیم کامل قطعیت

(G, k) ∈ Clique ⇒ Pr[(G′, k′) ∈ UClique] = Ω(
1

n2
)

یک اگر حال دهیم. افزایش را احتمال این می توانیم تکرار تکنیک با هم باز اما می رسد، نظر به کننده ناامید اول نگاه در که این با
اگر که صورت این به داریم. نیز Clique برای که می شود نتیجه آن گاه باشیم، داشته UClique مسئله ی برای چندجمله ای تصادفی الگوریتم
جواب 1

n2
احتمال با نیز باشد داشته وجود اگر و می رسیم، درست قطعی جواب به الگوریتم این با باشد، نداشته وجود نظر مورد خوشه ی

که: است معنی این به واقع در این و شویم). موفق بالا۱ احتمال با تا کنیم اجرا بار O(n log n) می توانیم حتی (و می گیریم درست

UClique ∈ RP ⇒ NP = RP

حکم اول خاصیت در (G′, k′) /∈ Clique حکم جای به اگر که کنید بررسی می توانید همچنین . است ذهنی از دور و عجیب اتفاق که
دهیم. انجام را بالا نتیجه گیری نمی توانستیم آن گاه داشتیم، را (G′, k′) /∈ UClique

دهیم؟ انجام را کاهش این چگونه حال

است). [1, 2, · · · , 2n] ، [2n] از (منظور می کنیم تعریف تصادفی صورت به را w : V → [2n] تابع ●
است. یکتا 1

2 حداقل احتمال با بیشینه وزن با k اندازه ی با خوشه ی ایزوله سازی، لم طبق ●
G′ در خوشه یک صورت به راس 2nk + w(v) ، G در v راس هر برای می کنیم: تعریف صورت این به را (G′, k′) گراف ●

می گذاریم.
وصل ( G′ گراف (در v با متناظر خوشه ی راس های همه ی به را u با متناظر خوشه ی های راس همه ی uv ∈ G یال هر برای ●

می کنیم.
می کنیم. انتخاب تصادفی صورت به را r ∈ [2nk] عدد ●

. k′ = 2nk2 + r می دهیم قرار ●

می کنیم: بررسی را شده مطرح خاصیت های حال می یابد. پایان ما تحویل و

است. (k− 1)× (2nk+2n) حداکثر G′ خوشه ی بزرگترین اندازه ی صورت این در ندارد. k اندازه ی با خوشه ای G کنید فرض ●
داریم: حال

1With High Probability

۷
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(k − 1)× (2nk + 2n) < 2nk2 < k′

وجود G در C مثل یکتا بیشینه وزن با k−خوشه یک 1
2 حداقل احتمال به باشد. داشته k اندازه ی با خوشه ای G کنید فرض ●

است برابر G′ در C خوشه ی اندازه ی است). شده تعیین یکتا خوشه این کنید فرض بعد به اینجا از همچنین . ۱ لم (طبق دارد
داریم: حال . 2nk2 + w(C)

(2nk2 + 1) ≤ (2nk + 1)k ≤ 2nk2 + w(C) ≤ k(2nk + 2n) = 2nk2 + 2nk

همچین اگر که کنید دقت همچنین بود). [2nk] بازه در تصادفی عددی r (زیرا دارد k′ اندازه ی با خوشه ی G′ ، 1
2nk احتمال با حال

زیرا: هست. نیز یکتا باشد، موجود خوشه ای
از کمتر وزنی G′ در آن با متناظر خوشه ی نتیجه در و دارد، w(C) از کمتر وزنی بگیریم، را G در k اندازه ی با خوشه ی هر –

دارد. k′ = 2nk2 + w(C)

شرایط این با خوشه بزرگترین سایز که دیدیم قبل قسمت طبق باشیم، داشته G در k − 1 حداکثر اندازه ی با خوشه ای اگر –
است. k′ از کمتر حتما

G′ در (2nk + 1)(k + 1) حداقل سایز با خوشه یک بگیریم، درنظر را G در k + 1 حداقل اندازه ی با خوشه های اگر –
در شده ایجاد خوشه ی از مجموعه زیر یک می توانیم زیرا است! یکتا ما نظر مورد خوشه ی که نمی دهد نتیجه این اما می دهد،
به را Clique مسئله ی بیاوریم. دست به را میخواستیم که نتیجه ای آن می توانیم هم باز اما باشد. k′ آن اندازه ی که بگیریم G′

حالت این در ندارد. k از بیشتر اندازه ی با خوشه ای G که می دهند را اطمینان این ما به یعنی که می کنیم، تبدیل ۱ PClique
داریم: و برنمی خوریم گفته شده مشکل به

(G, k) /∈ PClique ⇒ (G′, k′) /∈ Clique

(G, k) ∈ PClique ⇒ Pr[(G′, k′) ∈ UClique] = Ω(
1

n2
)

است: کافی زیر نتیجه ی دادن نشان برای نتایج همین می دهید نشان
UClique ∈ RP ⇒ NP = RP

نظر در PClique برای را (G,n) ورودی حال باشیم. داشته Clique مسئله ی برای (G, k) ورودی یک کنید فزض زیرا
تصادفی (الگوریتم می کنیم تکرار را مسئله کافی تعداد به می دهیم. کاهش UClique به را مسئله این سپس می گیریم.
زیرا دهیم کاهش را n می توانیم آن گاه ندارد، n اندازه ی با خوشه ای G که شدیم مطمئن اگر می کنیم)، اجرا را چندجمله ای
مرحله ای در اگر می کنیم. تکرار را مراحل همین سپس و کنیم، تعریف می توانیم PClique برای را (G,n − 1) مسئله ی
الگوریتم و دارد، نیز k اندازه ی با خوشه ی حتما یعنی ، k ≤ m که باشد داشته m اندازه ی با خوشه ای PClique مسئله ی

دارد. k اندازه ی با خوشه ی یک G گراف که است معنی این به زیرا می یابد، پایان
(G, k)

to PClique−−−−−−→ (G,n)
to UClique−−−−−−→ (G′, k′)

UClique algorithm−−−−−−−−−−−→ · · ·

(G, k)
to PClique−−−−−−→ (G,n− 1)

to UClique−−−−−−→ (G′, k′)
UClique algorithm−−−−−−−−−−−→ · · ·

(G, k)
to PClique−−−−−−→ (G,n− 2)

to UClique−−−−−−→ (G′, k′)
UClique algorithm−−−−−−−−−−−→ · · ·

...
(G, k)

to PClique−−−−−−→ (G, k)
to UClique−−−−−−→ (G′, k′)

UClique algorithm−−−−−−−−−−−→ · · ·

کمک به می توانیم نیز، مسائل بقیه برای دهیم. کاهش UClique به درنهایت و PClique به را Clique مسئله ی توانستیم نتیجه در
دهیم: نشان می توانیم مثال برای دهیم. نشان را آن ها بودن سخت کاهش همین

UClique ≤P USAT

1Promise Clique

۸
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یعنی: دارد وجود اصلی مسئله ی دو برای زیر شکل به کاهشی می دانیم

Clique ≤P SAT

می سازیم: زیر صورت به را SAT ورودی Clique ورودی کمک به

(G, k) −→ ϕ

آن گاه باشد، ϕ کننده ارضا مقداردهی های تعداد با برابر G در k اندازه با خوشه های تعداد که باشد داشته را خاصیت این کاهش این اگر
.( دارند۱ نیز را خاصیت این ما کاهش های معمولا (که می کند کار نیز ما نظر مورد کاهش برای کاهش همین

1Parsimonious Reductions

۹
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

عسگری کیانا نگارنده: کمینه فراگیر درخت مسأله حل برای پیشرفته الگوریتم های

نیز الگوریتم تعدادی و شده آشنا قبل جلسات در مسأله این با کنیم. صحبت کمینه۱ فراگیر درخت مسأله مورد در است قرار جلسه، این در
خصوص به است؛ خطی اجرای زمان با کمینه فراگیر درخت یافت برای الگوریتم یک سری ارائه جلسه، این در ما هدف دیدیم. آن حل برای

می شود. ارائه خطی زمان در حل برای زیبا تصادفی الگوریتم یک می شوند، معرفی که قطعی الگوریتم های ادامه  ی در

کمینه فراگیر درخت

یادآوری ۱

الگوریتم های اکثر کار اساس کردیم. مشاهده کمینه فراگیر زیردرخت مسأله حل برای را برووکا۴ و پریم۳ کراسکال۲، الگوریتم های گذشته، در
دارند: وجود زیر قاعده ی دو خاص،  طور به است. یگدیگر مشابه کمینه، فراگیر درخت مقدماتی

بود. خواهد موجود گراف آن فراگیرکمینه درخت در حتماً گراف، یک در برش یک یال (سبک ترین) کوچک ترین آبی: قاعده ●
بود. نخواهد موجود کمینه فراگیر درخت در هیچ گاه گراف، دور یک یال سنگین ترین قرمز: قاعده ●

و  کنیم آبی را یال یک آبی، قاعده روی از که صورت این به کنیم ارائه تلفیقی الگوریتم یک می توانیم قاعده دو این روی از که دیدیم
درخت یک آبی، یال های روی از بتوانیم نهایتاً تا کنیم تعیین را آن رنگ و کنیم انتخاب را یال یک نشده اند رنگ که یال هایی بین از سپس

بیابیم. را کمینه فراگیر

زیردرخت در حتماً که یالی یک برش، یک روی از هربار می کنند؛ عمل آبی قاعده مبنای بر اصولا برووکا و پریم کراسکال، الگوریتم سه
می شود. ساخته درخت یک نهایتاً و می کنند انتخاب را آمد خواهد کمینه فراگیر

کنید. اثبات را قرمز و آبی قاعده کنید سعی تمرین:

وزن که هستند وزن داری گراف  ما ورودی های می کنیم فرض جلسه این در می کنند. عمل مقایسه ای مدل مبنای ًبر اصولا ما الگوریتم های
پس کنید). اثبات تمرین یک عنوان به هم را قضیه این (می توانید است یکتا کمینه فراگیر درخت بنابراین است. متمایز آن  در یال ها تمام
برای کانونی قاعده یک می توانیم نبود، متمایز یال ها وزن اگر کنید دقت بود. خواهد یکتا کمینه ی فراگیر درخت مورد در صحبت ما کل در
یکسان وزن دارای یال دو اگر و بدهیم یال ها کل به ترتیب یک ابتدا در می توانیم مثال عنوان به بگذاریم؛ یال ها وزن بین تساوی شکستن

1MinimumSpanningTree,MST
2Kruskal algorithm
3Prim algorithm
4Borůvka algorithm
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مدل مبنای بر ما الگوریتم های چون کنید دقت بگیریم. نظر در کوچک تر یال به عنوان را شده ظاهر زودتر بیان شده ترتیب در که یالی بودند،
یال ترتیب که است مشخص شده ای پیش از قاعده ی دارد اهمیت که چیزی و ندارند اهمیتی ما برای یال ها عددی مقدار هستند، مقایسه ای
رخ تساوی هیچ گاه کنیم فرض مسأله کلیت از شدن کاسته بدون می توانیم گفته شده روش طبق بنابراین می کند. تأیین هم به نسبت را ها

داد. نخواهد

کراسکال الگوریتم ۱ .۱

به بشود که را کدام هر می گیرد، نظر در ترتیب به را یال ها سپس و کرده مرتب بزرگ به کوچک از را یال ها ابتدا در کراسکال، الگوریتم
این اجرای زمان می کند. اضافه آن به بماند، باقی جنگل همچنان و نشود ایجاد دور به طوری که کرد اضافه شده ساخته تاکنون که جنگلی
گام اولین در که مرتب  سازی الگوریتم اجرای زمان با (مساوی است. O(m lg n) باشد، m یال ها تعداد و n رأس ها تعداد اگر الگوریتم

شد.) استفاده

مؤلفه دو در یال آن سر دو آیا که ببینیم باید کنیم، اضافه خود جنگل به را آن می توانیم آیا که بفهمیم اینکه برای یال، یک بررسی هنگام
یک به تبدیل را مؤلفه دو آن باید یال این انتخاب از پس بود مختلف مؤلفه دو در آن سر دو اگر و خیر یا است ما فعلی جنگل از مختلف

می کنیم. استفاده مجزا۵ مجموعه های داده ی ساختمان از هدف، این برای کنیم. مؤلفه

پریم الگوریتم ۲ .۱

همبندی مؤلفه یک الگوریتم، از لحظه هر در که است صورت این به آن کار نحوه و می شود استفاده هرم۶ از پریم، الگوریتم پیاده سازی در
می کنیم. اضافه خود فعلی مجموعه ی به آن را دیگر سر کرده، پیدا می شود خارج مؤلفه این از که را یالی ترین کم وزن و (درخت) داریم

دارند، فعلی درخت به که است یالی کم وزن ترین آن کلید که هرم یک در نشده  اند ظاهر فعلی مان درخت  در که را رأس هایی تمام بنابراین
کلید نیاز صورت در و کنیم بررسی را آن از خروجی یال های همه باید می کنیم، اضافه فعلی درخت به را رأس یک که هربار می دهیم. قرار
هرم آن کمینه عنصر کافیست کنیم بررسی را رأس یک می خواهیم که هم هربار دهیم. کاهش هستند یال ها این دیگر سر که را رأس هایی
فعلی درخت از خارج سر می کنیم اضافه هرم به که رأسی هر برای بار m باید زیرا می شود؛ O(m lg n) اجرا زمان نهایتاً پس کنیم. پیدا را
یال ها را دیگر سر کلید باید رأس آن درجه ی اندازه ی به می کنیم اضافه هرم به که راس هایی برای به عبارتی یا کنیم به روزرسانی را مربوطه یال
زمان کل پس بیابیم O(lg n) زمان در را هرم کمینه باید بار n چون و است؛ هزینه O(lg n) مستلزم کلید در تغییری هر و کنیم به روزرسانی
اگر البته نمی گیریم. نظر در را n lg n فاکتور است n از بزرگتر m که می کنیم فرض معمولا چون اما می شود. O(m lg n+ n lg n) اجرا
به تا می کنیم بحث آن همبندی مؤلفه هر روی ما و بود نخواهد درست صورت این به استدلال باشد، m < n یا باشد ناهمبند اولیه گراف

هستیم. زیردرخت دنبال ما و است همبند اولیه مان گراف کنیم فرض می توانیم پس برسیم. فراگیر جنگل زیر
5union find
6heap

۲
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فیبوناچی هرم ۱ .۲ .۱

این کرد. استفاده فیبوناچی۷ هرم از معمولی، هرم از استفاده بجای می توان کرد: سازی پیاده نیز دیگری صورت به می توان را پریم الگوریتم
به رأس، یک کلید به روزرسانی بار هر که دیدیم دهیم. انجام O(1) سرشکن زمان در را کلید۸ کاهش الگوریتم که می دهد اجازه ما به کار
کاهش O(m + n lg) به اجرا زمان و می رود» «ازبین اجرا زمان در lg n عامل اکنون، پس است. عنصر آن کلید کردن کوچک تر معنای

می یابد.

عناصر تعداد بیشترین N از منظور که می شود، انجام O(lgN) سرشکن زمان در را کلید۹ کوچک ترین یافتن فیبوناچی،الگوریتم هرم در
است. الگوریتم اجرای طول در هرم

برووکا الگوریتم ۳ .۱

همبندی مؤلفه تعدادی تشکیل شده، انتخاب یال های نهایتاً و میابیم است وصل آن به که را یالی سبک ترین رأس هر برای برووکا، الگوریتم در
اثبات می توانید تمرین بعنوان می کنیم. «منقبض» را آمده بدست جنگل مؤلفه های از هرکدام و می سازند) جنگل یک به عبارتی (یا دهند می
تمام هم نهایت در نمی دهند. دور تشکیل شده انتخاب یال های کل کنیم، انتخاب را آن مجاور یال سبک ترین رأسی هر برای وقتی چرا کنید
حضور کمینه فراگیر درخت در حتماً باید آبی قاعده طبق شده انتخاب یال های تمام همچنین نمی دهند. دور تشکیل شده انتخاب های یال
بطور را فرآیند همین می آید بدست که گرافی روی و کنیم منقبض را شده تشکیل همبندی مؤلفه های تمام می توانیم بنابراین باشند. داشته

دهیم: انجام بازگشتی

2 3

4

1

2

3

3

4
5

3
3

4

5

را یال ها همه ی باید یک بار زیرا می شود؛ اجرا O(m) در مرحله این کردیم. مشاهده را برووکا الگوریتم اجرا۱۰ یک بار قبلی شکل در
را شده انتخاب یال های توسط شده تشکیل گراف همبندی های مؤلفه سپس کرده انتخاب را یال کم وزن ترین رأسی هر برای و کنیم پیمایش
یال هایی یال ها، روی دوم پیمایش با و کنیم؛ الگوریتم بعدی مرحله جدید گراف برای رأس یک به تبدیل را آن همبندی مؤلفه هر و کنیم پیدا
الگوریتم نکته می شوند. انجام O(m) در کارها این کل کنیم. اضافه جدید گراف به هستند، متمایز همبندی مؤلفه دو در سرشان دو که
تشکیل همبندی مؤلفه های از هرکدام زیرا بود؛ خواهد O(lg n) برسیم رأس یک به نهایتاً که وقتی تا اجرا مراحل تعداد که است این برووکا

7Fibonacci heap
8decrease key
9extract min

10Iteration

۳
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نصف حداقل گراف رأس های تعداد رأس، یک به همبندی هرمؤلفه تبدیل از بعد بنابراین است، رأس دو شامل حداقل مرحله، هر در شده
رسد. می اتمام به الگوریتم مرحله، lg n حداکثر از بعد پس و می شود

برای معروف تری الگویتم های که پریم و کروسکال الگوریتم های بر جاها بعضی می شود باعث که دارد قابلیت هایی برووکا، الگوریتم
باشد. داشته ارجحیت هستند، کمینه فراگیر زیردرخت کمینه فراگیر زیردرخت محاسبه

برووکا الگوریتم مزیت های

است. موازی سازی قابل بروفکا الگوریتم .۱
ندارد. مجاورت، لیست احتمالا و آرایه بجز خاصی داده ساختمان هیچ به نیاز پریم، و کراسکال الگوریتم خلاف بر بروفکا الگوریتم .۲

تارجان الگوریتم ۲

زمان حالتی چه در و کنیم اجرا چگونه را الگوریتم که می کند ایجاد را سؤال این پریم، الگوریتم در فیبوناچی هرم خاص بطور و هرم عمل کرد
می یابد. بهبود اجرا

صفر را اولیه رأس وکلید بی نهایت رأس ها تمام کلید ابتدا در که است این می شود، پیاده سازی پریم الگوریتم معمول بطور که نحوه ای
می شود. n همان فیبوناچی، هرم در شده تعریف N این صورت در کنیم. اجرا را الگوریتم و داده قرار هرم در را رأس ها تمام سپس و بگذاریم
انتخاب کمینه عضو به عنوان را رأس این وقتی سپس دهیم. قرار هرم در را صفر کلید با ابتدایی رأس تنها کار، این بجای کنید فرض اما
با که رأس هایی یعنی کنیم. اضافه هرم به اکنون را آن است، نبوده هرم در تاکنون همسایه ای اگر و بگیریم نظر در را آن همسایه های کردیم،
خارج رأس های درخت، مرز از منظور که نیستند، فعلی درخت مرز در اصطلاح (به نرسیده ایم آن ها به هنوز و نیستند همسایه فعلی درخت
درخت مرز که است این کار این مزیت نمی دهیم. قرار هرم در نهایت بی کلید با کار اول را دارند.) یال درخت داخل به که هستند آن از
به گراف ۴ کران ازای به مثلا باشد. lg n همواره فعلی درخت مرز مثال بعنوان باشد؛ کوچک همواره الگوریتم اجرای مراحل کل در فعلی

بود: خواهد زیر شکل

و می شود lg n با برابر N زیرا داشت؛ خواهد O(m + n lg lg n) پیچیدگی فیبوناچی، هرم با پریم الگوریتم پیاده سازی مدل این در
که کنیم سازی پیاده جوری را الگوریتم کنیم سعی که است این ایده یک پس میابد. کاهش O(lg lg n) به کمینه عنصر کردن پیدا زمان

۴
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ما، هدف به خیلی الگوریتم این است. O(m lg∗ n) آن اجرای زمان که است تارجان۱۱ و فردمن الگوریتم ایده ی ایده، این بیفتد. اتفاق این
لگاریتم عدد یک از باید که است بارهایی تعداد برابر ،که lg∗ تابع رشد زیرا است؛ نزیک یال ها، تعداد حسب بر خطی اجرای زمان یعنی
لحاظ از همچنان اما نمی شود. بیشتر ۶ یا ۵ از هم بزرگ خیلی اعداد برای حتی و است کند شدت به برسیم، یک به اینکه تا شود گرفته

هستیم. بهتر اجرای زمان با الگوریتم یک دنبال همچنان ما و نیست خطی تئوری،

عملکرد نحوه ۱ .۲

و کرده منقبض درخت هارا سپس و می کنیم پیدا درخت تعدادی دور، هر در است. شده تشکیل مرحله یا دور تعدادی از تارجان، الگوریتم
می دهیم. ادامه برووکا الگوریتم مشابه تقریباً ادامه در

الگوریتم از مرحله هر ۱ .۱ .۲

نطر در هم را k آستانه یک می زنیم. علامت را آن ها مرحله هر اجرای طول در و می گیریم نظر در نخورده علامت را رأس ها همه ابتدا،  در
دادیم) قرار پریم الگوریتم در درخت مرز اندازه روی که محدودیتی (مشابه شویم متحمل حاضریم که است درخت اندازه بیشینه که می گیریم

می شود. تعیین هستیم آن در که مرحله ای شماره حسب بر آن مقدار و

به اگر می کنیم. u روی از Tu درخت ساخت به شروع پریم الگوریتم شیوه به سپس می کنیم، انتخاب u مثل نخورده علامت رأس یک
رأس های همه و می کنیم متوقف را فعلی درخت ساخت شد، اضافه Tu به خورده علامت رأس یک یا و |N(Tu)| ≥ k که رسیدیم جایی

می زنیم. علامت را Tu

می توانند شده انتخاب درخت های k = 3 ازای به مثال بعنوان بخورند. علامت گراف رأس های تمام که می یابد ادامه جایی تا مرحله یک
می شوند: زیر شکل به

می دهیم. ادامه را الگوریتم باقی مانده گراف روی و می کنیم، منقبض را آمده بدست هبمندی مؤلفه های تمام نهایت در
11Fredman-Tarjan

۵
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درستی اثبات ۲ .۲

است. قرمز و آبی قاعده های از استفاده با و برووکا و پریم الگوریتم های درستی مشابه الگوریتم، درستی اثابت

زمانی مرتبه تحلیل ۳ .۲

می کنیم؟ پیدا k و یال ها تعداد حسب بر درخت چند حداکثر دور، هر در : سوال

تحلیل در سوال این پاسخ پس می شوند. بعدی مرحله گراف رأس های تعداد می کنیم، پیدا دور یک در که درخت هایی تعداد کنید دقت
است. کمک کننده

است. k حداقل زیردرخت ها، از هرکدام رأس های درجات جمع .۱ لم

باشد: شده متوقف می تواند دلیل دو به درخت زیر این ساخت بگیرید. نظر در را شده تولید زیردرخت های از یکی اثبات.

درجات جمع در درجه یک شدن اضافه باعث حداقل درخت، مرز روی های رأس از کدام هر آن گاه باشد؛ شده k حداقل درخت مرز .۱
می شود. درخت

که e مانند یالی یعنی باشیم)؛ کرده برخورد بودیم ساخته قبلا که دیگری درخت یک (به باشد شده انتخاب علامت خورده رأس یک .۲
استقرایی بصورت زیرا است؛ برقرار مشخصاً حکم هم حالت این در کرده ایم. انتخاب را می کند متصل هم به را Tv و Tu درخت زیر
k حداقل Tu درجات جمع پس باشد. بوده k حداقل درجاتشان جمع ساخته ایم Tv از قبل که درخت هایی زیر تمام می کنیم فرض

می کند. اثبات را حکم که می شود بیشتر آن ها درجات جمع درنتیجه که شده ترکیب Tv با درخت زیر این اکنون است.

u

v

۶
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داریم: لم از استفاده با بیایم. l برای بالایی کران می خواهیم باشند. T1, ..., Tl شده، پیدا درخت های کنید فرض

2m =
∑
v∈V

d(v) =
l∑

i=1

∑
v∈Ti

d(v) ≥ lk ⇒ l ≤ 2m

k

الگوریم اجرای زمان آنگاه باشد. داشته یال m حداکثر و رأس تا ni می کنیم، اجرا را الگوریتم آن روی که گرافی ام، i مرحله در کنید فرض
هرم با پریم الگوریتم اجرای مشابه زیرا است. نشده تعیین هنوز و است ام i مرحله در k مقدار ki که است O(m+ni lg ki) iام،  مرحله در
O(m+ni) خطی زمان در هم مؤلفه ها منقبض کردن انتها در همچنین نمی شود. بیشتر ki از هرم عناصر تعداد هیچوقت که است فیبوناچی

است. O(m+ ni lg ki) اجرا زمان کل بنابراین می شود. انجام

باشد؟ می تواند چه ki برای مقدار بهترین : سوال

دهیم: قرار اگر پس بشود. خطی زمان به تبدیل ،O(m+ ni lg ki) زمان که بدهیم مقداری  ki به می خواهیم

ki = 2
2m
ni

است. یال تعداد حسب بر خطی مرحله هر در الگوریتم اجرای زمان پس می رسیم. O(m) اجرای زمان به این صورت، در

دارد؟ وجود الگوریتم مراحل تعداد برای بالایی کران چه : سوال

پس: می شوند. بعدی مرحله در رأس یک به تبدیل مؤلفه ها این از هرکدام است. 2m
ki

حداکثر ام i مرحله درخت های تعداد که دیدیم

ni+1 ≤
2m

ki
⇒ ki ≤

2m

ni+1
= lg ki+1 ⇒ ki+1 ≥ 2ki

⇒ k1 = 1, k2 ≥ 2, k3 ≥ 22, k4 ≥ 22
2
, k5 ≥ 22

22

, ...

می شود)، پریم الگوریتم به تبدیل الگوریتم و بود خواهد آخر مرحله (که برسد n به k مقدار تا کنیم اجرا را الگوریتم باید که مراحلی تعداد پس
بود: خواهد lg∗ n حداکثر

k lg∗ n ≥ n

شد. خواهد O(m lg∗ n) الگوریتم، اجرای زمان کل پس

که است این دارد وجود نظری لحاظ از که سؤالی هم چنان اما است؛ نزدیک خیلی خطی الگوریتم به تارجان الگوریتم اجرای زمان
با قطعی الگوریتم تارجان، الگوریتم از بعد خیر. یا دارد وجود کمینه فراگیر زیردرخت یافتن برای خطی اجرای زمان با قطعی الگوریتم آیا
است شده یافت O(mα(m,n)) اجرای زمان با دیگری الگوریتم همچنین شد. یافت کمینه فراگیر درخت برای O(m lg lg∗ n) پیچیدگی

است. کند شدت به آن رشد که است اکرمن۱۲ تابع معکوس α که

کمینه فراگیر زیردرخت تأیید ۳

می کنیم: بررسی را کمینه۱۳ فراگیر درخت مسأله از گیری تصمیم نسخه بخش، این

آن. از زیردرخت یک و وزن دار گراف یک : ورودی

خیر. یا هست شده داده گراف از کمینه فراگیر زیردرخت یک شده داده زیردرخت آیا : خروجی
12Ackermann Function: A(0, n) = n+ 1;A(i, 0) = A(i− 1, 1) for i > 0; and A(i, n) = A(i1, A(i, n))for i, n > 0.
13MSTverification

۷
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است. شده یافت قطعی خطی الگوریتم مسأله،  این برای

از بعد می دهد. افزایش را اجرا زمان مقایسه ها این پیاده سازی اما کرد. ارائه مقایسه O(m) با الگوریتم یک مسأله، این برای کملوس۱۴
مقایسه های انجام الگوریتم، این کار اساس است. خطی آن اجرای زمان که شد ارائه تارجان و راش۱۶ ، دیکسون۱۵ توسط کملوس،الگوریتمی
بازگشتی الگوریتم یک از و است حالات۱۷ تمام جست جوی با (O(lg∗ n)حداکثر اندازه یا (مثلا کم خیلی اندازه با درخت های برای بهینه

هستند. کوچک اندازه با درخت های همان بازگشت، پایه که می  کند استفاده

الگوریتم، این وجود از استفاده با می خواهیم ما و است حل قابل قطعی بصورت و خطی زمان در کمینه فراگیر زیردرخت تأیید مسأله پس
کنیم. ارائه کمینه فراگیر زیردرخت مسأله حل برای O(m) اجرای زمان با تصادفی الگوریتم یک

تصادفی الگوریتم ۴

الگوریتم های درواقع می شود. استفاده زیررویه به عنوان خطی زمان در کمینه فراگیر زیردخت تأیید مسأله از کرد،  خواهیم ارائه که الگوریتمی در
الگوریتم ها این می دهند؛ انجام زیردرخت یک بودن کمینه فراگیر زیردرخت تشخیص صرفاً از بیشتری کار کمینه فراگیر زیردرخت تأیید
خود ورودی درخت (اگر می دهند خروجی به عنوان نیز داد بهبود را زیردرخت تا کرد استفاده آن ها از می توان که را گراف از یال هایی
وزن می توان می دهد ما به الگوریتم که یال یک سری کردن حذف و اضافه با وگرنه است تهی مجموعه این باشد کمینه فراگیر زیردرخت

داد). بهبود درخت

یا احتمال تخمین در آن از ما استفاده عمده ی اما شدیم آشنا گذشته در نمونه گیری با است. نمونه گیری۱۸ تصادفی، الگوریتم این ایده
کرد. خواهیم استفاده ترکیبیاتی بهینه سازی مسأله یک واقعی جواب کردن پیدا برای نمونه گیری از اکنون است. بوده شمارش

که راهی طبیعی ترین دهیم. انجام را نمونه  گیری این چگونه و می کند ما به کمکی چه نمونه گیری که است این می شود ایجاد که سؤالی
از کوچک تر که مجموعه این در سپس و کنیم انتخاب را گراف یال های از تعدادی است؛ گراف یال های از نمونه گیری یک می رسد،  ذهن به

بیابیم: را کمینه فراگیر زیردرخت است اصلی گراف

می کنیم). انتخاب p احتمال با را G یال (هر می نامیم G(p) را شده تشکیل گراف و کرده انتخاب گراف یال های از F نمونه یک .۱
می کنیم. پیدا را F کمینه فراگیر درخت زیر .۲

زیردرخت یافتن برای آن از چگونه و می دهد ما به اطلاعاتی چه شده پیدا کمینه فراگیر زیردرخت که است این آمده پیش سوال حال
کنیم؟ استفاده گراف کل کمینه فراگیر

ارزش روی از گراف کل کمینه فراگیر زیردرخت عددی ارزش درمورد نمی توانیم هم اکنون شد، بیان میانه۱۹ مسأله در که مطلبی مشابه
درمورد اطلاعاتی ما به تصادفی نمونه از آمده بدست کمینه فراگیر زیردرخت یعنی بزنیم. حرفی آمده بدست کمینه فراگیر زیردرخت عددی
وزن عددی مقدار و می کنیم کار یال ها ترتیب با که می کنیم فرض ما پس نمی دهد. گراف کل کمینه فراگیر زیردرخت یال های وزن جمع

ندارد. اهمیتی ما برای آن ها

است؟ نزدیک گراف کل کمینه فراگیر زیردرخت به F کمینه فراگیر زیردرخت بگوییم می توانیم معنایی چه به
14Koml´os algorithm
15Dickson
16Rush
17brute force
18Sampling
19Median

۸

کمینه فراگیر زیردرخت مسئله برای سریع تر وریتم های ٣۶۵ال



اکنون اما کنیم. تفسیر درخت زیر دو یال های زیاد اشتراک معنای به را شده گفته مطلب که است این حرف این تحلیل برای روش یک
میگیریم: درنظر را زیر معنای

Gدر که را یال هایی سری یک از شود می پس نیست گراف کل کمینه فراگیر زیردرخت احتمالا F مجموعه کمینه ی فراگیر زیردرخت
به باشد، کم یال ها این تعداد اگر که است این نکته حال داد. بهبود را آمده به دست زیردرخت تا کرد استفاده نیستند F در اما هستند
گراف کل کمینه فراگیر زیردرخت آن وقت کنیم، حذف را G یال های از کمی تعداد اگر یعنی است؛ «خوب» شده یافت زیردرخت معنایی

می شود. برابر F کمینه ی فراگیر زیردرخت با

بگیرید: درنظر را زیر تعریف شدن، دقیق تر برای

را e صورت این درغیر باشد. داشته وجود e از سبک تر یال های با v به u از مسیری F در اگر می نامیم F−سبک را e = uv یال
است. F−سنگین راست سمت در و چپF−سبک سمت در uv یال زیر، گراف در مثال به عنوان F−سبکمی نامیم.

5

4

4

3

u

v

2

1

1

3

u

v

نمی شود: ظاهر F +e گراف کمینه فراگیر زیردرخت در e یال قرمز، قاعده ی طبق که معناست این به e یال بودن F−سنگین کنید دقت
e ̸∈ MST(F + e)

است: زیر دور مانند دوری یال ترین سنگین زیرا

u

v

F

درواقع: پس دهد. بهبود را F کمینه فراگیر زیردرخت نمی تواند e یال بنابراین

باشد. MST(F−سنگین ) ،e اگر فقط و اگر است F−سنگین ، e یال

است. سرراست قرمز قاعده ی از استفاده با بالا نکته اثبات

بودن F−سبک یا F−سنگین تعریف بین Fو کمینه فراگیر زیردرخت یا F الفاط از استفاده درمورد می توانیم بعد به این از بنابراین
دهیم. خرج به  بی دقتی کمی یال،

۹

کمینه فراگیر زیردرخت مسئله برای سریع تر وریتم های ٣۶۶ال



است. برقرار مشابه حکم نیز یال یک  بودن سبک برای مشابه به طور

اکنون دهند. بهبود را F کمینه فراگیر زیردرخت می توانند که هستند یال هایی تنها F−سبک یال های باشد، F ما نمونه وقتی پس
معنایی: به است. کم یال ها این گونه تعداد دهیم نشان می خواهیم

آنگاه: شود، شامل P احتمال با و مستقل بطور را G یال هر F اگر .۲ لم

E[سبک−F یال های [تعداد ≤ n

p

اما یال هاست؛ کل تعداد نصف می شوند انتخاب که یال هایی تعداد میانگین آنگاه کنیم، انتخاب 1
2 احتمال با یال هر مثلا اگر یعنی

کنیم فرض اگر که است 2nتا حداکثر دهند، بهبود آن را می توانند و دارند مشکل F کمینه فراگیر با زیردرخت که F−سبک یال های تعداد
«درست» یال ها اکثر برای آمده بدست کمینه فراگیر زیردرخت پس است. کم خیلی تعداد این است، رأس ها تعداد از بیشتر خیلی یال ها تعداد

دارند. مشکل آمده بدست کمینه فراگیر زیردرخت با اندکی یال های و است

که کنید دقت همین طور
MST(G) ⊆ MST(F ) + F−سبک یال های

یال سنگین ترین که دارد وجود دوری زیرا شد؛ نخواهد ظاهر کمینه فراگیر زیردرخت در قرمز قاعده ی طبق باشد،  F−سنگین یالی اگر زیرا
کرده پیدا را F−سبک یال های و آن کمینه فراگیر زیردرخت گرفته، تصادفی نمونه یک می توانیم شود، اثبات بیان شده لم اگر پس است. آن
اصلی گراف کمینه فراگیر زیردرخت دنبال است، کم هم آن اعضای تعداد که {MST(F ) + F−سبک {یال های مجموعه در درنهایت و

بگردیم. دیدیم که الگوریتم هایی از استفاده با یا بازگشتی روش مانند روش هایی با

انجام که کاری F کمینه فراگیر زیردرخت ساختن برای و هستند معنا یک به بودن MST(F−سبک ) با بودن F−سبک که دیدیم
است: زیر ترتیب به می دهیم

می کنیم. انتخاب را خود F تصادفی نمونه .۱
می سازیم. آن را کمینه فراگیر زیردرخت .۲

انجام هم زمان را مرحله دو گونه ای به حقیقت در کنیم. نگاه دیگری چشم به فرآیند این به که است خوب تحلیل، و لم اثبات برای اثبات.
حین را نمونه گیری و باشد گرفته صورت نمونه گیری هنوز این که بدون می کنیم اجرا به شروع را کراسکال الگوریتم مثال به عنوان یعنی دهیم.

دهیم. انجام الگوریتم اجرای

برای که است معنا این به تصادفی نمونه گیری شده اند. مرتب ترتیب به G های یال کنید فرض است: صورت این به شده گفته فرآیند
آن ها از تعدادی یال ها، مرتب شده ترتیب در پس کنیم. انتخاب را یال آمد شیر اگر و بیندازیم است شیر p احتمال به که سکه یک یالی هر

کنیم. اجرا را کراسکال الگوریتم باقی مانده یال های روی سپس می شوند. حذف بقیه و باقی مانده

الگوریتم در ابتدا در پس نمی دانیم. را نتیجه اما انداخته ایم سکه یک یال هر برای که کنیم نگاه دید این به فرایند این به می توانیم اکنون
زیرجنگل به باید کروسکال الگوریتم طبق که یال هایی برای می کنیم. بررسی یال هارا یکی یکی بعد و می کنیم مرتب را یال ها همه کروسکال
لحظه در که است همین معادل این می کنیم. نگاه را یال این برای انداخته شده سکه ی نتیجه شدن اضافه لحظه در شوند، اضافه ما فعلی
نمی کنیم. اضافه آنرا وگرنه کرده اضافه F کمینه فراگیر زیردرخت به را یال بود شیر نتیجه اگر بیندازیم. سکه آن برای یال، یک شدن انتخاب

: e یال هر برای خلاصه به پس

۱۰
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نداریم؛ کاری یال آن سکه ی نتیجه به و می کنیم عبور آن از دارد) وجود e سر دو بین (مسیری شود اضافه فعلی جنگل به نباید اگر .۱
فراگیر زیردرخت در نباید کروسکال طبق یال این و نمونه خود نه است مدنظر نمونه کمینه ی فراگیر زیردرخت نهایتاً ما هدف زیرا
هدف ولی کنیم، دقت یال سکه نتیجه به مرحله این در باید باشیم، داشته را F خود بخواهیم اگر اما (درواقع باشد موجود F کمینه

است). F کمینه فراگیر زیردرخت تنها ما
می خواهیم). را F اگر ،F به (و می کنیم اضافه F کمینه فراگیر زیردرخت به را e یال ،p احتمال با وگرنه .۲

است. F−سبک که است معنی این به نشد، اضافه e یال اگر (آ)

با برابر F−سبک یال های تعداد کنیم، نگاه شده بیان صورت به را F کمینه فراگیر زیردرخت ساخت و نمونه  گیری فرآیند به اگر حال
کمینه فراگیر زیردرخت به باید که شده یافته e یال یک که می شود ایجاد زمانی F−سبک یال زیرا می شوند؛ ۲.(آ) بخش یال های تعداد

می شود. چقدر یال ها این تعداد که است این سوال حال است. نشده ولی شود اضافه

اینکه از بعد پس است. همبند کمینه فراگیر زیردرخت نهایت در زیرا می شود n− 1 حداکثر F کمینه فراگیر زیردرخت یال های تعداد
در آن سر دو بین مسیری کل در اگر است F−سبک یالی که است این نکته داشت. نخواهیم F−سبک یال دیگر شد، اضافه آن به یال n−1

F−سبک با که می کنیم) بررسی وزن ترتیب به را یال ها (زیرا است سبک تر مسیر حتما باشد مسیری اگر زیرا نباشد؛ فعلی یال های مجموعه
با و (موفقیت) کرده اضافه F کمینه فراگیر زیردرخت به را یال p احتمال با که داریم آزمایشی گویی کل در پس است. تناقض در بودن
نامتقارن سکه یک باید که دفعاتی تعداد میانگین پس آوریم. بدست موفقیت n است قرار ما نهایت در و (شکست) نمی کند 1− p احتمال
۲ مرحله اجرای دفعات کل میانگین یعنی پس دوجمله ای). (توزیع است n

p برابر مقدار این که می خواهیم را بیاید شیر بار n تا بندازیم را
است. n

p حداکثر F−سبک، یال های کل و F کمینه فراگیر زیردرخت یال های کل جمع میانگین پس است؛ n
p برابر

می  گوییم. F−سبک هم F کمینه ی فراگیر زیردرخت یال های به تحلیل هایمان در اوقات بعضی : توجه

بیاوریم مجموعه مان در را یال هایی چه اینکه برای تصمیم که معنا این به شد؛ استفاده تصمیم۲۰ تعویق اصل نام به اصلی از لم، اثبات در
نگاه آنها به  دیر را نمونه گیری برای انداخته شده سکه های که کنیم فرض می توانیم تحلیل برای ولی دهیم انجام اول وهله ی در که است قرار را

الگوریتم). اجرای (حین می کنیم

کمی یال های که معنا این به رسیده ایم؛ کمینه فراگیر زیردرخت مسأله ی برای تقریبی الگوریتم یک به همین جا در لم، این از استفاده با
داریم که الگوریتمی گراف، اصلی کمینه فراگیر زیردرخت به رسیدن برای دارند. «مشکل» شده انتخاب کمینه فراگیر زیردرخت با که هستند

است: زیر بصورت

کنید. محاسبه را G(P ) کمینه ی فراگیر درخت زیر و F یال های مجموعه با ،G(P ) ابتدا .۱
کنید. پیدا را یال هایF−سبک .۲

بیابید. را F−سبک یال های کمینه ی فراگیر زیردرخت .۳

نهایت در پس می گیریم. درنظر F−سبک یال های جزو هم را G(P ) کمینه ی فراگیر درخت زیر خود بالا الگویتم در گفتیم که همانطور
«حرس مرحله نوعی به ما الگوریتم دوم مرحله واقع در باشد. MST( F−سبک (یال های مجموعه ی در باید لم، طبق گراف کل MST

تعدادی که می کند کمک ما به زیردرخت این و می کنیم حساب آن را کمینه فراگیر زیردرخت و می گیریم نمونه ای یک ابتدا در است؛ کردن»
ساختن در می توانند و هستند مفید یال های تنها که کنیم معطوف F−سبک یال های به را خودمان توجه و نگیریم نظر در را G یال های از

شوند. استفاده کمینه فراگیر زیردرخت
20Principle of Deferred Decisions

۱۱
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اجرا زمان ۱ .۴

زمانی مرتبه که کنیم؛ استفاده داریم کنون تا که الگوریتمی بهترین از که است این راه یک کمینه، فراگیر زیردرخت های محاسبه برای .۱
است. O(mp lg∗ n) اجرا زمان پس است، O(mp) نمونه، یال های تعداد میانگین طرفی از است. O(m lg∗ n) آن

علاوه و هستند انجام قابل O(m) زمان در کمینه فراگیر زیردرخت تأیید الگوریتم های که می پذیریم را این  شد، بیان که همان طور .۲
میابند. نیز را F−سبک یال های الگوریتم ها این این،  بر

O(np lg
∗ n) کمینه پوشای زیردرخت کردن پیدا زمان پس است O(np ) برابر F−سبک یال های تعداد میانگین که دیدیم لم طبق .۳

می شود.

زمان که می کنیم تعریف طوری آن ر ا مقدار ماست، دست p چون حال است. O(m+(mp+ n
p )lg

∗n) الگوریتم اجرای زمان کل، در پس
شود: کمینه اجرا

mp =
n

p
⇒ p =

√
n

m

برابر: اجرا زمان پس
O(m+

√
mn lg∗ n)

می شود. اجرا خطی زمان در الگوریتم باشد، mΩ(nlg∗2) یال ها تعداد اگر یعنی است؛ نزدیک مدنظر خطی زمان به خیلی که می شود

بازگشت ها تغییر با اجرا زمان بهبود ۱ .۱ .۴

انجام که کاری بود. نخواهد خطی اجرا زمان باشد، تنک۲۱ گراف به عبارتی و باشند نزدیک رأس ها تعداد به یال ها تعداد اگر قبل بخش در
قطعی الگوریتم بجای زیرفرآیند به عنوان یعنی کنیم؛ استفاده الگوریتم همین از کمینه فراگیر زیردرخت کردن پیدا برای که است این می دهیم
سریع تر الگوریتم یک به این کار با کنیم. استفاده سه و یک قدم های در الگوریتم این خود از بازگشتی بصورت ،O(m lg∗ n) اجرای زمان با
روبرو کمینه۲۲ برش الگوریتم به مشابه وضعیتی با استدلال این ادامه با و کنیم، استفاده زیربرنامه بعنوان خودش از می توانیم دوباره که می رسیم
این صورت در نکنیم. استفاده دیگری الگوریتم از و کنیم صدا بازگشتی بصورت را الگوریتم همین خود که است این ایده ونهایتاً می شویم

می رسیم: زیر بازگشتی رابطه به اجرا زمان برای

T (m,n) = T (mp, n) +O(m) + T (
n

p
, n)

آنگاه: دهیم، قرار 1
2 برابر را p مقدار اگر حال

T (m,n) = T (
m

2
, n) +O(m) + T (2n, n)

: به اجرا زمان پس است. قطعی الگویتم های از استفاده کار بهترین و داشت نخواهد فایده دیگر نمونه گیری فرآیند ،m = 2n که حالتی برای

T (m,n) = T (
m

2
, n) +O(m) +O(n lg∗ n) = m+ n lg∗ n+

m

2
+ n lg∗ n+

n

4
+ n lg∗ n+ ...

⇒ T (m,n) = O(m+ n lg∗ n lg n)

میابد. تغییر
21Sparse
22MinimumCut
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رأس ها تعداد کاهش با اجرا زمان بهبود ۲ .۱ .۴

نهایتاً و شوند حرس خوبی به یال ها می شود باعث نمونه گیری این که با که است این می شود اجرا زمان نشدن خطی باعث که مشکلی واقع در
تعداد ما نمونه گیری اما می شود، خطی یال ها تعداد حسب بر درنتیجه که می دهد یال ها تعداد حسب بر هندسی سری یک تشکیل اجرا زمان

می شوند. مشکل باعث درنهایت و نمی شوند کوچک بازگشت، مراحل در هستند n شامل که عباراتی بنابراین نمی دهد، کاهش را رأس ها

کار این برای برسیم. خطی اجرای زمان به می توانیم آنگاه دهیم، کاهش یال ها تعداد با هم زمان هم را رأس ها تعداد بتوانیم اگر پس
الگوریتم ایده تلفیق پس می شود. نصف حداقل رأس ها تعداد برووکا،  فرآیند اجرای یک بار در کنیم؛ استفاده برووکا الگوریتم از کافیست
جواب نهایتاً تا دهیم کاهش تکرار هر در را رأس ها تعداد هم و یال ها تعداد هم بتوانیم هم زمان می شود باعث تصادفی الگوریتم ایده با برووکا

شود. خطی بازگشتی،  رابطه

آورید. بدست را G′ گراف تا کنید اجرا G روی را برووکا الگوریتم گام سه .۱
کنید. محاسبه را G′(12) کمینه فراگیر زیردرخت سپس .۲

بنامید. L آنهارا و کنید محاسبه را MST(G′(12))−سبک یال های .۳
کنید. محاسبه را L کمینه فراگیر زیردرخت سپس .۴

گراف روی را مراحل بقیه است. اصلی گراف رأس های تعداد 1
8 حداکثر آن رأس های تعداد که می آید بدست گرافی اول، مرحله اجرای با

سبک یال های کرده، محاسبه آنرا کمینه فراگیر زیردرخت و می کنیم نمونه گیری 1
2 احتمال با آن را یال های می دهیم؛ انجام آمده بدست جدید

مجموعه کنید فرض کمینه). فراگیر زیردخت تأیید الگوریتم های (با می کنیم حساب را آورده بدست کمینه ی فراگیر زیردرخت به نسبت
فراخواندن دو گام هستند. خطی سه و یک گام می کنیم. محاسبه را L کمینه فراگیر زیردرخت نهایت در اکنون بنامیم. L را سبک یال های
است n

p سبک یال  های تعداد میانگین که دیدیم هم چهارم گام است. n
8 رأس تعداد و m

2 یال  تعداد میانگین با گرافی روی الگوریتم بازگشتی
داریم: پس است n

8 برابر n اینجا که

T (m,n) = O(m+ n) + T (
m

2
,
n

8
) + T (

n

4
,
n

8
) = c1(m+ n) + T (

m

2
,
n

8
) + T (

n

4
,
n

8
)

است: خطی الگوریتم اجرای زمان .۱ قضیه
T (m,n) ≤ c(m+ n)

داریم: باشد، c ≥ 2c1 اگر بالا، رابطه و فرض طبق می دهیم. نشان استقرا با را حکم اثبات.

T (m.n) = c1(m+ n) + c(
m

2
+

n

8
) + c(

n

4
+

n

8
) = (

c

2
+ c1)(m+ n) ≤ c(m+ n)

اول، درگام برووکا اجرای دوبار که ببینید می توانید تمرین بعنوان می شود. ثابت حکم کنیم، انتخاب بزرگ کافی اندازه ی به را c اگر پس
نباشد. خطی اجرا زمان می شود موجب درنهایت

است خطی بالا احتمال با آن اجرای زمان درواقع است؛ خطی آن اجرای زمان میانگین که رسیدیم تصادفی الگوریتم یک به نهایتاً پس
باقی ماند. نشده اثبات نکته این که

هستند؛ تصادفی دیگر، تصادفی الگوریتم های از خیلی مانند نوشته شده بازگشتی رابطه های که است این دارد وجود که نکته ای دقت:
اجرا قابل لزوماً دادیم انجام که کاری هستند. متغیر ها میانگین شده، نوشته های عبارت و است تصادفی متغیر یک خود اجرا زمان یعنی
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نمی توانیم را بازگشتی رابطه امید معمولا کلی حالت در اما است. خطی واقعاً اجرا زمان چون است معتبر شده نوشته روابط این جا اما نیست.
نمی شوند: جابجا هم به نسبت کلی بصورت تابع و امید که است این هم آن  دلیل که دهیم ربط کوچک تر متغیرهای امید به

E[f(x)] ̸= f(E[x])

E[x2] ̸= E[x]2

برقرار زدیم که حرف هایی پس هستند معتبر است خطی الگوریتم وقتی خاص، حالت در اما نیستند. معتبر همیشه روابط گونه این بنابراین
هستند.

زمان با قطعی الگوریتم آیا ببینیم می خواهیم اکنون آوردیم. بدست خطی اجرای زمان میانگین با تصادفی الگوریتم یک توانستیم نهایتا ً
خیر. یا دارد وجود خطی اجرای

خطی اجرای زمان با قطعی الگوریتم ۵

تصادفی، نمونه گیری در ما می کند. استفاده نمونه برداری مشابه ایده  ای از است، شزل۲۳ متعلق که O(mα(m,n)) اجرای زمان با الگوریتم
نظر در بگیریم، درنظر باید که را یال هایی از تعدادی یک یعنی می دهیم؛ انجام کمینه فراگیر زیردرخت ساخت در اشتباهات سری یک
و است «خوب» که می رسیم کمینه فراگیر زیردرخت یک به درنهایت و می شود) ساخته نهایتا ً که درختی به نسبت سبک (یال های نمی گیریم

بسازیم. سریع تر را گراف کل واقعی کمینه فراگیر زیردرخت که می کند کمک ما به زیردرخت این و است کم آن اشتباه یال های تعداد

فراگیر درخت  مسأله استاندارد الگوریتم های در است. کرده استفاده نیز دیگری جای در را یال ها انتخاب در کردن اشتباه ایده شزل،
مطرح ایده ای شزل برمی گرداند. ما به را عضو تعدادی کمینه گام هر در که داریم هرم یک یا الویت صف یک پریم، الگوریتم مانند کمینه
ساختمان یعنی باشد. سریع تر عوض در ولی کند، اشتباه تعدادی مرحله هر در بتواند که بسازیم جوری هم را داده ساختمان این که کرد
ممکن گاهی ولی است کمینه عنصر برمی گرداند که عنصری اکثراً کند؛ اشتباه است ممکن گاهی حال عین در ولی است قطعی که داده ای

است. نزدیک خطی اجرای زمان به خیلی ولی نیست خطی دقیقاً الگوریتم این نباشد. است

است بهینه الگوریتم،  این شد ثابت که کردند اراعه کمینه فراگیر زیردرخت برای الگوریتمی راماچاردران۲۵ و پتی۲۴ ۲۰۰۰ سال اواخر در
اجرا دقیق زمان یافتن به موفق حال عین در ولی بود). خواهد O(T ) مرتبه از الگوریتم این شود انجام T زمان در بهینه الگوریتم اگر، (یعنی

نیست. یا است خطی الگوریتم این که نمی دانیم و نشدند!

کوچک های گراف روی می توانیم باشیم، داشته را بهینه الگوریتم کنیم فرض اگر که است این الگوریتم،  این بودن بهینه اثبات کلی ایده
استقرایی به صورت را مسأله و کرده استفاده پایه حالت به عنوان آن ها از و کنیم پیدا را آن ها کمینه فراگیر زیردرخت و کرده استفاده آن از
کوچک، گراف های روی حالات تمام جست و جوی با می توانیم نداریم، را بهینه الگوریتم اینکه با حالا کنیم. حل بزرگ تر گراف های برای

کنیم. پیدا را بهینه الگوریتم

کوملس الگوریتم ۶

بررسی می شود، انجام مقایسه O(m) با کمینه فراگیر زیردرخت تأیید مسأله می  دهد نشان که را کوملس۲۶ الگوریتم می خواهیم بخش این در
است. سبک یال های کردن پیدا درواقع هدف کنیم.

23Chazelle
24Pettie
25Ramachardran
26Komlos algorithm
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.T ورودی:درخت

. T−سبک یال های خروجی:

درخت در یال این دوسر بین که مسیری آیا که کنیم بررسی گراف، یال هر ازای به  که است این دهیم انجام می خواهیم که کاری درواقع
مسیر یال سنگین ترین وزن می خواهیم درواقع پس دارد. وجود سنگین تر یال یک یا هستند uv یال از سبک تر آن یال های همه آیا هست،  T

رابیابیم. T درخت در uv

u

v

T

مسأله کاهش ۱ .۶

روی را برووکا الگوریتم یک بار شود. آسان تر خواسته شده محاسبات انجام که به طوری کنیم تبدیل دیگر درختی به را T درخت می خواهیم
ها پرسمان۲۷ که می شود ساخته T ′ درخت یک اینکار با و می کنیم ذخیره را الگوریتم میانی مراحل رأس های و می کنیم اجرا داریم که درختی

باشد: زیر شکل مشابه شده داده درخت کنید فرض مثال به عنوان می کنیم؛ بررسی آن روی را

v4

v3

v1

v5

v2
1 2

4 3

می شوند: انتخاب قرمز یال های برووکا، الگوریتم اجرای مرحله یک از بعد

v4

v3

v1

v5

v2
1 2

4 3

27Query
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می شود. زیر شکل مانند درختی به تبدیل T درخت پس

4

v1, v2, v3 v4, v5

yx

رسیم. می زیر درخت به برووکا، مراحل اجرای دیگر یک بار بعد و

z

x, y

می دهیم؛ قرار T ′ درخت برگ های بعنوان را T رأس های اول مرحله که است صورت این به T ′ درخت ساختن روند کنید دقت حال،
برگ های یا عمق، پایین ترین است. برووکا الگوریتم اجرای مراحل از یکی در درخت مان رأس های با متناظر  ،T ′ درخت از عمق هر درواقع
برووکا، الگوریتم در درخت رأس های تعداد که است وقتی با متناظر آن هم عمق بالاترین و است، اولیه درخت رأس های با متناظر ،T ′ درخت
اجرای یکبار از پس می گذاریم. بوده، متصل برووکا از مرحله آن در رأس آن به که یالی کوچک ترین وزن برابر هم را یال ها وزن می شود. یک

می شود: زیر شکل مانند T ′ درخت دوم عمق برووکا،

yx

v1 v2 v3 v4 v5

1
2

1 33

می شود: ایجاد زیر شکل به T ′ درخت برووکا، الگوریتم از سوم دور از بعد و

z

yx

v1 v2 v3 v4 v5

44

1
2

1 33

می آید. بدست T درخت روی از مراتبی سلسه به صورت T ′ درخت پس
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از دور هر در چون اینجا می کند. نصف را رأس ها تعداد خود دور هر در الگوریتم گراف، یک روی برووکا الگوریتم اجرای با : نکته
T درخت روی برووکا الگوریتم اجرای زمان بنابراین می شود. نصف نیز یال ها تعداد پس است، درخت می شود، ساخته که گرافی الگوریتم

دهیم. تشکیل را T ′ درخت شویم، دور خود خطی زمان ازهدف اینکه بدون می توانیم بنابراین است. خطی

سنگین ترین هستند، اصلی گراف یال سر دو با متناظر که رأس دو دریافت با که بودند صورت این به داشتیم، که پرسمان هایی : نکته
مثال بعنوان است. یکسان T ′ و T درخت های پرسمان، در این جواب که می کنیم ادعا بیابیم. را T درخت در رأس دو این بین مسیر در یال

کنید: دقت آمده بدست درخت دو در v4 و v1 بین مسیر به

v4

v3

v1

v5

v2
1 2

4 3

z

yx

v1 v2 v3 v4 v5

44

1
2

1 33

کنید: بررسی را ادعا این می توانید هم رأس ها بقیه برای تمرین بعنوان است. ۴ یال سنگین ترین شده، مشخص مسیر دو هر در

۲ دو: هر در v2 به v1 مسیر –
۴ دو: هر در v2 به v5 مسیر –

کنید. اثبات کلی حالت در را بیان شده ادعای : تمرین

پرسمان) یک اصلی گراف یال هر (برای داده شده ما به پرسمان تا m خلاصه، بطور می کنیم. بحث T ′ درخت روی بعد، به این از پس
خواهند T ′ درخت از برگ دو است، اصلی گراف از رأس دو که پرسمان هر بدهیم. پاسخ O(m) زمان در را پرسمان m این می خواهیم و

است. T ′ گراف در رأس دو این بین یکتای یال سنگین ترین کردن پیدا هدف پس بود.

می خواهیم و داریم ریشه دار درخت یک وقتی کل در بشکنیم. تیکه دو به می توانیم را پرسمان هر کنید، دقت T ′ درخت به اگر طرفی از
کنیم. بحث آمده بدست مسیر دو روی و کنیم تقسیم تیکه دو به را مسیر این می توانیم آوریم، بدست اطلاعاتی آن برگ دو بین مسیر درباره
x رأس زیر مثال در که یافته، را رأس دو آن مشترک۲۸ جد پایین ترین کافیست بخواهیم، را v و u بین مسیر زیر درخت در اگر مثال بعنوان
جد پایین ترین شده، داده رأس دو برای بتوانیم اگر کل در پس بشکنیم. v و x بین مسیر و x و u بین مسیر دو به را v و u بین مسیر و است،
بتوانیم اگر نهایت در پس است. دیگری جد آن ها از یکی که است رأس دو شامل پرسمان، هر کنیم فرض می توانیم بیابیم، را آن دو مشترک
کنیم،  محاسبه O(1) در را خواسته شده رأس دو مشترک جد پایین ترین بتوانیم همچنین و دهیم پاسخ شکل این به پرسمان m به O(m) در

کنیم. حل می توانیم نیز را اصلی مسأله آنگاه
28LowestCommonAncestor, LCA
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x

u v

مشترک جد پایین ترین مسأله حل ۲ .۶

رأس تعداد n که O(n) زمان با رأس ها روی پیش پردازش یک بار با کافیست این کار برای دیده ایم؛ قبلا را مشترک جد پایین ترین مسأله حل
مشترک جد پایین ترین بتوانیم می دهند، ما به که رأسی دو هر برای آن از استفاده با که کنیم طراحی داده ای ساختمان یک است، درخت های

کنید. مراجعه داده ساختمان درس ۲۵ جلسه به می توانید دقیق تر حل برای کنیم. محاسبه O(1) در را آن دو

و رأس یک بین یال سنگین ترین پیداکردن باقی مانده، مسأله ی است. محاسبه قابل می خواهیم که زمانی در مشترک جد پایین ترین پس
است. آن جد

آن جد و رأس یک بین یال سنگین ترین کردن پیدا ۳ .۶

بیابیم. را یال  سنگین ترین دو، این بین مسیر در می خواهیم و است دیگری جد یکی که داده شده ما به رأس دو T ′ درخت در کنید فرض
است ممکن کنید (دقت بشود. O(m) مقایسه ها تعداد به طوری که کنیم پردازش هم زمان را نوع این از پرسمان O(m) می خواهیم درواقع

شود.) بیشتر کران این از الگوریتم زمان کل

پایینی رأس که پرسمان هایی تمام حال باشد. یال این پایینی رأس x فرض بگیرید. درنظر را T ′ درخت خاص یال یک این کار، برای
بگیرید: نظر در را آن) اجداد از (یکی است x از بالاتر آن ها بالایی رأس و است x نوادگان از یکی آن ها

x

u1

u2

u3

y c

a b

d

7

5

3

6
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پردازش همزمان بطور را پرسمان ها این سه تای هر می خواهیم باشند. (c, u3), (b, u2), (a, u1) بصورت ما پرسمان های  کنید فرض
ازهم اند متفاوت اینکه با پرسمان ها از پایینی سر که است این ما پردازش نحوه ی می کنند. عبور xu3 یال از به گونه ای پرسمان ها این تمام کنیم.
را (x, u1), (x, u2), (x, u3) پرسمان های می خواهیم فعلا پس می کنیم. بروزرسانی مرحله به مرحله را پرسمان ها و می گیریم درنظر x را

می شود. (7, 5, 3) آنها پاسخ شکل به توجه با که بنویسیم (u1, u2, u3) بصورت را پرسمان ها رشته ی می توانیم بدهیم. جواب

• (a, u1)−→(x, u1)−→7

• (b, u2)−→(x, u2)−→5

• (c, u3)−→(x, u3)−→3

از بخشی توانسته ایم تاکنون حقیقت در کنیم. به روزرسانی آن ها پایینی سر به توجه با را پرسمان ها مرحله به مرحله می خواهیم اکنون
دهیم. پاسخ را پرسمان هر

محاسبه را پرسمان ها تمام تیکه به تیکه درخت، بالای از شروع با گویی می کنیم. پردازش را yx یال مثلا  بعدی، یال بعد، مرحله در
بچه هایش به آن یا ل  دو از کدام هر دارد، بچه دو x چون پس،  کنیم. به روزرسانی را پرسمان ها آمده، پایین تر قدم یک مرحله، هر و کرده
رشته یعنی می شوند؛ رد یال این از پرسمان ها آن از دوتا داشتیم، که اصلی پرسمان سه از ،xy یال گرفتن نظر در با می کنیم. بررسی جدا را
شوند. اضافه قبلی مرحله پرسمان های به نیز است x آن ها بالایی رأس که پرسمان هایی است ممکن مرحله این در .(u1, u2) پرسمان های
بنابراین می گیریم. درنظر y را پرسمان ها پایینی سر ،yx یال پردازش هنگام دوباره شود. اضافه (x, d) پرسمان می تواند اکنون مثال بعنوان
اکنون پس کرده ایم. پیدا جواب یک u2 و u1 برای تاکنون شود. می (u1, u2, x) به تبدیل ،yx یال پردازش مرحله در پرسمان ما رشته ی
مسیر به هم را دیگر یال یک اصلی، مسیر طبق انگار حقیقت (در بگیریم بیشینه جدید، یال وزن ،6 و آمده بدست پاسخ بین دو آن برای باید

می دهیم): ادامه را بررسی و کرده اضافه شده بررسی

• (a, u1)−→(y, u1)−→7

• (b, u2)−→(y, u2)−→6

• (x, d)−→(y, x)−→6

بصورت را کنونی جواب رشته قبلی، جواب رشته ی روی از بعدی، مرحله به مرحله یک از می توانیم ما که است این الگوریتم نکته
هر برای که جوابی بین گرفتن بیشینه شود انجام باید که کاری درواقع کنیم). به روزرسانی را قبلی جواب رشته صرفاً (و کنیم محاسبه کارا

شوند. پردازش یال ها تمام باید نهایتا ً است. می کنیم بررسی که جدیدی یال وزن با بودیم آورده بدست پرسمان

کافیست بلکه کنیم، بیشینه گیری یکبار آن عنصر هر برای جواب رشته کل روی مرحله، هر در نیست لازم که است مهم نکته این حال،
اندیس آن از کرده، پیدا آن در را جدید یال وزن دودویی۲۹ جست و جوی یک بار یا تنها و کنیم نگه داری مرتب شده بصورت را جواب ها لیست
می توانیم مرحله، هر در شده تولید رشته  ی اندازه ی حسب بر لگاریتمی زمان در ما پس کنیم. جایگزین جدید یال وزن با را جواب رشته بعد به

بیابیم. را آن بچه  یال رشته ی پاسخ

پرسمان m کل در زیرا است؛ m حداکثر می گذرند، عمق آن یال های از که پرسمان هایی تعداد کل جمع درخت، عمق هر در همچنین
هستند. رأس آن جد با رأس یک بصورت پرسمان ها زیرا می کند عبور مرحله هر یال یک حداکثر از پرسمانی هر و داریم

کنید. مشاهده را اینجا دقیق تر محاسبات دیدن برای می رسیم. O(m) جواب به کنیم، جمع را لگاریتم ها این تمام اگر درنهایت، پس
29BinarySearch
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[٩٩ [بهار

جم طاهری شایان نگارنده: ١ ثابت پارامتر الگوریتم های

هستند. ان پی‐تمام مسائل به دیگر حمله روش یک و دیگر نگاه جور یک الگورینم ها نوع این
مسائلی چنین برای که می شود زده حدس و کنیم حل چندجمله ای الگوریتم های با نیستیم) (بلد نمی توانیم را ان پی‐تمام مسائل که دیدیم ما
جواب خوب عمل در که کنیم کاری و کنیم حل نمایی الگوریتم های با را مسائل این می توانیم ولی باشد، نداشته وجود چندجمله ای الگوریتم

باشند. مفید و بدهند
نه باشد نمایی پارامتر آن حسب بر فقط که می دهیم ارائه الگوریتمی و می گیریم نظر در را مسئله از پارامتر یک ثابت پارامتر الگوریتم های در

می دهیم: نشان مثال یک با را این حال مسئله، ورودی کل

رأسی: پوشش مسئله ١

یال هر که طوری به دارد وجود مسئله ورودی گراف رئوس مجموعه از عضوی k حداکثر زیرمجموعه ی آیا بدانیم می خواهیم مسئله این در
باشد؟ متصل مجموعه این اعضای از یکی به حداقل گراف از

.k عدد و G گراف ورودی:
دارد؟ k حداقل اندازه با رأسی پوشش G آیا خروجی:

n = 10000 و k = 20 اگر مثلا کنیم حل را مسئله می توانیم O(2nE) اجرا زمان در حالت ها همه جست وجوی با بدیهی: الگوریتم
می شود. 10300 برابر تقریباً اجرا زمان

n = 10000 و k = 20 برای که کنیم حل O(nkE) زمان در را مسئله می توانیم عضوی k زیرمجموعه های تمام جست وجو الگوریتم با
می شود. 1080 برابر تقریباً اجرا زمان

نیست استفاده قابل مطلقاً هنوز ولی است بهتر قبل الگوریتم از

الگوریتم این کنیم فرض ثابت را k اگر دوم الگوریتم در ولی است نمایی است O(n2) که ورودی حسب بر الگوریتم اول الگوریتم در
بود. خواهد بد اجرا زمان باشد 3 یا 2 حداقل k و باشد بزرگ ما گراف اگر همچنان ولی بود خواهد چندجمله ای

بهتر الگوریتم این نباشد وابسته k به c آن در که باشد O(f(k).nc) شکل به آن اجرای زمان که کنیم طراحی الگوریتمی بتوانیم اگر حال
بود. خواهد

حدوداً آن اجرای زمان n = 10000 و k = 20 اگر که داریم O(2k.n) اجرای زمان با ثابت پارامتر الگوریتم رأسی پوشش مسئله برای
است. قبولی قابل و خوب زمان که می باشد 1010

سایر یا n حسب بر و باشد k حسب بر فقط آن اجرای زمان نمایی قسمت که بسازیم الگوریتمی اگر کردیم مشاهده که همانطور پس
بود. خواهد کاربردی الگوریتم این باشد، چندجمله ای دیگر ورودی های

1Fixed Parameter Algorithms
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آن حسب بر و بگیریم نظر در ثابت را آن می خواهیم ما که پارامتری وقت ها خیلی و داشت حضور مسئله در k پارامتر مسئله این در
را پارامتر ما است ممکن وقت ها خیلی ولی مستقل. مجموعه بزرگترین سایز مثلا دارد حضور مسئله در کنیم مطرح ثابت پارامتر الگوریتم
f(k) واقع در یا شود نمایی پارامتر آن حسب بر آن اجرا زمان که کنیم طراحی الگوریتمی و کنیم انتخاب پارامتری چه اینکه و کنیم، انتخاب

است. ما دست باشد چه
می گویند. شده پارامتریزه مسائل دارند را مناسب پارامتر خود که مسائل اینگونه به

است. مسئله ورودی X که است k(X) مانند ورودی از تابعی پارامتر
است ممکن گاهی و گراف، در درجه بیشترین مانند باشد محاسبه قابل راحتی به یا باشد شده ظاهر مسئله در پارامتر این است ممکن گاهی
اندازه برای که می دهیم الگوریتمی و باشد خروجی اندازه ما پارامتر است ممکن گاهی مثلا باشد. ان پی‐سخت خود پارامتر این محاسبه
ولی نمی شود صحبت آن به راجع جلسه این در که گرفت درختی٢ عرض را پارامتر می توان گاهی یا می کند، کار خوب کوچک خروجی
گراف هایی برای می توانیم ما و مستقل مجموعه مانند دارند، چندجمله ای الگوریتم درخت ها روی که هستند ان پی‐سخت مسائل از خیلی

کنیم. ارائه درختی عرض ثابت پارامتر با خوب الگوریتمی هستند درخت به نزدیک که

رأسی: پوشش مسئله برای ٣ کراندار جست وجوی درخت الگوریتم ٢

می گیریم: درنظر را e مانند دلخواهی یال

u ve

از را u به متصل یال های آنگاه شود. انتخاب u رأس کنید فرض .v رأس یا شود انتخاب u رأس باید یا یال این شدن پوشانده برای
می دهیم. ادامه را الگوریتم این و می کنیم حذف گراف

می آید: پدید زیر شکل مانند درختی

2tree width
3Bounded search tree
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e k

k − 1 k − 1

.

.

.

u v

است. گراف از یال یک با متناظر آن رأس هر و می شود کم یکی آن ثابت پارامتر آن طبقه هر در
: الگوریتم این کد شبه

Bounded STVC(G,k)

1 if k = 0

2 if G = Ø

3 return true

4 else
5 return false

6 Pick uv ∈ E

7 t1 = Bounded STVC(G-u , k - 1)
8 t2 = Bounded STVC(G-v , k - 1)
9 return t1 Or t2

O(f ′(k) + nc′) زمان با الگوریتم اگر تنها و اگر دارد وجود O(f(k).nc) اجرای زمان با الگوریتم پارامتریزه، مسئله هر برای .١ قضیه
باشد. داشنه وجود

. می گیریم نظر در حالت دو آن دیگر طرف برای و است بدیهی قضیه طرف یک اثبات.

n ≤ f(k) :١ حالت
f(k).nc ≤ f(k)c+1 می شود نتیجه حالت این در که

n ≥ f(k) :٢ حالت
f(k).nn ≤ nc+1 می شود نتیجه حالت این در که

آنگاه c′ = c + 1 و f ′(k) = f(k)c+1 دهیم قرار اگر پس f(k)nc ≤ f(k)c+1 + nc+1 داریم: صورت دو هر در پس
می شود. اثبات نیز قضیه دیگر طرف پس f(k)nc ≤ f ′(k) + nc′

٣
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باشد. داشته O(f(k).nc) اجرای زمان با الگوریتم اگر است ثابت پارامتر کلاس عضو A مسئله می گوییم

۴ سازی هسته ٣

است. چندجمله ای زمان در مسئله همان از ساده تر نمونه یک به مسئله یک از نمونه یک تحویل طریق از سازی ساده نوعی سازی هسته
. |X ′| ≤ f(k) و (x ∈ A) ↔ (x′ ∈ A) که طوری به می کنیم تبدیل (X ′, k′) نمونه به را (X, k) نمونه ی درواقع.

G′ که کنیم پیدا G′ مانند تر کوچک گراف یک بیاییم کنیم. پیدا G گراف روی رأسی پوشش یک می خواهیم کنید فرض مثال برای
باشد. f(k) از کوچکتر G′ اندازه و باشد داشته G اگر تنها و اگر دارد k حداقل اندازه به رأسی پوشش

خواهیم O(g(f(k)) + nc) زمان در الگوریتم G گراف برای درواقع باشیم داشته g(|V (G′)| زمان در G′ برای را مسئله جواب اگر حال
باشد. چندجمله ای باید که است G′ به G تبدیل زمان آن در nc که داشت

است. ثابت پارامتر مسئله این .١ طبق حال
باشد. داشته سازی هسته اگر تنها و اگر است، ثابت ،پارامتر P شده ی پارامتریزه مسئله .٢ قضیه

O(f(k).nc) اجرای زمان با الگوریتمی یعنی است ثابت پارامتر ، P کنید فرض حال کردیم. اثبات بالا در که را قضیه طرف یک اثبات.
دارد. سازی هسته کنیم ثابت می خواهیم دارد.

می دهیم. خروجی خیر یا بله کانونیک نمونه یک باشد خیر یا بله جواب که این برحسب و می کنیم اجرا را الگوریتم f(k) ≤ n اگر : ١ حالت
بله الگوریتم جواب اگر مثلا است. مشخض آن جواب که کرده ایم تبدیل کوچکتر مسئله ای به را مسئله چندجمله ای الگوریتمی با واقع در

می گیریم. درنظر 0 برابر k′ با و گراف همان بود خیر جواب اگر و می گیریم. درنظر 1 با برابر را k′ و k2 گراف را مسئله بود

اندازه چون است سازی شده هسته مسئله خود (درواقع می دهیم. خروجی را X همان پس |X| ≤ f(k) ، f(k) ≥ n اگر : ٢ حالت
است) کوچک آن

.٢ حالت یا است برقرار ١ حالت که ندانیم اول از است ممکن حال
می کنیم: اجرا اینگونه را الگوریتم

و است اول حالت یافت پایان nc+1 از کمتر زمان در الگوریتم اگر می دهیم قرار سنج زمان یک و می کنیم اجرا را داریم که الگوریتمی ابتدا
می کنیم. عمل حالات همان مانند و است دوم حالت نیافت اگر

رأسی پوشش مسئله برای سازی هسته ۴

داشتیم موازی یال های اگر و می کنیم کم واحد یک را k و حذف را رأس آن داشتیم طوقه اگر است. ساده ورودی گراف کنیم فرض می توانیم
می کنیم. حذف را بقیه و می داریم نگه را آن ها از یکی

می کنیم: تکرار ممکن جای تا را زیر مراحل
می کنیم. حذف اش داریم ایزوله رأس اگر ١

بیشتر که آن همسایه های تمام صورت این غیر (در باشد پوشش در حتما باید رأس آن d(w) > k که باشد داشته وجود u مانند رأسی اگر ٢
می دهیم.. کاهش واحد یک را k و می کنیم حدف را رأس آن نمی شود) که باشند پوشش در باید هستند تا k از

4kernelization
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است). شده حساب بالا مراحل در که است نهایی k واقع در k از (منظور است k کمترمساوی رأس هر درجه پایان در
را یال k2 بیش از نمی توان k حداکثر درجه با رأس k با می دهیم.(زیرا خروجی NO کانونیک نمونه یک بود k2 از بیشتر یال ها تعداد اگر

پوشاند)
پس هستند) چندجمله ای k برحسب آن یال های و رئوس است.(تعداد کوچک باقی مانده گراف پس است. 2k2 حداکثر رئوس تعداد وگرنه

می دهیم. خروجی را گراف این

سازی هسته الگوریتم اجرای زمان

دارد. V 2 زمان در الگوریتم بدیهی طور به

است: زیر شرح به که دارد هم O(V + E) زمان در الگوریتم
قرار را k از بیشتر درجه با رئوس دیگری در و ایزوله رئوس یکی در می کنیم. تهیه لیست دو و می کنیم حساب را رئوس تمام درجه ابتدا در

می کنیم. به روز را آن همسایه های و می کنیم حذف لیست ها از یکی از رأس یک مرحله هر می دهیم.
زمان در مجموعاً رئوس کردن به روز و می شوند انجام O(V ) زمان در مجموعاً رئوس انتخاب پس می خواهد O(1) زمان رأس هر انتخاب

می شود. انجام O(V + E) زمان در سازی هسته پس می شود انجام O(E)

اجرا سازی هسته توسط شده تولید گراف روی را داشته ایم رأسی پوشش برای که الگوریتم هایی می توانیم کرده ایم سازی هسته که حال
کنیم.

: عضوی k زیرمجموعه های همه انتخاب الگوریتم ١
این با مسئله حل زمان پس E ≤ k2 و V ≤ 2k2 داشت خواهیم شود اعمال هسته روی اگر که است O(V kE) الگوریتم این زمان

با: بود خواهد برابر هسته) روی الگوریتم اجرا بعلاوه سازی (هسته الگوریتم

O(V + E + (2k)k.k2)

کراندار): جست وجوی (درخت الگوریتم ٢
(هسته الگوریتم این با مسئله حل زمان پس V ≤ 2k2 داشت خواهیم شود اعمال هسته روی اگر که است O(2kV ) الگوریتم این زمان

با: بود خواهد برابر هسته) روی الگوریتم اجرا بعلاوه سازی

O(V + E + 2k.k2)

دارد. وجود نیز O(kV + 1.274k) اجرای زمان با الگوریتم مسئله این برای

رنگی۵ کدگذاری ۵

: k طول به مسیر وجود مثال:
کرد. حل را همیلتونی مسیر وجود می توان آن با زیرا است ‐تمام ان پی مسئله این

داریم. O(nO(k)) اجرای زمان با الگوریتم

خیر؟ یا دارد وجود زیر شکل به مسیری آیا می کنیم چک و می کنیم رنگ رنگ، k با تصادفی طور به را رأس ها
5color coding
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1 2 3 k...

این جواب باشد داشته وجود k طول به مسیر اگر و است خیر فوق مسئله جواب باشد نداشته وجود k طول به مسیر اصلی گراف در اگر
می شود) رنگ درست 1

k احتمال به k طول به مسیر یک از رأس (هر است بله k−k حداقل احتمال به مسئله

با: بود خواهد برابر شکست احتمال الگوریتم تکرار بار 1
p از بعد باشد، p موفقیت احتمال اگر

Pr[failure] = (1− p)
1
p ≤ (e−p)

1
p =

1

e

چندجمله ای الگوریتم فوق مسئله برای اگر پس می گیریم. را درست جواب بالا احتمال به کنیم اجرا بار O(kk) را بالا الگوریتم اگر پس
الگوریتم فوق مسئله برای باید حال ⊠ داشت. خواهیم O(kk.nc) اجرای زمان با احتمالی الگوریتم مسئله برای داشته باشیم (O(nc))

دهیم. ارائه چندجمله ای
شماره های به رنگ دو با رأس دو بین که می داریم نگه را یال هایی فقط گراف یال های بین از شده اند. رنگ رنگ k با رئوس کنید فرض
به حال ندارد). تأثیری آن ها نبود یا بود پس باشند، داشته حضور کنیم پیدا می خواهیم که مسیری در نمی توانند یال ها باشند(باقی متوالی

می دهیم. قرار بزرگ تر رنگ شماره با رأس طرف به کوچک تر رنگ شماره با رأس طرف از را یال ها جهت می دهیم. جهت یال ها
دارند: قرار ام i دسته در i رنگ به رئوس که می باشد شکل به حاصل گراف

...

1 2 k

را چندجمله ای زمان در گراف نوع این مسیر ترین بلند کردن پیدا الگوریتم که رسیده ایم دور۶ بدون دار جهت گراف یک به اکنون پس
داشته ایم. قبلا

داریم. O(kk.nc) زمان با احتمالاتی الگوریتم اکنون پس
دهیم. ارائه مسئله برای تری سریع الگوریتم می خواهیم

طول به مسیری بار این کنیم پیدا k تا 1 رنگی ترتیب با مسیری که این جای به ولی کنیم، رنگ قبل حالت مانند را رئوس که است این ایده
در شده ظاهر رنگ های ترتیب که است این قبل حالت با حالت این باشند(تفاوت داشته را رنگ k هر آن رئوس که طوری به کنیم پیدا k

نیست). مهم حالت این در ولی بود مهم قبل حالت در رئوس

کنیم: محاسبه را حالت این در موفقیت احتمال می خواهیم حال
بود. خواهد درست ما جواب 1 احتمال به حالت این در و بود خواهد خیر فوق مسئله جواب قطعاً نداشته باشیم k طول به مسیر اگر

حالات کل و می باشد k! با برابر متفاوت رنگ k با رئوس این آمیزی رنگ حالات تعداد باشد موجود گراف در k طول به مسیری اگر حال
می دهد. درست را مسئله جواب الگوریتم k!

kk
احتمال به پس دارد. حالت kk رئوس این آمیزی رنگ

6DAG
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داریم:
k!

kk
>

(ke )
k

kk
= e−k

است. بهتر خیلی (k−k) قبل حالت دادن جواب درست احتمال از احتمال این و می دهد جواب درست e−k احتمال به الگوریتم این پس
بدهد. درست جواب بالا احتمال با الگوریتممان تا کنیم تکرار مرتبه O(ek) باید را الگوریتم این حال

نیست راحتی کار خیر یا دارد وجود متمایز رنگ k با k طول به مسیری است شده رنگ رنگ، k با که گرافی در آیا که این کردن چک ولی
می شود. نمایی آن الگوریتم و

کنید. فکر آن روی خودتان می توانید که می شود حل O(2k.nc′) زمان در پویا برنامه ریزی با دوره گرد فروشنده ی مسئله ی مانند مسئله این
به و کنیم تکرار بار O(ek) را است O(2k.nc′) آن اجرای زمان که را فوق الگوریتم می توانیم k طول به مسیر وجود مسئله ی برای اکنون

است. بهتر خیلی (O(kk.nc)) قبل الگوریتم اجرای زمان از که برسیم O((2e)k.nc′) اجرای زمان با احتمالاتی الگوریتمی

مسائل پیچیدگی ۶

کرده ایم. صحبت ان پی‐تمام و ان پی پیچیدگی کلاس های به راجع قبل جلسات در
از مسئله یک به را A مانند ان پی‐تمام کلاس از مسئله ای می توانستیم تحویل این کمک به اگر که کردیم معرفی چندجمله ای تحویل یک

است. ان پی‐تمام کلاس از نیز B مسئله که می شد ثابت آنگاه کنیم تحویل B مانند ان پی کلاس
نمی کند. عمل صحیح ثابت پارامتر کلاس مسائل برای چندجمله ای تحویل این ولی

. کنیم تحویل رأسی پوشش مسئله به را مستقل مجموعه مسئله می توانیم مثال برای
اعضای از یکی به حداقل G یال هر می دانیم اکنون است. G گراف برای رأسی پوششی A مجموعه کنید فرض است. ساده بسیار تحویل این

است. مستقل مجموعه یک G\A پس کند. وصل هم به را G\A مجموعه از رأس دو نمی تواند G از یالی هیچ پس است، متصل A
حداقل پس باشند، A اعضای از تا دو بین نمی توانند G یال های از کدام هیچ باشد G رئوس از مستقل مجموعه یک A اگر مشابه طریق به و

است. رأسی پوشش یک G\A مجموعه پس هستند. وص G\A اعضای از یکی به

(G,n − k) ورودی با مستقل مجموعه مسئله جواب با برابر (G, k) ورودی با رأسی پوشش مسئله ی جواب بالا نکات به توجه با
می شود. تحویل رأسی پوشش مجموعه به مستقل مجموعه مسئله پس است.

و می شود بزرگ بسیار n− k وقت آن باشد کوچک خیلی k اگر مثال طور به می شود. خراب و می کند تغییر دوم پارامتر تحویل این در ولی
برای برای تحویل این توسط که ما الگوریتم پس است نمایی (n− k) آن ورودی دوم مؤلفه برحسب رأسی پوشش برای ما الگوریتم چون
ما الگوریتم پس است n به نزدیک n− k پس است کوچک k چون است. نمایی n− k برحسب می آید دست به مستقل مجموعه مسئله

نیست. خوب که می شود نمایی n حسب بر

نمی آید. کار به اینجا بوده ایم بلد قبلا که چندجمله ای آن تحویل پس
کنیم. معرفی دیگر تحویل یک می خواهیم حال

پارامتری تحویل ٧

طوری به می سازد (X ′, k′) صورت به B برای ورودی ای هستند (X, k) صورت به که A مسئله ی ورودی های از B به A پارامتری تحویل
باشد: داشته را زیر شرط سه که
X ∈ A ⇐⇒ X ′ ∈ B ‐ ١

٧
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باشد). نمایی k حسب بر می تواند f(k) ) باشد f(k).|X|c تحویل اجرای زمان ‐ ٢
باشد). اول مسئله پارامتر از بزرگتر خیلی نباید دوم مسئله پارامتر که می دهد نشان خاصیت (این k′ ≤ g(k) ‐ ٣

بود. خواهد کلاس این در نیز B آنگاه باشد ثابت پارامتر کلاس در A اگر که دید می توان راحتی به حال

W مراتب سلسله پیچیدگی کلاس های ٨

الگوریتم که مسائلی برای معدل اند، هستند سخت و نداریم آن ها برای چندجمله ای الگوریتم که مسائلی از کلی که ان پی‐تمام خلاف بر
W [2] و W [1] سختی درجه ترتیب به آن ها به که دارند سختی درجه بینهایت و باشند معادل هم با که نیست طور این نداریم ثابت پارامتر

دارد. قرار W [2] کلاس در چیره٧ مجموعه مسئله و است W [1] کلاس در مستقل مجموعه مسئله مثال طور به می شود. گفته ... و
داریم. چیره مجموعه به مستقل مجموعه از پارامتری تحویل یعنی

بود. ثابت پارامتر الگوریتم های بر کوتاهی مقدمه این

7Dominating Set
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

شریفیان احسان و افشارراد امیرحسین نگارنده: درخت تجزیه ی :١۴ اضافه جلسه

مقدّمه ١

ورودی های روی بر آن ها کردن حل سخت، مسائل با درگیرشدن راه های از ی که داریم خاطر به محاسبات پیچیدگ به مربوط جلسات از
گراف های روی بر حال این با است؛ ان پی –سخت مسأله ی ی کلّ گراف های در رأس پوشش یافتن مسأله ی مثال عنوان به بود. خاص
آن برای سخت مسائل از بسیاری که گراف ها از توجه قابل کلاس های از ی است. موجود آن حل برای چندجمله ای وریتم ال دوبخش
را سؤال موضوع، این است. مسائل این از نمونه ای گراف، در مستقل زیرمجموعه ی یافتن مسأله ی م باشند. درخت ها هستند، حل قابل
نباشد درخت گراف اگر حتّ که گونه ای به کرد؛ تعریف درخت ها به کلّ گراف های بودن نزدی برای معیاری م توان آیا که م آورد پدید
عبارت به نمود. حل مناسبی وریتم ال با نیز آن روی بر را سخت مسائل از بسیاری بتوان شاید باشد، درخت ی به شبیه معیار این طبق اما
باشد درخت به گراف نزدی از ملاک k که گونه ای به کرد، تعیین گراف ها برای k مانند پارامتری م توان آیا که است این سؤال دقیق تر،
زمان باشد ن مم تنها که گونه ای به داد، ارائه گراف چنین روی بر f(k)poly(n) اجرای زمان با وریتم ال بتوان سخت مسائل برخ در و
نیز O(nk) اجرای زمان با وریتم ال است ن مم حتّ حالت چنین در باشد). k از نمایی تابع f (مثلا باشد نامطلوب k حسب بر اجرا
درخت گراف اگر حتّ ترتیب این به بود. خواهد چندجمله ای وریتم ال نیز آن باشد، ثابت عددی k اگر که شود یافت مسأله ای حل برای
را سخت مسائل برخ بتوان شاید آن گاه باشد)، درخت به شبیه تعریف شده معیار به توجه با (یعن باشد کوچ آن برای k عدد اما نباشد

کرد. حل مناسب اجرای زمان با نیز آن روی بر

کدام که کنیم توجه نیز سؤال این به است خوب بپردازیم، مناسب معیار یافتن و فوق پرسش پاسخ بررس به ادامه در که آن از پیش
پاسخ م توان مختصر صورت به باشند. داشته مناسب تری حل های آن ها روی بر سخت مسائل برخ تا م کند خاص را درخت ها ویژگ
آن مفهوم این بر شاهدی است». محدود درخت ها در گراف مختلف قسمت های بین موجود «تعامل که کرد بیان نحو این به را سؤال این
به ندارند. ر دی ی با ارتباط هیچ که م شود تبدیل مجزا قسمت دو به درخت آن حذف با یعن است؛ برش درخت ی یال هر که است
آن حل کلّ ایده ی موارد از بسیاری در بیاورید، خاطر به را م شدند حل درخت ها روی پویا برنامه ریزی کم به که مسائل اگر مثال عنوان
حل ریشه فرزندان از ی هر در موجود زیردرخت های روی بر را مربوطه زیرمسأله های و کنیم ریشه دار دلخواه رأس ی از را درخت که بود
زیرمسأله های در استقلال نوع نداشتند، ر دی ی با ریشه) خود طریق از جز (به تعامل هیچ گونه زیردرخت ها این که این به توجه با کنیم.

اصل مسأله ی برای کلّ حل ی به آن ها، از ی هر حل یافتن از بتوان که م کرد فراهم را ان ام این نهایتاً که م شد ایجاد آن ها با متناظر
اصل مسأله ی که گونه ای (به گراف روی بر تقسیم بندی ای چنین ایجاد ان ام که چرا ندارد، وجود عادی گراف های در ان ام چنین رسید.

گراف ی نزدی تعیین برای مناسب ایده ای شاید ترتیب این به ندارد. وجود کلّ حالت در شود) سته ش هم از مستقل زیرمسأله ی چند به
باشد. گراف آن در تعامل) کمترین با یا مجزا بخش های (با ساختاری چنین ایجاد ان ام درخت، به

ادامه در گرفت. نظر در درخت ها به کلّ گراف های نزدی معیار عنوان به را درخت ها از مختلف ویژگ های م توان کلّ صورت به
م گیریم: نظر در مثال عنوان به را ویژگ ها این از مورد سه

١

درخت ٣٨۶تجزیه



دورها تعداد بودن محدود .١
گراف های شباهت برای معیار ی ایجاد برای ایده ی است؛ دور نداشتن درخت ها بنیادین ویژگ های از ی که این به توجه با
گراف این است. گراف هایی چنین از نمونه ای ١ ل ش گراف مثال، عنوان به باشد. دورها تعداد بودن کم م تواند درخت ها به کلّ
م باشند. دور فاقد آن انشعابات سایر و م شود) حاصل ر دی دور دو ادغام از که دور ی و وتر بدون دور (دو دارد دور سه تنها

م شود. درخت ی به تبدیل آن از یال دو حذف با که طوری دانست، درخت ی به شبیه حدّی تا م توان را گراف چنین

١ ل ش

رئوس تعداد مرتبه ی از م تواند گراف چنین دورهای تعداد که چرا نیست؛ مناسب ٢ ل ش مانند گراف برای تعریف این حال این با
که کرد فرض م توان درخت، رئوس از کدام هر جای به که طوری دارد؛ درخت به شبیه ساختاری گراف این حال این با باشد. آن

است. گرفته قرار ۴ طول به دور ی

٢ ل ش

شود درخت ی ایجاد به منجر رأس ثابت تعداد حذف .٢
رئوس تعداد مرتبه ی از که گرفت نظر در گراف م توان و باشد درخت به گراف ی بودن نزدی برای ملاک م تواند نیز ایده این
نیز ١ ل ش گراف برای ایده این همچنین بروند. بین از دور ها این تمام آن به متّصل یال های و رأس ی حذف با اما دارد، دور خود

داشت. نخواهد درخت به شباهت تعریف این با ٢ ل ش گراف هم باز حال این با اما است؛ مناسب
باشند شده متّصل هم به درخت ساختار ی با که کوچ تکه های وجود .٣

حال این با م شود؛ شامل نیز را درخت به ٢ ل ش ساختار شباهت است، مناسب شهودی صورت به که این بر علاوه تعریف این
م تواند دور هر طول اما است کم دور ها تعداد چه اگر گراف، آن در که چرا بیابد، درخت ها و ١ ل ش گراف بین شباهت نم تواند

باشد. گراف رئوس تعداد مرتبه ی از

عنوان به نیستند. محدود ذکرشده نمونه های به درخت ها با آن ها شباهت نوع و درخت به شبیه گراف های از مثال هایی است ذکر به لازم

٢

درخت ٣٨٧تجزیه



۴ ل ش صورت به را آن م توان حال این با ندارد، درخت ی به شباهت اول نگاه در گراف این یرید. ب نظر در را ٣ ل ش گراف نمونه،
کرد. رسم

٣ ل ش

۴ ل ش

شد، مطرح درخت به گراف شباهت برای که سه گانه ای ایده های از ی هیچ منظر از که آن وجود با ۴ ل ش گراف که م شود مشاهده
که است گونه ای به گراف این ساختار واقع در دانست. درخت ی به شبیه را آن ری دی رد روی با م توان اما ندارد؛ درخت ی به شباهت
متّصل هم به یال هایی با را هستند مجاور ضلع ی در که دورهایی با متناظر رئوس و دهیم نسبت رأس ی آن از ٣ طول به دور هر به اگر
نظر در مجاور هستند مشترک یال ی در که دورهایی تنها که کنید دقّت بود. خواهد درخت ی که م شود حاصل جدیدی گراف کنیم،
موضوع این ۵ ل ش شد. نخواهند گرفته نظر در مجاور ر دی ی با باشند، مشترک رأس ی در تنها که دورهایی از دسته آن و م شوند گرفته
با مطابق آن ها اتّصالات و شده اند داده نشان قرمز رنگ با اصل گراف از ٣ طول به دورهای با متناظر رئوس م دهد. نشان خوبی به را

ی حاصل، قرمزرنگ گراف که م شود مشاهده ل ش این در ترتیب این به است. شده انجام رنگ همان از یال هایی با گفته شده قاعده ی
است. بوده درخت ی به شبیه جهات از نیز گراف آن که م دهد نشان و م کند توصیف را اولیه گراف کلّ ساختار که است درخت

در داشتند. درخت ها با مشابه ساختاری جهت از کدام هر که بودیم گراف هایی شاهد متعدّدی مثال های در جا این به تا ترتیب این به
به تا نجاند ب خود در را درخت ها به گراف ها شباهت های اقسام و انواع گسترده ای، صورت به بتواند که دهیم ارائه تعریف م خواهیم ادامه

٣

درخت ٣٨٨تجزیه



۵ ل ش

ببریم. بهره سخت مسائل حل در درخت ها و کلّ گراف های بین شباهت وجود از ان، ام صورت در بتوانیم آن کم

۴

درخت ٣٨٩تجزیه



گراف ی درخت عرض و درخت تجزیه ی ٢

G رئوس از زیرمجموعه هایی Vtها ⊆ V آن، در که را (T, {Vt : t ∈ T}) زوج یرید. ب نظر در را G = (V,E) گراف .١ تعریف
باشند: برقرار زیر خاصیت سه گاه هر گوییم G برای درخت تجزیه ی ی هستند،

باشد: آمده Vtها از ی در حدّاقل G رأس هر .١

∀v ∈ V , ∃t ∈ T , v ∈ Vt

باشند: آمده Vtها از ی در G از یال هر انتهایی رئوس .٢

∀uv ∈ E , ∃t ∈ T , {u, v} ⊆ Vt

بدهند. T از همبند زیردرخت ی یل تش باشد، v مانند G از رأس شامل آن ها با متناظر Vt که T از گره هایی مجموعه .٣

خاصیت این از استفاده مورد وریتم های ال از بسیاری که گونه ای به است، برخوردار بالایی اهمیت از سوم خاصیت فوق، تعریف در
(یا دارند بر در را v ∈ G مانند دلخواه رأس ی که T از رئوس همه ی که است آن خاصیت این از منظور شهودی صورت به م برند. بهره
ری دی بیان بدهند. را T از همبند زیردرخت ی یل تش کل، در و باشند داشته راه هم به باید است) موجود آن ها Vt در v دقیق تر، عبارت به
مانند ری دی رأس که صورت در آن گاه ،v ∈ Vt2 و v ∈ Vt1 که باشند موجود T از t1 ̸= t2 رئوس اگر که است آن موضوع همین از
م دهیم)، نشان t1Tt2 نماد با را T درخت در t2 و t1 بین (مسیر باشد حاضر T در t2 و t1 بین مسیر در که باشد داشته وجود t3 ∈ T

یعن v؛ ∈ Vt3 باشیم داشته باید
v ∈ Vt1 , v ∈ Vt2 , t3 ∈ t1Tt2 ⇒ v ∈ Vt3

به م شود. مشاهده ۶ب ل ش در گراف این برای درخت تجزیه ی ی یرید. ب نظر در را ۶آ ل ش در موجود گراف مثال، عنوان به
کرد. تحقیق گراف این برای را درخت تجزیه ی ی سه گانه ی خواص برقراری م توان سادگ

c, d, f

b, c, f d, f, g

a, b, c b, e, f g, h
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۶ ل ش

دارد وجود بدیه درخت تجزیه ی ی حدّاقل درخت هر برای کرده ایم، ارائه درخت تجزیه ی ی برای که تعریف طبق جا این به تا
شود. شامل را اولیه گراف رئوس همه ی آن با متناظر Vt که گونه ای به یریم، ب نظر در رأس ی تنها با درخت را T که است حالت آن، و
ظاهر T رئوس از ی در اولیه گراف از یال هر و رأس هر که (چرا است برقرار T برای درخت تجزیه ی ی خاصیت سه هر که است بدیه

ی وجود تعریف، این با که م رسد نظر به ترتیب این به است). برقرار تک رأس درخت برای همواره نیز همبندی شرط به علاوه، و شده اند

۵
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، درخت تجزیه ی از t ∈ T هر برای که است آن است اهمیت دارای نظر به عمل در آن چه نیست. برخوردار خاص اهمیت از درخت تجزیه ی
م آورد. فراهم را درخت تجزیه ی ی عرض نظیر تعاریف ارائه ی برای انگیزه ای موضوع این باشد. کوچ ان ام حدّ تا Vt اندازه ی

م شود: تعریف زیر صورت به (T, {Vt : t ∈ T}) مانند درخت تجزیه ی ی عرض .٢ تعریف

max
t∈T

|Vt| − 1

م باشد. ٣ آن در موجود Vt بزرگ ترین اندازه ی که چرا است، ٢ با برابر ۶ب ل ش در موجود درخت تجزیه ی عرض مثال، عنوان به

م دهیم: ارائه آن درخت تجزیه های مبنای بر گراف ی برای کلّ تعریف ادامه در
م دهیم. نشان tw(G) با را آن و م کنیم تعریف G درخت تجزیه ی ی عرض کمینه ی را G گراف ی ١ درخت عرض .٣ تعریف

از ی زیر، قضیه ی است. درخت به گراف آن ساختار بودن نزدی از ملاک گراف، ی درخت عرض بودن کوچ که م کنیم ادعا
م شود. واگذار خواننده به آن کردن دقیق تر و کرده ارائه را قضیه این اثبات از طرح نیز ادامه در م دهد. نشان را ادعا این درست جنبه های

باشد. جنگل ی G اگر تنها و اگر است،  ی با برابر G گراف درخت عرض .١ قضیه

باید یعن این و است؛ ی با برابر آن درخت عرض دهیم نشان باید باشد. شده داده دلخواه درخت ی م کنیم فرض ابتدا اثبات. از طرح
تجزیه ی منظور، این برای باشد. ٢ با برابر حدّاکثر آن در موجود Vt مجموعه های تمام اندازه ی که طوری بیابیم، آن از درخت تجزیه ی ی
نامیده tv را درخت تجزیه ی در آن با متناظر رأس باشد، اولیه درخت از رأس v اگر یعن م دهیم؛ قرار اولیه درخت با برابر ابتدا را درخت
مسیر این میان رأس اگر که م کنیم زین جای ٢ طول به مسیری با را درخت تجزیه ی از tutv مانند یال هر ادامه در .Vtv = {v} داریم و

.Vtuv = {u, v} داریم بنامیم، tuv را

بود. خواهد ٨ ل ش مانند جدیدی درخت ،٧ ل ش درخت برای فوق، توضیحات در معرف شده درخت تجزیه ی مثال، عنوان به

a b c d

e

٧ ل ش

a a, b b b, c c c, d d

b, e

e

٨ ل ش
1tree width
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تجزیه ی این در ترتیب این به است. برقرار ارائه شده روش برای درخت تجزیه ی ی سه گانه ی خواص که کرد تحقیق سادگ به م توان
حدّاقل باید همواره تک عضوی) درخت برای جز (به درخت تجزیه های دوم خاصیت طبق طرف از دارند. عضو ٢ حدّاکثر Vtها ، درخت

ی برای درخت عرض تعریف، طبق ترتیب این به و باشد؛ داشته وجود درخت) یال های از ی با (متناظر ٢ حدّاقل اندازه ی با Vt ی
م شود. نتیجه نیز جنگل ها برای آن برقراری وضوح به درخت ها، برای م ح برقراری با بود. خواهد ی با برابر رأس) دو حدّاقل (با درخت

فرض این باشد. جنگل باید گراف آن آن گاه باشد، ی با برابر گراف درخت عرض اگر که دهیم نشان باید م، ح ر دی طرف اثبات برای
خلف برهان با دارند. ٢ با برابر حدّاکثر اندازه ای Vtها از ی هر آن، در که است موجود درخت تجزیه ی ی داده شده گراف برای یعن
فرض سادگ برای باشد. داشته دور ی باید گراف چنین بنابراین نیست. جنگل مربوطه گراف اما است برقرار شرایط چنین کنید فرض
در را bc و ab یال های با متناظر رئوس شوند. نامیده d و c و b و a ترتیب به آن، در موجود رئوس و باشد ۴ با برابر دور این طول کنید
وجود تا ی مسیری tbc و tab بین است، درخت ی خود درخت تجزیه ی چون بنامید. tbc و tab را آن ها و یرید ب نظر در درخت تجزیه ی
از ی هیچ که م شود نتیجه بنابراین .b ∈ Vt باشیم داشته باید باشد، مسیر این از رأس t اگر ، درخت تجزیه ی سوم خاصیت طبق دارد.
هر مسیر، این طول در و دارند عضو دو حدّاکثر Vtها که (چرا باشند اصل گراف از da یا cd یال های با متناظر نم توانند مسیر این رئوس
cd یال با متناظر که درخت تجزیه ی از رأس ترتیب این به باشد). d و a یا d و c شامل حال عین در نم تواند و باشد b شامل باید Vt

باشد. tbcTtcd یا tabTtbc مسیرهای عضو نم تواند نیز tda مشابه، استدلال با باشد. tabTtbc مسیر از خارج جایی باید (tcd (مثلا است
T چون است. شده ایجاد tda به tab از مسیر ی tcdTtda و ،tbcTtcd ،tabTtbc مسیر سه اجتماع از که م شود مشاهده جا، این به تا
a رأس مسیر، این انتهای و ابتدا Vtهای در که (چرا a ∈ Vt باشیم داشته باید باشد مسیر این از عضوی t اگر است، درخت تجزیه ی ی
این که {a, b, c} ⊆ Vtbc باشیم داشته باید ترتیب این به هستند. آن عضو b, c که است موجود مسیر این در Vtbc طرف از دارد). وجود

درخت عرض نم تواند باشد، داشته دور که گراف و است باطل خلف فرض پس است؛ تناقض در اولیه فرض با این و |Vtbc | > 2 یعن
باشد. داشته ١ با برابر

کرد. کامل را اثبات و داد تعمیم دلخواه طول با دور برای شدند)، ارائه ۴ طول با دور ی برای (که را فوق توضیحات م توان سادگ به

م کنیم. بررس را درخت تجزیه های مورد در ر دی مهم قضیه ی ی ادامه در
،t ∈ T هر برای صورت این در باشد. آن با متناظر درخت تجزیه ی ی (T, {Vt : t ∈ T}) و دلخواه گراف ی G کنید فرض .٢ قضیه
مؤلّفه ی کنید فرض همچنین م دهیم. نشان T1, T2, . . . , Td با را آن (درخت ها) همبندی مؤلّفه های که است جنگل ی T −{t} گراف

دقیق تر: عبارت به دهیم. نشان GTj با را G گراف در Tj با متناظر

GTj =
∪
τ∈Tj

Vτ

نیست. بینشان هم یال و ندارند مشترک رأس GT1 − Vt, . . . , GTd
− Vt صورت، این در

و ۶آ ل ش گراف م کنیم. تحقیق مثال ی در را آن درست دهیم، ارائه استدلال فوق قضیه ی برقراری علّت مورد در که آن از پیش
و c و b رئوس با متناظر که را درخت تجزیه ی از رأس را t اگر دهیم. قرار کنید فرض یرید. ب نظر در را ۶ب ل ش در آن درخت تجزیه ی
آن با متناظر رئوس و t رأس شد. خواهد تبدیل درخت سه با جنگل به T درخت آن حذف با آن گاه یریم، ب نظر در است اصل گراف از f

شده اند. مشخّص قرمز رنگ با ٢٣ ل ش در اصل گراف در

مشاهده م دهد. نشان Vt حذف از پس را اصل گراف نیز ١٠آ ل ش و م دهد نشان t رأس حذف از پس را درخت تجزیه ی ١٠ب ل ش
ندارد. وجود آن ها بین نیز یال هیچ آن، بر علاوه و ندارند مشترک رأس هیچ شده اند) داده نشان متمایز رنگ ها با (که GTjها که م شود

م کنیم. بیان را ٢ قضیه اثبات ادامه در

٧
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٩ ل ش

c, d, f

d, f, g
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١٠ ل ش

نیست. موجود آن ها بین نیز یال و ندارند مشترک رأس متمایز Giهای که دهیم نشان باید .Gi = GTi − Vt م کنیم تعریف ابتدا اثبات.
این در .u ∈ Gi ∩ Gj که شده پیدا اصل گراف از u مانند رأس و i ̸= j که هستند موجود Gj و Gi کنید فرض خلف برهان با ابتدا
خاصیت به توجه با حال .u ∈ Vτ ∩ Vτ ′ و τ ′ ∈ Tj و τ ∈ Ti که طوری هستند، موجود درخت تجزیه ی از τ ′ و τ مانند رئوس صورت
Ti چون حال باشد. u رأس شامل باید خود متناظر مجموعه ی در باشد، τ ′ و τ بین مسیر در که T از رأس هر ، درخت تجزیه های از سوم
u ∈ Vt باشیم داشته باید و بوده τ ′ و τ بین مسیر از عضوی قطعاً t بودند، مرتبط هم به t رأس طریق از تنها که بودند زیردرخت هایی Tj و
داشته مشترک رأس Giها ندارد ان ام و است باطل خلف فرض بنابراین .u ∈ GTi − Vt بودیم کرده فرض که چرا است؛  تناقض این و

باشند.

فرض م کنیم. استفاده خلف برهان از مجدّداً ، اصل گراف در متمایز Gj و Gi بین یال وجود عدم یعن قضیه، ر دی بخش اثبات برای
م دانیم ، درخت تجزیه ی دوم خاصیت طبق است. موجود رأس دو این بین uv یال و i ̸= j که موجودند v ∈ Gj و u ∈ Gi کنید
حال .v ∈ Vtv و u ∈ Vtu که موجودند نیز tv ∈ Tj و tu ∈ T رئوس طرف از .{u, v} ⊆ Vtuv که باشد موجود باید tuv ∈ T

باشیم داشته باید و است مسیر این از عضوی t رأس که م کنیم مشاهده ،tv و tuv بین مسیر گرفتن نظر در با آن گاه باشد، tuv ∈ Ti اگر
tuv ∈ Tk که است آن باق مانده حالت تنها م شود. حاصل نیز باشد tuv ∈ Tj که حالت برای مشابه تناقض است. تناقض که v ∈ Vt

م شود. حاصل مشابه تناقض مجدّداً و u ∈ Vt یعن این که م باشد tu و tuv بین مسیر از عضوی t نیز صورت آن در .k /∈ {i, j} که
داشت. نخواهد وجود یال چنین بنابراین م شود؛ تناقض به منجر حالت هر در اصل گراف در uv یال وجود ترتیب این به

م شوند؛ حاصل t مانند درخت تجزیه ی از رأس ی حذف از که مجزایی بخش های که م کند بیان شهودی صورت به ٢ قضیه  بنابراین
در مشابه قضیه ی است. بوده t با متناظر رئوس طریق از آن ها ارتباط راه تنها و بود خواهند مجزا نیز اصل گراف در متناظر صورت به

٨

درخت ٣٩٣تجزیه



م شود. واگذار خواننده به آن اثبات و م شود بیان ادامه در که دارد وجود نیز درخت تجزیه ی از یال ی حذف مورد
و x کنید فرض همچنین باشد. آن با متناظر درخت تجزیه ی ی (T, {Vt : t ∈ T}) و دلخواه گراف ی G کنید فرض .٣ قضیه
و Gx − (Vx ∩ Vy) مؤلّفه ی دو به را G گراف ،G از Vx ∩ Vy مجموعه ی حذف صورت این در باشند. T از متّصل به هم رأس دو y

نیست. آن ها بین نیز یال و ندارند مشترک رأس که م کند تقسیم Gy − (Vx ∩ Vy)

به استقرا کم به آن اثبات و م شود ذکر ادامه در که است بیان قابل درخت تجزیه های مورد در نیز ری دی جالب قضیه ی همچنین
م شود. واگذار خواننده

ی X اگر صورت این در باشد. آن با متناظر درخت تجزیه ی ی (T, {Vt : t ∈ T}) و دلخواه گراف ی G کنید فرض .۴ قضیه
X کل آن گاه باشند)، مجاور هم با هم که است رئوس از مجموعه ای جهت، بدون گراف ی از خوشه ی از (منظور باشد G از خوشه٢

باشد. آمده T از گره ی در باید
∃t ∈ T , X ⊆ Vt

اندازه های با خوشه ها برای و است؛ درخت تجزیه ی تعریف از دوم و اول شروط همان ٢ و ١ اندازه ی با خوشه هایی برای ۴ قضیه واقع در
است. اثبات قابل استقرا با نیز بیشتر

خواننده به تمرین عنوان به را آن اثبات و م کنیم بیان را گراف درخت عرض از ر دی مهم خاصیت ی بخش،  این بردن پایان به از پیش
م کنیم. واگذار

نم شود. زیاد گراف درخت عرض کنیم، منقبض یا حذف را گراف ی از دلخواه یال هر اگر .١ گزاره

2clique

٩
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درخت به گراف ها شباهت برای ری دی تعاریف ٣

سری–موازی گراف ٣. ١

موارد، این از نمونه ای بودند. شده ارائه درخت ها به گراف ها شباهت برای نیز ری دی تعاریف ،(١ (تعریف درخت تجزیه ی تعریف از پیش
هستند. سری–موازی گراف های

دارد، رأس دو از بیش که صورت در و باشد t و s پایانه ای٣ رأس دو دارای G گاه هر است، سری–موازی گراف ی G گراف .۴ تعریف
باشد. شده ایجاد ر دی سری–موازی گراف دو موازی یا سری اتّصال از

یا سری ترکیب صورت به رأس دو از بیش با سری–موازی گراف هر یعن است؛ استقرایی تعریف ی فوق، تعریف که کنید دقّت
دو به مربوط t رأس دو و s رأس دو که است آن گراف دو موازی ترکیب از منظور است. شده بیان کوچ تر سری–موازی گراف دو موازی

ی s رأس که است آن گراف دو سری ترکیب از منظور همچنین آورند. پدید را جدید گراف t و s رئوس و شوند ادغام ر دی ی با گراف،
و سری اتّصال های از شماتی شوند. گرفته نظر در جدید گراف t و s عنوان به ادغام نشده پایانه ای رأس دو و شده، ادغام ری دی t رأس با

م شود. مشاهده ١٣ و ،١٢ ،١١ ل های ش در گراف دو موازی

s1 t1G1 s2 t2G2

کلّ سری–موازی گراف دو :١١ ل ش

s G1 tG2

١١ ل ش گراف های سری اتّصال :١٢ ل ش

s t

G1

G2

١١ ل ش گراف های موازی اتّصال :١٣ ل ش

درخت با را کلّ گراف ی شباهت که است تعاریف از موجود نمونه های از ی سری–موازی گراف شد، بیان پیش تر که طور همان
م کند: روشن تر را ارتباط این ۵ قضیه م سنجند.

باشد. سری–موازی گراف ی از زیرگراف G اگر تنها و اگر است، ٢ مساوی یا کوچ تر G گراف درخت عرض .۵ قضیه

طوری است؛ طبیع تعریف ی نوع به گراف ی درخت عرض تعریف که کرد مشاهده م توان متعدّد، تعاریف ارائه شدن وجود با
این یافته اند. دست درخت به گراف شباهت میزان بیان برای تعریف چنین به ر ی دی از مستقل صورت به مختلف گروه های و افراد که

3terminal vertices

١٠
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کار جای به که است آن تفاوت تنها و است مشابه تعاریف همه ی آن، در (که کرد بیان نیز مسیر مانند خاص تری حالات در م توان را تعریف
تجزیه ی ی با مشابه مسیری تجزیه ی ی خواص سایر حالات، این در داریم. کار و سر مسیری تجزیه های با ، درخت تجزیه های با کردن
و عرض تعاریف موضوع، این بر علاوه کرد). تعریف را گراف ی مسیری عرض نظیر مفاهیم م توان آن ها، کم به و است درخت
کرد. خواهیم بررس را معادل صورت های این از مثال هایی ادامه، در که هستند بیان قابل نیز ری دی معادل صورت های به درخت تجزیه ی

وتری گراف های ٣. ٢

باشد. نداشته ۴ مساوی یا بزرگ تر طول با القایی دور G گاه هر است، وتری۴ گراف ی G گراف گوییم .۵ تعریف

(و باشد وتر دارای حتماً باشد، داشته ۴ مساوی یا بزرگ تر طول که آن از دوری هر گاه هر است وتری گراف ی ر، دی عبارت به
وتری ١۴ ل ش گراف مثال، عنوان به باشد). موجود دور آن درون غیرمجاور رأس دو بین که است گراف از یال دور، ی وتر از منظور
گراف کنیم. اضافه آن به یال تعدادی است لازم شود، وتری گراف این که آن برای دارد. بیشتر یا ۴ طول با القایی دورهای که چرا نیست،
دارای fegd دور ،١۵ ل ش در که کنید (دقّت است کرده تبدیل وتری گراف ی به را ١۴ ل ش گراف یال، سه کردن اضافه با ١۵ ل ش

م شود). مشاهده دور از خارج وتر این ترسیم، در اما fgاست وتر

a

b

c

d

e

f

g

h

غیروتری گراف ی از نمونه ای :١۴ ل ش

م کند. فراهم را ان ام چنین ۶ قضیه کرد. تعریف وتری گراف های کم با را درخت عرض م توان حال
داریم: دهیم، نشان tw(G) با را G گراف درخت عرض اگر .۶ قضیه

tw(G) ≤ k ⇐⇒ ∃ chordalG′ , G ⊆ G′ , ω(G′) ≤ k + 1

است. G′ گراف خوشه ی بزرگ ترین اندازه ی ،ω(G′) از منظور که

k+1 حدّاکثر آن خوشه ی بزرگ ترین اندازه ی که باشد G′ مثل وتری گراف ی از زیرمجموعه ای G اگر که م دارد بیان فوق قضیه ی
بود. نخواهد k از بیشتر G درخت عرض آن گاه است؛

4chordal graph
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وتر سه کردن اضافه با وتری گراف ی به ١۴ ل ش گراف تبدیل :١۵ ل ش

م کنیم: اشاره آن ها از مورد دو به ادامه در که دارند وجود نیز گراف ی بودن وتری مورد در قضایایی همچنین
باشد. خوشه ی Vtها) از کدام انبان۵(هر هر آن، در که باشد داشته درخت تجزیه ی ی G اگر تنها و اگر است، وتری G گراف .٧ قضیه
ترتیبی گراف، روی تام حذف ترتیب ی از منظور که باشد داشته تام۶ حذف ترتیب ی G اگر تنها و اگر است، وتری G گراف .٨ قضیه

بدهند. خوشه ی یل تش م گیرند قرار v از بعد ترتیب در که v از ان همسای و v ،v رأس هر برای که است گراف رئوس روی

پلیس و دزد بازی مبنای بر درخت عرض تعریف ٣. ٣

ی در کدام هر بازی، ابتدای در که دارند وجود دزد ی و پلیس k کنید فرض م کنیم. تعریف گراف ی روی بر را پلیس و دزد بازی ابتدا
مجهز پلیس ها کرد فرض م توان کنند). تعیین را خود شروع محل م توانند کدام هر دزد، و (پلیس ها دارند قرار داده شده گراف رئوس از
در و کنند پرواز ری دی رأس به و شده بلند خود فعل رأس از ، زمان واحد ی در تا م دهد را ان ام این آن ها به که هستند رد٧هایی بال به
و برود ری دی رأس هر به محدودیت بدون خود فعل محل از م تواند پلیس هر ، زمان واحد ی طول در ر، دی عبارت به بیایند. فرود آن
یال های روی بر م تواند تنها و نیست مجهز ان ام چنین به دزد ر دی طرف از م باشد. مقصد سمت به مبدأ از پرواز فرآیند شامل کار این
طریق از را خود م تواند لحظه هر در و بالاست بسیار دزد دویدن سرعت م کنیم فرض برساند. ر دی رأس به رأس از را خود و بدود گراف
آن در که (چرا کند عبور است حاضر آن ها در پلیس که رئوس از نم تواند که است آن دزد محدودیت تنها کند. جابه جا رئوس بین یال ها

ی لحظه ای، در که است آن دستگیری از منظور و کنند، دستگیر را دزد که است آن پلیس ها هدف بازی این در م شود). دستگیر حالت
ان ام بنابراین است؛ بهینه همواره دزد استراتژی که م شود فرض بازی این در دارد. قرار رأس آن در دزد که بیاید فرود رأس در پلیس ها از
این در باشد. شده مسدود پلیس ها توسط آن خروج راه های تمام که باشد گرفته قرار رأس در دزد که آن ر م ندارد، وجود دزد دستگیری
راه های که پلیس هایی با باید پلیس این که کنید دقّت م کند. دستگیر را او و م کند پرواز دزد محل به خود رد بال با ری دی پلیس حالت،
و م شود باز فرار راه های از ی کند، پرواز دزد سمت به خود محل از آن ها از ی اگر که چرا باشد، متفاوت کرده اند مسدود را دزد فرار
دزد حرکت سرعت که است مهم بازی در نکته این واقع (در م کند فرار شود دستگیر که آن از پیش دارد، بی نهایت دویدن سرعت که دزد

5bag
6perfect elimination ordering
7helicopter
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در م تواند دزد پلیس، ی جابه جایی فاصل حدّ در و نیست بی نهایت ر دی رأس به رأس ی از پلیس ها حرکت سرعت اما است، بی نهایت
کند). فرار و کند مشاهده را آن حرکت لزوم صورت

ی سمت به پلیس که آن محض به که چرا کند دستگیر را دزد نم تواند تنهایی به هیچ گاه پلیس ی که است واضح مثال، عنوان به
یال ی و رأس دو با گراف ی برای را حالت این ساده ی مثال م توانید م دهد. قرار رأس آن جز به محلّ در را خود دزد کند، پرواز رأس
م کنند. عوض ر ی دی با گراف روی را خود جای پلیس و دزد همواره و کند دستگیرد را دزد نم تواند هیچ گاه پلیس ی که کنید بررس

یرید. ب نظر در قرمز) (رأس دزد ی و سبز) (رئوس پلیس سه با بازی این اولیه ی حالت عنوان به را ١۶ ل ش گراف نمونه، عنوان به

a

b

c

d

e

f

g

h

پلیس ٣ با پلیس و دزد بازی ی از اولیه حالت :١۶ ل ش

دزد میان، این در م مانند. باق حرکت بدون پلیس ها سایر و رفته d به a رأس از پلیس ها از ی ، زمان واحد ی گذر با کنید فرض
زمان که کنید (دقّت برود. b یا ،a ،c ،h رئوس از ی به نیست مسدود پلیس ها توسط که راه هایی طریق از یا و بماند باق f در م تواند

بازی شرایط حالت این در برود. c به f از دزد کنید فرض مثلا کند). عبور رأس دو این از م تواند دزد است، d و a بین مسیر در پلیس که
م آید. در ١٧ ل ش صورت به

دو از ی به را خود یا بماند باق c در م تواند دزد زمان، این در و برساند f به را خود م تواند e رأس در حاضر پلیس بعدی گام در
م آید. در ١٨ ل ش صورت به بازی ساختار حالت این در برساند. e به را خود دزد کنید فرض مثلا برساند. h و e رأس

حال ندارد. فرار برای راه هیچ و است شده محصور g و f خانه های در حاضر پلیس دو بین دزد که م شود مشاهده حالت این در
کند. دستگیر را دزد و بیاید فرود e در و شود بلند خود محل از d در حاضر پلیس است کاف

پلیس و دزد توسط استراتژی تعیین ونگ چ که است واضح کردیم. مشاهده را پلیس و دزد بازی اجرای از نمونه ی ترتیب این به
است نیاز پلیس تعداد چه حدّاقل داده شده، گراف ی روی که است این نظر مورد مسأله ی کلّ صورت به دارد. بستگ گراف ساختار به
را ن مم رد عمل بهترین و کند استفاده بهینه استراتژی از دزد که آن فرض (با باشد داشته وجود دزد دستگیری برای استراتژی ی حتماً تا

م کند. ارائه پرسش این به پاسخ ٩ قضیه  باشد). داشته فرار برای
استراتژی ای اگر تنها و اگر است، k مساوی یا کوچ تر گراف این درخت عرض شود، گرافGانجام روی بر پلیس و دزد بازی اگر .٩ قضیه

کنند. دستگیر را دزد و شوند موفّق بازی در بتوانند حتماً پلیس k + 1 که باشد موجود

١٣

درخت ٣٩٨تجزیه
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b
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زمان واحد ی گذشتن با پلیس و دزد بازی وضعیت :١٧ ل ش

a

b

c

d

e

f

g

h

زمان واحد دو گذشتن با پلیس و دزد بازی وضعیت :١٨ ل ش

که این به توجه با است. ١٧ ل ش در موجود گراف برای درخت تجزیه ی ی ١٩ ل ش درخت که کرد مشاهده م توان نمونه عنوان به
١٩ ل ش در موجود درخت تجزیه ی عرض که م شود مشاهده طرف از است. ٢ با برابر حدّاقل آن درخت عرض نیست، درخت گراف این
آن روی بر پلیس ٣ است کاف ٩ قضیه طبق نتیجه در بود. خواهد ٢ با برابر دقیقاً ١٧ ل ش گراف درخت عرض بنابراین است، ٢ با برابر نیز
ری دی حالت هر در دادیم، قرار بررس مورد که مثال م دهد نشان این و باشد داشته وجود دزد دستگیری ان ام حتماً تا گیرند قرار گراف
م شد. دزد دستگیری به منجر پلیس ها توسط مناسب استراتژی ی انتخاب با نیز کردن) حرکت برای دزد توسط ری دی انتخاب های (یعن

پلیس دو آن گاه باشد، درخت ی پلیس و دزد بازی گراف اگر که است آن کرد بیان م توان ٩ قضیه از استفاده با که ری دی نکته ی
درخت ریشه ی روی پلیس ها از ی است. ساده حالت این در پلیس ها برای استفاده مورد استراتژی کنند. دستگیر را دزد م توانند حتماً

١۴

درخت ٣٩٩تجزیه



b, d, g

a, b, d d, f, g

b, da c, d, f e, f, g f, g, h

b

١٩ ل ش

بلند خود جای از ریشه در حاضر پلیس که زمان تا و دارد قرار ریشه از منشعب زیردرخت های از ی در دزد حالت، این در م گیرد. قرار
ریشه ی فرزندان از ی (که زیردرخت آن ریشه ی به را خود م تواند ر دی پلیس حال است. مانده محصور زیردرخت همان در دزد نشود،
و، ال همین با استقرایی صورت به بار هر م توان و شده محصور کوچ تر درخت ی در دزد صورت، این به برساند. است) اصل درخت

شود. دستگیر رأس ی در نهایتاً تا کرد کوچ تر را دارد قرار آن در دزد که زیردرخت

باشیم، داشته اختیار در را مسأله گراف درخت تجزیه ی کنیم فرض اگر واقع در است. برقرار نیز ٩ قضیه کلّ حالت برای و ال همین
استراتژی ی یرد. ب نظر در را ١٩ ل ش در موجود درخت تجزیه ی مثال، عنوان به کرد. ارائه دزد دستگیری برای مشابه استراتژی م توان
از کدام ی در دزد که کنند بررس و یرند ب قرار g و d و b رئوس در یعن درخت، این ریشه ی در پلیس ها ابتدا که باشد آن م تواند
در زیردرخت دو این ،٢ قضیه طبق که کنید توجه ضمناً باشد. راست سمت زیردرخت در دزد کنید فرض مثال عنوان به زیردرخت هاست.
و b رئوس در که پلیس دو یعن بروند؛ dfg رأس به پلیس ها است کاف حال ندارند. (g یا d یا b در جز (به اشتراک هم با اصل گراف
بودن هم از جدا به توجه با ترتیب این به برساند. f به را خود داشت قرار b رأس در که پلیس و ندهند تغییر را خود محل داشتند قرار g
صورت به مسأله حال کند. خارج راست سمت زیردرخت از را خود زمان این در نم تواند دزد ، اصل گراف در زیردرخت ها متناظر رئوس
زیردرخت های از کدام ی در دزد که کنند بررس پلیس ها است کاف م شود. تکرار است dfg رأس آن ریشه ی که درخت روی بر استقرایی

کنند. دستگیر را آن ادامه در و دارد وجود سه گانه

دقیق تر با عملا و شود دستگیر پلیس k + 1 توسط دزد که م دهد را ان ام این ،k عرض با درخت تجزیه ی هر داشتن با روش چنین
است. دشوارتر قضیه این ر دی طرف اثبات م شود. انجام نیز ٩ قضیه طرفین از ی اثبات بیان، همین کردن

٢٠ ل ش مثال، عنوان به است. k × k ه های شب بررس آن، از نمونه ی آورد. دست به نیز ری دی نتایج م توان ،٩ قضیه پذیرفتن با
م دهد. نشان k = 4 ازای به را k × k ه ی شب ی

٢٠ ل ش

١۵

درخت ۴٠٠تجزیه



روی پلیس و دزد بازی اگر ،٩ قضیه طبق که معناست بدان این است. k − 1 با برابر حدّاقل ه ای شب چنین درخت عرض م کنیم ادعا
درست ادعایی چنین که کرد مشاهده سادگ به م توان است. نیاز پلیس k به حدّاقل دزد دستگیری برای یرد، ب صورت ه ای شب چنین
جدول از ستون ی یا سطر ی حدّاقل زمان،  از لحظه هر در که کرد مشاهده م توان باشد، k از کم تر پلیس ها تعداد اگر واقع در است.

نشود. دستگیر هیچ گاه که باشد داشته استراتژی ای دزد که م شود باعث این و است خال

صورت به م توان البته است. k− 1 با برابر حدّاقل k× k ه ی شب درخت عرض که م کند حاصل را نتیجه این ٩ قضیه ترتیب این به
دارد. نیاز ٩ قضیه بردن کار به تنها از فراتر استدلال به اثبات این اما است، k با برابر دقیقاً ه شب این درخت عرض که داد نشان کلّ

بیشترین که رأس n با هستند گراف هایی واقع در هستند. درخت عرض بحث در جالبی مثال های ه هایی شب چنین نیز کلّ صورت به
وجود م دهند نشان که دارند وجود قضایایی است. √n آن ها درخت عرض حال، عین در و است ۴ برابر آن ها در موجود رئوس درجه ی
به م توان حتماً را گراف ی درخت عرض بودن زیاد که گونه ای به م شود، گراف ی درخت عرض آمدن پایین مانع ه هایی شب چنین

داد. نسبت آن در ه ای شب ساختار ی وجود

١۶

درخت ۴٠١تجزیه



گراف ی برای درخت تجزیه ی یافتن ۴

t عرض با درخت تجزیه ی ی م توانیم زمان چه در که است این ما سوال باشد. tw(G) = t گراف ی درخت عرض کنید فرض
بنابراین است. ان پی–سخت مساله ی ی گراف ی درخت عرض کردن پیدا که باشیم داشته دقت است خوب اولا کنیم. پیدا گراف برای
بدین است، t برحسب ثابت٨ پارامتر با مهارشدن مساله ی ی مساله این البته دارد. t پارامتر با نمایی ارتباط ی م کنیم پیدا که وریتم ال

هستند. چندجمله ای رئوس تعداد همان یا n برحسب و هستند نمایی t برحسب فقط که دارد وجود وریتم هایی ال که معنا

درخت عرض با درخت تجزیه ی ی 2Õ(t3)n زمان در شد، ارائه ٩ بدلَندر آقای توسط 1996 سال در که وریتم ال ی مثال عنوان به
که داریم دقت اما است. مطلوب بسیار نتیجه ی ی تئوری جهت از و م باشد خط وریتم ال این ثابت، t ی ازاء به نتیجه در م یابد. t

م شود. بزرگ بسیار t = 3 حت t کوچ مقادیر ازاء به وریتم ال این ثابت ضریب

آن ها درخت عرض که برم گردانند درخت تجزیه ی ی که دارند وجود کوتاه تری زمان های در بهتر وریتم های ال که اینجاست نکته
را درخت عرض کمینه با درخت تجزیه همیشه که ندارد لزوم باشیم خوب درخت تجزیه ی ی دنبال به ما اگر حقیقت در نیست. کمینه

درخت عرض با درخت تجزیه های از م توان کنیم، استفاده آن در درخت تجزیه ی از م خواهیم که وریتم ال و کارکرد به بسته باشیم. داشته
با برم گرداند، 5t+ 4 عرض با درخت تجزیه ی ی 2O(t)n زمان در که دارد وجود وریتم ال مثلا کنیم. استفاده مینیمم حالت از بیشتر
O(t log(t)) عرض با درخت تجزیه  ی ی که دارد وجود poly(n) زمان با وریتم ال حت باشد. t اولیه گراف درخت عرض اینکه فرض
نم کنیم بررس ر دی و داریم را آن برای مناسب درخت تجزیه ی شده داده گراف ی برای که م کنیم فرض بعد به این از پس، برم گرداند.

است. آمده کجا از درخت تجزیه ی این

8fixed-parameter tractable
9bodlaender

١٧

درخت ۴٠٢تجزیه



کم درخت عرض با گراف های روی بر مسائل برخ حل ۵

را همیلتون دور یافتن و رنگ پذیری مسائل ، کلی مستقل، مجموعه ی یافتن مانند ان پی–سخت مسائل از بسیاری که داد نشان  م توان
مربوط گراف به مستقیم صورت به که مسائل سری ی حت کرد. حل کم درخت عرض با گراف های برای کارایی زمان های در م توان

کاف حد به شده ساخته گراف درخت عرض (اگر چند جمله ای زمان در مساله آن با متناظر گراف ی ساخت از استفاده با م توان را نیستند
کرد. حل باشد) کوچ

مطرح قیود١٠ ارضاپذیری عنوان تحت که مسائل کل تر حالت در یا SAT مساله های ر دی انواع یا 3-SAT مساله ی مثال عنوان به
ی م توان مساله،  با متناظر فرمول روی از یرید. ب نظر در را 3-SAT مساله ی کرد. حل شده ذکر روش از استفاده با م توان را م شوند
ی در ل ش هر به که آن ها نقیض  یا y و x متغیر دو هر برای که م شود ساخته نحو بدین گراف این ساخت. فرمول ١١ اولیه ی گراف

م گذاریم. یال ی آن ها بین و م دهیم قرار اولیه گراف در زیر ل ش مانند y و x نام های با گره دو اند، شده ظاهر فرمول از عبارت

x y

٢١ ل ش

حالت های در آن ها نقیض یا y و x متغیرهای خود بار تعداد هر مثال عنوان به م رود. بین از فرمول اطلاعات از بسیاری اولیه گراف در
٢١ ل ش مانند بین شان یال ی با نقیضشان) بدون (حالت نام ها همان  با راس دو تنها ما شوند، ظاهر فرمول ی از عبارت ی در مختلف
فرمول که داد نشان م توان باشد، کوچ و ثابت درخت عرض دارای فرمول روی از شده ساخته اولیه ی درخت اگر حال م دهیم. قرار
عرض یعن نیست ثابت١٢ پارامتر با مهارشدن مساله ی ی مساله این البته است. حل قابل چندجمله ای زمان در آن با متناظر 3-SAT
مسائل چنین این که م شود داده نشان ثابت، درخت عرض ی ازای به حال هر به اما م شود. ظاهر راس ها) (تعداد n نمای در درخت
ترتیب نام با وتری گراف های در شده ذکر ابزار همان از فرمول هایی چنین حل برای کرد. حل چندجمله ای زمان در م توان را 3-SAT

نم پردازیم. آن جزئیات ذکر به ما که م شود استفاده تام حذف
تکین١٣ دوم مرتبه ی منطق در مهم قضیه ی ی نم کنیم، بررس را آن جزئیات و م پردازیم آن به اشاره حد در که ر دی جالب مطلب ی
داد، نشان (MSO2) منطق زبان این با بتوان که را گراف ها از خاصیت هر م گوید که است این قضیه این کل بیان است. MSO2 یا
منطق در که است خاص منطق زبان ی تکین دوم مرتبه ی منطق است. ثابت پارامتر با مهارشدن مساله ی ی درخت عرض برحسب
در زیر منطق عبارت مثال عنوان به شد. ذکر آن کل بیان که است قضیه ای همین نیز آن کاربرد اصل علت دارد. زیادی کاربرد گراف ها

یرید. ب نظر در را MSO2

∃ C ⊆ V ∀ v ∈ C ∃ u1, u2 ∈ C : u1 ̸= u2 ∧ adj(u1, v) ∧ adj(u2, v)

که است منطق این در شده تعریف تابع ی adj : V × V → {T, F} تابع و است رئوس تمام مجموعه ی V فوق منطق عبارت در
صورت این غیر در و True آن خروج باشند)، (همسایه باشد آن ها بین یال که صورت در و م گیرد ورودی عنوان به را گراف از راس دو
روی عموم و وجودی سور های م توانیم شود، بیان MSO2 در م خواهد که منطق گزاره ی ی در کل صورت به برم گرداند. False
زیرمجموعه ی X که را P : X → {True,False} فرم به توابع هم چنین باشیم. داشته یال ها یا رئوس از دلخواه زیرمجموعه ی هر
م شوند. شناخته predicate عنوان تحت توابع این معمولا کنیم. استفاده منطق این از گزاره ی در م توانیم باشد، یال ها یا رئوس از
ر دی تعبیر به یا شوند، یافت ٢ حداقل درجه ی با رئوس از زیرمجموعه ی که برم گرداند True هنگام شده نوشته فوق در که گزاره ای

10constraint satisfaction
11primal graph
12fixed-parameter tractable
13monadic second-order logic

١٨

درخت ۴٠٣تجزیه



عنوان تحت قضیه این م کنیم. ذکر را آمد جلوتر در آن کل بیان که قضیه ای دقیق صورت ادامه در باشد. دور شامل گراف که هنگام
م شود. شناخته کورسل١۴ قضیه ی

در م توان که طوری به دارد وجود Kt,F ثابت عدد t هر برای باشد. MSO2 در فرمول ی F کنید فرض کورسل: قضیه ی .١٠ قضیه
گرفت. تصمیم را F فرمول بودن درست t حداکثر درخت عرض با گراف های برای O(Kt,Fn) زمان

درخت عرض حسب بر ثابت پارامتر با وریتم ال ی دنبال به مسائل از بسیاری برای م توان نتیجه در و است کل بسیار قضیه ی این
پارامتر با وریتم ال آن ها برای م توان درنتیجه و بیان اند قابل MSO2 قالب در همیلتون دور و رنگ پذیری مانند مسائل مثال عنوان به بود.
فرمول طول اگر و دارد t عدد و فرمول طول به شدیدی بسیار وابستگ Kt,F ثابت موارد اکثر در البته یافت. درخت عرض حسب بر ثابت

م شود. بزرگ بسیار ثابت این یابند، افزایش اندک t عدد و

گراف ی درخت تجزیه ی داشتن با مستقل زیرمجمموعه ی مسأله ی حل ١ .۵

بودیم. کرده بررس نیز قبل تر مثال های در را گراف این یرید. ب نظر در را ٢٢ب ل ش در آن با متناظر درخت تجزیه ی و ٢٢آ ل ش گراف
کنیم. حل پویا برنامه ریزی ابزار با و آن درخت تجزیه ی کم به گراف این روی را مستقل زیرمجموعه ی یافتن مساله ی م خواهیم

c, d, f

b, c, f d, f, g

a, b, c b, e, f g, h

(ب)

e

b

f

c

g

d

h

a

(آ)

٢٢ ل ش

حل پویا برنامه ریزی به مربوط جلسات در درخت ها برای را مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین مسأله ی ما باشیم داشته خاطر در اگر
مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین اندازه ی ی کردیم. تعریف زیرمساله  دو x مانند گره هر برای درخت ها، برای مسأله این حل در کردیم.
و است آن ریشه ی x که زیردرخت در مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین اندازه ی ی و است x شامل و است آن ریشه ی x که زیردرخت در
برای را مسأله زیر دو این پاسخ م توانیم گره، ی فرزندان برای زیرمسائل این حل روی از که کردیم مشاهده ادامه در نیست. x خود شامل
درخت ها روی بر که وریتم ال مشابه بسیار وریتم ال ی م توانیم نیز داریم را آن ها درخت تجزیه ی که گراف هایی برای بیابیم. گره آن خود
زیرمسأله ی S ⊆ Vx یعن گره آن با متناظر رئوس از مجموعه زیر ی و درخت تجزیه ی در x مانند گره ی برای کنیم. اجرا داشتیم

م کنیم. تعریف زیر صورت به را M [x, S]

M [x, S] : I ∩ Vx = S که Gx در I مانند مستقل مجموعه ی بزرگ ترین سایز

دارند. وجود درخت تجزیه  در x ریشه ی با زیردرخت در که است رئوس همه ی مجمو عه ی با اصل گراف از القایی زیرگراف Gx آن در که
گراف در x گره ی از ناش القایی زیرگراف عنوان به Gx گراف یرید. ب نظر در ٢٣ب ل ش در قرمز رنگ به گره ی را x گره ی مثال عنوان به

است. شده مشخص قرمز رنگ با ٢٣آ ل ش در اصل
14Courcelle’s theorem
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c, d, f

b, c, f d, f, g

a, b, c b, e, f g, h

y z

(ب)

e

b

f

c

g

d

h

a
Gx

(آ)

٢٣ ل ش

م توان منظور این برای کنیم. محاسبه فرزندانش زیرمسأله های پاسخ برحسب را گره ی برای شده تعریف زیرمسأله ی م خواهیم حال
نوشت

M [x, S] =
∑

c∈C(x)

max M [c, S′] → هستند سازگار S′ و S که S′ ⊆ Vc هر ازا به

S در که رأس هر که معناست بدین S′ و S سازگاری و است درخت تجزیه ی در x گره فرزندان همه ی مجموعه ی C(x) بالا رابطه ی در که
M [x, S] تعریف، طبق که چرا نباشد Vx \S مجموعه ی از رأس هیچ شامل S′ هم چنین و باشد داشته حضور هم S′ در حتما دارد حضور
Vx \ S رئوس از ی هیچ و است S داخل رئوس همه ی شامل Vx رئوس مجموعه از که است مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین اندازه ی

نم شود. شامل را

کنید فرض ل ش مطابق م نویسیم. S = b ⊆ Vx و ٢٣ب ل ش در شده داده نشان x گره ی برای را رابطه این مطلب، افتادن جا برای
داشت خواهیم هستند. x گره ی راست و چپ فرزندان ترتیب به z و y گره های که

M [x, {b}] = max S1⊆VyM [y, S1] + max S2⊆VzM [z, S2]

آنکه شرط به

b ∈ S1 , c /∈ S1

b ∈ S1 , f /∈ S1

باید حتما S2 و S1 فوق توضیحات طبق ،Vx \ S = {c, f} و S = b چون است. S2 و S1 با S سازگاری شرایط همان فوق شرایط که
شود. دیده {c, f} رئوس از ی هیچ آن ها در نباید هم چنین و باشند b شامل

با است برابر مساله ها زیر تعداد آوریم. دست به را مساله زیر هر حل زمان و مساله ها زیر تعداد ما است کاف اجرا زمان محاسبه ی برای
زیرمجموعه ای S که چرا است. 2tw(G)+1 که S مجمو عه ی برای ن مم حالات تعداد بزرگ ترین در ضرب درخت تجزیه ی گره های تعداد

ی برای مختلف حالات تعداد است، tw(G) + 1 همان Vx مجموعه ی اندازه ی برای ن مم مقدار بیشترین چون و است Vx از دلخواه
است، نمایی زمان ی درخت عرض برحسب نیز زیرمسأله هر حل زمان م شود. هم چنین 2tw(G)+1 با برابر آن از دلخواه زیرمجموعه ی
مشاهده نهایت در شود. انتخاب آن ها ماکزیمم و شوند بررس نیز فرزند گره های انبان از سازگار و ن مم زیرمجموعه های همه ی باید که چرا
زمان همان که است n برحسب چندجمله ای زمان ی در ضرب  درخت عرض برحسب نمایی زمان ی مسأله این حل زمان که م کنیم

هستیم. آن دنبال به که است مطلوبی

٢٠
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است. بنیادین و مهم خاصیت ی درخت تجزیه ی ی برای شده ذکر سوم خاصیت که کرد مشاهده م توان مسأله این حل در هم چنین
یعن گره این فرزند دو و آن روی x شده ی مشخص گره ی و ٢٣ب ل ش در آن درخت تجزیه ی و ٢٣آ ل ش گراف هم چنان مثال عنوان به

رئوس در اشتراک هیچ ر دی ی با هستند، آن ریشه های z و y که درخت تجزیه از زیردرخت هایی که کنید دقت یرید. ب نظر در را z و y

این در u مانند ری دی راس ی و نبود چنین اگر است. آمده نیز {b, c, f} یعن Vx در که رئوس آن ر م ندارند اصل گراف در متناظرشان
را u بود ن مم گاه که چرا م شدیم. ل مش دچار بازگشت صورت به زیرمسأله ها حل در م شد یافت z و y ریشه های با درخت زیر دو
u هم زمان نم توانستیم نتیجه در و نیاوریم z با متناظر S2 مجموعه ی در برعکس و بیاوریم y با متناظر S1 مجوعه ی در راس ی عنوان به
را ما زمان عملا که م شد رئوس چنین روی زیادی حالت بندی های به نیاز کار این برای و باشیم داشته مستقل مجموعه ی خارج و داخل را
داخل گره های اشتراک وییم ب که جاست همین درخت تجزیه ی در نکته نیز کل در م کرد. تبدیل رئوس تعداد برحسب نمایی زمان ی به
مجموعه ی درنتیجه و دارند حضور x یعن پدرشان گره ی انبان در هم و است ثابت و محدود z و y ریشه ی به زیردرخت های انبان های
و باشند نباید کدام ها و باشند حتما فرزندان از ی هر با متناظر S′ مجوعه ی در باید رئوس از ی کدام که م کند تعیین x با متناظر S

بود. نخواهند ری دی قید دارای هستیم آزاد مستقل زیرمجوعه ی برای آن ها انتخاب در که رئوس بقیه ی

کنیم فرض که است خوب بنویسیم، راحت تری و بهتر فرم به را خود بازگشت رابطه های بتوانیم که این برای که است این آخر نکته ی
مواجه آن ها با مسائل حل در که پویایی برنامه ریزی های در تا م کنند کم ما به خواص این است. خوبی خواص دارای ما درخت تجزیه ی

م دهیم. توضیح بعد قسمت در را درخت ای تجزیه های چنین بنویسیم. را بازگشت  روابط راحت تر بتوانیم م شویم،

خوب درخت تجزیه ی ٢ .۵

م باشد. گره نوع چهار شامل که است ریشه دار دودویی درخت ی خوب١۵ درخت تجزیه ی ی .۶ تعریف

است. ١ آن ها انبان اندازه ی و نیستند فرزندی هیچ شامل که برگ١۶ گره های •
که راس ی از غیر به م باشد پدر انبان داخل رئوس همان شامل فرزند انبان هستند. فرزند ی شامل تنها که ١٧ اضافه گره های •

م شود. حذف پدر انبان داخل رئوس به نسبت
که راس ی از غیر به م باشد پدر انبان داخل رئوس همان شامل فرزند انبان هستند. فرزند ی شامل تنها که حذف١٨ گره های •

م شود. اضافه پدر انبان داخل رئوس به نسبت
م باشد. پدر انبان مشابه کاملا فرزند دو هر انبان هستند. فرزند دو شامل که ١٩ الحاق گره های •

a

برگ
leaf

a, b, c

a, b

اضافه
introduce

a, b

a, b, c

حذف
forget

a, b

a, b a, b

الحاق
join

خوب درخت تجزیه ی ی در گره ها انواع :٢۴ ل ش
15nice tree decomposition
16leaf
17introduce
18forget
19join
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کرد. ثابت را زیر قضیه ی م توان خوب درخت تجزیه ی مورد در
باشد، k عرض با درخت تجزیه ی ی T اگر هم چنین دارد. خوب درخت تجزیه ی ی حتما G آن گاه باشد، tw(G) = k اگر .١١ قضیه

یافت. رأس O(k|V (G)|) با و k عرض با G از خوب درخت تجزیه ی ی م توان O (
k2max(|V (T )|, |V (G)|)

) زمان در

در را ١۴ ل ش گراف نمونه برای حال یافت. G برای tw(G) با خوب درخت تجزیه ی ی م توان همواره که م شویم مطمئن ما پس
خوب درخت تجزیه ی آن برای م خواهیم حال اما دیدیم. ١٩ ل ش در خوب غیر درخت تجزیه ی ی گراف این برای ما یرید. ب نظر

است. ١٩ ل ش گراف برای خوب درخت تجزیه ی ی ل ش این کنید. دقت ٢۵ ل ش به دهیم. نشان

b, d, g

b, d, g

b, d

a, b, d

b, d

b

b, d, g

d, g

d, f, g

d, f, g

f, g

f, g

e, f, g

e, g

e

f, g

f, g, h

f, h

f

d, f, g

d, f

c, d, f

c, d

d

١٩ ل ش گراف برای خوب درخت تجزیه ی ی :٢۵ ل ش

باشد، داشته جالبی ظاهر درخت تجزیه ی یا باشد کم خیل گره ها تعداد که نیست معنا بدین خوب درخت تجزیه ی در ”خوب” لفظ
این در مفید نکته ی اما باشد طویل و عریض درخت و زیاد گره های تعداد با تجزیه  ی است ن مم پیداست ٢۵ ل ش از که همان طور ه بل

است. آسان تر آن ها روی بر پویا برنامه ریزی وریتم های ال کردن اجرا که است آن درخت ها

ل ش در مثال عنوان به باشند. ته درخت ریشه ی یا برگ ها باید که م گویند ر، دی منابع در خوب درخت تجزیه ی تعریف در گاه
که کرد اضافه گره سه ترتیب به نیز ریشه محل در درخت بالای به و کرد اضافه ته و جدید برگ ی کدام هر انتهایی برگ های به باید ٢۵

برسیم. ته ریشه ی ی به انتها در تا کنیم حذف ی ی را ریشه انبان داخل اعضای  خوب، درخت تجزیه ی قوانین طبق بتوانیم

م شود حذف بار ی حداکثر رأس ی خوب درخت تجزیه ی ی در که است این کنیم، توجه آن به است خوب که ر دی نکته ی ی
تعریف در سوم خاصیت کم به اثبات کل شمای کنید. فکر نیز موضوع این اثبات به م توانید شود. اضافه بار چند است ن مم ول
مربوط قسمت های باشد، شده حذف بار دو که باشد رأس ی اگر که دهید نشان م توانید خاصیت این کم به است. درخت تجزیه های

م شود. ناهم بند آن به

٢٢
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خوب درخت تجزیه ی کم به رنگ پذیری سه مسأله ی حل ٣ .۵

شده داده خوب درخت تجزیه ی این کم به م خواهیم است. شده داده ما به آن از خوب درخت تجزیه ی ی و G گراف کنید فرض
برای که م کنیم تعریف این گونه را خود مسأله ی زیر ابتدا کنیم. حل درخت تجزیه ی روی بر پویا برنامه ریزی با را رنگ پذیری سه مسأله  ی
True را D[x, c] بول متغیر c : Vx → {0, 1, 2} مانند آن انبان داخل رئوس روی رنگ آمیزی تابع ی و درخت تجزیه ی در x گره ی ی

اصل گراف از القایی زیرگراف Gx یادآوری (برای داد. گسترش Gx برای معتبر رنگ آمیزی ی به بتوان را c اگر تنها و اگر م کنیم تعریف
ازای به D[r, c] آیا بدانیم م خواهیم حال دارند.) وجود درخت تجزیه  در x ریشه ی با زیردرخت در که است رئوس همه ی مجمو عه ی با

نه. یا م شود True با برابر است، درخت تجزیه ی ریشه ی r آن در که Vr روی c رنگ  آمیزی ی

کنیم. محاسبه زیر صورت به خوب درخت تجزیه ی در موجود گره های انواع به توجه با و بازگشت صورت به را D[x, c] م توانیم ما

اختیار را True مقدار c حالات همه ی به ازای D[x, c] تعبیری به م باشد. معتبر رنگ آمیزی نوع هر باشد: برگ گره ی ی x اگر •
م کند.

بیشتر را u رأس فرزند، گره ی به نسبت پدر گره ی و باشد y فرزند گره ی نام کنید فرض حالت این در باشد: اضافه گره ی ی x اگر •
D[x, c] وضوح به نشود. خراب قبل رنگ آمیزی های از ی هیچ که کنیم رنگ گونه ای به را u رأس م خواهیم ما باشد. داشته
نوشت م توان حالات این غیر در شود. سان ی Vx در همسایه هایش از ی رنگ با u رنگ اگر م کند، اختیار را false مقدار

است. شده محدود Vy به آن دامنه ی که است c رنگ آمیزی همان  c|Vy
که D[x, c] = D[y, c|Vy

]

را u رأس پدر، گره ی به نسبت فرزند گره ی بار واین باشد y فرزند گره ی نام کنید فرض حالت این در باشد: حذف گره ی ی x اگر •
باید رسید، x گره ی برای رنگ آمیزی ی به م  توان y گره ی روی رنگ آمیزی ی از م توان آیا ببینیم اینکه برای باشد. داشته بیشتر
گسترش پس شدیم، رنگ آمیزی گسترش به موفق ما نیز حالات این از ی ازای به اگر باشیم. داشته حالت بندی u رأس رنگ روی

نوشت م توان ریاض بیان به است. بوده موفقیت آمیز x رأس به رنگ آمیزی

D[x, c] = ∨2
i=0 D[y, c′]

c′(v) = c(v) v ∈ Vx

c′(v) = i o.w.

هر روی بر باید رنگ آمیزی صورت این در باشد. z و y ،x فرزندان نام که کنید فرض حالت این در باشد: الحاق گره ی ی x اگر •
بنویسیم م توانیم ریاض بیان به باشد. معتبر نیز x یعن پدر گره ی روی بر رنگ آمیزی تا باشد معتبر فرزند دو

D[x, c] = D[y, c] ∧D[z, c]

٢٣
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مسطح گراف های در درخت عرض و تجزیه ۶

ی ٣. ٣ قسمت در باشد. کم گراف هایی چنین روی درخت عرض که علاقه مندیم دارند، مسطح گراف های که زیادی کاربرد  های علت به
در شد داده نشان ،٩ قضیه ی همان یا پلیس و دزد قضیه ی پذیرفتن با است. شده ترسیم ٢٠ ل ش در که دیدیم مسطح گراف ی از مثال
زیر کل تر و جالب قضیه ی ی م خواهیم حال هستند. m درخت عرض دارای m×m ه ی شب ی صورت به گراف های نیز کل حالت

کنیم. مطرح را
است. O(

√
n) مرتبه ی از رأس n مسطح گراف هر درخت عرض .١٢ قضیه

تکین دوم مرتبه ی منطق در که مسائل از بسیاری م کرد بیان که کورسل قضیه ی همان (یا ١٠ قضیه ی و قضیه این کم به بلافاصله
مسائل از خیل برای که کرد بیان م توان ثابت اند) پارامتر با شدن مهار مساله ی ی درخت عرض حسب بر هستند بیان قابل گراف ها روی
دارای ما گراف ها گونه این در نتیجه در دارد. وجود O(2O(

√
n)poly(n)) اجرای زمان با وریتم ال مسطح گراف های روی NP-Hard

خواهد کم تر cn فرم به نمایی اجرای زمان هر از اما نیست چند جمله ای ما اجرای زمان اینکه با یعن هستیم. زیرنمایی٢٠ وریتم ال سری ی
نداریم. اجرا زمان این با وریتم هایی ال چنین ما کل گراف های در و بود

مسطح گراف های روی NP-Hard مسائل از ی حل برای تقریبی وریتم ال ی م توان آن کم به که م آوریم را قضیه ی ادامه در
است. معروف اشتاین٢١ قضیه ی به قضیه، این نمود. ارائه

داشت خواهیم نتیجه در و بود خواهد 3d− 2 حداکثر آن درخت عرض صورت این در باشد، d قطر با مسطح گراف ی G اگر .١٣ قضیه
.tw(G) = O(d)

مسطح گراف های روی بر مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین مسأله  ی حل برای چند جمله ای زمان با تقریبی وریتم ال ی ١ .۶

ارائه مسطح گراف های روی مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین مسأله ی برای 1− ϵ تقریب ضریب با وریتم ال ی م خواهیم قسمت این در
بدین حوزه، این در 1− ϵ تقریب ضریب با وریتم ال و م شوند نامیده ٢٢PTAS کل حالت در وریتم ها ال این م دانیم که همان طور کنیم.
ضریب ی اندازه ی به حداکثر که بیابد مساله  برای پاسخ م تواند چند جمله ای زمان در ثابت، ϵ ی ازا ی به وریتم ال این که معناست
باشد. OPT با برابر مسطح گراف ی در مستقل زیرمجموعه ی اندازه ی کنید فرض مثال عنوان به باشد. داشته فاصله بهینه جواب از 1− ϵ

مستقل زیرمجمو عه ی ی م تواند چند جمله ای زمان در ثابت، ϵ ی ازای به گفت، خواهیم ادامه در که 1− ϵ تقریب ضریب با وریتم ال
باشد. کم تر OPT از ϵOPT اندازه ی به حداکثر آن اندازه ی که برگرداند را گراف از

وریتم: ال

کنید. انتخاب تصادف کاملا صورت به را r ∈ {0, 1, . . . , L− 1} و L = 1
ϵ دهید قرار •

دارید. نگه را گره هر با متناظر سطح و کرده اجرا را BFS همان یا سطح اول جست وجوی وریتم ال s مانند دلخواه رأس ی از •
کنید. حذف را . . . و r + 2L ،r + L ،r سطح رأس های •

کنید. حل بلوک هر برای را مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین یافتن مسأله ی و بنامید بلوک ی را نشده حذف متوال سطح L−1 هر •
برگردانید. را بلوک ها روی جواب ها اجتماع •

20subexponential
21Eppstein
22polynomial-time approximation scheme
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از کنید فرض است. هم چنین شده انتخاب 1 با برابر r تصادف عدد و L = 4 درنتیجه و است ϵ = 1
4 که کنید فرض مثال عنوان به

باید وریتم ال گام های مطابق شده اند. تعیین ٢۶ ل ش با مطابق سطح ها و شده اجرا سطح اول جست وجوی وریتم ال s دلخواه رأس ی
سطر های مطلب این درک برای شود. شناخته بلوک ی عنوان به نشده حذف متوال سطر سه هر و شوند حذف . . . و 9 ،5 ،1 سطوح
نام گذاری ل ش راست سمت در نیز بلوک ها هم چنین شده  اند. جدا ٢۶ ل ش در آبی رنگ با بلوک ها سطر های و قرمز رنگ با شده حذف

شده اند.
s

. . . ١ سطح

. . . ٢ سطح

. . . ٣ سطح

. . . ۴ سطح

١ بلوک

. . . ۵ سطح

. . . ۶ سطح

. . . ٧ سطح

. . . ٨ سطح

٢ بلوک

...
...

٢۶ ل ش

بود. خواهد مستقل زیرمجموعه ی ی درست به م شود، برگردانده مستقل مجموعه ي عنوان به نهایت در که جوابی وریتم: ال درست
چون گرفت. خواهند قرار ١ اختلاف حداکثر با سطح دو در یا سطح ی در حتما راس دو این باشد، یال متمایز رأس دو بین اگر که چرا
مجموعه نتیجه در و باشد داشته وجود یال هیچ نم تواند مجزا بلوک دو رأس های بین پس است، فاصله سطر ی حداقل بلوک دو هر بین
کنیم. ثابت را مطلب دو باید حال بود. خواهد مستقل مجموعه ی زیر ی هم چنان بلوک ها مستقل زیرمجموعه های اجتماع از حاصل رئوس

بود. خواهد 1− ϵ تقریب ضریب با PTAS ی وریتم ال این چرا این که ی و مناسب اجرای زمان ی

تا داریم نیاز ابتدا است، چندجمله ای ثابت ϵ ی ازای به وریتم ال این اجرای زمان  کنیم ثابت بتوانیم اینکه  برای وریتم: ال اجرای زمان
کنیم. ثابت را زیر لم

است. O(L) یا O(1ϵ ) مرتبه ی از بلوک هر درخت عرض .١ لم

عرض ثابت، ϵ ی گرفتن نظر در با م دانیم صورت این در که چرا م آید. در مطلوب فرم به سادگ به اجرا زمان  بپذیریم، را لم این اگر
زیرمجموعه ی بزرگ ترین مسأله ی م توانیم ثابت درخت عرض با گراف های برای که م دانیم و م شود ثابت مقدار ی بلوک هر درخت
کرد. خواهیم ثابت را لم این بخش این انتهای در است. مطلوب نیز کل در اجرا زمان نتیجه در و کنیم حل چندجمله ای زمان در را مستقل

٢۵
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اندازه ی کنید فرض است. درست وریتم ال این برای 1− ϵ تقریب ضریب چرا که کنیم ثابت م خواهیم حال وریتم: ال تقریب ضریب
داشت خواهیم صورت این در باشد. OPT مستقل مجموعه ی بزرگ ترین

E[ بهینه جواب از شده حذف راس های تعداد ] = ϵ OPT

همه ی از هم چنین و رأس ϵn گراف رأس n همه ی از متوسط صورت به نتیجه در و م کنیم حذف را سطر ی سطر L هر از ما که ∑چرا
B

MaxIS(G[B]) برم گرداند، ما به وریتم ال که جوابی حال م کنیم. حذف را رأس ϵ OPT متوسط طور به نیز بهینه جواب رأس های
اصل گراف در القایی گراف نماد G[B] هم چنین است. وریتم ال در شده ساخته بلوک های همان یا B روی زدن جمع آن در که است

آن با بهینه جواب اشتراک اندازه ی از بلوک هر در مستقل زیر مجموعه ی بزرگ ترین اندازه ی م دانیم است. B بلوک رئوس شامل که است
بزرگ ترین از وضوح به که است بلوک آن از مستقل زیرمجمو عه ی ی خود نیز بلوک ی با بهینه جواب اشتراک (چون است. بیشتر بلوک

نوشت را زیر نامساوی م توان نتیجه در دارد) کم تری اعضای بلوک آن مستقل زیرمجموعه ی
∑
B

MaxIS(G[B]) ≥
∑
B

|OPT ∩B|

= نشده اند حذف که بهینه جواب از رئوس تمام تعداد
= OPT − بهینه) جواب از شده حذف راس های (تعداد
= (1− ϵ)OPT

فقط حال است. 1− ϵ وریتم ال این تقریب ضریب که م کنند ثابت بالا روابط است. شده نوشته متوسط صورت به اخیر تساوی البته که
م کنیم. ذکر را آن جلسه این از بخش آخرین عنوان به که م ماند باق لم اثبات

همه ی نام مجمو عه ی است. بلوک آن رئوس همه ی مجموعه ی B از منظور یرید. ب نظر در را B مانند خاص بلوک ی .١ لم اثبات
زیرگراف این نام یرید. ب نظر در را اصل گراف روی B∪V<B از حاصل القایی گراف و بنامید V<B را بلوک این از بالاتر سطوح در رئوس

بنامید. G[B ∪ V<B] را القایی
s

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

V<B

B

...
٢٧ ل ش
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بنامید. H را حاصل گراف و کنید منقبض G[B ∪ V<B] گراف در را آن ها به متصل یال های و V<B رئوس همه ی حال

s′

. . .

. . .

. . .

B

شده منقبض رئوس مجموعه

H گراف :٢٨ ل ش

است. مسطح هم چنان H گراف نتیجه در م کند، حفظ را گراف بودن مسطح یال ها، انقباض عمل و بود مسطح اصل گراف چون
طول با مسیر ی H گراف در v و u دلخواه رأس دو هر برای که چرا است. diam(H) = O(1ϵ ) = O(L) که است این نهایی نکته ی
بیابیم، مسیر ی هم سطح رأس دو بین بخواهیم اگر حت و است متصل خود پایین و بالایی لایه ی به لایه هر زیرا دارد. وجود 2L حداکثر
این که بود خواهد O(L) نیز H گراف درخت عرض ١٣ قضیه ی طبق بنابراین دارد. وجود مسیر این سطح 2L بین جابه جایی حداکثر با

م رسد. پایان به لم اثبات و است O(L) هم B بلوک درخت عرض م دهد نشان

٢٧
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار
آبادی کاظمی نجف آرمیتا نگارنده: حریصانه روش :۱ تقریبی الگوریتم های

از بنابراین کرد؛ نظر صرف حلشان از نمی شود بودن سخت صرف به را ۱ سخت مسائل که کردیم بحث (۲۱ (جلسه قبل جلسات در
طور به یا نمایی الگوریتم یک می کنیم سعی بهینه، جواب آوردن دست به برای مثلا می کنیم. استفاده آنها با برخورد برای متنوعی رویکرد های
کرده نظر صرف بهینه جوابِ آوردن دست به از کلی طور به اینکه یا دهیم ارائه باشد خوب ممکن جای تا آن زمان که چند جمله ای غیر کلی

دهیم. ارائه چند جمله ای) (مثلا بهتر زمان در بهینه) جواب به نزدیک ممکن جای (تا تقریبی جواب یک و
پرداخت. خواهیم دوم رویکرد بررسی به بعد جلسات و جلسه این در

تقریبی الگوریتم ۱

باشد. برقرار c (A (I)) 6 αc (OPT (I)) نابرابری ،Q از I ورودی برای اگر می گوییم، α⁃تقریب یک ،Q مسأله برای را A الگوریتم
روی بهینه الگوریتم خروجی هزینه ،c (OPT (I)) از منظور و I ورودی روی A الگوریتم خروجی هزینه ،c (A (I)) از منظور اینجا در

باشد. ورودی) اندازه حسب (بر متغیر یا ثابت می تواند α همچنین است. Q مسأله از I ورودی
هر برای صورت این در باشد، Q مسأله برای ۲⁃تقریب یک ،A الگوریتم و بگیریم نظر در کمینه راسی پوشش یافتن را Q مسأله اگر مثلا
ی کمینه راسی پوشش برابر دو حداکثر آن اندازه که است I از راسی پوشش یک A خروجی شود، داده A الگوریتم به که I مانند گراف

باشد. I گراف

کوچک تقریب ضریب با ای چندجمله الگوریتم ،(NP-Hard (مسائل سازی بهینه سختِ مسائل برای که است این ادامه در ما هدف
و کرده تمرکز حریصانه تکنیک بر جلسه این در ما دارد. وجود کار این برای متنوعی تکنیک های کلی طور به دهیم. ارائه متغیر)، یا (ثابت

می کنیم. بررسی را تقریبی الگوریتم های کلاسیکِ مسأله دو
نمی شود. کوچکتر معین حدی از مسأله یک تقریب ضریب کنند ثابت که راستاست این در زمینه، این بحث مورد موضوعاتِ از دیگری بخش

یک برابر (اگر است. یک از بزرگتر عددی سخت، مسائل برای چند جمله ای الگوریتم هر تقریب ضریب که است واضح کلی طور به
ضریب الگوریتمی با می شود ثابت مسائل برخی برای همچنین نیست.) سخت بنابراین و دارد ای چندجمله ی بهینه الگوریتم مسأله، باشد؛

کرد. نزدیک صفر به دلخواه قدر به را ϵ > 0 می توان که دارد وجود 1 + ϵ تقریب

مجموعه ای۲ پوشش مسأله ۲
∪m

i=1 Si = U که Si ⊆ U باشیم داشته i هر برای که طوری Q = {S1, ..., Sm} مجموعه و U = {e1, ..., en} مجموعه ورودی:
است. شده تعریف Q اعضای روی که c : Q → R+ ی هزینه تابع همچنین و باشد

1NP-Hard
2Set Cover

۱
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شود. کمینه c(T ) =
∑

A∈T c(A) و باشد ∪A∈T A = U که طوری Q اعضای از T زیرمجموعه خروجی:

رئوس دیگر بخش در و Si ها با متناظر رئوس بخش یک در می دهیم. ارائه مسأله این از دیگری بندی صورت دوبخشی، گراف کمک به
باشد. ei ∈ Sj که بگذاریم یال Sj و ei بین صورتی در تنها و دهیم قرار را ei ها با متناظر

باشد؛ c(Si) = i2 صورت به هزینه تابع زیر، گراف در اگر مثلا

e1

S4S3S1 S2

e3e2 e4 e5

این در که ای هزینه حداقل باشد، S4 شامل T اگر است.) e3 شامل S3 فقط (چون باشد. S3 شامل باید حتما T دید می توان راحتی به
U کل پوشاندن برای حالت این در (چون بود. خواهد 14 ممکن ی هزینه حداقل نباشد، S4 شامل اگر و است 25 می آید دست به حالت

شوند.) انتخاب هم S2 و S1 می بایست ،T اعضای توسط

c ({S3, S4}) = 32 + 42 = 25

c ({S1, S2, S3}) = 12 + 22 + 32 = 14

است. T = {S1, S2, S3} اینجا در بنابراین

آوریم. دست به حریصانه تکنیک کمک به الگوریتمی تقریبی مسأله این برای می خواهیم
دید می توان راحتی به بسازیم. ترتیب همان روی از را T و کنیم مرتب شان هزینه ترتیب به را Si ها که است این اولیه ی ساده ی ایده یک
بیشتری Si های شویم مجبور و دهد پوشش هم را کمتری ei های است ممکن تر هزینه کم Si های اجتماع زیرا نیست خوب الگوریتم این که

می برند. بالا را نهایی هزینه که درآوریم T عضویت به
Sn+1 = {e1, e2, ..., en} ،Sn = {en} ،S2 = {e2} ،S1 = {e1} کنید: فرض مثلا

باشد. Sn+1 = 1 + ϵ و Sn = 1 و ... و S2 = 1 و S1 = 1 صورت به هزینه تابع و
ما به مذکور حریصانه الگوریتم که حالی در است 1 + ϵ هزینه با T = {Sn+1} مسأله بهینه جواب که است واضح صورت این در
ی ایده ساز زمینه ساده، رویکرد همین اما نیست. بهینه جواب از خوبی تقریب واقعا که می دهد. n بیشترِ ی هزینه با T = {S1, ..., Sn}

است. حریصانه الگوریتم انتخاب برای بهتری

مرتب می شوند پوشانده Si توسط که U جدید عضوهای تعداد به هزینه، نسبتِ به توجه با را Si مجموعه های حریصانه: الگوریتم
بسازیم. ترتیب همان روی از را T و کنیم

داد: ارائه توصیفی چنین می توان تر دقیق بیان برای

۲
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GreedySetCover(U)

1 T = Ø

2 C = Ø

3 while C ̸= U

4 Si = argminSi∈Q\T
c(Si)
|Si\C|

5 T = T ∪ {Si}

6 // for e ∈ Si \ C

7 // price(e) = c(Si)
|Si\C|

8 C = C ∪ Si

9 return T

می کنیم. اضافه T به را Si یک ،While حلقه اجرای بار هر در که شکل این به می سازیم؛ را T مرحله به مرحله اینجا در
اند. آمده T عضو Si های از یکی در حداقل که می دهد نشان را U از اعضایی درواقع و است T داخل Si های اجتماع نیز C مجموعه

ای مرحله هر در است، مثبت هزینه تابع که آنجایی از زیرا شود U برابر است، C همان که Si ها اجتماع که می شود متوقف زمانی الگوریتم
می کند. بیشتر را آن هزینه فقط چون کنیم اضافه T به جدیدی عضو نیست لازم دیگر شود، C = U که

می کنیم. استفاده While حلقه اجرای t⁃اُمین در C مجموعه دادن نشان برای ،Ct نماد از ادامه در

ای Si ،(While حلقه اجرای بار (هر مرحله هر در می دهد؛ نشان T به افزودن برای مناسب Si انتخاب در را خود حریصانه، تکنیک
باشد. کمتر اند، نیامده C در که متمایزش اعضای تعداد به هزینه نسبتِ که می شود انتخاب

می کنند. ساده را تحلیل کار صرفا و ندارند الگوریتم اجرای در نقشی اخیر، الگوریتم کد شبه در 7 و 6 خطوط درستی: تحلیل
می شود. مشخص اخیر کد شبه 7 خط در یکتا طور به آن مقدار می کنیم ادعا که شود تعریف price تابع ،U عضو هر برای کنید فرض

دلخواهی عضو شامل که دارد وجود Sj حتما پس است U برابر T عضو Si های اجتماع درنهایت اولا که است این اخیر ادعای درستی علت
بنابراین ایم. افزوده T به را آن که بوده e شامل ی مجموعه اولین Sj کرد فرض می توان کلیت از کاستن بدون ثانیاً باشد؛ e مانند U از
اجرای اتمام تا حلقه بعدی تکرار های در که است مشخص کد، شبه 6 خط شرط به کمی دقت یا و بود خواهد price(e) =

c(Sj)
|Sj\C|

کرد. نخواهد تغییر price(e) مقدار الگوریتم،
تابع تعریف نحوه به بنا ضمنا می شود. مقداردهی یکبار دقیقا و شده تعریف U اعضای همه برای price دید می توان گفتیم آنچه بنابر پس
منظور اینجا در که می باشد ∑e∈Si,e/∈Ct

price(e) برابر c(Si) هزینه می شود، انتخاب Si یک که (t مرحله (مانند مرحله هر در ،price
پخش اند Si \ Ct عضو که e هایی بین Si هزینه انگار شهودی طور (به است. While حلقه اجرای t⁃اُمین در C مجموعه همان ،Ct از

می شود.)
کرد. خواهیم استفاده رابطه این از آینده در است. برقرار ∑n

i=1 price(e) =
∑

Si∈T c(Si) رابطه می دهند نشان اخیر گزاره های
می کنیم. بررسی را الگوریتم تقریب ضریب ادامه در

است. مجموعه ای پوشش مسأله برای Hn⁃تقریب یک GreedySetCover الگوریتم .۱ قضیه

می آید. دست به Hn =
∑n

i=1
1
i رابطه از که است n⁃ام عدد هارمونیک Hn از منظور اثبات.
است. Hn = O(lnn) = O(lg n) می دانیم قبل از همچنین

k⁃اُمین (در price تابع مقدار که باشد U عضو k⁃اُمین ،ek که طوری می کنیم گذاری برچسب e1, e2, ..., ek, ..., en با را U اعضای
می شود. تعیین آن ازای به کد) شبه 7 خط اجرای

E = {ek, ..., en} می کنیم: تعریف چنین را E مجموعه ثابت، k یک برای

۳
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است؛ ناتهی E با آن اعضای اشتراک که می کنیم تعریف OPT از زیرمجموعه بزرگترین را OPTk همچنین
است. برقرار Oi ∩ E ̸= ∅ نامساوی p تا 1 بین طبیعی i هر برای که طوری OPTk = {O1, ..., Op} عبارتی به یا

است. ei < ej آنگاه i < j اگر اول: ادعای
نباشد.) لطف از خالی آن به توجه شاید که ست نکته یک تنها و ندارد قضیه اثبات در نقشی اول (ادعای

باشد. price(ej) = c(Sl)
|Sl\Cv′ |

و price(ei) = c(St)
|St\Cv | کنید فرض ست کافی ادعا درستی اثبات برای درستی: اثبات

می شود. مقداردهی price(ej) از زودتر price(ei) که است مشخص ،U اعضای گذاری برچسب نحوه بنابه ، i < j که آنجایی از
است.) While حلقه اجرای v⁃اُمین در C مجموعه همان ،Cv از (منظور |Cv| ⊆ |Cv′ | بنابراین

بگیرید: نتیجه کد، شبه 4 خط در Sl و St انتخاب نحوه و قبل گزاره های به توجه با
price(ei) =

c(St)

|St \ Cv|
6 c(Sl)

|Sl \ Cv|
6 c(Sl)

|Sl \ Cv′ |
= price(ej)

ادعاست. درستی دهنده نشان اخیر نامساوی که

است. برقرار price(ek) 6 c(Oi)
|Oi∩E| نامساوی ،ek ∈ Oi که i هر و 1 6 k 6 n که دلخواه طبیعی k برای .۱ لم

اشتراکشان (چون هستند. OPTk عضو اند، ek شامل که Si فرم به مجموعه های تمام می دانیم ،OPTk تعریف نحوه به توجه با اثبات.
ست) ناتهی E با

Q از عضوی Oi که آنجایی از باشد. ek شامل OPTk دلخواه عضو یک Oi کنید فرض همچنین ،price(ek) = c(Sr)
|Sr\Ct| کنید فرض

ای مرحله در یعنی شده؛ مقداردهی Sr توسط بار آخرین و اولین برای price(ek) می دانیم باشد. Oi = Sj که دارد وجود j هست، نیز
می دهد: نتیجه کد) شبه 4 (خط Sr حریصانه انتخاب شرط بنابراین نیست. T عضو Sj هنوز t⁃ام)، (مرحله می شود انتخاب Sr که

c (Sr)

|Sr \ Ct|
6 c (Sj)

|Sj \ Ct|

داریم: بنابراین است. {e1, ..., ek−1} از زیرمجموعه ای آمده، دست به مرحله این تا که Ct می دانیم ،U اعضای گذاری برچسب نحوه به بنا
|Sj \ Ct| > |Sj \ {e1, ..., ek−1}| = |Sj ∩ {ek, ..., en}| = |Sj ∩ E|

می شود: نتیجه اخیر نامساوی دو از
price(ek) =

c (Sr)

|Sr \ Ct|
6 c (Sj)

|Sj \ Ct|
6 c (Sj)

|Sj ∩ E|
=

c (Oi)

|Oi ∩ E|

⇒ price(ek) 6
c (Oi)

|Oi ∩ E|

است. price(ek) 6 c(OPT )
n−k+1 ،1 6 k 6 n که دلخواه طبیعی k برای .۲ لم

عبارتی: به یا بپوشاند را E باید OPTk اعضای اجتماع ،OPTk تعریفِ نحوه به توجه با است. E = {ek, ..., en} تعریف به بنا اثبات.
E =

∪p
i=1Oi =

∪p
i=1Oi ∩ E

شود.) پوشانده Oi چند توسط است ممکن E عضو (هر است. برقرار |E| 6
∑p

i=1 |Oi ∩ E| نامساوی بنابراین
است: زیر نامساوی برقراری نتیجه در و ۱ لم درستی دیگر، نکته

price(ek) 6
c (Oi)

|Oi ∩ E|
⇒ price(ek) · |Oi ∩ E| 6 c (Oi)

۴
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کرد: طی را زیر روند می توان اخیر، نامساوی های دادن قرار هم کنار با نهایتاً

price(ek) · (n− k + 1) = price(ek) · |E| 6 price(ek) ·
p∑

i=1

|Oi ∩ E| 6
p∑

i=1

c (Oi) = c (OPTk) 6 c (OPT )

⇒ price(ek) · (n− k + 1) 6 c (OPT ) ⇒ price(ek) 6
c (OPT )

n− k + 1

می گیریم: بهره ۲ لم از قضیه حکم اثبات برای

price(ek) 6
c (OPT )

n− k + 1
⇒

n∑
i=1

price(ek) 6
n∑

i=1

c (OPT )

n− k + 1
= c (OPT )

n∑
i=1

1

n− k + 1
= Hn × c (OPT )

می شود: ثابت کردیم، اثبات قبلا را آن درستی که ∑n
i=1 price(e) =

∑
Si∈T c(Si) ی رابطه و اخیر نامساوی از استفاده ∑با

Si∈T
c (Si) 6 Hn × c (OPT )

است. مجموعه ای پوشش مسأله برای Hn⁃تقریب یک GreedySetCover الگوریتم کردیم ثابت یعنی است؛ قضیه حکم همان که

می دهیم. ارائه مثال یک ندارد، Hn = O(lg n) از بهتر تقریبی ضریب مان حریصانه الگوریتم دهیم نشان اینکه برای ادامه در
شده، ارائه ی حریصانه الگوریتم تقریب ضریب می دهد نشان که است بهینه جواب برابر Ω(lg n) حریصانه، الگوریتم جواب مثال، این در

است. مرتبه همین از
هستند مجموعه هایی نیز Sk+2 تا S1 است.) n = 2k+1 − 2 برابر U اعضای (تعداد اند شده داده نمایش ei فرم به قبل مانند U اعضای
(c (Si) = 1) است. یک برابر و ثابت هزینه، تابع همچنین است.) Q = {S1, ..., Sk+2} (درواقع برد. کار به می توان U پوشش برای که

e1

e2

e3

e4 e10

e9

e12

e11

e6

e5

e8

e7

e14

e13

2.2k−1

Sk+1

Sk+2

S1 S2 S3 Sk

.|Sk+1| = |Sk+2| = 2k − 1 دید می توان کمی دقت با
است. c (OPT ) = 2 نتیجه در و OPT = {Sk+1, Sk+2} که است واضح نیز این

حریصانه الگوریتم توسط که T مجموعه داد نشان می توان استقرا کمک به و می کند انتخاب را Sk اول گام در حریصانه الگوریتم دید می توان
لگاریتمی است. ،U اعضای تعداد حسب بر آن هزینه که بود خواهد {S1, ..., Sk} برابر آمده، دست به

c (T ) = k = Θ
(
lg(2k+1 − 2)

)
= Θ(lg n)

۵
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نیست. بهتر Ω(lg n) از کردیم، ارائه که ای حریصانه الگوریتم تقریب ضریب بنابراین

ای چندجمله تحویل یک است. سخت مسائل جزو و ،NP-Hard کلاس به متعلق مجموعه ای پوشش مسأله کنیم ثابت است خوب
می دهیم. ارائه مجموعه ای پوشش مسأله از خاصی حالت به راسی پوشش مسأله از

یال های از متشکل ،U مجموعه چند جمله ای زمان در بگیرید. نظر در راسی پوشش مسأله برای نمونه عنوان به را G مانند دلخواه گراف یک
نظر در یک برابر و ثابت نیز را هزینه تابع می سازیم. است G راس i⁃اُمین از گذرنده یال های شامل Si که Si مجموعه های و G گراف

ایم. آورده دست به مجموعه ای پوشش مسأله برای نمونه یک اکنون اعمال، این انجام با می گیریم.
مسأله برای G روی از که ای نمونه آنگاه باشد، داشته k اندازه با راسی پوششی G گراف اگر دید می توان Si ها تعریف نحوه در کمی دقت با
تحویل بنابراین است. برقرار مشابه طریق به هم موضوع این عکس داشت. خواهد k ی هزینه حداکثر با جوابی ساختیم مجموعه ای پوشش
پوشش مسأله خاص حالت می شود نتیجه اکنون است، سخت مسائل جزو راسی پوشش مسأله می دانستیم قبل از چون و است معتبر شده ارائه

هستند. سخت مسائل زمره در آن، خود نتیجه در و مجموعه ای

اخیراً و ندارد. وجود آن برای Ω(lg n) از بهتر تقریب ضریب الگوریتمی با شده ثابت مجموعه ای پوشش مسأله مورد در کلی طور به
آنکه مگر ندارد وجود (1 − ϵ) lnn از بهتر تقریب ضریب ،ϵ > 0 هر ازای به مسأله، این برای که رسیده اثبات به نیز تری قوی نتیجه

باشد. P = NP

شد متصور می توان هم دیگری خاص حالات بود، مجموعه ای پوشش مسأله از خاص حالتی نوعی به که راسی پوشش مسأله بر علاوه
کنید: تعریف می کنیم. بررسی را آنها ادامه در که

است. شده ظاهر آن در عنصر یک که (Si (مانند مجموعه هایی تعداد بیشترین :f
maxSi∈Q |Si| : Si بزرگترین اندازه :∆

است. مجموعه ای پوشش مسأله برای ∆H⁃تقریب یک GreedySetCover الگوریتم .۲ قضیه

نظر در Oi = {e1′, ..., ed′} که طوری ،OPT عضو دلخواه، Oi و OPT = {O1, ..., Op} مانند مسأله بهینه جواب یک اثبات.
است. d 6 ∆ می دانیم بگیرید.

k اگر بنابراین است. شده مقداردهی price (es
′) از زودتر price (er ′) آنگاه ،r < s اگر که اند شده گذاری نام طوری Oi اعضای

مرحله تا یا است Oi = Sj یا صورت این در باشد، price (ek ′) =
c(Sj)

|Sj\Ct| کنیم فرض و بگیریم نظر در را 1 6 k 6 d که دلخواه
t⁃ام، مرحله در پس است.) price (ek ′) مفروض مقدار با تناقض در شود، انتخاب مرحله این قبل تا (اگر نمی شود. انتخاب Oi t⁃ام،

است: برقرار زیر نامساوی کد)، شبه 4 (خط حریصانه انتخاب به توجه با
c (Sj)

|Sj \ Ct|
6 c (Oi)

|Oi \ Ct|

مرحله از قبل تا که Oi از اعضایی تعداد ،Oi اعضای گذاری نام شیوه به توجه با می شود. مقداردهی price (ek ′) t⁃ام، مرحله در می دانیم
داریم: پس است. k − 1 حداکثر شده، معلوم شان price تابع مقدار t

|Oi \ Ct| > d− (k − 1)

⇒ c (Oi)

|Oi \ Ct|
6 c (Oi)

d− k + 1

می شود: نتیجه آمده، دست به نامساوی های گذاشتن هم کنار با

⇒ price
(
ek

′) 6 c (Oi)

d− k + 1

۶
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جمع را ممکن k های همه ازای به نوع این از نابرابری های همه است، برقرار 1 6 k 6 d که دلخواه k برای اخیر نامساوی که آنجایی از
می آید: دست به زیر روابط و می زنیم

⇒
d∑

k=1

price
(
ek

′) 6 d∑
k=1

c (Oi)

d− k + 1
= c (Oi) ·

d∑
k=1

1

d− k + 1
= Hd × c (Oi) 6 H∆ × c (Oi)

نوشت: می توان قبلی روابط کمک به و کمی دقت با پس است U برابر OPT اعضای اجتماع می دانیم

c (T ) =

n∑
k=1

price
(
ek

′) 6 p∑
i=1

∑
e∈Oi

price (e) 6
p∑

i=1

H∆ · c (Oi) = H∆ ·
p∑

i=1

c (Oi) = H∆ · c (OPT )

است. ثابت حکم و c (T ) 6 H∆ · c (OPT ) نتیجه در

بود. خواهد بهتر Hn از H∆ تقریب باشد، کوچک کافی میزان به ∆ اگر بنابراین

الگوریتمی می توان (درواقع کرد. ارائه بهتر تقریب ضریب با تری ساده حریصانه الگوریتم می توان باشد، کوچک f مقدار که حالتی در
شود؛ ظاهر Si از تا دو حداقل در U عضو هر و باشد یک ثابتِ برابرِ وزن تابع که حالتی در است f = 2 وقتی مثلا داد.) ارائه f⁃تقریب  

کرد. تبدیل راسی پوشش مسأله به را مسأله می توان
دارد وجود ارتباطی بیشینه تطابق و راسی پوشش مسأله بین دهیم. ارائه دو تقریب ضریب با الگوریتم راسی پوشش مسأله برای می خواهیم

می گیریم. بهره آن از الگوریتم این در که
باشد؛ بیشینه تطابق OPTmatching و کمینه راسی پوشش OPTV C اگر دلخواه، جهتِ بدون و وزن بدون ی ساده گراف برای .۳ لم

است. c (OPTV C) > c (OPTmatching)

تطابق یال های از یکی حداکثر شده، انتخاب راسی پوشش در که راسی هر بگیرید. نظر در راسی پوشش یک و دلخواه تطابق یک اثبات.
از یکی حداقل تطابق، یالِ هر ازای به بپوشاند، را تطابق یال های جمله من یال ها همه می بایست راسی، پوشش که آنجایی از می پوشاند. را
راسی پوشش (هزینه) اندازه خصوصا است. تطابق هر از بزرگتر راسی پوشش هر اندازه بنابراین است. راسی پوشش عضو آن سر دو رئوس

است. بیشتر بیشینه تطابق (هزینه) اندازه از کمینه

الگوریتم: توصیف
انتخاب یال های رئوس با آن سر دو رئوس که می کنیم انتخاب گراف از یال یک بار (هر می کنیم. انتخاب M مانند ماکزیمال تطابق یک ⁃

داریم.) ماکزیمال تطابق یک می رسد، پایان به الگوریتم که زمانی باشد. نداشته اشتراک قبلی مراحل در شده
می کنیم. معرفی T راسی پوشش عنوان به اند تطابق این یال های از یکی سر دو که رئوسی همه ⁃

فرض می دهند. تشکیل راسی پوشش T عضو رئوس کنیم ثابت می بایست ابتدا است. 2⁃تقریب شده، توصیف الگوریتم می کنیم ادعا
داشته یالی چنین اگر اما نیست. T عضو آن، سر دو رئوس از یک هیچ که دارد وجود e مانند یال یک بنابراین نباشد. گونه این که کنید خلف
بنابراین است. تناقض در M بودن ماکزیمال با که آوریم دست به بزرگتر تطابقی و بیفزاییم M ماکزیمال تطابق به را آن می توانیم باشیم،
می توان اخیر گزاره های و ۳ لم از استفاده با می کند. معرفی M تطابق برابر دو ی اندازه با راسی پوشش یک T و است باطل خلف فرض

نوشت:
2× c (OPTV C) > 2× c (OPTmatching) > 2× |M | > |T | = c (T )

است. 2⁃تقریب الگوریتم می دهد نشان که c (T ) 6 2× c (OPTV C) داریم بنابراین

تمام و گرفته نظر در نشده انتخاب تاکنون که عضو یک بار (هر کنید. پیاده بزرگتر f های برای را ایده همین می توانید تمرین عنوان به
بیفزایید.) T مجموعه به کرده، انتخاب را عنصر این شامل مجموعه های
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دوره گرد۳ فروشنده مسأله ۳

c : E → R+ وزن تابع با G = (V,E) کامل گراف ورودی:
G از کمینه وزن با هامیلتونی دور یک خروجی:

ندارد. وجود مسأله این برای تقریبی ضریب هیچ کلی حالت در می دهیم نشان
است. P = NP می دهیم نشان باشد. TSP مسأله برای α (n) تقریب ضریب الگوریتمی با A که کنید فرض

و باشد G رئوس همان H رئوس مجموعه که می سازیم طوری را H کامل گراف ،G گراف روی از باشد. دلخواه گرافی G کنید فرض

c (e) =

 1 e ∈ G.E

nα e /∈ G.E
شود: تعریف زیر صورت به H یال های روی وزن تابع

است. G یال های مجموعه G.E از منظور
است. c (OPTTSP (H)) = n که می کنیم مشاهده باشد؛ داشته هامیلتونی دور G اگر

همه ،H ی بهینه هامیلتونی دور پس بود. خواهد G یال های از همیلتونی دور یک هزینه از بیش نیامده، G در که H از یال هر هزینه زیرا
دارد. وجود هم G در یال هایش

است. c (OPTTSP (H)) > nα که می کنیم مشاهده باشد؛ نداشته هامیلتونی دور G اگر
دور هر هزینه پس می شود. ظاهر نیست G در که یال هایی از یکی حتما H از هامیلتونی دور یک در ندارد، هامیلتونی دور G وقتی زیرا

است. یال آن هزینه اندازه به حداقل H هامیلتونی
می کنیم. اجرا H روی را A الگوریتم حال

می شود نتیجه قبل گزاره های به توجه با باشد نداشته هامیلتونی دور G اگر حال است. c (A) > c (OPTTSP (H)) می دانیم کلی طور به
.c (A) > nα

نوشت: می توان باشد، داشته هامیلتونی دور G اگر
c (A) 6 c (OPTTSP ) 6 α(n) · c (OPTTSP ) = α(n) · n = α · n

خیر. یا ست هامیلتونی  G بفهمیم می توانیم است، nα از بیشتر یا مساوی کمتر A هزینه اینکه به توجه با پس c؛ (A) 6 nα یعنی

فروشنده مسأله به دلخواه ساده گراف برای دوره گرد فروشنده مسأله از ای چندجمله تحویلی می دهد نشان کردیم، اکنون که کاری
مسأله می شود ثابت اکنون است، سخت مسائل جزو دوره گرد فروشنده مسأله بودیم داده نشان قبلا چون و دارد وجود تقریبی، دوره گردِ
الگوریتم سخت مسأله یک برای یعنی داشت؛ چند جمله ای زمان A الگوریتم که آنجایی از است. سخت نیز تقریبی دوره گردِ فروشنده
این از خاصی حالت بررسی مان بعدی هدف و شده تمام اینجا در کارمان پس است. P = NP می دهد نتیجه که ایم یافته ای چندجمله

است. مسأله

متریک۴ دوره گرد فروشنده مسأله ۱ .۳

هر برای که معنا این به دارد. مثلث نامساوی شرط وزن تابع که طوری به c : E → R+ وزن تابع با G = (V,E) کامل گراف ورودی:
است.) y و x بین یال ،xy از (منظور باشد. برقرار c (xy) 6 c (xz) + c (zy) نابرابری ،z و y و x مانند G از راس سه

G از کمینه وزن با هامیلتونی دور یک خروجی:

را آن از فراگیر درخت یک ،G هامیلتونی دور از یال یک حذف اینکه و c (MST (G)) :G کمینه فراگیر درخت وزن به توجه با
کنیم. می استفاده رابطه این از انتها در که c (MST (G)) 6 c (OPTTSP (G)) نوشت: می توان می کند، مشخص

3Traveling Salesman Problem
4Metric Traveling Salesman Problem

۸
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می دهیم. ارائه مسأله این برای 2⁃تقریب الگوریتم یک حال

باشد. کمینه فراگیر درخت هزینه برابر دو حداکثر اش هزینه که دارد وجود G گراف از هامیلتونی دوری  .۴ لم

هر ازای به و می گیریم نظر در G از کمینه فراگیر درخت یک می سازیم؛ رئوس مجموعه همان با و G گراف به توجه با را G′ گراف اثبات.
می دهیم. قرار G′ گراف در رئوس همان روی هزینه، همان با یال دو درخت، این یالِ

یکبار دقیقا ،G′ یال های تمام از شده، شروع راس یک از اویلری تور این دارد. اویلری تور بنابراین است زوج G′ گراف راس هر درجه
می شود. دیده تور در یکبار حداقل هم راس هر نیستند، ایزوله راس ها که آنجا از می گردد؛ باز اول راس به درنهایت و می گذرد

فراگیر درخت هزینه برابر دو اویلری، تور این ی هزینه بنابراین هستند. G ی کمینه فراگیر درخت یال های ی شده مضاعف G′ یال های
این آخر راس (می دانیم است. G′ از راسی vij که دهیم نشان vi1vi2vi3 ...vim صورت به را اویلری تور این کنید فرض است. G کمینه

نمی نویسیم.) را می شود دیده که راسی آخرین اویلری، تور رئوس دنباله نوشتن موقع بنابراین است، اول راس همان تور
توجه با کنید. حذف را آن برخوردید تکراری راسی به جا هر و کرده پیمایش را G در رئوس دنباله همین هست. نیز G از راسی vij می دانیم
راس هر گفتیم که (همانطور است رئوس همه از ای دنباله می آید، دست به تکرای رئوس حذف از که جدیدی دنباله ،G گراف بودن کامل به
دو از نتیجه در و تور هزینه از آن هزینه که می کند معرفی هامیلتونی دور یک جدید دنباله این می کنیم ادعا می شود.) دیده تور در یکبار حداقل

است. کمتر کمینه، فراگیر درخت هزینه برابر
را دنباله آخر و اول راس بین یال می بایست هزینه، محاسبه در منتها اند. آمده یکبار دقیقا رئوس همه چون است واضح آن بودن هامیلتونی

است. اثبات قابل استقرا و مثلث نامساوی شرط به توجه با ، هامیلتونی دور این هزینه مورد در ادعا درستی نکنیم. فراموش
y1...ytAx1...xkAz1...zr فرضی دنباله هزینه مثال برای می رسیم. کمتر هزینه با ای دنباله به تکراری، راس یک حذف بار هر با درواقع

با: است برابر ،G رئوس از
t−1∑
i=1

c(yiyi+1) + c(ytA) + c(Ax1) +
k−1∑
i=1

c(xixi+1) + c(xkA) + c(Az1) +
r−1∑
i=1

c(zizi+1) + c(zry1)

می آید: دست به زیر هزینه با y1...ytAx1...xkz1...zr جدید دنباله ،A تکراری عضو حذف از بعد که حالی در
t−1∑
i=1

c(yiyi+1) + c(ytA) + c(Ax1) +

k−1∑
i=1

c(xixi+1) + c(xkz1) +

r−1∑
i=1

c(zizi+1) + c(zry1)

می کند: ایجاب مثلث نامساوی
c(xkz1) 6 c(xkA) + c(Az1)

ِهزینه یکسان جملاتِ افزودن با پس می کنند. فرق هم با جملات همین در تنها قدیم و جدید دنباله دو هزینه فهمید می توان کمی دقت با و
مشخص را همیلتونی دور یک که نهایی دنباله هزینه پس است. کمتر جدید دنباله هزینه دید می توان اخیر، نامساوی طرفین به دنباله دو ی
ثابت حکم بنابراین بود. G کمینه فراگیر درخت هزینه برابر دو نیز مذکور اویلری تور هزینه است. اولیه اویلری تور هزینه از کمتر می کند،

است.

رابطه از ضمنا c (T ) 6 2 × c (OPTMST ) که دهیم ارائه T مانند هامیلتونی دور یک می توانیم اخیر، لم از استفاده با حال
می شود: نتیجه روابط گذاشتن هم کنار با می کنیم. استفاده ایم کرده اثبات قبلا را آن درستی که c (OPTMST ) 6 c (OPTTSP )

c (T ) 6 2× c (OPTMST ) 6 2× c (OPTTSP )

است. 2⁃تقریب شده ارائه الگوریتم می دهد نشان که c (T ) 6 2× c (OPTTSP ) پس
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اقلیدسی صفحه در آن طول برابر یال هر هزینه کنید فرض بگیرید. نظر در زیر شکل مطابق را G گراف شده، طی روند شدن واضح برای
می کنند: مشخص را G بهینه فراگیر درخت یک قرمز، رنگ به یال های بنابراین باشد.

G
v1

v4 v3

v2

دنباله فرم به می توان را G′ اویلری تور است. G فراگیر درخت یال های ی شده مضاعف یال هایش و دارد را G رئوس G′ گراف
به v1v2v4v3 دنباله مثلا تا می کنیم حذف را تکراری رئوس و کرده پیمایش رئوس روی ترتیب به نوشت. رئوس از v1v2v3v4v3v2

بیاید. دست

G′

v1

v4 v3

v2

بود، 2⁃تقریب می کند مشخص را T مانند هامیلتونی دوری  که v1v2v4v3 دنباله آوردن دست به برای استفاده مورد الگوریتم که آنجا از
نیست. بیشتر (v1v2v3v4) بهینه هامیلتونی دور هزینه برابر دو از T هزینه می گیریم نتیجه

دهیم. ارائه متریک دوره گرد فروشنده مسأله برای 2 از بهتر تقریب ضریب الگوریتمی با می توانیم
یال های تنها ،G یال های بین از و می گیریم نظر در G رئوس همان را، G′ گراف راس های می سازیم. دیگر شکلی به را G′ گراف بار این
ی کمینه فراگیر درخت (یک می دهیم. قرار G′ گراف در متناظرشان رئوس های روی هزینه، همان با را G ی کمینه فراگیر درخت به مربوط
یال هر ازای به و گرفته نظر در را G′ گراف فرد درجه راس های می سازیم: شیوه این به نیز را G′′ مانند گرافی می گیریم.) نظر در را ثابت

می دهیم. قرار ،G′′ در متناظر راس دو بین هزینه همان با یال یک ،G′ در فرد درجه راس دو بین
و است زوج آن رئوس همه درجه که می آید دست به H گراف کنیم، اضافه G′ گراف به را G′′ گراف از کامل تطابق یک یال های اگر حال

ست. اویلری بنابراین
بار هر و نوشت رئوس مرتب دنباله فرم به را اویلری تور این می توان نیز اینجا دادیم، انجام قبل قسمت برای که استدلال هایی مشابه دقیقا
ست G گراف در T مانند هامیلتونی دور یک ی کننده مشخص که آید دست به رئوس از ای دنباله نهایت در تا کرد حذف را تکراری راسی

است. کمتر اولیه تور هزینه از آن هزینه که

رئوس تعداد بنابراین اند آمده بهینه هامیلتونی دور در رئوس همه بگیرید. نظر در را G بهینه هامیلتونی دور در فرد درجه رئوس حال
به می توان رئوس همین روی از تطابق نوع دو بنامید. x1, ..., x2r می شوند، ظاهر دور در که ترتیبی به را آن ها است. زوج آن، فرد درجه
تطابقی و می شوند) تطابق یال یک سر دو آخر، و اول (راس می دهد تناظر اش قبلی راس به را فرد اندیس با راس هر که تطابقی آورد. دست
حداکثر تطابق دو این ی هزینه جمع داد نشان می توان مثلث نامساوی کمک به می دهد. تناظر اش بعدی راس به را فرد اندیس با راس هر که
پس نیست. بیشتر OPTTSP ی هزینه نصف از اش هزینه تطابق، دو این از یکی حداقل پس است. بهینه هامیلتونی دور هزینه اندازه به

یعنی: نیست. بیشتر OPTTSP هزینه نصف از هم کمینه تطابق هزینه
c
(
OPT(matching)(G

′′)
)
6 c (OPTTSP )

2
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یال های هزینه جمع برابر نیز H یال های هزینه جمع است. H یال های همه هزینه جمع آمد، دست به H گراف در که توری هزینه
H تور هزینه از نیز T هزینه اینکه به توجه با است. (G کمینه فراگیر درخت هزینه با (برابر G′ یال های هزینه و G′′ گراف کمینه تطابق

نوشت: می توان است کمتر

c (T ) 6 c
(
OPT(matching)(G

′′)
)
+ c (OPTMST ) 6

c (OPTTSP )

2
+ c (OPTMST )

6 c (OPTTSP )

2
+ c (OPTTSP ) =

3

2
× c (OPTTSP )

است. 3
2 جدید، الگوریتم تقریب ضریب و c (T ) 6 3

2 × c (OPTTSP ) نتیجه در

برای بودند. جهت بدون گراف های به مربوط همگی دادیم، ارائه متریک دوره گرد فروشنده مسأله برای بخش این در که الگوریتم هایی
آن برای O( lgn

lg lgn) بهتر تقریب ضریب الگوریتمی با اخیرا اینکه تا داشت وجود lg n تقریب ضریب با الگوریتم دار، جهت گراف های
ضریب با الگوریتم می شود زده حدس و (2000 حدود (در دارد وجود آن برای نیز ثابت تقریب ضریب با الگوریتم حتی اکنون و آمد بدست

باشد. داشته وجود آن برای نیز 2

داد. ارائه نیز 4
3 مانند بهتری ضریب می توان که می شود زده حدس و است 3

2 همین شده، داده تقریب ضریب بهترین مسأله این مورد در
باشد. P = NP مگر ندارد وجود مسأله این برای α = (1+ ϵ) خوب دلخواه به تقریب ضریب با تقریبی الگوریتم شده ثابت حال عین در
فاصله یال، هر وزن و اند صفحه در نقاطی رئوس، کنیم فرض یعنی باشد؛ اقلیدسی شده، تعریف مترِ که مسأله این تر خاص حالت برای
برای ϵ > 0 که α = (1 + ϵ) خوب دلخواه به تقریب ضریب با تقریبی الگوریتم های که است شده ثابت است، راس دو آن بین خط پاره

کرد. خواهیم صحبت آینده جلسات در تقریبی، الگوریتم های از مدل این مورد در دارد. وجود آن
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار
عنایت محبوبه و ری عس کیانا نگارندگان: پویا برنامه ریزی و داده گردکردن :٢ تقریبی وریتم های ال

پویا برنامه ریزی از استفاده و ورودی عددهای گرد کردن تکنی مورد در و م دهیم ادامه را تقریبی وریتم های ال بحث جلسه، این در
م کنیم. صحبت تقریبی وریتم های ال طراح در

ضریب با وریتم ال و دوره گرد فروشنده مسأله برای همچنین و مجموعه ای پوشش مسأله برای حریصانه وریتم ال قبل جلسه های در
این برای شده ارائه تقریبی وریتم ال که است این شود مطرح است ن مم اکنون که سوال دیدیم. را بیشینه برش مسأله برای دو تقریب
تعدادی به اشاره ای قبل جلسات در خیر. یا هستند بهبود قابل داریم که تقریب هایی آیا یعن باشند؛ «خوب» م توانند حد چه تا مسأله ها
مسأله هایی حال درعین اما داد؛ بهبود بیش تر حدی ی از را تقریبی وریتم ال نم توان مسأله ها بعض برای که شد تقریب ناپذیری نتایج
خوب به دلخواه تقریب با تقریبی وریتم ال که مسأله هایی عمدتاً کرد. آن ها ارائه برای خوب دلخواه به تقریبی وریتم های ال م توان که هستند

کرد. استفاده آن ها حل برای جلسه این تکنی های از م توان که هستند مسأله هایی دارد، وجود آن ها برای

پویا برنامه ریزی و داده گرد کردن ١

م کنیم: معرف را زیر اصطلاح دو کنیم، صحبت ی مسأله برای خوب به  دلخواه تقریبی وریتم های ال درمورد اینکه برای

١PTAS •
ی ،Aϵ وریتم ال که است {∀ϵ ≥ ٠, Aϵ} چندجمله ای وریتم های ال از خانواده ی ،PTAS از منظور ،π مسأله ی برای

است. کمینه سازی مسأله برای تقریب ١ − ϵ یا و بیشینه سازی مسأله برای تقریب ١ + ϵ وریتم اال
وریتم ها ال روی ری دی محدودیت هیچ و هستند. چند جمله ای ورودی طول حسب بر م گیریم، نظر در که وریتم هایی ال کنید دقت
برحسب Aϵ وریتم ال زمان ثابت، ϵ هر ازای به اما باشد؛ بد ϵ حسب بر وریتم ها ال اجرای زمان است ن مم مثال به عنوان نیست.

است. چند جمله ای ورودی
٢FPTAS •

است. چند جمله ای هم ١
ϵ حسب بر Aϵ اجرای زمان که است PTAS ی ،FPTAS از منظور

م بینیم. بالا روش از مثال چند اکنون

چندجمله ای شبه وریتم ال آن ها برای و هستند حل قابل پویا برنامه ریزی روش با که شدیم آشنا ان پی‐تمام٣ مسأله تعدادی با تاکنون
ول نیستند چندجمله ای لزوماً ورودی طول برحسب بنابراین است). وابسته ورودی اعداد مقدار به وریتم ال اجرای زمان (یعن دارد وجود

چندجمله ای وریتم ال اجرای زمان  باشد، ورودی اعداد تعداد حسب بر چندجمله ای ی عدد بزرگ ترین مقدار باشد،مثلا کم اعداد مقدار اگر
م شود.

1Polynomial Time Approximation Scheme
2Fully Polynomial Time Approximation Scheme
3NP− complete

١
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کوله پشت مسأله ١ . ١

حدی ی از اعداد تعداد حسب بر اعداد مقدار که کنیم کاری ۴ کوله پشت مسأله ورودی ی برای م توانستیم اگر بالا، توضیحات طبق
از عوض در اعداد مقدار کاهش ما هدف پس م آمد. حساب به چندجمله ای داشتیم، پویا برنامه ریزی با که وریتم ال آنگاه نباشد بیش تر

بیابیم. بهینه مقدار به نزدی جوابی چندجمله ای زمان در تا است دقت کم دادن دست

را کم ارزش بیت های بقیه و یریم ب نظر در را ورودی اعداد از پرارزش بیت تعدادی فقط که است این ایده هدف، این به رسیدن برای
اجرا زمان و مسأله حل دقت بین نوع به و میابند کاهش ورودی اعداد مقدار اما م دهیم دست از دقت کم این صورت در بریزیم. دور

م یابد. افزایش وریتم ال اجرای زمان باشیم، دقیق تر بخواهیم که هرچقدر دارد؛ وجود بده بستان۵ ی

کوله پشت مسأله

است. B کوله ظرفیت هم چنین شده. داده vi ارزش و si اندازه با عنصر n ورودی.

باشد. زیاد ن مم جای تا ارزش آن ها و باشد B حداکثر آن ها اندازه جمع که بصورت عناصر از زیرمجموعه ای . خروج

V (i, b) زیرمسأله م توانیم مثال بعنوان کرد؛ حل پویا برنامه ریزی با مختلف به صورت های م توان را مسأله این دیدیم، قبلا  که طور همان
کنیم. بیان کوچ تر زیرمسأله های حسب بر را آن مقدار و کنیم تعریف b اندازه با i تا ١ عناصر از زیرمجموعه ی ارزش بیشینه معنای به را
را آن مقدار و کنیم تعریف p ارزش با i تا ١ عناصر از زیرمجموعه ی اندازه کمینه معنای به را A(i, p) زیرمسأله م توانیم ر دی روش در

کنیم: بیان کوچ تر زیرمسأله های حسب بر

A(i+ ١, p) =
 min{A(i, p), si+١ +A(i, p− vi+١)} if vi+١ ≤ p

A(i, p) oth
م شود: محاسبه زیر رابطه از بهینه جواب و

OPT = max
j≤nP,A(n,j)≤B

{j}

است. عنصر ی ارزش بیش ترین برابر P که م شود O(n.nP ) اجرا، زمان این صورت در

اجرا زمان دقت، مقداری دادن دست از قبال در نهایت در تا دهد کاهش را P مقدار که کنیم بررس را روش م خواهیم اکنون
شود. چندجمله ای

م توانیم نکند صدق شرط این در عنصری اگر نیست. بی فایده عنصری هیچ یعن باشد؛ si ≤ B عناصر، تمام برای که م کنیم فرض
بیندازیم. دور را آن کار اول

در پس نیست. زیاد خیل عناصر، بین در وزن بیش ترین شویم مطمئن که است این دهیم انجام باید که کاری ،Aϵ وریتم ال تعیین در
کنیم: تقسیم آن به را وزن ها تمام سپس و یریم ب درنظر k مانند عددی م خواهیم حقیقت

∀i : v′i =
õ
vi
k

û
k = P

n م دهیم قرار باشد. موجود k مقدار در P ضریب باید شود، چندجمله ای وریتم ال اینکه برای کنیم. تعیین را k مقدار باید اکنون
وریتم ال دقت ،ϵ مقدار کاهش با م خواهیم چون حال است. چندجمله ای که م شود n عناصر، ارزش مقدار بیش ترین صورت این .در

م دهیم: قرار درنهایت یابد، افزایش
k =

ϵP

n
4Knapsack problem
5Trade-off

٢
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کل: در پس بیابیم. پویا برنامه ریزی با (s, v′, B) مسأله برای را بهینه جواب کافیست سپس

:Aϵ وریتم ال

k = ϵP
n •

∀i : v′i =
⌊vi
k

⌋ •
بنامید. O′ را آن و بیابید (s, v′, B) مسأله برای را بهینه جواب •

بدهید. خروج را O′ •

کنیم. بررس را اجرا زمان و تقریب ضریب باید اکنون

اجرا زمان اکنون صورت، این در بود. O(n٢.maxi vi) پویا، برنامه ریزی وریتم ال اجرای زمان که دیدیم : اجرا زمان
O(n٢.

õ
P

K

û
) = O(n٢.

õ
n

ϵ

û
)

است. چندجمله ای ١
ϵ و n حسب بر که م شود

تقریب: کیفیت
.١ قضیه

v(O′) ≥ (١ − ϵ)v(O)

داریم: تاست، n حداکثر O اعضای تعداد که نکته این همچنین و vi − k ≤ kv′i ≤ vi این که و v′ تعریف به توجه با اثبات.
v(O′) ≥ kv′(O′) ≥ kv′(O) ≥ v(O)− nk = v(O)− ϵP

م شود: نتیجه است v(O) ≥ P چون حال
v(O′) ≥ P − ϵP ≥ (١ − ϵ)v(O)

هستند. FPTAS ها Aϵ کل، در پس

مسأله  کل حالت ١ . ٢

حت و ندارد وجود FPTAS پی،  ان های مسأله اکثر مورد در دارند. FPTAS هایی، مسأله چه کل حالت در ببینیم م خواهیم اکنون
اکنون ندارد. وجود آن برای شبه چندجمله ای وریتم ال باشد، آنگاه ان پی‐سخت تمام مسأله ای اگر که دیدیم ندارند. خوبی تقریبی وریتم ال

هستند. صحیح اعداد، تمام م کنیم فرض کنیم. ثابت را مشابه م ح م  خواهیم
ورودی هر برای که طوری به باشد چندجمله ای ی p و است ان پی‐سخت (کمینه سازی) بهینه سازی مسأله ی π کنید فرض .٢ قضیه

،π از I
OPT (I) < p(|Iu|)

بصورت که زمان است ورودی اندازه ،|Iu| از (منظور دارد. شبه چندجمله ای وریتم ال ی باشد، داشته FPTAS ی π اگر این صورت در
شود.) داده نمایش ان ی

٣
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چند جمله ای، شبه وریتم ال برای اما م دهد. خروج را بهینه جواب از تقریبی ی ،ϵ هر با که است وریتم ال ،FPTAS کنید دقت
وقت آن کنیم، اختیار کوچ کاف قدر به را ϵ اگر کنیم؛ تعیین درست را ϵ مقدار که است این نکته آوریم. بدست را دقیق جواب م خواهیم
از کم تر FPTAS خطای میزان اگر هستند، صحیح اعداد تمام چون حقیقت در داد؛ خواهد خروج را درست جواب ،FPTAS خود

بدهد. خروج را بهینه جواب باید خودبه خود باشد، آنگاه ی

است. چندجمله ای ی q که باشد q(|I|, ١
ϵ) ،I روی Aϵ اجرای زمان که باشد π برای FPTAS ی Aϵ خانواده کنید فرض اثبات.

دهید: قرار ،I ورودی روی
ϵ =

١
p(|Iu|)

داریم: هدف تابع برای م ح فرض بالای کران طبق کنید. اجرا I روی را Aϵ وریتم ال سپس م). ح هدف تابع مقدار بالای کران (همان

خروج برای هدف تابع مقدار ≤ (١ + ϵ)OPT (I) < OPT (I) + ϵP (|Iu|) = OPT (I) + ١

بر م گرداند. را بهینه جواب Aϵ پس باشد. OPT همان باید وریتم ال خروج که م شود نتیجه پس

وریتم، ال اجرای زمان این صوت در
q(|I|, p(|Iu|))

است. شبه چندجمله ای وریتم ال ی Aϵ کل در پس است؛ چندجمله ای I ان ی نمایش ورودی طول حسب بر که م شود

اینکه ر م ندارد FPTAS آنگاه باشد، داشته را ر دی ضعیف شرط های ی سری و باشد ان پی‐سخت قویا ً مسأله ی π اگر نتیجه:
باشد. P = NP

سطل در جای گذاری مسأله ١ . ٣

است. شده داده a١, . . . , an ∈ (٠, ١] اندازه های با عنصر n ورودی.

استفاده سطل کم تری تعداد ن مم جای تا که طوری به دهیم جای ١ اندازه با سطل های در به گونه ای را عناصر این م خواهیم . خروج
کنیم.

کاربردهای و شده است بررس زیاد که است ترکیبیات بهینه سازی و بهینه سازی محوری و کلاسی مسائل از ی سطل۶ در جای گذاری مسأله
وریتم ال ی FirstFit وریتم ال است. ساده ای وریتم ال که دارد وجود ٢ تقریب ضریب با تقریبی وریتم ال مسأله، این برای دارد. زیادی

است. مسأله این برای ٢‐تقریب

عناصر سپس و است خال که داریم سطل ی ابتدا در یرید؛ ب نظر در را شده استفاده آن ها از تاکنون که سطل تعدادی :FirstFit

ظرفیت کاف اندازه ی به که سطل اولین در و برم داریم را ai عنصر iام، مرحله در و م گیریم نظر در دل خواه) ترتیب (با ی ی را
م دهیم. قرار سطل آن در تنهایی به را ai و م کنیم اضافه جدید سطل ی نداشت، وجود سط چنین اگر و م دهیم قرار داشت،

است ٢‐تقریب ،FirstFit وریتم ال .٣ قضیه

هستند. صحیح اعداد تمام هم چنین کند. استفاده سطل m از وریتم ال کنید فرض اثبات.
6Bin Packing

۴
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سطل، ی حدّاکثر جز به سطل ها، تمام حجم از نیم حدّاقل تقریباً باشد، کرده استفاده سطل m از FirstFit وریتم ال اگر .١ ادعا
فضایشان نصف از بیش سطل دو که است ن مم غیر و است پر نصفشان حدّاقل سطل m − ١ حدّاقل ر، دی بیان به است. شده اشغال

باشد. خال

جدید سطل که ندارد دلیل FirstFit وریتم ال طبق نشده، پر آن از نیم حدّاقل تا م شود، اضافه جدیدی سطل که هنگام اثبات.
جا جدیدتر سطل در که عناصری) (یا عنصری که چرا باشد. شده اشغال حجمش نصف از کم تر تنها و گردد اضافه آن از پس ری دی

است). خال قبل سطل فضای نصف حدّاقل (چون م گیرد جا نیز (جدید) قبل سطل در م گیرد، را آن نصف از کم تر و م شود

داریم: ١ ادعای طبق بنابراین

OPT ≤
n∑
i=١

ai <
m− ١

٢

پس:

m− ١ < ٢OPT
صحیح اند اعداد تمام
=========⇒ m ≤ ٢OPT

.P = NP این که ر م ندارد؛ وجود سطل در جای گذاری مسأله ی برای ٣٢ − ϵ تقریب ضریب با وریتم ال ،ϵ > ٠ هر برای .۴ قضیه

م رسیم. تناقض به افراز٧ مسأله ی از استفاده با ادامه در باشد. داشته وجود وریتم ال چنین کنید فرض خلف برهان به اثبات.
مجموعه ی دو به {١, ٢, . . . , n}مجموعه ی افراز هدف است. شده داده a١, a٢, . . . , an مثبت و صحیح nعدد افراز) (مسأله ی .١ تعریف

.∑
i∈S١

ai =
∑
i∈S٢

ai که طوری به است S٢ و S١

هستند. صحیح اعداد تمام که م کنیم تأکید بیابیم. برایش جوابی سطل، در جای گذاری مسأله ی به افراز مسأله ی تحویل٨ با م خواهیم

بنابراین بود. خواهند سطل در جای گذاری مسأله ی ورودی جدیدْ aiهای شود. ٢ آن ها جمع که کرد نرمال سازی طوری را aiها م توان
صورت این در که چرا گیرند؛ جا سطل دو در سطل در جای گذاری مسأله ی عناصر تمام اگر تنها و اگر است «بله» افراز مسأله ی جواب

م شوند. پر کاملا سطل دو هر و است ٢ برابر aiها اندازه ی و سطل دو اندازه ی مجموع

جواب اگر کنیم. حل چندجمله ای اجرای زمان در را افراز مسأله ی قادریم باشیم، داشته ١٫۴ تقریب ضریب با وریتم ال اگر اکنون
باشد، «بله» افراز مسأله ی جواب اگر پس «بله». صورت این غیر در و بود خواهد «خیر» افراز مسأله ی جواب باشد، ٣ حدّاقل وریتم ال
که م دانیم قبل از ول داد. خواهد خروج را ٢ سطل ها، تعداد بودن صحیح به توجه با که است ٢× ١٫۴ = ٢٫٨ حدّاکثر وریتم ال جواب

است. باطل خلف فرض پس .P = NP ر م ندارد چندجمله ای وریتم ال نتیجه در و است ان پی‐تمام٩ افراز مسأله ی
7Partition
8reduce
9NP-complete
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مجانبی١٠ PTAS ۴ . ١

ضریب با وریتم ال یافتن ابتدا از هدف که حال در کردیم طرح این جا در را افراز) (مسأله ی مسئله ای چنین چرا که بپرسید خود از شاید
اطلاعات حالات این از ی هر در مسأله جواب و بود مهم بسیار ٣ و ٢ بین تفاوت اخیر مثال در که این جاست نکته بود. (١ + ϵ) تقریب
١ اندازه ی به ما تقریبی وریتم ال دهیم اجازه اگر نه. یا است ان پذیر ام ان پی‐سخت مسأله ی ی حل که این جمله از م داد؛ ما به مهم
باشد Aϵ وریتم ال خروج سطل های تعداد برابر f(Aϵ(I)) و (١ ≤ i ≤ n) aiها مجموعه ی I این که فرض با یعن کند، اشتباه واحد

باشیم: داشته
f(Aϵ(I)) ≤ (١ + ϵ).OPT (I) + ١

که چندجمله ای وریتم هایی ال ر، دی بیان به م شوند. نامیده مجانبی PTAS�ًاصطلاحا که داشت خواهیم وریتم ها ال از خانواده ای آنگاه
مسأله از نمونه١١ هایی آن برای و بیابد (١ + ϵ).OPT + ١ حدّاکثر هزینه ی با را جواب خودش، خاص ثابت ϵ > ٠ ی ازای به کدام هر
مجانبی ِPTAS خانواده ی از اعضایی باشد، داشته (١ + ϵ) تقریب ضریب است، بزرگ تر n٠ی ی از آن) OPT ) بهینه اش جواب که
در جای گذاری مسأله ی برای محدودیت دو ابتدا واقع در پرداخت. خواهیم وریتم ها ال از خانواده ای چنین وجود اثبات به ادامه در هستند.

برسیم. آن کل حالت به تا م کنیم حذف را محدودیت دو این مرحله دو در سپس و گرفته نظر در سطل
هر اندازه ی که یرید ب نظر در را سطل در جای گذاری مسأله ی از خاص حالت است. مثبت و صحیح عددی k و ϵ > ٠ کنید فرض .١ لم
این برای چندجمله ای وریتم ال ی محدودیت). (دو است k حدّاکثر متمایز اندازه های تعداد و است ϵ حدّاقل (١ ≤ i ≤ n) ai عنصرِ

دارد. وجود سطل در جای گذاری مسأله ی خاص حالت

این که و نیست بیش تر (ϵ) مقداری ی از عناصر اندازه ی  که این به توجه با کنیم. چ را ن مم حالات تمام که است این ایده واقع در
چندجمله ای این درجه ی البته (که بود خواهد n حسب بر چندجمله ای ی حالات کل تعداد نیست، بیش تر k از نیز متمایز اندازه های تعداد

است!). بزرگ بسیار

قرار سطل ی داخل م توانند که عناصری تعداد است، ϵ حدّاقل عنصر هر اندازه ی  و ١ برابر سطل هر اندازه ی  این که به توجه با اثبات.
s ی حدّاقل ازای به اگر متمایزند سطل دو دارد. وجود متمایز سطل نوع R =

(M+k
M

) حدّاکثر بنابراین است. M =
ö ١
ϵ

ù حدّاکثر گیرند
حسب بر ثابت عددی R وضح به باشد. متفاوت ری دی در s اندازه ی  با عناصرِ تعداد با ، ی در s اندازه ی  با عناصرِ تعداد (١ ≤ s ≤ k)

است: زیر ترکیبیات نامعادله ی در xiها مثبت و صحیح مقدارده ن مم حالات تعداد همان R ر، دی عبارت به است. k و ϵ
x١ + x٢ + · · ·+ xk ≤ M

که بوده P =
(n+R

R

) حدّاکثر ١٢ شدن جواب های کل تعداد بنابراین م باشد. n حدّاکثر استفاده شده سطل های کل تعداد ر، دی طرف از
هم چنین است. برقرار نیز P محاسبه ی برای شد گرفته کار به R محاسبه ی برای که آن چه مشابه استدلال م باشد. چندجمله ای n حسب بر
را حالات تمام چندجمله ای زمان در م توانیم پس است. n حسب بر چندجمله ای مرتبه ی از آن مقدار و P ≤ (n+R)R که است واضح

آوریم. به دست را دقیق جواب و کنیم بررس

م کند حل ١ + ϵ تقریب با را مسأله که دارد وجود چندجمله ای وریتم ال آنگاه کنیم، حذف ١ لم از را اندازه ها تعداد محدویت اگر .٢ لم
داد). خواهیم دست از داشتیم قبل حالت جواب در که را دقیق بودن (پس

حسب بر باید پس شود. ثابت عدد متمایز اندازه های تعداد که معنا این به کنیم؛ تحویل قبل حالت به را مسأله که است این اثبات ایده ی
کنیم. تنظیم را ثابت عدد این داریم لازم که تقریبی

10asymptotic PTAS
11instance
12feasible
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کنید. مرتب اندازه  حسب بر را (I) ورودی نمونه ی عناصر – اثبات.
ن مم آخر گروه فقط کنید. افراز دارد عضو Q =

⌊
nϵ٢⌋ حدّاکثر کدام هر که گروه k =

ö ١
ϵ٢
ù به را مرتب شده مجموعه ی این –

باشند. داشته سان ی اندازه ی  با عناصری گروه دو است ن مم هم چنین باشد. داشته عنصر Q از کم تر است
(بازه ی م کنیم گرد گروهش عنصر بزرگ ترین اندازه ی  به را عنصر هر اندازه ی  که م سازیم صورت این به I روی از را J نمونه ی –
حدّاکثر J بنابراین باشد). متفاوت ر ی دی با است ن مم عنصر، بزرگ ترین و کوچ ترین اندازه  اختلاف یعن گروه ها، اندازه ی 

است. حل قابل دقیق طور به ١ لم از استفاده با و دارد متمایز اندازه  k
:OPT (J) ≤ (١ + ϵ).OPT (I) م دهیم نشان –

i١ i٢

Q

Q

i٣

Q

Q

i۴
Q

Q

٠ size... .... ..... ..... .....

موجود اندازه ی  کم ترین به را J ′ گروه های عنصر Q و خود، گروه در موجود اندازه ی  بیش ترین به را J نمونه ی گروه های عنصر Q :١ ل ش
م کنیم. گرد خود گروه در

م کنیم. گرد گروهش عنصر کوچ ترین اندازه ی  به را عنصر هر اندازه ی  که م سازیم صورت این به I روی از را J ′ نمونه ی –
داریم:

OPT (J
′
) ≤ OPT (I)

داریم: هم چنین م باشد. I در نظیرش عنصر اندازه ی  مساوی یا کوچ تر J
′ در عنصر هر اندازه ی  که چرا

OPT (J) ≤ OPT (J
′
) +Q

عنصری مقدار به اول در عنصر Q اندازه ی  یریم، ب نظر در J ′ نمونه ی در را it+١ گروه و J نمونه ی در را it گروه اگر چون
دو این و شده اند گرد گروه آن در کمینه اندازه ی  با عنصری مقدار به عنصر Q اندازه ی  دوم در و گروه آن در بیشینه اندازه ی  با
م توان گرفته اند. قرار هم سر پشت هستند، J

′ و J در ترتیب به که کمینه اندازه ی  با ری دی و بیشینه اندازه ی  با ی عنصر،
از کوچ تر کدام هر اندازه ی  که چرا کرد؛ J

′ بهینه ی جواب سطل های در it+١ عنصر Q زین جای را it عنصر Q همه ی
در ری دی عناصر زین جای نم توانند که J از عناصری گروه تنها بنابراین است. J ′ در it+١ عناصر گردشده ی اندازه ی 

یعن گرفت، نظر در مجزا سطل ی عنصرش هر برای حالت بدترین در م توان که بود خواهد آخر گروه شوند OPT (J
′
)

از بیش تر تا Q حدّاکثر OPT (J) سطل های تعداد پس است. Q سطل تعداد بیش ترین صورت این در و سطل Q حدّاکثر
پس: است. OPT (J

′
) سطل های تعداد

OPT (J) ≤ OPT (J
′
) +Q ≤ OPT (I) +Q

⌊nϵ٢⌋≤ϵ.(ϵn)
========⇒
ϵn≤OPT (I)

OPT (J) ≤ (١ + ϵ).OPT (I)

٧
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پرداخت خواهیم سطل در جای گذاری مسأله ی برای مجانبی ِPTAS وریتم ال طرح به پیشین محدودیت دو از ی هیچ بدون اکنون
است: شرح بدین وریتم ال این روند دارد. وجود وریتم ها ال از خانواده ای چنین که م کنیم ثابت نهایت در و

آید. به دست I ′ نمونه ی تا ذارید ب کنار دارند ϵ از کم تر اندازه ی  که را عناصری –
است). ان پذیر ام عمل چنین ٢ لم (طبق کنید حل سطل (١ + ϵ).OPT (I

′
) حدّاکثر با را I ′ –

م کنیم. اضافه FirstFit وریتم ال با گرفتیم، نادیده اول مرحله ی در که را آن هایی یعن ، کوچ عناصر –
زیرا: است. تمام کار نشد، اضافه جدیدی سطل قبل مرحله ی در اگر –

(١ + ϵ).OPT (I
′
) ≤ (١ + ϵ).OPT (I) ≤ (١ + ϵ).OPT (I) + ١

گردد)، اضافه جدیدی سطل(های) (اگر صورت این غیر در –
باشد. استفاده شده سطل های کل تعداد برابر M کنید فرض –

در و شده اضافه جدید سطل ی کم دستِ چون است. شده اشغال ١ − ϵ حدّاقل اندازه ی به سطل، M − ١ حدّاقل حجم –
سطل به نیاز و نشده جا اولیه سطل های از ی هیچ در است، ϵ از کوچ تر اندازه اش که ، کوچ عنصر ی حدّاقل نتیجه

بنابراین است. ϵ از کم تر اولیه سطل های خال فضای حجم پس داشته. جدید

(M − ١).(١ − ϵ) < OPT
ϵ≤ ١

٢==⇒ M <
OPT

١ − ϵ
+ ١ ≤ (١ + ٢ϵ).OPT + ١

است. (١ + ϵ).OPT + ١ برابر حدّاکثر A ϵ
٢ وریتم ال جواب بنابراین

٨
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار
فاطم پوریا سید نگارنده: خط برنامه ریزی بر مبتن روش های :٣ تقریبی وریتم های ال

راجع خاص طور به و م کنیم صحبت تقریبی٢ وریتم های ال طراح برای ١ خط برنامه ریزی بر مبتن روش های مورد در جلسه این در
خواهیم بررس مجموعه ای۵ پوشش مسئله ی روی را روش ها این دوی هر زد. خواهیم حرف اولیه‐دوگان۴ روش و کردن٣ گرد روش به

است. زیر صورت به مجموعه ای پوشش مسئله ی تعریف یادآوری برای کرد.

که Q = {S1, S2, ..., Sm} صورت به U زیرمجموعه های از مجموعه ای و U = {e1, e2, ..., en} عناصر از مجموعه ای ورودی:
c : Q → R+ داریم: روبه رو صورت به مجموعه هر برای هم هزینه تابع ی و Si ⊆ U داریم: i = 1, 2, ...,m هر برای

است. شده ظاهر Siها از تا f در حداکثر e هر که است این فرض

داریم: ریاض زبان به باشد. کم ن مم جای تا هزینه شان و شود U اجتماعشان که هستیم Si تعدادی کردن پیدا دنبال به : خروج
T ⊆ Q,

∪
A∈T

A = U , شود. کمینه c(T ) =
∑
A∈T

c(A)

کنیم. مدل خط برنامه ریزی ی صورت به آن از بعد و صحیح۶ برنامه ریزی ی صورت به را مسئله این م خواهیم جلسه این در

مجموعه ای پوشش مسئله ی مدل سازی ١

است. زیر صورت به صحیح برنامه ریزی کم به مسئله مدل سازی
min

∑
S∈Q cSxS

s.t.
∑

S∋e xS ⩾ 1 ∀ e ∈ U

xS ∈ {0, 1} ∀ S ∈ Q

زمان در م توانیم را خط برنامه ریزی ول کنیم حل چندجمله ای زمان در نم توانیم لزوما را صحیح برنامه ریزی مسئله ی ی م دانیم
م رسیم: زیر خط برنامه ریزی به کنیم س٧ ریل را بالا صحیح ریزی برنامه اگر کنیم. حل چندجمله ای

min
∑

S∈Q cSxS

s.t.
∑

S∋e xS ⩾ 1 ∀ e ∈ U

0 ⩽ xS ⩽ 1 ∀ S ∈ Q

1Linear Programming
2Approximate algorithms
3Rounding
4Primal-Dual
5Set cover
6Integer Programming
7Relax
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xS ⩽ 1 قید و شود بیش تر ی از xS که ندارد لزوم هیچ گاه بهینه جواب در زیرا کرد حذف نیز را xS بالای کران شرط م توانیم البته
٩ شدن جواب ی در و باشد ی از بزرگ تر که ای xS هر و است هدف٨ تابع کردن کمینه هدف، چون واقع در است. برقرار خودبه خود
تابع مقدار و م ماند باق شدن جواب مربوطه جواب هم باز و دهید تغییر ی به را xS مقدار توان م باشد، داشته قرار خط برنامه ریزی

م شود. تبدیل زیر خط برنامه ریزی به مسئله پس م شود. کمتر هدف
min

∑
S∈Q cSxS

s.t.
∑

S∋e xS ⩾ 1 ∀ e ∈ U

xS ⩾ 0 ∀ S ∈ Q

به اصل مسئله ی برای جوابی لزوما بالا خط برنامه ریزی کردن حل که است این نکته ول کنیم حل را بالا خط برنامه ریزی م توانیم حال
م خواهیم حال داریم. نیاز xS برای صحیح مقادیر به ما که درحال م باشند حقیق عدد متغیرها بالا خط برنامه ریزی در زیرا نم دهد ما

اصل مسئله ی بهینه جواب از آن بهینه جواب دهیم نشان و باشد اصل مسئله جواب که کنیم پیدا جوابی بالا خط برنامه ریزی حل روی از
نیست! بدتر خیل

OPTIP با اگر را صحیح برنامه ریزی بهینه جواب و OPTLP با اگر را خط ریزی برنامه بهینه جواب که است این گونه به تحلیل روش
داریم: دهیم نشان

OPTLP ⩽ OPTIP

جواب دلیل همین به و دارند بیشتری عمل آزادی متغیرها و داریم کم تری شروط خط برنامه ریزی در و م کنیم کمینه را هدف تابع داریم زیرا
شود. صحیح برنامه ریزی بهینه جواب از کمتر م تواند خط برنامه ریزی بهینه

داشته که هستیم وریتم ال دنبال به ما دهیم. نشان c(A) با را م  کند تولید ورودی هر روی A وریتم ال که جوابی هزینه اگر حال
باشیم:

c(A) ⩽ α.OPTLP ⇒ c(A) ⩽ α.OPTIP

جواب بتوانیم باید تقریب١٠ ضریب کردن پیدا و تحلیل برای و خط برنامه ریزی بر مبتن تقریبی وریتم ال ی طراح برای است این نکته
OPTLP با را آمده بدست تقریبی جواب همین برای و نداریم را مسئله بهینه جواب ول کنیم مقایسه اصل مسئله بهینه جواب با را تقریبی
خودبه خود صورت به نیست بیش تر خط برنامه ریزی بهینه جواب برابر ۵ از A وریتم ال بهینه جواب مثلا کنیم ثابت اگر و م کنیم مقایسه

نیست. بیشتر نیز هست اصل مسئله همان که صحیح برنامه ریزی بهینه جواب برابر ۵ از A وریتم ال بهینه جواب که است شده اثبات

8Objective function
9Feasible

10Approximation factor
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قطع کردن گرد روش ٢

یرید. ب نظر در را (A)زیر وریتم ال مجموعه ای پوشش مسئله حل برای

م نامیم. x∗ را جواب و م کنیم حل را بالا در شده تعریف خط برنامه ریزی . ١

کنید. انتخاب را S مجموعه ی بود، x∗S ⩾ 1
f اگر S مجموعه ی هر برای . ٢

است. تقریب f بالا وریتم ال .١ قضیه

را وریتم ال ورودی م کنیم فرض یعن گرفته ایم نظر در غیرصریح١١ صورت به را وریتم ال ورودی مسئله این در کنید دقت ابتدا اثبات.
داریم: وریتم ال هزینه برای حال باشد. شده انتخاب مجموعه های همه مجموعه ی T کنید فرض م دانیم.

c(A) =
∑
S∈T

cS =
∑
S∈T

f × 1

f
cS = f

∑
S∈T

1

f
cS ⩽ f

∑
S∈T

cSx
∗
S

هزینه ها همه ی و xSها همه ی چون حال دارند. را x∗S ⩾ 1
f خاصیت م کنیم انتخاب که مجموعه هایی که است این آخر نامساوی علت

داریم: مثبت اند

c(A) ⩽ f
∑
S∈T

cSx
∗
S ⩽ f

∑
S∈Q

cSx
∗
S︸ ︷︷ ︸

LP هدف تابع

= f.OPTLP ⩽ f.OPTIP =⇒ c(A) ⩽ f.OPTIP

شد. اثبات مربوطه م ح پس

گرد بالا به را است بیشتر حدی ی از xSشان که مجموعه هایی کردن گرد کم به سپس م کنیم حل را خط برنامه ریزی ابتدا پس
م سازیم. صحیح جواب ی موجود حقیق جواب از و م کنیم

xS هر برای تعریف شده خط برنامه ریزی در زیرا م آید مفید نیز نظر به و دهیم انجام نیز تصادف صورت به م توانیم را بالا روش
ی xS ، خط برنامه ریزی جواب در اگر یعن کنیم. نگاه xSها به احتمال چشم به م توانیم طبیع صورت به پس 0 ⩽ xS ⩽ 1 داریم

برعکس. باشد صفر نزدی اگر و است مفید S مجموعه برداشتن که م کند منتقل را شهود این باشد ی به نزدی خیل مجموعه

11Implicit
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تصادف کردن گرد روش ٣

یرید. ب نظر در را (A′)زیر وریتم ال مجموعه ای پوشش مسئله حل برای

م نامیم. x∗ را جواب و م کنیم حل را شده تعریف خط برنامه ریزی . ١

م کنیم. انتخاب x∗S احتمال با را S مجموعه ی . ٢
است: زیر صورت به و ما میل مطابق وریتم ال هزینه ریاض امید

E[c(A′)] =
∑
S∈Q

x∗ScS = OPTLP ⩽ OPTIP

شود. OPTLP برابر ریاض امید که بود نحوی به وریتم ال طراح درواقع

شرط e ی برای وریتم ال فرآیند در است ن مم یعن نشود. پوشانده عنصر ی است ن مم که است این مهم مسئله این جا در ول
البته ندهد. درست جواب بالا در گفته شده وریتم ال است ن مم پس نشود. پوشانده عضو ی درواقع و نباشد برقرار ∑S∋e xS ⩾ 1

مجموعه ها انتخاب های با متناظر که ی و صفر متغیرهای اگر واقع در م شوند. پوشانده ریاض امید در عنصر هر که کنیم ادعا ∑م توانیم
S∋eE[x′S ] ⩾ 1 داریم: بنامیم x′S وریتم ال طبق

اسام نپر عدد با عنصر اسم نشدن اشتباه برای قسمت این آوریم.(در بدست را عنصر ی نشدن پوشانده احتمال م خواهیم حال
داریم: م دهیم.) نشان z با را عنصرها

P(عنصر ی نشدن (پوشانده = ∏
S∋z

(1− x∗S)

(1− x ⩽ e−x) ⇒ ⩽
∏
S∋z

e−x∗
S

= e−
∑

S∋z x
∗
S

(
∑
S∋z

xS ⩾ 1) ⇒ ⩽ 1

e
=⇒ P(عنصر ی نشدن (پوشانده ⩽ 1

e

بالا وریتم ال این که برای م باشد. عنصر ها همه ی شدن پوشانده ما مطلوب ول م باشد 1− 1
e حداقل عنصر هر شدن پوشانده احتمال پس

م دهیم. انجام را (A′′)زیر وریتم ال بپوشاند را عنصر ها همه ی و باشد نداشته خطا

برم داریم. را تکرارها همه ی مجموعه های همه ی و م کنیم تکرار بار θ(log n) را A′ وریتم ال دوم گام

داریم: پس م شود برابر θ(log n) حداکثر هزینه ریاض امید کنیم تکرار بار θ(log n) را A′ وریتم ال دوم گام اگر م دانیم
E[c(A′′)] = O(log n).OPTIP

برابر حداکثر A′′ وریتم ال در عنصر ی نشدن پوشانده احتمال یریم، ب درنظر بار k. log n دقیق تر صورت به را وریتم ال تکرار اگر
این جا در پس م شوند. پوشانده عناصر همه ی 1 − 1

nk−1 حداقل احتمال به اجتماع١٢ کران کم به پس م باشد. (1e )
k. logn = 1

nk

را عناصر همه ی بالا١۴ احتمال به و حریصانه١٣) وریتم ال است.(مشابه O(log n) وریتم ال تقریب ضریت که داریم تقریبی وریتم ال
م پوشاند.

تا مسئله ساختار زیرا م دهند ما  به عمل در خوبی جواب های معمولا خط برنامه ریزی بر مبتن تقریبی وریتم های ال که است این نکته
باشند. بهتر نیز آمده بدست تقریب ضریب از جواب ها عمل در است ن مم و است شده مدل خط برنامه ریزی فرمول بندی در خوبی حد

12Union bound
13Greedy
14With high probability
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اولیه‐دوگان روش ۴

اصل مسئله ی عناصر به مربوط قید های از هرکدام برای تعریف متغیر ye) داریم: م نویسیم را بالا در تعریف شده خط برنامه ریزی دوگان
م باشد.)

P :


min

∑
S∈Q cSxS

s.t.
∑

S∋e xS ⩾ 1 ∀ e ∈ U

xS ⩾ 0 ∀ S ∈ Q

=⇒ D :


max

∑
e∈U ye

s.t.
∑

e∈S ye ⩽ cS ∀ S ∈ Q

ye ⩾ 0 ∀ e ∈ U

از استفاده با و م آوریم بدست دوگان مسئله ی برای جواب ی و اولیه مسئله ی برای جواب ی هم زمان صورت به اولیه‐دوگان روش در
برنامه ریزی جواب های زوج واقع در نیست. اصل مسئله ی جواب از بدتر خیل P مسئله ی جواب که م دهیم انجام تحلیل جواب دو این
خواهیم انجام زیر در که تحلیل کم به بعد باشد نداشته فاصله هم از خیل هدف هایشان تابع که م سازیم طوری را دوگان و اولیه خط
زبان به ندارد. فاصله خیل نیز مجموعه ای پوشش اصل مسئله ی اصل جواب با P مسئله ی جواب هدف تابع مقدار که م گیریم نتیجه داد

داریم: دقیق تر

که: م آوریم بدست به گونه ای D و P برای را y∗ و x∗ جواب زوج
cP (x

∗) ⩽ α.cD(y
∗)

داریم: ضعیف دوگان کم به باشد برقرار بالا ویژگ اگر
cP (x

∗) ⩽ α.cD(y
∗) ⩽ α.OPTLP (P ) ⩽ α.OPTIP (P ) =⇒ cP (x

∗) ⩽ α.OPTIP (P )

م باشد. مجموعه ای پوشش اصل مسئله ی برای جوابی با متناظر و است ی و صفر جواب x∗ کنید دقت
دست خود مطلوب به و بود خواهد تقریب آلفا ما وریتم ال باشند cP (x∗) ⩽ α.cD(y

∗) ویژگ دارای که کنیم پیدا ∗yای و x∗ اگر پس
کنیم. استفاده مل١۵ م لنگ قضیه از م توانیم کنیم پیدا دست نامساوی این به این که برای حال یافته ایم.

داریم: بالا مسئله ی برای مل م لنگ قضیه کم به

است. ∑S∋e xS = 1 آن گاه باشد، ye > 0 اگر . ١

است. ∑e∈S ye = cS آن گاه باشد، xS > 0 اگر . ٢
و داریم قوی دوگان آن گاه کنند برآورده را مل م لنگ شرایط که باشیم داشته دوگان و اصل مسئله ی برای جواب زوج ی اگر .٢ قضیه

کرده ایم) اثبات خط برنامه ریزی جلسات در کل صورت به را قضیه این است.(البته برابر دوگان و اصل مسئله ی هدف توابع مقدار

اثبات.
cP (x

∗) =
∑
S∈Q

cSx
∗
S

مل) م لنگ دوم (نتیجه ی ⇒ =
∑
S∈Q

x∗S
∑
e∈S

y∗e =
∑
S∈Q

∑
e∈S

x∗Sy
∗
e

ما) سی (جا به جایی ⇒ =
∑
e∈U

∑
S∋e

y∗ex
∗
S =

∑
e∈U

y∗e
∑
S∋e

x∗S

مل) م لنگ اول (نتیجه ی ⇒ =
∑
e∈U

y∗e = cD(y
∗) =⇒ cP (x

∗) = cD(y
∗)

15Complementary slackness
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نیز مل م لنگ شرایط که است این اولیه ‐دوگان روش نکته ی و دهیم ارائه دقیق جواب مسئله برای نم توانیم ما که کنید دقت حال
برآورده م خواهیم را م شود تعریف زیر صورت به که تقریبی مل م لنگ شرایط یعن باشد برقرار تقریبی صورت به y∗ و x∗ زوج برای

کنیم.
تقریبی: مل م لنگ شرایط

است. ∑S∋e xS ⩽ f آن گاه باشد، ye > 0 اگر . ١

است. ∑e∈S ye = cS آن گاه باشد، xS > 0 ٢ .اگر

شرط در و م باشد ∑S∋e xS ⩾ 1 باید م دانیم P مسئله ی در که صورت این به کردیم وارد تقریب اول قید در فقط که کنید دقت
زده ایم. تقریب ∑S∋e xS نبودن زیاد خیل با را موجود شرط حال باشد ∑S∋e xS = 1 باید دقیق مل م لنگ اول

داریم: و م آید وجود به ٢ قضیه اثبات در زیر تغییر بالا، تعریف با

cP (x
∗) =

∑
S∈Q

cSx
∗
S

تقریبی) مل م لنگ دوم (نتیجه ی ⇒ =
∑
S∈Q

x∗S
∑
e∈S

y∗e =
∑
S∈Q

∑
e∈S

x∗Sy
∗
e

ما) سی (جا به جایی ⇒ =
∑
e∈U

∑
S∋e

y∗ex
∗
S =

∑
e∈U

y∗e
∑
S∋e

x∗S

تقریبی) مل م لنگ اول (نتیجه ی ⇒ ⩽ f
∑
e∈U

y∗e = f.cD(y
∗) =⇒ cP (x

∗) ⩽ f.cD(y
∗)

خواسته این به تقریبی مل م لنگ کم به و باشند داشته را cP (x∗) ⩽ α.cD(y
∗) ویژگ که بودیم ∗yای و x∗ دنبال به ما کنید دقت

صدق کنند. تقریبی مل م لنگ شرایط در که بدهد ما به ∗yای و x∗ که دهیم ارائه وریتم ال است نیاز حال رسیدیم.
است: زیر صورت به وریتم ال

ye = 0 ∀e داریم: و T = ∅ . ١

:(g /∈
∪

A∈T A ) دارد وجود پوشانده نشده ای عنصر که زمان تا . ٢

.∑e∈S ye = cS باشیم داشته S مجموعه ی ی برای تا کنید زیاد آن قدر را yg . ٣

م کنیم. اضافه T به را S . ۴

محدودیت ها همه ی و مثبت اند cSها داریم.(چون دوگان برای شدن جواب ی ygها بودن صفر دلیل به وریتم ال شروع در که کنید دقت
با پس بماند. باق شدن دوگان مسئله جواب همیشه که م کنیم زیاد طوری را ygها مقدار کم کم وریتم ال روند در حال م شوند.) ارضا

نم شود. نقض مل م لنگ دوم شرط هیچ گاه وریتم ال روند به توجه

همه ی با معادل جواب از درواقع م باشد T = ∅ این که به توجه با و م کنیم شروع P مسئله ی برای جوابی از ابتدا ر دی زبان به
به را جواب این که داریم را هدف این بالا وریتم ال روند در و است ١۶ ناشدن جواب این کنید دقت ول م کنیم شروع صفر مساوی xSها
در کم کم داریم. دوگان مسئله ی برای شدن جواب ygها بودن صفر به توجه با وریتم ال شروع در هم چنین کنیم. تبدیل شدن جواب ی
م شوند پوشانده بیش تری عناصر و م شود نقض محدودیت کم تری تعداد یعن م شود شدن تر P مسئله ی جواب وریتم ال اجرای روند

م کند. پیدا بهبود ygها افرایش علت به نیز دوگان برای هدف تابع مقدار مرحله هر در هم چنین و

هم چنین و بود شدن همیشه نیز دوگان مسئله ی جواب و شدن ست P خط برنامه ریزی در که م رسیم جوابی به بالا وریتم ال انتهای در
16Infeasible
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که تقریبی مل م لنگ دوم شرط رسیده ایم. مجموعه ای پوشش مسئله ی از جوابی به پس م باشد ی و صفر P مسئله ی جواب مقدار
است کاف این جا در م ماند. برقرار نیز تقریبی مل م لنگ اول شرط که کنیم بررس باید فقط و م ماند برقرار وریتم ال دل در خودبه خود

بدیه ∑S∋e xS ⩽ f شرط تعریف این به توجه با و دهیم قرار عنصر ی فرکانس بیشینه همان قطع کردن گرد حالت مشابه را f

م شود.

م باشد. مجموعه ای پوشش مسئله ی برای تقریب f وریتم ال ی گفته شده وریتم ال بالا توضیحات به توجه با

و م باشد f = 2 مسئله این در کنید دقت م باشد. گراف در ١٧ راس پوشش مسئله ی مجموعه ای، پوشش مسئله ی از خاص حالت
راس به آن که م باشد یال هایی مجموعه ی راس هر با متناظر مجموعه که م باشند راس ها با متناظر مجموعه ها و یال ها با متناظر عناصر

وصل اند.

م دهد. ما به را تقریب ٢ وریتم ال ی بالا در شده داده توضیح روند پس است ٢ برابر f مقدار مسئله این در چون

کنیم پیدا جوابی م کنیم سع یعن م شود. استفاده نیز مسائل دقیق حل در و م باشد پرکاربردی روش کل طور به اولیه‐دوگان روش
کلاسی وریتم ال مثلا کند. پیدا دوگان و اولیه مسئله ی برای جوابی هم زمان طور به و کند ارضا دقیق صورت به را مل م لنگ شرایط که

روش با که هستند مسائل بیشینه٢١ شار مسئله ی برای رسون٢٠ فال فورد وریتم ال حت و ١٩ دوبخش گراف در بیشینه١٨ تطابق کردن پیدا
م باشند. تعبیر قابل اولیه‐دوگان

17Vertex cover
18Maximum matching
19Bipartite graph
20Ford-Fulkerson
21Max flow
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[٩٩ [بهار

عنایتی محبوبه نگارنده: جویباری الگوریتم های

اطلاعات از زیادی جریان با برخورد برای مناسب مدلی جویباری مدل بپردازیم. ١ جویباری الگوریتم های معرفی به داریم قصد جلسه این دز
بتوان که است میزانی از بیش حجمشان و داریم کار و سر حجیمی داده های با دیگری زمان هر از بیش که حاضر قرن در خصوص به است؛

کرد. ذخیره را آن ها تمامی

مقدّمه ١

این که هنگامی مثال برای باشیم. داشته ٢ تصادفی دسترسی آن ها تمامی به نمی توانیم که می شویم روبه رو اطّلاعات از زیادی میزان با گاهی
دیسکی روی از را آن ها بخواهید اگر یا و باشند شده ذخیره می گرفتند) قرار استفاده مورد گذشته در بیشتر (نوارها ٣ نوار یک روی اطّلاعات
در مدل این بنابراین آمد. خواهد کمک به جویباری مدل و بود خواهد تصادفی دسترسی از سریع تر ۴ ترتیبی صورت به خواندن بخوانید،
وجود این با می شدند. استفاده کمتر روز به روز نیز نوارها که چرا شد؛ خارج دور از مدتی از پس و می گرفت قرار استفاده مورد بیشتر قدیم
توجه مورد پیش از بیش جویباری مدل هستند، زیادی اطّلاعات محتوی که منابع دیگر و اینترنت پیدایش و ۵ عظیم داده های عصر ظهور با
زمانی واحد هر در که دارید ۶(مسیریاب) روتر یک کنید فرض جدید، نسبتاً و کاربردی مثال یک عنوان به گرفت. قرار بررسی و مطالعه و
دارد، نگه را آن از کوچکی بخش است قادر فقط و می کنند عبور آن از بسته ها یا گیگابایت) چند (مثلا اطّلاعات از زیادی حجم ثانیه) (مثلا
استفاده مورد ٧ رم (گرچه باشد اطّلاعات کل حاوی است ممکن که نوار یک خلاف بر آمد. خواهد به کار جویباری مدل صورت این در که
روتر از بار یک تنها بسته ها جویبارهای خواند، را آن بار چند می توان و دارد) نگه یک جا را آن کل نتواند و باشد داشته کوچک تری فضای
بر سعی و می شود پررنگ تر حافظه نقش که این جاست داد. قرار پردازش مورد را آن ها می توان دفعه یک فقط حالت این در و می کنند عبور

کنیم. حل را بیشتری مسائل کم حافظه ی با ممکن جای تا که است این

بسیار اندازه ی با حافظه ای در آن ها ذخیره سازی هدف و است ٨ عنصر n از جویباری جویباری، الگوریتم های ورودی کلی، صورت به
گاهی نیست. مشخص جویبار پایان زمان و n مقدار موارد اکثز در می باشد. ،poly log(n) غالباً یا و log n مرتبه ی در مثلا ،n از کوچک تر
عناصر تعداد شمردن دهیم، انجام حافظه ای چنین با می توانیم که کارهایی از یکی مثال برای باشد. موجود آن از تخمینی است ممکن نیز

کرد. ذخیره لگاریتمی حافظه ی در می توان راحتی به که است

پرداخت. خواهیم هریک حل در جویباری الگوریتم های استفاده ی و مسئله چند بررسی به ادامه در
1Streaming
2random access
3tape
4sequential
5big data era
6router
7RAM
8item
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عناصر تعداد شمردن مسئله ی ٢

مسائل دست این از نیز عناصر تعداد شمردن مسئله ی است. جویبار یک kام ٩ گشتاور محاسبه ی جویباری، مدل در بنیادی مسائل از یکی
است.

.ai ∈ {1, . . . , l} که طوری به s = a1, a2, . . . , an جریانِ ورودی.
.(fj = ورودی جویبار در aj عنصر رونوشت های (تعداد

l∑
j=1

(fj)
k محاسبه ی خروجی.

جواب آنگاه 00 = 0 که فرض این با و ،k = 0 که صورتی در بود. خواهد (n) عناصر تعداد برابر خروجی آنگاه ،k = 1 اگر وضوح به
چندلگاریتمی حافظه ی با را حاصل که دارد وجود زیبایی الگوریتم های نیز k = 2 که حالتی برای است. جویبار در متمایز عناصر تعداد برابر
با نمی توان را دوم گشتاور بالاتر گشتاورهای ولی می دهند، نظر مورد جویبار درباره ی خوبی اطلاعات گشتاورها از یک هر می کنند. محاسبه

است). امکان پذیر n از کمتر حافظه ی (با کرد حساب چندلگاریتمی حافظه ی

بار هر را ١٠ شمارش گری کافیست برسد؛ نظر به سطحی و ساده بسیار لگاریتمی حافظه ی با عناصر تعداد شمارش اول نگاه در شاید
ولی است. بعید آن قطعی صورت که کنیم لگاریتمی از کمتر را مصرفی حافظه ی که است این ما هدف واقع در ولی کنیم. زیاد واحد یک

رسید. خواهیم هدف به خوبی تقریب با دید، خواهیم ادامه در که طور همان

داشت خواهیم نهایت در پس کنیم. زیاد 1
2 احتمال به عنصر هر دیدن از بعد را c شمارنده ی کنید فرض

E[c] =
n

2

بگیریم: نظر در c برابر دو را n تخمین می توانیم بنابراین
n̂ = 2c

است. عناصر تعداد نصف انتها در شمارش گر مقدار که چرا کرد، خواهیم صرفه جویی بیت یک حالت این در و

تعداد حال این با ولی باشیم. داشته صرفه جویی بیت k و کنیم زیاد 1
2k

احتمال به را شمارنده مقدار بار هر که است این دیگر راه
بیت های نمایی طور به که است این هدف ولی داشت. خواهیم ذخیره بیت n− k حدّاکثر و است ثابت می کنیم صرفه جویی که بیت هایی

شود. استفاده بیت log log n مرتبه ی در ،log n مرتبه ی جای به و گردد مصرف کمتری

مصرف بیت i− 1 باشد، 2i و 2i−1 بین عددی شمارش گر، که زمانی مثال (برای داریم نگه را ایده آل شمارش گر بیت های تعداد ایده.
شود).

9moment
10counter
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١١ موریس شمارش الگوریتم ٢. ١

MorrisCounter

1 x = 0 // x := counter
2 for each item in stream
3 r = random integer ∈ [1, 2x]

4 if r = 2x

5 x = x+ 1

6 return 2x − 1

به ،(٢ (خط جویبار عنصر هر ازای به که داریم xی شمارش گر می کنید، مشاهده نیز آن شبه کد در که طور همان الگوریتم، این طبق
برابر ،(٣ (خط می شود انتخاب 2x تا 1 بازه ی از که r تصادفی عدد که شرط این به یعنی .(۵ (خط می یابد افزایش واحد یک 1

2x احتمال
خروجی ریاضی امید که می دهیم نشان اکنون .(۶ (خط بود خواهد 2x− 1 جویبار عناصر تعداد از ما تخمین نهایت در .(۴ (خط گردد 2x

است. n برای نااریب١٢ تخمین گری و است عناصر تعداد همان الگوریتم،
.E[2xm − 1] = m آنگاه باشد، عنصر m دیدن از بعد شمارش گر مقدار xm اگر .١ قضیه

می کنیم. ثابت را قضیه درستی استقرا وسیله ی به اثبات.

.E[2x0 − 1] = E[20 − 1] = 0 آنگاه ،m = 0 اگر که است واضح پایه: حالت ♢

.E[2xm − 1] = m فرض: ♢

:(m+ 1) استقرا گام ♢

E[2xm+1 ] =
m∑
j=1

E[2xm+1 |xm = j] =
m∑
j=1

(2j+1 · 2−j + 2j · (1− 2−j)) · Pr[xm = j]

=
m∑
j=1

(2j + 1) · Pr[xm = j]

=

m∑
j=1

2j · Pr[xm = j] +

m∑
j=1

Pr[xm = j]

= E[2xm ] + 1

= m+ 2.

تحلیل در اوقات بیشتر اما می کنیم. مصرف بیت log log n متوسط طور به و داریم عناصر تعداد برای نااریب تخمین گری نتیجه در
واقعی مقدار به ما تخمین دهیم نشان که است لازم و نمی کند کفایت کنیم عمل خوب متوسط طور به تنها که این الگوریتم هایی، چنین

کرد. استدلال را این می توان واریانس محاسبه ی با مثلا که است نزدیک
11Morris
12unbiased
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.E[22xm ] = 3
2m

2 + 3
2m+ 1 (١ قضیه ی در xm تعریف به توجه (با .١ لم

می شود. واگذار خواننده به تمرین عنوان به اثبات.
.Var[Z] = E[(2xm − 1−m)2] ≤ m2

2 داریم: Z = 2xm − 1 تصادفی متغیر برای موریس، الگوریتم تحلیل در .٢ قضیه

.(١ لم از استفاده (با می شود واگذار خواننده به تمرین عنوان به اثبات.
،ϵ > 0 برای .٣ قضیه

Pr[|(2xm − 1−m)| > ϵm] ≤ 1

2ϵ2

.

داریم: چبیشف١٣ نامساوی و ٢ قضیه ی به توجه با اثبات.

Pr[|(2xm − 1−m)| > ϵm] ≤ Var[Z]

(ϵm)2

≤
m2

2

(ϵm)2

=
1

2ϵ2
.

گزارش را میانگین و اجرا بار k را موریس الگوریتم اگر دیگر، بیانی به داد. کاهش را واریانس میانگین گیری و تکرار با می توان حال
جدید، واریانس کنیم، محاسبه را تصادفی متغیر یک از مستقل رونوشت k میانگین اگر کلی صورت به می شود. ضرب 1

k در واریانس کنیم،
انتخاب با کافیست واقعی، مقدار از محاسبه شده تخمین شدن دور احتمال کردن کوچک تر منظور به بنابراین می شود. اولیه واریانس برابر 1

k

1
10 حدّاکثر مذکور احتمال k = 5

ϵ2
دادن قرار با مثال برای کنیم. اجرا مستقلا بار k را الگوریتم و داشته مستقل شمارش گر k مناسب، k

هستیم. آن قبول به حاضر که است خطایی میزان با متناسب ϵ مقدار بود. خواهد

جویبار متمایز عناصر تعداد شمردن مسئله ی ٣

جمله از است. جویبار آن صفرم گشتاور محاسبه ی همان واقع در جویبار یک متمایز عناصر تعداد شمردن شد، اشاره پیش تر که طور همان
است١۴. ادبی آثار متمایز کلمات تعداد شمارش مسئله، این کلاسیک مثال های

می پردازیم. آن حل به دوم روش با حال است. درهم سازی١۶ تابع از استفاده و نمونه گیری١۵ مسئله، این حل در پرکاربرد روش های از

می کنیم فرض این جا که است مسئله ورودی عناصر جهان U از منظور باشد. تصادفی درهم سازی تابع یک h : U → [0, 1] کنید فرض
تعریف (h) درهم سازی تابع این برای دقتی١٨ باید پس داشت، حقیقی اعداد روی یکنواختی١٧ توزیع نمی توان عمل در .U = {1, . . . , l}

13Chebyshev’s inequality
را آن ها متمایز کلمات تعداد %95 دقت با می توان شکسپیر، آثار کل خواندن بار یک با تنها و چاپی خط ۵ معادل حافظه ای داشتن با که [١] شده اثبات مثال برای ١۴

شد. زده تخمین کلمه ٣۵٠٠٠ تعدادد این نمود. محاسبه
15sampling
16hash function
17uniform distribution
18resolution
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چنین می توانیم می کنیم فرض پس می گیریم. نادیده را آن انتزاعی تحلیل در که کرد بررسی را تابع این نگه داری حافظه ی باید همچنین کنیم.
می پردازیم. متمایز عناصر تعداد شمارش به آن از استفاده با و کرده انتخاب تابعی

باشد. Y ; = h(ai) کمینه این می داریم. نگه را h(ai)ها کمینه ی فقط و می کنیم حساب را h(ai) ،ai عنصر هر برای
است. متمایز عناصر تعداد N که E[Y] = 1

N+1 آنگاه ،Y := h(ai) اگر .٢ لم

گرفت. نظر در متمایز عناصر تعداد از تخمینی عنوان به را N̂ = 1
Y − 1 می توان لم این درستی فرض با

کرد: اثبات را لم این می توان روش دو به اثبات.

ثابت را آن می توانید است. برقرار تساوی این نیز گسسته حالت (برای ∫ 1
0 Pr[Y ≥ z]dz =

∫ 1
0 z · Pr[Y = z]dz نکته. .١

کنید!).

E[Y ] =

∫ 1

0
Pr[Y ≥ z]dz

عمل تصادفی h چون و باشد z از بزرگتر متمایز عناصر تمامی ازای به تابع مقدار باید باشد، z از بزرگتر کمینه مقدار بخواهیم اگر
داریم: می کند

=

∫ 1

0
(1− z)Ndz

=
[
− (1− z)N+1

N + 1

]1
0

=
1

N + 1

اگر که چرا باشد؛ کمینه عدد آخرین و کنیم انتخاب تصادف به [0, 1] بازه ی در عدد N + 1 که است این احتمال با برابر E[Y ] .٢
از اعداد که کنید (دقت است Y برابر شود، انتخاب Y از کوچکتر بعدی عدد که این احتمال آنگاه باشد، Y اول عدد N کمینه ی
که این احتمال تقارن، علت به بنابراین باشد. [0, Y ) بازه ی در Nم + 1 عدد که این احتمال یعنی می شوند)؛ انتخاب 1 تا 0 بازه ی
است. یکسان دیگر اعداد از یک هر بودن کمینه احتمال با عدد هر بودن کمینه احتمال چون است؛ 1

N+1 باشد، کمینه عدد آخرین

تا را آن واریانس که کنیم سعی باید ولی است خوب متوسط طور به تخمین این کردیم، بیان موریس الگوریتم تحلیل در آن چه مشابه
اجرا مستقلا بار k نیز را الگوریتم این باید گرفتیم، کار به قبل مسئله ی الگوریتم تحلیل برای که ایده ای طبق پس کنیم. کوچک ممکن جای
مصرفی حافظه ی صورت این در وضوح به باشد. مستقل درهم سازیِ تابع k با متناظر کمینه های میانگین از حاصل نهایی، Y یعنی کنیم،
مجموعه ،[0, 1] جای به را، درهم سازی تابع برد که بود خواهد کافی نگیریم، نظر در را آن اگر که شد، خواهد برابر k درهم سازی تابع
طول به دودویی رشته های h برد (چون است log n حدّاکثر کمینه عدد نگه داری حافظه  ی صورت این در کنیم. تعریف دودویی رشته های

دارد. ما مدّنظر دقت به بستگی k مقدار قبل، مشابه بود. خواهد k · log n مصرفی حافظه ی کل نهایت در می باشد). log n
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١٩ پرتکرار عناصر یافتن مسئله ی ۴

آن برای فراوانی کاربردهای شده اند. تکرار حدّی از بیش که است عناصری یافتن مسئله این هدف می شود، برداشت آن نام از که طور همان
زوج های روتر یک از عبوری بسته های در شده اند، جست وجو گوگل در زیادی دفعاتِ تعداد که مواردی یافتن جمله از کرد؛ تصور می توان
به می توان را مسئله این باشد، چه «پرتکرار» از منظور این که به بسته .. . . و پرتکرار توییت های شدند، تکرار بیشتر که مقصدی و مبدأ
صورت بندی های از یکی ادامه در شود. طرح باید آن خاص الگوریتم حالت هر برای احتمالا که کرد صورت بندی٢٠ مختلفی حالت های

می کنیم. بررسی را آن کلاسیک

حدّاقل که عنصری هر که گونه ای به دهیم خروجی را آن ها از عنصر k می خواهیم باشند. a1, . . . , an عناصر ورودی جریان کنید فرض
بیش اکیداً که بود خواهد عنصری 4 خروجی آنگاه ،k = 4 اگر مثال برای شود. ظاهر خروجی لیست در است، شده تکرار بار n

k+1 + 1

از بیش عنصر 4 حدّاکثر مثلا دارند. را خاصیت این عنصر k حدّاکثر صورت این در که است واضح می دهند. تشکیل را عناصر %20 از
(false منفی درستِ عنصر(های) الگوریتم خروجی لیست دارد امکان پس باشد. k از کمتر می تواند تعداد این ولی شده اند. ظاهر %20

خاصیت این فاقد عناصر است ممکن ولی شده ظاهر لیست در داراست را مطلوب خاصیت که عنصری هر یعنی باشد؛ داشته positive)
باشند. خروجی لیست در نیز

.Misra-Gries الگوریتم دارد: جالب قطعی الگوریتم یک مسئله این

Misra-Gries الگوریتم ١ .۴

Misra-Gries

1 list = ∅

2 for each item x

3 if x ∈ list

4 increament x’s counter m
5 elseif length(list) < k

6 add x to list with counter = 1

7 else
8 throw away x

9 decrement the counter of every item in list

10 delete items which their counters become zero

داشتنش وجود ،(٢ (خط x عنصرِ هر برای .(١ (خط دهد جا خود در عنصر k می تواند حدّاکثر و است تهی لیست الگوریتم، آغاز در
این غیر در .(۴ (خط می کنیم زیاد واحد یک را مخصوصش شمارنده ی ،(٣ (خط باشد موجود لیست در اگر می کنیم. بررسی لیست در را
.(۶ (خط می دهیم قرار 1 برابر را آن شمارنده ی و می کنیم اضافه لیست به را x ،(۵ (خط باشد داشته عنصر k از کمتر لیست اگر صورت،
عنصر بعد و (٩ (خط می کنیم کم واحد 1 لیست، در موجود عنصر k هر شمارنده ی از حالت این در و .(٨ (خط می گیریم نادیده را x وگرنه،
لیست عناصر تعداد است ممکن الگوریتم اجرای اواسط بنابراین .(١٠ (خط می کنیم حذف لیست از شد صفر برابر که را شمارنده ای هر نظیر

باشد. k از کمتر
دارد. شهرت نیز HeavyHitters مسئله ی به که FrequentItems١٩

20formalize

۶
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مرتبه ی از عنصر هر مقدار کنیم فرض اگر است. متناظرشان عنصر همراه به شمارنده k طول اندازه ی به الگوریتم مصرفی حافظه ی
میزان و بود خواهد log n ازمرتبه ی عناصر و شمارنده ها طول بنابراین است. لگاریتمی مرتبه ی از آن طول باشد، n حسب بر چندجمله ای

است. k log n حدّاکثر مصرف شده حافظه ی

می پردازیم. می دهد، خروجی را جواب عناصرِ تمامی که این و الگوریتم درستی اثبات به اکنون

شمارنده ی که این فرض (با است fx − n
k+1 حدّاقل x عنصر به مربوط شمارنده ی Misra-Gries الگوریتم اجرای پایان در گزاره.

باشد). صفر برابر لیست از خارج عناصر

خروجی لیست در باید و است 1 حدّاقل باشد، شده ظاهر ورودی در دفعه n
k+1 از بیش که عنصری هر شمارنده ی مقدار نتیجه، در

باشد.

x نادیده گرفتن (هنگام می دهیم افزایش واحد یک را آن شمارنده ی مقدار می بینیم، را x مانند عنصری که بار هر الگوریتم، این طبق اثبات.
x شمارنده ی بار fx بنابراین می دهیم). کاهش واحد یک بلافاصله سپس و افزایش واحد یک را x شمارنده ی کنید فرض شبه کد، ٨ خط در
به لیست داخل عنصر k) می شود کم واحد یک عنصر k + 1 شمارنده ی هر از واقع در یابد، کاهش x شمارنده ی که بار هر می شود. زیاد
کاهش واحد یک بلافاصله و افزایش واحد یک شمارنده اش که کردیم فرض چون شد، گرفته نادیده حلقه دور همان در که عنصری علاوه ی

است. n نیز شمارنده ها مقدار افزایش دفعات تعداد دقیقاً که چرا می افتد؛ اتفاق این بار n
k+1 حدّاکثر پس می یابد).

تصادفی. نمونه گیری روش جمله از پرداخت؛ پرتکرار عناصر یافتن مسئله ی حل به می توان نیز دیگر روش های به

٢١ تصادفی نمونه گیری ٢ .۴

ورودی جریان در ندارد)٢٢ بستگی n به و است ثابت عددی p (یعنی p = Ω(1) حدّاقل احتمال با که را عناصری می خواهیم کنید فرض
که بگیرید نظر در را خاصی عنصر می کنیم. نمونه گیری تصادفی صورت به را عنصر k .k = 6

ϵ2p
lnn کنید تعریف بیابیم. می شوند، ظاهر

برابر نمونه در خاص عنصر یک شدن ظاهر دفعات تعداد µ ریاضی امید صورت این در است. شده ظاهر ورودی جویبار در p احتمال به
.µ = kp = 6

ϵ2
ln 2 با: است

در p احتمال با که نمونه در خاص عنصر یک شدن ظاهر دفعات تعداد کمی احتمال به می دهیم نشان چرنوف٢٣ کران از استفاده با
می باشد: (1− ϵ) · µ از کمتر شده، ظاهر ورودی

Pr[Xi < (1− ϵ) · µ] ≤ e−
µϵ2

2

= n−3

گرفت خواهیم نتیجه است، نمونه در عنصر یک تکرار تعداد تصادفی متغیر که X :=
∑

Xi برای اجتماع٢۴ کران از استفاده با بنابراین و
کمتر نمونه، در پرتکرار عنصر یک تعداد کم بودن احتمال ساده، بیان به است. (1− ϵ) · nµ از کمتر X مقدار n−2 حدّاکثر احتمال به که

21Random Sampling
خواهد لگاریتمی مرتبه ی از بیش مصرفی حافظه ی چون است، مشکل ساز صورت این غیر در ندارد. موردی باشد کوچکتر یا 1

logn
مرتبه ی از اگر خاص طور به البته ٢٢

شد). فرض ثابت که Misra-Gries الگوریتم تکرار بار k (مانند برسیم مطلوب مصرفی حافظه ی به تا می گیریم نظر در ثابت عددی را آن کلی حالت در ولی بود.
23Chernoff bound
24Union bound
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با مشابه، استدلالی با می شود. ظاهر ما نمونه ی در بالا٢۵ احتمال به دارد، وجود جویبار در p حدّاقل احتمال به که عنصری و است n−2 از
از کمتر که این احتمال آنگاه باشد، ورودی جویبار در (1 − ϵ)2 · p احتمال با عنصری اگر که داد نشان می توان چرنوف، کران از استفاده
برابر 1 + ϵ حدّاقل تعداد به که این احتمال دیگر، بیانی به است. زیاد شود، ظاهر نمونه در Xi میانگین برابر (1− ϵ) یا بار (1− ϵ) · kp

احتمال و می شوند ظاهر تصادفی نمونه گیری در پرتکرار عناصر بالا احتمال با بنابراین است. کم چرنوف، کران طبق شود، ظاهر میانگین
است. کم آن در کم تکرار بسیار عناصر وجود

بسیار Misra-Gries الگوریتم و ندارد خاصی نکته ی سؤال این برای تصادفی نمونه گیری الگوریتم که برسد ذهن به این شاید اکنون
نمونه گیری کلی صورت به که گفت باید کردیم؟ استفاده مسئله حل برای روش این از چرا پس می دهد. جواب قطعی طور به و کرده عمل بهتر
می رود به کار مسائل از بسیاری برای جویباری مدل در همچنین و دیدیم پیشین جلسات در که همان طور و است پرکاربرد بسیار روشی تصادفی
به که باشد نشده مشخص ابتدا از که صورتی در ضمناً نیست. محدود خاص مسئله ی یک به تنها Misra-Gries الگوریتم خلاف بر و
پاسخ احتمالی سؤالات به آن از نمونه ای داشتن با می توانیم باشیم، نداشته خوش تعریفی سؤال و هستیم جویبار از اطّلاعاتی یا آمار چه دنبال
تعداد مسئله ی مثال برای کرد. عمل هوشمندانه حدّاقل یا و نمود احتیاط آن از استفاده در باید و نمی کند کار خوب نیز گاهی ولیکن دهیم.

می کنیم. بررسی را جویبار در یکتا عناصر

بار دو یک، هر عناصر، n
4 و باشند یکتا ورودی عناصر n

2 کنید فرض جویبار) در یکتا عناصر تعداد تخمین در نمونه گیری از (استفاده مثال:
یکتاست. 1

2 احتمال به کنیم، انتخاب را عنصری تصادفی طور به اگر و است n
2 خاص حالت این در مسئله جواب پس باشند. شده ظاهر

یعنی بگیریم. نظر در جویبار عناصر تعداد 1
10 عنوان به را نمونه در یکتا عناصر تعداد و کنیم نمونه برداری ورودی %10 از کنید فرض مثلا

از نیمی متوسط طور به می رود انتظار که چرا داد؛ نخواهد جواب روش این بزنیم. تخمین نمونه عناصر تعداد برابر 10 را مسئله جواب
و شدند ظاهر جویبار در بار دو که است عناصری از متشکل دیگر نیمی متوسط طور به اما باشند. شده انتخاب یکتا عناصر از نمونه اعضای

رسید. خواهند نظر به یکتا (%90 از (بیش نمونه اعضای بیشتر صورت این در دارند. حضور نمونه در یکتا طور به آن ها اکثر

نمونه در نیز آن دیگر رونوشت های همه ی شد، انتخاب نمونه عنوان به که عنصری هر ازای به که دهیم انجام را نمونه گیری طوری اگر
%10 از نمونه ای انتخاب برای مثلا جست. بهره درهم سازی تابع از می توان منظور، این برای شد. خواهد طرف بر مشکل این شوند ظاهر
1 برابر آن ها ازای به h تابع مقدار که کنیم انتخاب را عناصری تمامی و کنیم استفاده h : U → {1, . . . , 10} تابع از می توانیم عناصر
عناصر است، یکسان عنصر یک رونوشت های همه ی برای تابع مقدار چون و شده نمونه برداری عناصر %10 از تنها حالت، این در است.
⊠ شده اند. ظاهر خود رونوشت های همراه به انتخابی نمونه ی

انباری٢۶ نمونه گیری ٢. ١ .۴

در n مثال برای باشیم، داشته n از تخمینی تنها اگر صورت این در کردیم. تعریف n به نرمی وابستگی با را k عدد ٢ .۴ بخش ابتدای در
اکنون کنیم. محاسبه را k و زنیم تخمین را lnn ،10 جمعی تقریب با می توانیم آنگاه باشد، x مانند عددی ازای به [ x

1000 , 1000x] بازه ی
از می توان صورت این در نیست. دسترس در n از اطلاعی هیچ و کنیم تعریف n به وابستگی ای گونه هر بدون و ثابت را k کنیم فرض

نمود. اسفاده مسئله حل برای انباری نمونه گیری روش

به و کنیم ذخیره خوانده ایم تاکنون که را عناصری از تصادفی عنصر k استقرایی، طور به لحظه، در که است آن الگوریتم این ایده ی
عنصر خواندن از لحظه یپیش (تا تاکنون کنید فرض دیگر، بیان به کنیم. به روزرسانی را شده ذخیره لیست می رسیم که جدیدی عنصر هر
از تصادفی عنصر k عنصر، k این می خواهیم ai+1 عنصر خواندن از پس و کرده ایم ذخیره را a1, . . . , ai از تصادفی عنصر k ai+1ام)،

یکسانی احتمال با شود، اضافه اگر می کنیم. اضافه خود نمونه ی به k
i+1 احتمال با را ai+1 عنصر صورت این در باشد. a1, . . . , ai+1

احتمال و داریم عنصری k نمونه ای همیشه بنابراین بماند. باقی k همان آن اعضای تعداد تا می کنیم حذف نمونه از را قبل عنصر k از یکی
25 with high probabilty
26Reservoir Sampling
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است. یکسان عناصر تمامی انتخاب شدن

می بینیم. را آن ها از دیگری استفاده ی نیز ادامه در شدیم. آشنا درهم سازی توابع از استفاده مزیت با پیشتر

[٢]Count-Min Sketch روش ٣ .۴

در یابد. افزایش می تواند تنها iم) عنصر برای fi (همان عناصر فرکانس و می شوند اضافه تنها جویبار به عناصر که بود این بر فرض تاکنون
عنصر یک فرکانس می کنیم فرض همچنین می کنیم. اضافه مسئله صورت به نیز را (del(ai)) عناصر حذف شدن قابلیت فرض بخش این
از (sketch) طرحی یا نمونه پایانْ در که این و است پرتکرار عناصر تعداد تخمین هدف کلی، صورت مشابه نمی شود. منفی موقع هیچ

نباشد). خوبی تخمین می تواند عناصر مابقی (برای باشیم داشته پرتکرار عناصر تعداد از خوبی تخمین آن کمک به تا باشیم داشته عناصر

ϵn جمعی خطای با آن فرکانس ،x ورودیِ عنصر برای باید آن پایان در و داریم عناصر از طرحی الگوریتم طی در کنید فرض پس
آن واقعی فرکانس با ϵn اندازه ی به حدّاکثر که باشیم زده تخمین گونه ای به fx باید x عنصر هر ازای به که معنا این به شود. برگردانده
تخمینی فرکانس باشد، ϵn از کمتر x واقعی فرکانس اگر چون دارد، معنی پرتکرار عناصر برای تنها تقریبی چنین البته باشد. داشته اختلاف

پرداخت. خواهیم Count-Min Sketch روش این شرح به ادامه در ندارد. معنی که شود صفر دارد امکان آن

درهم سازی جدول در را c[hi(aj)] ،(add(aj)) aj عنصر دیدن هنگام بگیرید. نظر در را hi : U → {1, . . . , b} درهم سازی تابع
c[hi(x)] پایان، در .( می کنیم کم آن از واحد یک del(aj) یا aj حذف دستور دیدن هنگام مشابه طور به (و می کنیم زیاد واحد یک c
واحد یک عنصر این دیدن بار هر با که چرا است؛ x فرکانس برای بالایی کران عدد این واقع در برمی گردانیم. f(x) تخمین عنوان به را
که باشد موجود y مانند عنصری یعنی باشد، داشته تصادم درهم سازی تابع است ممکن همچنین و می کنیم اضافه c[hi(x)] مقدار به
داریم واقع در .Zi = c[hi(x)] کنید فرض است. f(x) برای اریب تخمین گری برمی گردانیم، که چیزی بنابراین .hi(x) = hi(y)

پس: Z = fx +
∑
y ̸=x

h(y)=h(x)

fy

E[Zi] = fx +
∑
y ̸=x

fy · Pr[h(y) = h(x)]

= fx +
1

b

∑
y ̸=x

fy

≤ fx +
1

b

∑
y∈U

fy

= fx +
n

b
.

احتمال بنابراین و Pr[Zi − fx ≥ ϵn] ≤ 1
2 ٢٧داریم: مارکوف نامساوی طبق همچنین .E[Zi] ≤ fx +

ϵn
2 آنگاه ،b = 2

ϵ دهیم قرار اگر
علت به حال است. 1

2 حدّاکثر باشد، ϵn حدّاقل ، hi درهم سازی تابع ازای به عنصر، یک واقعی فرکانس و Zi تصادفی متغیر مقدار که این
Z := min

1≤i≤k
Zi تصادفی متغیر مقدار نهایت در و بگیریم نظر در درهم سازی تابع k می توانیم نیست، اطمینانی قابل چندان کران 1

2 که این
نیز آن ها کمینه ی پس است x برای بالایی کران Zi هر که چرا دهیم؛ خروجی خواسته شده تخمین عنوان به را است) hi با تناظر در Zi (هر

داریم: داشت، خواهیم fx از که نهایی تخمین همان یا و z تصادفی متغیر برای بنابراین می باشد. x بالای کران
Pr[Z − fx ≥ ϵn] ≤ 1

2k

آنگاه: k := O(lg n) که کنیم تعریف اگر صورت این در و
≤ 1

nO(1)

بود. خواهد کمتر ϵn از تخمین گر خطای بنابراین و
27Markov’s inequality
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احتمال با که را عناصری همه ی یعنی گرفتیم، درنظر را ٢ .۴ بخش در آن چه مشابه مسئله ای بخواهیم که کنید فرض سیستم همین در اگر
خروجی عنوان به دارند، را np از بیش فرکانسی تخمین که عناصری همه ی و گرفته نظر در ϵ = p

2 می توانیم برگردانیم، شده اند ظاهر p

همین طور و دارند حضور خروجی در شده اند، ظاهر جویبار در بار np حدّاقل که عناصری قطعی طور به صورت، این در دهیم. گزارش
بود. نخواهند خروجی در بالا احتمال با بودند، ورودی در دفعه ϵn = n · p

2 از کمتر که عناصری
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار
مروج حسین محمد نگارنده: گراف سازی فشرده جلسه:

چون ول گراف روی مسیر کوتاهترین مسئله مثلا کنیم حل آن روی را ای مسئله م خواهیم و داریم بزرگ خیل گراف کنید فرض
جلسه این در م شود. زیاد نیز استفاده مورد حافظه همچنین م شود زیاد نیز مسئله این حل برای لازم زمان پس است بزرگ گراف اندازه
حل با ول باشد اصل گراف از تر کوچ توجه قابل طور به زیرگراف سایز که کنیم پیدا اصل گراف از مناسبی زیر گراف م کنیم سع

آوریم. بدست اصل گراف در مسئله جواب از قبول قابل تقریب زیرگراف، این روی نظر مورد مسئله

گراف سازی فشرده ١

داشته حدی تا را ورودی گراف خواص که بسازیم تر کوچ گراف ورودی گراف روی از که است این کنیم بررس م خواهیم که ایده ای
کنیم. حل آن روی را نظر مورد مسئله و باشد

G = (V,E) گراف : ورودی

∀u, v ∈ V : dH(u, v) = dG(u, v) همچنین و باشد کوچ ان ام حد تا E′ سایز که G از H = (V,E′) زیرگراف : خروج

ی راس دو هر فاصله یریم ب نظر در را کامل گراف اگر مثال برای زیرا نیست معقول بالا رابطه م شویم متوجه کنیم فکر کم اگر
است: تر معقول زیر فرض بنابراین نیست. برقرار بالا رابطه ر دی یال ی حت حذف با ول است

∀u, v ∈ V : dG(u, v) ≤ dH(u, v) ≤ αdG(u, v) + β

م گویند. ١ (α, β)−پوشاننده ی را H زیرگراف : تعریف

نامند. م ضربی پوشاننده ی را H اینصورت در β = 0 اگر

نامند. م جمع پوشاننده ی را H اینصورت در α = 1 اگر

گراف مثال برای دهد. ارائه خوبی تقریب که کنیم پیدا مناسبی α, β نتوانیم وجه هیچ به است ن مم باشد دار جهت گراف G اگر
حذف با صورت این در شوند. م وارد B به و خارج A قسمت از ها یال تمام که یرید ب نظر در دوبخش کامل گراف ی را G دار جهت
کند. نم صدق نظر مورد نامساوی در ر دی و شود م نهایت بی شده، حذف ها آن بین یال که راس دو آن فاصله ر دی وضوح به یال ی

م کنیم. بررس جهت بدون های گراف برای فقط را گراف سازی فشرده ایده پس

ضربی پوشاننده ٢

∀u, v ∈ V : dH(u, v) ≤ 2dG(u, v) که طوری به ندارد وجود G از زیرگراف لزوما اینصورت در α = 2 اگر م دهیم نشان ابتدا
1Spanner

١
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حداقل مانده باق گراف در راس دو این بین فاصله کنیم حذف را آن از یال ی اگر یرید. ب نظر در را کامل دوبخش گراف مثال برای
تناقض که ندارد فرد به دور پس است دوبخش G چون که باشد داشته وجود G در باید ٣ طول به دور ی باشد ٢ اگر زیرا باشد ٣ باید
هر بین فاصله باید باشد خوب نظر مورد گراف زیر اینکه برای بالا، رابطه به توجه با که باشد ٣ باید حداقل راس دو این بین فاصله پس است
ندارد. وجود نظر مورد خاصیت با G از تر کوچ زیرگراف پس کنیم. انتخاب را G های یال تمام باید پس باشد، ٢ مساوی کمتر راس دو

دارد. وجود یال O(n1+ 1
t ) با « ضربی پوشاننده − α » ی اینصورت ،در α = 2t یا 2t− 1 کنید فرض : قضیه

نظر: مورد زیرگراف آوردن بدست برای وریتم ال

FindSubgraph(G)

1 H = (V, ∅)

2 for each e = uv ∈ E

3 if dH(u, v) > α

4 add e to H

5 return H

کمتر H در راس دو این فاصله صورت این در باشد یال G در راس دو بین اگر وریتم ال فرآیند طبق بوضوح وریتم: ال درست اثبات
هر بین م گیریم. نظر در را G در راس دو این بین مسیر کوتاهترین م گیریم. نظر در را G در x, y دلخواه راس دو حال است. α مساوی

ی کل در پس دارد وجود یال α حداکثر با مسیر ی H در مسیر در متوال راس دو هر بین پس دارد وجود یال مسیر در متوال راس دو
م کند. کار درست وریتم ال .پس dH(x, y) ≤ αdG(x, y) که داریم پس دارد. وجود H در x, y بین گشت

م کنیم. ثابت را زیر لم است، O(n1+ 1
t ) برابر ها یال تعداد آمده، بدست زیرگراف در کنیم ثابت اینکه از قبل حال

دارد. وجود d̄
2 درجه حداقل با H از H ′ زیرگراف ی آنگاه باشد. H در راس ی درجه متوسط برابر d̄ که d̄ = 2E

V کنید فرض لم:

یرید. ب نظر در را زیر وریتم ال اثبات:

1 V0 = V,E0 = E, i = 0

2 while ∃v ∈ V : d(v) ≤ Ei
Vi

3 i = i+ 1

4 delete v from (Vi, Ei) to obtain (Vi+1, Ei+1)

5 return (Vi, Ei)

است: این دارد وجود که نکته ای
Ei

Vi
≥ ... ≥ E1

V1
≥ E

V

که d(v) ≥ Ei
Vi

≥ E0
V0

صورت به Vi در رئوس تمام و م مانند باق Vi در راس چند پس است صفر مخالف Ei
Vi

وریتم ال پایان در چون
کنیم. اثبات Ei

Vi
≥ ... ≥ E1

V1
≥ E

V نامساوی است کاف پس است مسئله خواسته همان این
Ej

Vj
=

x

y
→ Ej+1

Vj+1
=

x− t

y − 1
, t ≤ x

y

x− t

y − 1
≥

x− x
y

y − 1
=

x(1− 1
y )

y(1− 1
y )

=
x

y
⇒ Ej+1

Vj+1
≥ Ej

Vj

٢
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شد. ثابت کامل طور به لم پس

م گویند. گراف کمر گراف، از دور کوتاهترین طول به تعریف:

است. α+ 2 مساوی بیشتر است) آمده بدست فشرده سازی وریتم ال توسط که G (زیرگراف H گراف کمر لم:

که c از یال آخرین کنید فرض م نامیم. c را آن باشد، داشته وجود α+ 2 از کمتر طول با گراف در دوری کنید فرض خلف: برهان
کنیم. اضافه H به را e باشد dH(u, v) > α اگر که م کنیم بررس ابتدا وریتم ال در باشد. e = uv است شده اضافه H به وریتم ال در
u, v راس دو بین H در α از کمتر طول به مسیری کل در پس م شود ایجاد α+ 1 حداکثر طول به دوری H به e شدن اضافه با چون اما

است. برقرار م ح و باطل خلف فرض پس است. تناقض در H به e شدن اضافه فرض با این که است داشته وجود

است. α+ 2 مساوی بزرگتر H ′ کمر پس است H زیرگراف H ′ چون بوضوح م گیریم. نظر در لم، مانند را H از H ′ زیرگراف

م رویم. جلو سطح t =
⌈
α
2

⌉ تا و م کنیم ایجاد v از سطح اول جست و جوی درخت ی و م گیریم نظر در v مانند H ′ از راس ی
حداکثر طول به دوری اینصورت غیر در چون باشد وصل i− 1 سطح در راس دو به نم تواند i ≤ t سطح در راس هر حاصل درخت در

است. تناقض که م آید بوجود 2t < α+ 2

سطح به یال
(
d̄
2 − 1

)
حداقل و دارد پدرش به یال ی ،i سطح در راس هر چون است

(
d̄
2 − 1

)t برابر t سطح در های راس حداقل
حال دارد. وجود راس

(
d̄
2 − 1

)t−1
. d̄2 ≥

(
d̄
2 − 1

)t حداقل t سطح در کل در پس است d̄
2 درجه حداقل دارای v چون و دارد i + 1

که: )داریم
d̄

2
− 1

)t

≤ n →
(m
n

− 1
)t

≤ n → m ≤ n+ n1+ 1
t → O(m) = O(n1+ 1

t )

شد. کامل قضیه اثبات پس

دارد. وجود یال Ω(n1+ 1
t ) و α+ 2 کمر با هایی گراف بزرگ، کاف اندازه به n و α = 2t, 2t− 1 هر برای کمر: حدس

شده است. اثبات α = 1, 2, 3, 5 برای حدس این

در کند. صدق بالا حدس در که یرید ب نظر در گراف چون است. بهینه دادیم ارائه بالا قضیه برای که گراف که م دهد نشان حدس این
کوتاهترین زیرا کنیم حذف گراف از نم توانیم وجه هیچ به را یال این ،e = uv مانند یریم ب نظر در را گراف این از یال ی اگر اینصورت
e یال با مسیر آن باشد داشته وجود کمتر طول با مسیری اگر زیرا α+ 1 حداقل طولش دارد، وجود e حذف از حاصل گراف در که مسیری

است. تناقض که م دهد را α+ 2 از کمتر طول با دور ی یل تش

جمع پوشاننده ٣

دارد. وجود یال O(n
√
n lnn) با جمع ٢ ‐پوشاننده ی قضیه:

م کنیم. اضافه H به را √n حداکثر درجه با راس های به متصل یال های ١ ‐همه نظر: مورد زیرگراف ساخت وریتم ال

اضافه H به را راس آن ریشه به سطح اول جست و جوی درخت ی کدام هر از و م کنیم انتخاب را 2√n lnn ، تصادف طور ٢ ‐به
م کنیم.

است. O(n
√
n lnn) برابر وریتم، ال از حاصل گراف در یال  ها تعداد کنید توجه

دارای u, v بین رئوس تمام اگر م گیریم. نظر را G در راس دو این بین مسیر کوتاه ترین م گیریم. نظر در را u, v دلخواه راس دو

٣
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این راس های از تعدادی کنید فرض پس است. حل مسئله و دارد وجود H در عینا راس دو این بین مسیر پس باشند. √n درجه حداکثر
مسیر روی نم توان که جایی اولین کنید فرض و م کنیم حرکت H در مسیر این روی اینصورت در باشند. √n از تر بیش درجه دارای مسیر
راس های جزو که باشد داشته وجود z مانند x های همسایه از ی اگر است. √n از بیش تر x, y درجه پس باشد. x, y بین کرد حرکت
کوتاهتر v به z از مسیر کوتاهترین ،z ریشه با سطح اول جست و جوی درخت در اینصورت در باشد، وریتم ال دوم مرحله در شده انتخاب
ریشه با سطح اول جست و جوی درخت چون پس م رویم. v سمت به u, v بین مسیر روی از x از و م رویم x به z از که است مسیری از
طول که برویم v به z از سطح اول جست وجوی درخت روی سپس و z به x از سپس و برویم x به u از م  توانیم شده است اضافه H به z

است. G در u, v بین مسیر کوتاهترین از تر بیش واحد ٢ حداکثر مسیر این

دارد. وجود z بالا احتمال با کنیم ثابت است کاف پس

Pr
[
نشود xانتخاب از همسایه هیچ

]
≤

(
1−

√
n

n

)2
√
n lnn

≤ 1

n2

شد. کامل اثبات پس شده است. انتخاب وریتم ال دوم مرحله در همسایه هایش از ی حداقل راس هر برای (1− 1
n2

) احتمال به پس

م آوریم. اثبات بدون را قضیه سری ی پایان در

دارد. وجود یال O(n
3
2 ) با جمع ٢ ‐پوشاننده ی قضیه:

دارد. وجود یال Õ(n
7
5 ) با جمع ۴ ‐پوشاننده  ی قضیه:

دارد. وجود Õ(n
4
3 ) با جمع ۶ ‐پوشاننده ی قضیه:

دارد. وجود Ω(n 4
3 ) با حالت بدترین در جمع c‐پوشاننده ی ، c > 0 ثابت هر برای قضیه:

۴
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[٩٩ [بهار

جباری علی نگارنده: محاسباتی هندسه اضافه: جلسه

هندسه گردد. بررسی حیطه این در خاص بطور مساله دو و شود صحبت محاسباتی هندسه به راجب مختصر بطور است قرار جلسه این در
سیستم و کامپیوتر کمک به طراحی روباتیک، کامپیوتری، گرافیک به می توان آن ها میان از که دارد کاربرد فراوانی حوزه های در محاسباتی

کرد. اشاره ١ هندسی اطلاعات

افزایشی الگوریتم هم بعدتر دیدیم. را نقطه زوج نزدیک ترین مساله ی دوم جلسه ی در داشتیم. محاسباتی هندسه با مواجهاتی این از پیش
از: عبارتند که کنیم بررسی را مساله دو می خواهیم هم جلسه این در می شود. مربوط محاسباتی هندسه ی به که دیدیم را ٢ تصادفی

نقاط از تعدادی ٣ محدب پوش کردن ‐پیدا
پاره خط تعدادی تقاطع های تمام کردن ‐پیدا

شوند. معرفی ۴ هندسی مقدماتی اعمال از تعدادی است لازم سوال دو این درباره ی صحبت از پیش

مقدماتی اعمال ١

هم راستا غیر بردار دو از حاصل متوازی الاضلاع مساحت ١. ١

بردار دو خارجی ضرب اندازه ی با برابر شده، گفته متوازی الاضلاع مساحت باشند، v٢(x٢, y٢) و v١(x١, y١) نظر، مورد بردار دو اگر
می شود:

Area = |v١ × v٢| = |

∣∣∣∣∣∣x١ x٢
y١ y٢

∣∣∣∣∣∣ | = |x١y٢ − x٢y١|

و مثبت ترتیب به متوازی الاضلاع، صفحه ی به نسبت v١ × v٢ بردار بودن درون سو یا برون سو به توجه با نیز x١y٢ − x٢y١ علامت
منفی این صورت، غیر در و می شود مثبت علامت این باشد، v١ بردار چپ سمت v٢ بردار انتهایی نقطه ی اگر معادلا، شد. خواهد منفی
کرده انتخاب مذکور خط روی جهت هم بردار یک کافیست است. جهت دار خطی طرف کدام نقطه یک فهمید می توان صورت بدین است.

است. بردار این طرف کدام نقطه کنید چک بالا روش به و
1Geometric Information System
2Randomized Incremental Algorithm
3Convex hull
4Geometric Primitives

١
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پاره خط دو بودن متقاطع کردن چک ١. ٢

پاره خط دو روی که کنید چک و کنید پیدا را تقاطع نقطه ی پاره خط، دو بر منطبق خطوط معادله ی از استفاده با که است این راه یک
خیر. یا دارد قرار

متقابلا، و باشند B و A از گذرنده خط طرف دو در D و C کنید چک که است شکل این به می گیرد، کمک قبلی مساله ی از که دیگر راه
متقاطعند. پاره خط دو که کرد ثابت می توان باشند، برقرار شرط دو این اگر باشند. D و C از گذرنده خط طرف دو در B و A

محدب پوش کردن پیدا ٢

محدب پوش تعریف ٢. ١

شهودی تجسم شوند. نوشته نقطه n آن از محدبی ترکیب شکل به می توانند که است صفحه از نقاطی مجموعه نقطه، n محدب پوش
رها و داده قرار آنها همه ی دور را بزرگی کش و بگیرید نظر در صفحه در میخ هایی را نقطه n که است شکل این به بعد دو در مفهوم این
یک شکل به محدب پوش بالاتر، ابعاد در است. محدب پوش همان که می آید در محدب ضلعی چند یک شکل به کش مدتی از پس کنید.

نوشت. آن راسی نقاط از محدبی ترکیب صورت به می توان را محدب پوش در شده محصور نقاط تمام است. محدب چندوجهی

محدب پوش مساله ی دقیق صورت ٢. ٢

خروجی است) مدنظر پادساعتگرد ترتیب اینجا مشخص(در ترتیبی به را آن رئوس و کرده پیدا را نقاط این محدب پوش داریم. نقطه تعدادی
دهید.

مرتب سازی مساله ی و محدب پوش مساله ی شباهت ٢. ٣

کرد: حل زیر شکل به محدب پوش از استفاده با می توان را مرتب سازی مساله ی

را (xn, x
٢
n) ،... ،(x٢, x٢٢) ،(x١, x٢١ ) نقاط کنیم. مرتب صعودی صورت به را xn ،... ،x٢ ،x١ عدد n میخواهیم کنید فرض

خواهند ظاهر محدب پوش در نقاط این تمام هستند، y = x٢ سهمی روی نقاط این که جایی از می دهیم. محدب پوش مساله ی به
ترتیب، به آن ها x مولفه ی که بود خواهد ورودی نقطه ی n همان از ترتیبی محدب، پوش کننده ی پیدا الگوریتم خروجی نتیجه، در شد.
پیشوند یک سپس و پسوند یک شکل به نیز O دنباله ی بود، پادساعتگرد خروجی، نقاط ترتیب که جایی از است. O = (o١, o٢, ..., on)
و (٢, ٣, ١) ،(١, ٢, ٣) می تواند O دنباله ی باشند، ١, ٢, ٣ اعداد مساله، ورودی اگر مثال، برای است. مرتب سازی مساله ی هدف ترتیب از

آورد. بدست کمینه عضو کردن پیدا با O(n) زمان در را شده مرتب دنباله ی میتوان هم O دنباله ی روی از باشد. (٣, ١, ٢) یا

را مرتب سازی مساله ی صورت، این غیر در زیرا کرد ثابت محدب پوش مساله ی برای را Ω(n log n) پایین کران می توان ترتیب، بدین
نیست. ممکن کار این شد ثابت داده ساختارها کلاس در که حالی در کنیم، حل Θ(n log n) از کمتر زمانی در توانست خواهیم

٢
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نباشند. هم خط نقطه ای ٣ هیچ کنید فرض سادگی برای کنیم. حل O(n log n) زمان در را محدب پوش مساله ی می کنیم سعی حال

:O(n٣) الگوریتم

مذکور، خط پاره باشند، نقطه دو این از گذرنده خط طرف یک در تنها دیگر نقاط تمام اگر بگیرید. نظر در را نقطه زوج هر بین پاره خط
می سازد خطی پاره دیگر نقطه ی دو با دقیقا باشد، محدب پوش رئوس بین در اگر نقاط از کدام هر بود. خواهد محدب پوش اضلاع از یکی

وجود). صورت میکنیم(در نگهداری را همسایه نقاط این نقطه، هر برای دارد. را بالا شرط که

زمان در را محدب پوش رئوس می توانیم آن کمک به که داریم را محدب پوش روی آن ها همسایه های راسی، نقاط تمام برای نهایت، در
بیاوریم. بدست ترتیب به O(n)

در داریم. نیاز عملیات O(n) باشد، محدب پوش روی خط پاره هر اینکه کردن چک برای که داریم پاره خط O(n٢) الگوریتم، این در
است. O(n٣) روش، این زمانی پیچیدگی پس داریم. O(n) زمان با پس پردازش یک هم نهایت

رسید: سریعتر الگوریتمی به میتوان تغییر مقداری با

:O(n٢) الگوریتم

پوش راسی نقاط محدب ترکیب شکل به را آن نمی توان وگرنه باشد، محدب پوش راس باید حتما است، کمینه آن عرض که نقطه ای
باشد. l نام به افقی خطی روی کنید فرض و بگذارید P را نقطه این نام نوشت. محدب

مشابه طرز به هم باز بسازد. A نقطه ی را زاویه بیشترین کنید فرض و کنید حساب را l منفی جهت و P با دیگر نقاط همه ی زاویه ی
باشد. محدب پوش روی باید A می شود ثابت

سمت یا است −−→PC راست سمت B کنیم چک شد، گفته بالاتر که صورتی به کافیست ∠lPB و ∠lPC مثل زاویه، دو مقایسه ی برای
−→
PA چپ سمت نقاط همه ی که جایی از بالا، شکل در آن. چپ

است. بزرگتر زوایا بقیه ی از ∠lPC زاویه ی فهمید می توان هستند،

B نقطه ی را می سازد را زاویه بیشترین که نقطه ای میکنیم. حساب را PA پاره خط و A نقطه ی با نقاط همه ی زاویه ی بعدی گام در
باشد. محدب پوش روی باید هم نقطه این می نامیم.

٣
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برسیم. P نقطه ی به دوباره دیگر، عبارتی به یا شود، پیدا محدب پوش کل که می دهیم انجام زمانی تا را کار همین

و می شود انجام عملیات O(n) گام هر در زیرا شد، خواهد O(kn) الگوریتم این اجرای زمان باشد، داشته راس k محدب پوش اگر
شد. خواهد O(n٢) حداکثر الگوریتم زمان باشد، زیاد k اگر داریم. مرحله k هم کل در

کرد. استفاده ۵ حل و تقسیم تکنیک از میتوان مثال برای دارند. وجود زیادی های الگوریتم O(n log n) زمان در سوال این حل برای
میکند. حل O(n log n) زمان در را مساله این نیز می شود گفته ادامه در که الگوریتمی

۶ گراهام اسکن الگوریتم ۴ .٢

را است آن روی P که خطی سپس می گذاریم. P را نامش و می کنیم انتخاب دارد را عرض کمترین که نقطه ای O(n٢) الگوریتم مشابه ابتدا
برای می کنیم. مرتب نزولی بصورت O(n log n) زمان در می سازند، l منفی جهت و P با که زاویه ای به توجه با را نقاط همه ی می نامیم. l
نسبت را Pn−١ تا P١ اسم های ترتیب به شده مرتب رئوس به سپس می کنیم. عمل شد گفته پیش تر که شکلی همان به هم زوایا مقایسه ی

می دهیم.

در می ریزیم. آن در را هستند شدن محدب پوش راس کاندیدای زمان آن تا که نقاطی گام، هر در که می داریم نگه Q نام به پشته یک
در سپس دارند. قرار محدب پوش محیط روی حتما راس دو این کرد ثابت می توان سادگی به زیرا می ریزیم Q در را P١ و P رئوس ابتدا
شروع Q یکی مانده به آخر عضو از که باشد(برداری Q آخر عضو دو از حاصل بردار چپ سمت Pi می کنیم چک (١ < i < n) ،i مرحله ی
بیرون را Q عضو آخرین می شود، ساخته گفته شده شکل به که باشد برداری راست سمت Pi که زمانی تا می رود). Q آخر عضو به و می شود

می کنیم. اضافه Q انتهای به را Pi داشتند، را شده گفته شرط Pi و Q آخر عضو دو از حاصل بردار که زمانی نهایت، در می اندازیم.

پیچیدگی پس دارد. O(n) هزینه ی الگوریتم از بخش این پس می شود حذف آن از بار ١ حداکثر و می شود اضافه Q به بار ١ عضو هر
است. O(n log n) الگوریتم، کل زمانی

5Divide and Conquer
6Graham Scan
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کنیم: اجرا زیر نقاط روی را الگوریتم کنید فرض مثال برای

دارد. قرار −−→PP١ بردار چپ سمت P٢ زیرا می شود اضافه Q به P٢ ،٢ شماره ی گام در و هستند Q داخل P١ و P ابتدا در

می شود. Q وارد P٣ مشابه، طرز به بعد مرحله ی در

میکنیم. حذف Q از را P٣ دارد، قرار −−−→P٢P٣ راست سمت P۴ که جایی از سپس

دارد. قرار −−→PP١ بردار چپ سمت زیرا می شود اضافه Q به P۴ سپس می شود. حذف Q از مشابه طرز به نیز P٢

۵
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می شود Q وارد P۶ آخر مرحله ی در هم نهایت در می گردد. حذف آن از ششم مرحله ی در سپس می شود. Q وارد P۵ نیز بعدی گام در
می دهد. خروجی جواب عنوان به را Q الگوریتم و

باشد، داشته حضور محدب پوش محیط روی نمی توانسته واقعا یعنی شود، حذف Q از نقطه ای i مرحله ی در هرگاه الگوریتم این در
نوشت. Pi و P ،Q در قبلی اش نقطه ی محدب ترکیب شکل به میتوان را نقطه آن زیرا

پوش در Q نهایی اعضای از هریک اگر پس چرخیده، محدب پوش داخل سمت به قبلیش بردار به نسبت Q در برداری هر همچنین
اسکن الگوریتم استدلال، این طبق نوشت. Q اعضای از دیگری تعداد محدب ترکیب صورت به نمی توان دیگر را عضو آن نباشد، محدب

می شود. سپرده دانشجویان به الگوریتم درستی دقیق اثبات داد. خواهد خروجی را محدب پوش نقاط تنها گراهام،

بیابیم. را نقطه زوج دورترین می خواهیم و شده است داده نقطه n مثال:

کنیم. حل O(n log n) زمان در را آن محدب، پوش کمک با می خواهیم ولی دارد وجود O(n) بدیهی الگوریتم مثال این برای

پاره خط آن از محدب پوش روی نقطه دورترین ضلع، هر برای سپس می کنیم. حساب را محدب پوش که است شکل این به ما الگوریتم
دورترین نهایت در هستند. جواب کاندیداهای از ضلع، آن اطراف راس دو و P اضلاع، از کدام هر ازای به می نامیم. P را آن و می یابیم را

می شوند. انتخاب نهایی جواب عنوان به کاندیدا نقطه ی زوج

O(n) زمان در را آن از نقطه دورترین و می گیریم را ضلع یک O(n log n) زمان در محدب پوش یافتن از پس مثال، این حل برای
کاندیداها لیست به را می گذاریم) P را ضلع(اسمش آن از نقطه دورترین و ضلع آن راس دو از حاصل زوج های سپس می آوریم. بدست
P نقطه ی همان یا ضلع، این به نسبت نقطه دورترین میکنیم ادعا می رویم. پادساعتگرد ترتیب در بعدی ضلع سراغ سپس می کنیم. اضافه
شکل به P از شروع با جایی، تا کافیست جدید، نقطه ی دورترین کردن پیدا برای پس است. جلوتر پادساعتگرد ترتیب در آن از یا است،

شود. پاره خط از نظر مورد نقطه ی شدن دورتر باعث ما جلورفتن که برویم جلو پادساعتگرد

زمان ترتیب، بدین می خواهد. O(n) زمان کل در پس می کشد طول عملیات O(١) ٧ متوسط بطور گام هر در الگوریتم از بخش این
نمی کنیم. ثابت دقیق بطور هم را الگوریتم این درستی است. O(n log n) الگوریتم نهایی

⊠
7amortized
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پاره خط تعدادی تقاطع های کردن پیدا ٣

نقاط و پاره خط ها سر (دو نقطه ای دو هیچ کنید فرض سادگی برای کنیم. چاپ را آنها تقاطع های می خواهیم و داریم صفحه در خط پاره n
ندارند. یکسان x مولفه ی تقاطع)

می کنیم. چک را پاره خط جفت تمام بودن متقاطع آن در که است O(n٢) سوال این بدیهی الگوریتم

تقاطع های کل تعداد k آن، در که دهیم ارائه مساله این برای O((n + k) log n) اجرای زمان با الگوریتمی می خواهیم اینجا در
خط نام به کاربردی تکنیکی از این کار برای می کند. عمل بدیهی الگوریتم از بهتر باشد، کم تقاطع ها تعداد اگر الگوریتم این پاره خط هاست.

بگیرید. نظر در را زیر نمونه ی می کنیم. استفاده ٨ جاروب

راست سمت به آرامی به و پیوسته بصورت را آن که داریم پاره خط ها همه ی چپ سمت در جاروب خط اسم به بزرگی خط می کنیم فرض
می کند. قطع را چیزهایی چه که می کنیم نگاه لحظه هر در و می دهیم حرکت

به a پاره خط ،(١ نقطه چین ١(خط موقعیت در مثال برای افتاده است. اتفاق رویدادی می رسد، نقطه چین خطوط به جاروب خط هرگاه
می شود. افزوده مجموعه این به b پاره خط ٢ موقعیت در و می شود اضافه می کنند قطع را جاروب خط که چیزهایی

جاروب خط با آنها تقاطع نقطه ی عرض ترتیب به می کنند قطع را جاروب خط که پاره خط هایی همه ی لحظه، هر در دیگر، عبارت به
و ،SL = (a, b) ٣ و ٢ موقعیت بین ،SL = (a) ،٢ و ١ های موقعیت بین ترتیب، بدین می داریم. نگه SL اسم به داده ساختاری در را

است. SL = (a, c, b) ۴ و ٣ موقعیت بین

در را آن تغییرات تنها جاروب، خط دادن حرکات پیوسته جای به کافیست پس می افتند اتفاق نقطه چین خطوط در تنها هم تغییرات این
مختلف اتفاقات زمان که کرد نگهداری داده ساختاری در باید را پیشامدها این کنیم. چک می افتند، اتفاق پیشامدها که نقطه چین، خطوط
مناسبست. کار این برای هرم ساختار داده می گوید. ما به را رو پیش اتفاق ترین نزدیک بخواهیم، که لحظه هر در و می دارد نگه خود در را
که نقطه ای میتوانیم لحظه، هر در و هستند آن درون پاره خط ها تمام ته و سر نقاط ابتدا، در که می گذاریم (Event Queue) EQ را آن نام

کنیم. خارج آن از را دارد را x مولفه ی کمترین

همسایه لحظه، هر در کافیست مجاورند.پس SL در هم با همیشه کنند، پیدا تقاطع هم با پاره خط دو آن که از قبل لحظه ای کنید دقت
می کنیم. اضافه EQ به هم را آن ها تقاطع نقطه ی بودند، متقاطع اگر خیر. یا هستند متقاطع ببینیم و کنیم چک هم با را ها

همسایه پاره خط های آن بین تقاطع وجود نیازست که می شود ایجاد SL در پاره خط ها بین جدید همسایگی ٢ حداکثر پیشامد، هر از پس
کنیم: چک را

می شود ایجاد پاره خط ها بین جدید همسایگی دو حداکثر می کند، جاروب خط کردن قطع به شروع جدیدی پاره خط که پیشامدهایی در ‐
کرد. اضافه EQ به را آن ها بودند، متقاطع اگر و کرد چک را آن ها بودن متقاطع باید که

می شود. ایجاد جدید همسایگی یک حداکثر می شود، حذف SL از پاره خط یک که درپیشامدهایی ‐
8Sweep Line
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هم با بودند) همسایه هم با تقاطع از قبل پاره خط(که دو آن جای می کنند، قطع نقطه یک در را یکدیگر پاره خط دو که پیشامد هایی از پس ‐
می آید. بوجود جدید همسایگی دو حداکثر پس می شود عوض

می شود: دیده مختلف زمان های در SL مقدار زیر، تصویر در

همسایگی ها O(log n) زمان در می توان پیشامد، نقطه ی هر در باشد، ٩ متعادل دودویی جستجوی درخت نوع از داده ساختاری SL اگر
به زوجی SL در i خط پاره هر برای کرد. اضافه آن به یا و حذف SL از شد گفته که ترتیبی با را جدید پاره خط های و آورد بدست را
عملیات انجام هنگام سپس هستند. iام پاره خط از گذرنده خط عرض از مبدأ و شیب همان که می داریم نگه کلید عنوان به را (mi, bi) شکل
شده، گفته مقادیر می کنیم. مقایسه هم با را mjx+ bj و mix+ bi مقادیر ،x طول در j و i پاره خط دو مقایسه ی برای ،SL در مختلف

می باشند. x طول در جاروب خط با پاره خط ها تقاطع y مولفه ی همان اصل در

می کنید: مشاهده ادامه در را الگوریتم این کد شبه

FindSegmentIntersections(S)

1 create an empty priority queue EQ

2 for each segment S, insert its start and end events into EQ

3 create an empty balanced tree SL

4 while EQ is not empty
5 E = deletemin(EQ)
6 if E is start of segment s

7 insert s into SL

8 CheckForIntersection(EQ, s, successor of s)
9 CheckForIntersection(EQ, s, predecessor of s)

10 elseif E is the end of segment s

11 CheckForIntersection(EQ, pred of s, succ of s)
12 delete s from SL

13 elseif E is cross event for segment s1 and s2

14 println ”s1 and s2 intersect”
15 remove s1 and s2 from SL

16 re-insert s1 and s2 into SL in the opposite order
17 CheckForIntersection(EQ, s1, new neighbor of s1)
18 CheckForIntersection(EQ, s2, new neighbor of s2)

9Balanced Binary Search Tree
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زمانی: پیچیدگی بررسی

O(log n) زمانی هزینه ی ،EQ کمک به بعدی پیشامد فهمیدن برای و SL از استفاده برای الگوریتم پیشامد، هر رخداد زمان در
این نهایی اجرای زمان نتیجه، در داریم. تقاطع ها بخاطر پیشامد k و پاره خط ها شدن اضافه و حذف بخاطر پیشامد ٢n هم کل در می دهد.

است. O((n+ k) log n) الگوریتم

مواجه جاروب صفحه ی با جاروب، خط بجای صورت، آن در ولی کرد، استفاده هم بزرگ تر ابعاد در می توان جاروب خط تکنیک از
دیگری شکل های به را آن می توان مواقع، از بعضی در ولی بود، طول محور راستای در و مستقیم جاروب خط حرکت مثال، این در می شوید.

کند. دوران ثابت نقطه ی یک حول می تواند جاروب خط مثال برای داد. حرکت

مراجع
علیمی مرتضی دکتر الگوریتم، آنالیز درس محاسباتی، هندسه [١]
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سوم بخش
تمرین حل جلسات

۴۶٣





(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
گروسی مجید تمرین: حل مدرس

[٩٩ [بهار
فرخ نژاد جواد نگارنده: حالت ها همه ی جستجوی و حل و تقسیم روش :١ تمرین حل جلسه

اکنون شدیم. آشنا مسائل حل برای حل و تقسیم ایده ی و الگوریتم ها اجرای زمان محاسبه ی برای Ω و O نمادهای با درس کلاس در
می پردازیم. سوال چند حل به

p١p٢ . . . pn کنید فرض همچنین داریم. a١, a٢, . . . , an, b١, b٢, . . . , bn, c١, c٢, . . . , cn مانند طبیعی عدد ٣n کنید فرض .١
دهیم: انجام را زیر عملیات از یکی می توانیم مرحله هر در باشد. n تا ١ اعداد از جایگشت یک

کنیم. جایگزین api مقدار با را ai مقدار ١ ≤ i ≤ n هر ازای به : A
کنیم. جایگزین ١ ai ⊕ ci مقدار با را ai مقدار ١ ≤ i ≤ n هر ازای به : B

زمان در که کنید طراحی الگوریتمی
O(٢kn) الف)
O(nFk) ب)

دنباله ی به a١, a٢, . . . , an دنباله ی از می توان آیا دلخواهی ترتیب هر با فوق عملیات از کدام هر انجام بار k از بعد آیا کند تعیین
است). فیبوناچی٢ k‐ام عدد Fk از (منظور خیر؟ یا رسید b١, b٢, . . . , bn

حل:
A یا دارند، حالت دو هرکدام عملیات k انجام برای می کنیم. چک را حالات همه بروت فورس الگوریتم یک از استفاده با الف)

کرد. شناسایی را می شوند ساخته a١, a٢, . . . , an از که دنباله ای ٢k تمام می توان کل در بنابراین .B یا می شود انجام
کل اجرای زمان پس داریم عملیات ها از دنباله ٢k کل در و کنیم عوض را مقدار n باید چون است O(n) عملیات هر اجرای زمان

.O(٢kn) با بود خواهد برابر الگوریتم
کنیم دقت ⊕ عمل از خاصیت این به است کافی فقط می کنیم چک را حالات تمام نوعی به و می کنیم عمل قبل قسمت مشابه ب)
بعدی مرحله در اینکه باشیم داده انجام را B مرحله ای در اگر که می بینیم بنابراین (u⊕ v)⊕ v = u داریم: u, v ∈ N هر برای که

, ایست!! بیهوده کار دهیم انجام را B دوباره
انجام A یا مرحله هر در که گرفت درنظر اینطوری را داریم دنباله روی عملیات دادن انجام برای که حالاتی می توان کل در بنابراین

شود. انجام A آن از پس بلافاصله شد، انجام B اگر یا می شود
داشت: خواهیم این صورت در باشد. Tk الگوریتم این اجرای زمان کنید فرض

Tk = Tk−١ + Tk−٢ +O(n)

B ابتدا یا است، Tk−١ آن اجرای زمان که دهیم انجام دیگر عملیات  k − ١ باید این صورت در که می دهیم انجام را A ابتدا یا زیرا
است. Tk−٢ آن اجرای زمان که دهیم انجام دیگر عملیات k− ٢ بعد به این از باید این صورت در و را A سپس و می دهیم انجام را

.Tk = O(nFk) : داریم بالا رابطه ی حل دادیم.با انجام را B یا A از یکی بار سه که است این برای هم O(n)

١xor
٢Fibonacci

١
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زمان در بیابد را x کوچتر مساوی عدد پرمقسوم علیه ترین که بیابید الگوریتمی شده است. داده x طبیعی عدد .٢
O(x

√
x) الف)

O(x log x) ب)
O(x log log x) ج)

O(x) د)
حل:

تعداد کردن پیدا می شماریم. را x کمترمساوی اعداد تمام مقسوم علیه های تعداد بروت فورس الگوریتم یک از استفاده با دوباره الف)
√
n کمتر مساوی اول اعداد است کافی n تجزیه ی یافتن برای که چرا است، انجام قابل O(

√
n) زمان در n عدد مقسوم علیه های

با: است برابر الگوریتم این کل اجرای زمان n ≤ x فرض با که کنیم چک را

O(
√١+

√٢+ · · ·+
√
x) = O(x

√
x)

١ ≤ i ≤ x هر برای بیابیم مقسوم علیه هایnرا تعداد ١ ≤ n ≤ x هر برای اینکه جای به و می دهیم تغییر را رویکردمان این دفعه ب)
آنهاست. از مقسوم علیه ای i که می یابیم را اعدادی تمام

واحد یک را di×t مقدار ١ ≤ t ≤ x
i هر و ١ ≤ i ≤ x هر برای سپس داده قرار صفر مساوی را dk ابتدا ١ ≤ k ≤ x هر برای

با: است برابر الگوریتم اجرای زمان بود. خواهد k مقسوم علیه های تعداد dk نهایتا می کنیم. اضافه

O
(x
١ +

x

٢ + · · ·+ x

x

)
+O(x) = O

(
x× (

١
١ +

١
٢ + · · ·+ ١

x
)
)
+O(x) = O(x log x) +O(x) = O(x log x)

درنظر را اول اعداد توان های فقط قبل قسمت های i جای به این دفعه می کنیم. استفاده نظریه اعداد مفاهیم از بیشتر اینجا در ج)
می یابیم. x کوچکترمساوی اعداد تمام تجزیه ی در را آن توان p اول عدد ازای به دفعه هر نوعی به و می گیریم

نسبت می شود، آنها تجزیه در p عامل توان با برابر نهایتا که عدد، یک ،x کمترمساوی عدد هر به ابتدا که دهیم انجام را کار این اگر
را p٢ مضارب بعد کنیم، اضافه واحد یک کدام هر به شده داده نسبت عدد به و بگیریم نظر در را p مضارب تمام اول سپس دهیم،
عدد نهایتا .x < pk که جایی تا ... و p٣ مضارب سپس کنیم، اضافه واحد یک هرکدام به شده داده نسبت عدد به و بگیریم نظر در
می کند عاد را n که p توان بزرگترین n عدد برای مثلا اگر که چرا آنهاست تجزیه در p عامل توان همان عدد هر به شده داده نسبت
نهایتا و می شود اضافه واحد یک pt و ... و p٢ و p١ به مربوط مراحل از کدام هر در n به شده داده نسبت عدد باشد، pt با برابر

است. n تجزیه در p عامل همان که می شود t با برابر
می شود. پیدا x کوچکترمساوی عدد هر تجزیه ی در p اول عامل توان این صورت در و می دهیم انجام را کار این اول عدد هر برای حال

با: است برابر الگوریتم این اجرای زمان

O
(∑

pاول
(
x

p
+

x

p٢ + . . . )
)
= O

(∑
pاول

x

p− ١
)
= O

(
x×

∑
pاول

١
p− ١

)
= O

(
x×

∑
pاول

١
p

)
= O(x log log x)

p١ < p٢ < · · · < pr و اولند ها pi به طوری که است A = p١a١p٢a٢ . . . prar هستیم دنبالش به که عددی فرض کرد می توان د)
p١a١ . . . pi−١ai−١piai+١pi+١aipi+٢ai+٢ . . . prar عدد می توان آنگاه ai < ai+١ مثلا اگر که چرا .a١ ≥ a٢ ≥ · · · ≥ ar و

است. برابر A مقسوم علیه های تعداد با مقسوم علیه هایش تعداد که گرفت نظر در را
بین در که می دهیم ارائه الگوریتمی یعنی می یابیم را مقسوم علیه تعداد بیشترین با عددی دارند را خاصیت این که اعدادی بین در حال
پرمقسوم علیه ترین a١ ≥ a٢ ≥ ... ≥ ar و p١ < p٢ < · · · < pr که p١a١p٢a٢ . . . prar شکل به x کمترمساوی اعداد تمام

نشد. اثبات کلاس در اما است O(x) آن اجرای زمان که است الگوریتم این برای زیر شبه کد بیابد. را

٢
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Func(curr_A,min_a, i, curr_div)

1 if min_a == 0

2 ans = max{ans, curr_div}

3 return

4 for ai = 0 to min_a

5 if curr_A× pi
ai ≤ x

6 Func(curr_A× pi
ai , ai, i+ 1, curr_div × (ai + 1))

curr_A اول عوامل برای توان کوچکترین min_a است. عدد پرمقسوم علیه ترین کاندیدای که است عددی همان curr_A
تعداد هم curr_div است. اول عدد i‐امین ،pi از منظور یعنی است اول عدد اندیس i شده است. ظاهر حال به تا که است

است. curr_A عدد مقسوم علیه های
می دهد. را مقسوم علیه تعداد بیشترین همان ans مقدار کار انتهای در و می زنیم صدا (١,∞, ١, ٠) مقادیر با را تابع کار ابتدای در

است. بوده صفر کار ابتدای در که است global متغیر یک ans متغیر که کنید دقت
می کند. اشاره عدد پرمقسوم علیه ترین به پوینتر این نهایتا ،ans شدن بزرگتر هنگام curr_A عدد به پوینتر یک نگه داشتن با همچنین

یافت. را x کمترمساوی عدد پرمقسوم علیه ترین O(x) زمان در می توان روش این با کل در پس
را مقدار k این مینیمم آرایه این از متوالی مقدار k هر برای می خواهیم شده است. داده A[] مانند اعداد از آرایه یک و k طبیعی عدد .٣

زمان در را کار این که کنید طراحی الگوریتمی بیابیم.
O(nk) الف)

O(n) ب)
دهد. انجام

: حل
١ ≤ i ≤ n − k + ١ هر برای یعنی می کنیم چک را مختلف k‐تایی های تمام بروت فورس الگوریتم یک از استفاده با الف)
با است برابر الگوریتم کل اجرای زمان می یابیم. O(k) زمان در را مینیمم A[i], A[i+ ١], . . . , A[i+ k − ١] مقادیر تمام بین

.O(nk)

تقسیم n٢ طول های به بخش ٢ به را آرایه می کنیم. ارائه قبل قسمت برای حل و تقسیم روش از استفاده با دیگر جواب یک ابتدا ب)
شامل هم که بیابیم را k‐تایی بازه های مینیمم است کافی حال می کنیم. حل بخش هر برای را مسئله بازگشتی طور به و می کنیم

راست اند. نصفه ی از اعدادی شامل هم و چپ نصفه ی از اعدادی
k تایی ها k این تعداد بیابیم. O(k) با را مینیمم کدام هر برای و بگیریم نظر در را ممکن k‐تایی های تمام که است این روش یک
می آید بدست الگوریتم زمان برای که بازگشتی رابطه ی روش این با پس .O(k٢) با است برابر قسمت این هزینه ی کل در و تاست

با: است برابر

T (n) = ٢T (n٢ ) +O(k٢)

است!! بدتر هم قبل قسمت زمان از حتی که می رسیم O(nk٢) اجرای زمان به آن حل با که
i تا ١ اندیس های کنید فرض شد بخش دو آرایه اینکه از بعد این منظور برای دهیم. کاهش O(k) به را O(k٢) که است این هدف

باشند. آرایه راست سمت در n تا i+ ١ اندیس های و آرایه چپ سمت در
i−k+١ ≤ t ≤ i هر برای همچنین می کنیم. تعریف A[t] تا A[i+١] بین اعداد مینیمم را bt عدد i+١ ≤ t ≤ i+k هر ازای به

می کنیم. تعریف A[i] تا A[t] بین اعداد مینیمم را ct عدد
ct+١ عدد دو مینیمم دفعه هر t = i− k + ١ تا t = i از شروع با زیرا است. انجام قابل O(k) زمان در ها bt و ها ct محاسبه ی

٣
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را A[t] و bt−١ عدد دو مینیمم دفعه هر t = i + k تا t = i + ١ از شروع با مشابه به طور و می دهیم قرار ct جای به را A[t] و
می دهیم. قرار bt به جای

cr عدد دو مینیمم است کافی r ≤ i < r + k − ١ به طوری که A[r + k − ١] تا A[r] بین اعداد مینیمم محاسبه ی برای حال
شامل هم و چپ سمت از عددی شامل هم که متوالی عدد k هر مینیمم محاسبات این با کل در پس کنیم. محاسبه را br+k−١ و

می یابد: تغییر شکل این به بازگشتی رابطه ی و است محاسبه قابل O(k) زمان در است راست سمت از عددی

T (n) = ٢T (n٢ ) +O(k)

چرا T (i) = ٠ داریم i < k هر برای اما است قبل بخش زمان همان که می رسیم O(kn) زمان به بازگشتی رابطه ی حل با این دفعه
کنیم. چک را آنها بخواهیم که نداریم متوالی مقدار k اصلا باشد k از کمتر آرایه طول وقتی که

می رسیم. T (n) = O(n) یعنی می خواهیم که زمانی به کنیم حل را بازگشتی رابطه ی جدید شرایط با اگر بنابراین
هزینه پایین به log n − log k ارتفاع از اما است log n ارتفاع کل کنیم رسم را T (n) محاسبه برای بازگشتی درخت اگر درواقع
خواهد برابر الگوریتم اجرای زمان کلی طور به و دارند صفر هزینه همگی درخت از آخر سطر log k دیگر عبارت به است صفر رئوس

با: بود

O(k × ٢logn−log k) = O(k × n

k
) = O(n)

کنید. حل را آخر مسئله دوطرفه صف از استفاده با کنید سعی می توانید تمرین عنوان به

۴
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی تمرین: حل مدرس

[۹۹ [بهار

مستانی مهدی نگارنده: برشی رأس  های و همبند قویاً مؤلفه های :۲ جلسه

جستجوی با که داریم قصد تمرین حل جلسه این در شدیم. آشنا گراف ها ۱در (ⅮFS)عمق اول جستجوی با درس چهارم جلسه در
شویم. آشنا بیشتر آن کاربرد های و اول عمق

همبند قویاً مؤلفه های ۱

یک w هر گاه ۲گوییم همبند قویاً مؤلفه ی یک را (w ⊆ V ) w مانند رئوس از مجموعه ای ، D = (V,A) جهت دار گراف در .۱ تعریف
. باشد موجود گراف در s به t از مسیری همینطور و t به s از مسیری s, t ∈ w هر برای به طوری که باشد رئوس ۳از زیرمجموعه ی ماکسیمال
ندارند). مشترک رأس یک  همبندی مؤلفه ی قویاً دو هیچ عبارتی می کنند(به افراز را جهت دار گراف  راس های ، همبند قویاً مؤلفه های .۱ قضیه

رأس به c1 مؤلفه ی رأس هر از که آن جایی باشند.از مشترک s مانند رأسی در c2 و c1 مانند همبند قویاً مؤلفه ی دو که کنید فرض اثبات.
c2 از رأس هر و c1 از رأس هر بین داریم،آن گاه را مشابهی شرایط c2 مؤلفه ی برای و دارد وجود مسیری c1 مؤلفه ی رأس هر به s از و s

ندارند. اشتراک یکدیگر با همبندی مؤلفه ی قویاً دو هیچ است.پس تناقض در c2 و c1 بودن ماکسیمال با این و دارد وجود مسیری

از مسیری t و s مانند رأس دو بین اگر که می باشند؛زیرا رأس ها تک ۴ (ⅮAG)دور بدون جهت دار گراف برای همبند قویاً مؤلفه های مثال:
� است. تناقض در گراف بودن دور بدون با و است دور دارای گراف داشته باشیم،آنگاه s به t از مسیری و t به s

گراف) رئوس همه دارد.(شامل همبند قویاً مؤلفه یک تنها آنگاه باشد، دار جهت دوری گراف اگر مثال:

1

2
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�

همبند قویاً مؤلفه های یافتن برای الگوریتمی ۲

یال های و هستند D گراف همبند قویاً مؤلفه های آن رئوس که می سازیم صورت بدین را H گراف D = (V,A) دار جهت گراف برای
رسم c2 به c1 از جهت داری یال ، c2 و c1 مانند هستند) D همبند قویاً مؤلفه های همان (که H از رأس دو بین که است صورت بدین آن
گراف در v به u از جهت داری باشد(یال uv ∈ A که باشد موجود c2 مؤلفه در v مانند راسی و u مانند c1 مؤلفه داخل راسی اگر می کنیم

باشیم). داشته D اولیه

باشیم(با داشته u به v از مسیری و v به u از مسیری هم همزمان نمی توانیم u, v ∈ V (H) مانند دلخواه رأس دو برای چون حال
در و است دور فاقد H جهت دار گراف که می گیریم نتیجه پس است)، تناقض در راس دو این متناظر همبند قویاً مؤلفه های بودن ماکسیمال

است. DAG یک H نتیجه

v1

v2 v3

v4 v5 v6 v7 v8 v9

c1

c2
c3 c4

اند شده مشخص همبند قویاً مؤلفه های آن در که D دار جهت گراف :۱ شکل

c1 c2 c3 c4

۱ گراف با متناظر H دار جهت گراف :۲ شکل

d(v), f(v) درس،مقادیر چهارم DFSجلسه الگوریتم مشابه v ∈ V (D) هر برای و می کنیم اجرا DFSرا Dالگوریتم گراف روی بر
کنیم: تعریف c ∈ V (H) هر برای مشابهاً می کنیم. مشخص v برای را

d(c) = min{d(v)|v ∈ c}

f(c) = min{f(v)|v ∈ c}

مشابهاً و شده ایم وارد همبندی مؤلفه  ی این رئوس مجموعه کل به بار اولین که زمانی d(c) که داریم c ∈ V (H) هر ،برای مفهومی لحاظ از
شده ایم. خارج رئوس مجموعه این از نهایت در که است زمانی f(c)

۲
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در که زیرا ؛ f(ci) > f(cj) که بگیریم نتیجه می توانیم آن گاه cicj ∈ A(H) که باشیم داشته ci, cj ∈ V (H) رئوس برای اگر حال
به ci از یال چون و باشیم کرده پیمایش را شده اند خارج رأس آن از که یال هایی تمام که می شویم خارج رأس یک از زمانی DFS الگوریتم

. شد خواهد تمام cj از تر دیر ci پس است)، ⅮAG عبارتی است(به دور بدون نیز H گراف و است موجود cj

ci cj

f(ci) > f(cj)

H گراف رئوس روی بر ⅮFS الگوریتم پایان زمان :۳ شکل

آوردیم دست به بیاوریم.چون دست به ⅮFS الگوریتم اجرای دیگر بار یک با را همبند قویاً مؤلفه های تا می کنیم استفاده ۳ رابطه از حال
آن گاه آوریم، دست به را DAG توپولوژیک۵این مرتب سازی که بتوانیم اگر است، DAG یک همبند) قویاً مؤلفه های گراف H(همان که
است،آن گاه کدام می شود تمام دیر تر DFS الگوریتم اجرای در H در رأس کدام که بدانیم آوریم.اگر دست به را مؤلفه ها که می توانیم
تا و برویم H در بعدی رأس سراغ به سپس و آوریم دست به را آن همبند قویاً مؤلفه و کنیم شروع را DFS الگوریتم رأس آن از می توانیم

بیاوریم. دست به را همبند قویاً مؤلفه های همه نهایت در

بگیرید: نظر در را زیر DAG

c1 c2 c3 c4

c5

G گراف :۴ شکل

مؤلفه ها، تمامی بین در و است برقرار f(c3) > f(c4), f(c2) > f(c3), f(c2) > f(c5) روابط مثال برای که می کند بیان ۳ رابطه
آن روی بر الگوریتم اجرای همه از دیر تر که ،رأسی (D)اصلی گراف روی بر شده اجرا DFS در است؛پس بزرگتر مؤلفه ها سایر از f(c1)

باشد. c1 مؤلفه در باید می شود، تمام

اصلی معکوس۶گراف گراف ، (D)اصلی گراف روی از که است این کنیم، حل را مسئله این بتوانیم تا می شود باعث که ایده ای حال
از کنیم.منظور اجرا را DFS الگوریتم DT روی بر و ( بنامید HT را DT با متناظر همبند قویاً مؤلفه های گراف و DT را بسازیم(آن را
و ( V (H) = V (D)) هستند D رئوس همان گراف، این رئوس که است این می نامیم، DT را آن که D گراف با متناظر معکوس گراف

vu ∈ A(DT ) اگر تنها و اگر uv ∈ A(D) کنیم؛یعنی برعکس DT گراف در را D ها یال جهت

c1 c2 c3 c4

c5

(GT ) ۴ معکوس گراف :۵ شکل
5Topological Sorting
6reverse
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یکسان اولیه گراف با آن همیند قویاً مؤلفه های ، بگیریم نظر در را دار جهت گراف یک معکوس اگر که کرد بررسی می توان سادگی به
معکوس گراف است،در داشته )وجود v به u از هم و u به v از جهت(هم دو هر در مسیری اصلی گراف در u, v رأس دو بین اگر است؛زیرا

( برعکس و است شده تبدیل v به u از مسیر به u به v است.(مسیر موجود جهت دو هر در مسیر همچنان نیز

اجرا D گراف روی بر را DFS الگوریتم بار یک ابتدا که است صورت بدین D گراف همبند قویاً مؤلفه های یافتن الگوریتم پس
می کنیم اجرا D روی بر DFS از آمده دست به f(v) نزولی ترتیب با را DFS الگوریتم آن روی بر و می سازیم را DT گراف می کنیم.سپس

می دهیم. خروجی D از همبند قویاً مؤلفه یک عنوان به را DT گراف از DFS درخت هر رئوس سپس و

f نزولی ترتیب به DFS که است.هنگامی بزرگتر مؤلفه ها سایر از f(c1) ، ۳ گراف در مثلا که است این الگوریتم این درستی دلیل
دارد.با قرار c1 )،در است بیشینه f(v) که داریم و بنامید v را می شود(آن اجرا آن روی بر الگوریتم که رأسی کنیم،اولین اجرا DT روی بر
هیچ به .به علاوه هستند) همبند قویاً مؤلفه یک در می رسیم(چون c1 مؤلفه در موجود رئوس تمامی به وضوح ،به v روی بر DFS اجرای
c1 مؤلفه ی از باید برسیم،آنگاه c2 مانند دیگری مؤلفه ی از u مانند راسی به و نباشد اینگونه اگر نمی رسیم؛زیرا نیز مؤلفه این از خارج رأس
. ( ۳ رابطه به توجه است.(با تناقض در f(c1) بودن بیشینه با و است موجود یال D در c1 به c2 از یعنی این و باشد یال DT در c2 به

. می کند کار درستی به شده ارائه الگوریتم بنابر این

پذیری ۲⁃صدق مسئله ۳

باید ابتدا مسئله بیان از است.پیش ( 2− SAT خلاصه صورت به ۷(یا پذیری ۲⁃صدق مسئله حل ، DFS الگوریتم کاربرد های از یکی
می کنیم. بیان را مفهوم چند

. گویند می لیترال را آن نقیض یا متغیر ۸:یک لیترال

است. لیترال تعدادی ( OR یا( مسئله، این در عبارت از منظور عبارت:

: شد) خواهد بررسی آتی جلسات در دارد، نام 3− SAT که مسئله این تر پیشرفته صورت می دهیم( شرح را 2− SAT مسئله حال

است. لیترال ۲ شامل عبارت هر که است عبارت تعدادی AND که فرمول ورودی:یک

شده، داده فرمول به صورت این در ؟ شود true مقدار ، شده داده فرمول که است موجود متغیر ها برای مقدار دهی ای آیا خروجی:
گویند. ارضاپذیر

است: 2− SAT مسئله ورودی از نمونه یک زیر فرمول مثال:

(x1 ∨ x̄4) ∧ (x̄2 ∨ x3) ∧ (x̄1 ∨ x2) ∧ (x̄1 ∨ x̄2) ∧ (x3 ∨ x1) ∧ (x4 ∨ x̄3)

�

برای که است کنیم.واضح حل همبند قویاً مؤلفه های یافتن کمک به را آن و کنیم مدل  جهت داری گراف به را مسئله که می خواهیم حال
شود. true ها عبارت تک تک باید true شود، فرمول کل این که

طرز به را آن یال های باید می گیریم.حال نظر در را آن نقیض و متغیر داریم،هر را آن ساختن قصد که جهت داری گراف رأس های برای
شود. کامل مدل سازی تا کنیم تعریف مناسبی

72-CNF satisfiability
8literal
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می کنیم: اضافه متناظر گراف در یال دو عبارت این باشد،برای موجود فرمول در (li ∨ lj) عبارت اگر مثال طور به ها، یال ساختن برای
l̄i نباشد(یعنی true مقدار دارای ،li اگر که است این خلاصه طور به آن دلیل .( li به l̄j از (یال l̄jli یال و ( lj به l̄i از (یال l̄ilj یال
گراف پس برعکس. و باشد داشته true مقدار lj که باید ، شود true عبارت این مقدار این که برای الزاماً آن گاه ، ( باشد true مقدارش

است: زیر صورت به ۳ عبارت با متناظر گراف مثال می سازیم.برای صورت بدین را

x1

x2

x3

x4

x̄1

x̄2

x̄3

x̄4

۳ عبارت با متناظر گراف :۶ شکل

متناظر (گراف G(F ) از همبند قویاً مؤلفه یک در x̄i و xi لیترال های ، xi متغیر هیچ برای اگر تنها و اگر است ارضا پذیر F فرمول .۱ ادعا
نباشند. ( F فرمول با

ارضا فرمول باشند،آن گاه همبند قویاً مؤلفه یک در x̄i و xi که باشد موجود xi مانند متغیری اگر است.یعنی واضح ادعا طرف یک اثبات.
به xi از یالی یال ها،اگر تعریف نحوه توجه داریم.با xi به x̄i از مسیری و x̄i به xi از مسیری یعنی باشد، اینگونه که کنید نیست؛فرض پذیر
مقدارش بخواهد xi اگر داریم،پس x̄i به xi از مسیری چون باشد.پس true نیز xj باید آن گاه باشد، true مقدارش xi اگر آن گاه باشد، xj
نمی توان می انجامد.بنابراین تناقض به نیز xi به x̄i از مسیر برای استدلال همین است.مشابه تناقض که true مقدارش x̄i باید باشد، true
این و هستند همبند قویاً مؤلفه یک در رئوس تمامی ۶ گراف در مثال نیست.برای ارضا پذیر فرمول و کرد ارضا را محدودیت ها این تمامی

نیست. ارضاپذیر ۳ فرمول که می دهد نتیجه

یافتن برای روشی می خواهیم ادامه نیست.در مؤلفه  یک در نقیضش با متغیری هیچ ، شده ساخته گراف در که کنید فرض برعکس حال
شود. true مقدارش گراف، با متناظر فرمول طوری که بیابیم متغیر ها به مناسب مقدار دهی

می کنیم: عمل زیر روش مناسب،به مقدار دهی این یافتن برای

انتها در سازی مرتب  این در که مؤلفه ای سپس می گیریم. نظر در را ( همبند قویاً مؤلفه های (گراف H گراف توپولوژیک سازی مرتب
مثلا می کنیم. true را آن در موجود لیترال های تمامی )و بنامید c را (آن می گیریم نظر در را شود) نمی خارج مولفه این از یالی داد(هیچ قرار
با معادل که می کنیم true را x̄j بود، مؤلفه این در x̄j مثلا اگر و می دهیم قرار true با برابر را xi مقدار باشد،آن گاه مؤلفه این در xi اگر
مشخص آن ها مقدار که متغیر هایی تمام سپس و می کنیم true را c مؤلفه داخل لیترال هر دهیم.پس قرار false با برابر را xj که است این
همین باقیمانده گراف برای کنیم.سپس حذف گراف از نیز را x̄i باید کنیم،آن گاه true را xi اگر می کنیم(مثلا حذف گراف از را شده است

.( می کنیم true را آن لیترال های و می گیریم نظر در را باقیمانده گراف در خروجی یال بدون می دهیم.(مؤلفه ی انجام را کار

است: صورت بدین آن مرحله به مرحله بیان

۵
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می یابیم. را همبند قویاً مؤلفه های توپولوژیک سازی ۱⁃مرتب

بنامید): c را می گیریم(آن نظر در را خروجی) یال بدون آخر(مؤلفه ۲⁃مؤلفه

c1 c2 c3 c4

. است مؤلفه ی آخر c4 بالا،مؤلفه ی گراف در مثال برای

. می کنیم حذف را آن ها نقیض های و c داخل لیترال های با متناظر رئوس کنید.سپس true را c در موجود رئوس تمامی ۳⁃مقدار

می رویم. ۲ مرحله به باقیمانده) گراف در رأس داشتن وجود صورت ۴⁃(در

متغیر یعنی کنیم ایجاد درست را محدودیت ها اگر آن درستی اثبات برای می کند. ارضا را فرمول مقدار دهی این که می کنیم ثابت حال
نظر در را جایی باشد.اولین خراب مقدار دهی این که کنید است.فرض پذیر ارضا فرمول حتما نباشند همبند قویاً مؤلفه یک در نقیض آن و
مقدار قبلا ولی شود true مقدارش lj که باید و است موجود lilj یال و کرده ایم true را li متغیر کنید دهد.فرض رخ اتفاق این که بگیرید
false با برابر lj مقدار چون و باشد داشته وجود باید نیز l̄j l̄i داشت،یال وجود یال ها ایجاد بین که تقارنی به است.بنا شده تعیین false آن
باید دارد،آن گاه وجود l̄j l̄i یال چون کرده ایم.حال حذف را lj , l̄j سپس و باشد true با برابر l̄j مقدار آن از قبل باید پس است، شده تعیین
تناقض که می شود تعیین اینجا در نیز li مقدار پس که است می شده true با برابر و است می شده تعیین l̄j مقدارِ تعیین مرحله ی همان در l̄i

می کند. ارضا را فرمول دهی مقدار این است.پس

جهت بدون گراف در برشی رأس های کردن پیدا ۴

گویند. برشی رأس ، یابد افزایش آن همبندی مؤلفه های تعداد آن شدن حذف با که رأسی .۲ تعریف

جهت بدون گراف یک ورودی:

ورودی گراف برشی رأس های خروجی:

می کنیم: ثابت را برشی رأس های از خصوصیت چند ابتدا مسئله، حل برای

درخت این در فرزند دو حداقل اگر تنها و اگر است برشی s رأس این صورت باشد.در DFS درخت یک ریشه ی s رأس کنید فرض ⁃۱
باشد. داشته

در c1 مثل حذفش از پس همبندی مؤلفه یک به نمی تواند s که کنید توجه ابتدا در باشد. برشی s رأس که کنید فرض ابتدا در اثبات.
سایر چون ببیند،آن گاه را مؤلفه این از u رأس بار اولین برای اگر باشد،آن گاه این گونه اگر مثلا زیرا باشد؛ داشته یال دو مذکور DFS درخت
حذف از پس باشد.حال داشته DFS درخت در دیگری یال مؤلفه این به نمی تواند s دیگر می شوند،آن گاه دیده u طریق از c1 مؤلفه رئوس
دیده ابتدا در که دیگر مؤلفه توسط مؤلفه این از یکی این صورت غیر نیست(در یالی باقیمانده مؤلفه های از تا دو هیچ بین که است واضح s
فرزند ۲ حداقل باید درخت،پس ریشه و است برشی رأس s چون پس گیرد). نمی قرار مجزا مؤلفه های در دیگر و می شود می شود،بررسی

باشد. داشته درخت این در

DFS اجرای الگوریتم حین در که کنید فرض ( u, v باشد.(رئوس داشته DFS درخت در فرزند دو حداقل s که که کنید فرض حال

۶
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u

s

v

c1 c2

s ریشه با DFS از حاصل درخت :۷ شکل

اینکه از قبل )،تا ۷ در قرمز چین خط مسیر نگذرد(مانند s از که باشد موجود v به u از مسیری اگر حال کنیم. بررسی را u رأس ابتدا در
رأس که بنابر این و نمی شود تمام D روی بر DFS اجرای  الگوریتم (v رأس جمله باشیم(از ملاقات۹نکرده را می گذرد u از که رئوسی همه
برشی رأس s ندارد.پس وجود مسیری چنین است.پس تناقض که نیست متصل s به DFS درخت در دیگر و می شود ملاقات v توسط v

است.

به طوری که داشته باشد t مانند فرزندی v اگر تنها و اگر است برشی v رأس باشد،آن گاه DFS درخت از ریشه غیر رأس v رأس ۲⁃اگر
باشد. نداشته وجود (v از (غیر v یک به t نوادگان از یکی یا t از بازگشتی یال هیچ

باشد. برشی رأس v که کنید فرض اثبات.

t

v

s

c1 c2

s ریشه با DFS از حاصل درخت :۸ شکل

،( است v اجداد شامل (که c2 مؤلفه همبندی به t از مسیری نمی توان که می شود نتیجه قبلی، حالت در استدلال مشابه ۸ شکل در حال
طریق از یکدیگر به v حذف از پس مؤلفه دو این باشد،آن گاه موجود مسیری چنین اگر که )؛زیرا ۸ شکل رنگ قرمز چین خط داشت(مسیر

است. تناقض در v بودن برشی با و متصل اند مسیر این

وجود (v از (غیر v یک به t نوادگان از یکی یا t از بازگشتی یال هیچ به طوری که داشته باشد t مانند فرزندی v کنید فرض برعکس، حال
وجود s و t بین مسیری ، v حذف با می کنیم ادعا ندارد. وجود v اجداد به c1 مؤلفه از یالی هیچ ، ۸ شکل در مثال برای باشد.پس نداشته
DFS هنگام در .( بنامید e را یال شد(این خواهد  خارج c1 مؤلفه از جایی مسیر دارد.این وجود مسیری چنین کنید فرض داشت. نخواهد
( بنامید u نیز را رأس است(این c1 از خارج که e از رأس آن رنگ که کنیم بررسی می خواهیم می شود.حال بررسی یال این c1 مؤلفه ی در
باشد،باید این گونه اگر که باشد(زیرا سفید نمی توانسته u رنگ که است واضح است). شده بررسی چهارم جلسه در ها چیست(رنگ دهی

9visit
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تنها آن گاه است جهت بدون گراف چون و تقاطعی یال یا است رو به جلو یال یا e یال باشد،آنگاه سیاه u اگر گیرد).حال قرار c1 مؤلفه در u
می تواند تنها و باشد سیاه نمی تواند u رنگ بنابر این و کنید) ثابت را مطلب این تمرین عنوان باشیم(به داشته بازگشتی و درختی یال می توانیم
می شود نتیجه و باشد( e یال دیگر طرف اجداد از یکی u باید پس است، بازگشتی e یال چون و باشد بازگشتی یال e یال و باشد  خاکستری

می شود. ثابت نیز قسمت این است.پس تناقض در ما اولیه فرض با که ( هست نیز v اجداد از u رأس که

کنید: تعریف صورت بدین v رأس هر برای را low ۳⁃پارامتر

v.low = min

 v.d

w.d (u,w) is a backedge for some descendant u of v

رنگ): آبی یال های واسطه هستند.(به w برای موجود گزینه های z, x رئوس که داریم زیر DFS درخت در مثال برای
s

x

z

v

u

.( است گراف یال های تعداد E کرد( محاسبه O(E) زمان در v ∈ V همه برای می توان را v.low که می توانیم که کنید ثابت حال

: کنیم تعریف می توانیم بخش این اثبات برای

v.low = min


v.d

u.low u is a child of v

w.d (u,w) is a backedge for some descendant u of v

بر DFS که وقتی و است شده محاسبه u.low مقدار بازگشتی طور به v.low محسابه هنگام کنید فرض فوق، شکل در مثال برای حال
مقایسه u.low با را است v.d با برابر ابتدا در که داریم v.low برای که مقداری می گردیم، باز v رأس به رسید،هنگامی که اتمام به u روی
آپدیت می توانیم طریق همین به نیز بازگشتی یال های برای و v رأس فرزندان سایر برای مشابهاً و می کنیم آپدیت را آن بود کمتر اگر و می کنیم

است. انجام قابل شده گفته زمان در که کرد بررسی می توان و کنیم

کرد. پیدا O(E) در می توان را G برشی رأس های همه که دهید نشان ⁃۴

است. انجام قابل راحتی به که نه یا دارد فرزند دو که کرد بررسی می توان ( DFS درخت (ریشه اول دسته برشی رأس های برای

است شدن تمام آستانه در که v فرزندان از یک هر برای ، v مانند ریشه ای غیر رأس ریشه)،برای دسته ی دوم(غیر رأس های بررسی برای
را u.low ،مقدار ( u می کنیم(مثل بررسی را v فرزندان low مقدار شویم، خارج رأس این DFS تابع از و تعیین کنیم را v.f مقدار باید و
و هستند (v اجداد بازگشتی(به یال دارای نوادگانش و رأس این که معناست بود،بدین v.d از کمتر مقدار این اگر و می کنیم مقایسه v.d با

۸
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را ویژگی این که بود رأس یک اگر ولی باشد برشی که نمی تواند v دیگر بودند،آن گاه ویژگی این دارای DFS درخت در v فرزندان همه اگر
می شود. کامل نیز قسمت این و است برشی رأس v آن گاه نداشت،

مراجع
[1] CLRS Cormen, Thomas H., et al. Section 22, Problem 2 Introduction to Algorithms. 3rd ed., MIT

Press, 2009
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
ول امین محمد تمرین: حل مدرس

[٩٩ [بهار

نیشابوری آیسان نگارنده: کمینه فراگیر درخت وریتم های ال سازی پیاده :٣ تمرین حل جلسه

شد. گرفته قرار بحث مورد ١ کمینه فراگیر درخت کردن پیدا برای وریتم ال سری ی پیاده سازی راه های جلسه این در

(Kruskal) ال کروس وریتم ال ١

چ حال به تا و دارد را وزن کم ترین که یال مرحله هر در و داریم همبندی ی مؤلفه سری ی که است ل ش این به وریتم، ال این کلیت
این دوباره بودند مؤلفه ی در اگر نه. یا هستند گراف همبندی ی مؤلفه ی در یال، این سر دو آیا که م بینیم و م کنیم چ را است نشده

م کنیم. اضافه درخت مان به را یال این صورت این غیر در م رویم) بعدی یال سراغ به (یعن م کنیم تکرار را کار

A B

C D

E F

5

13

3

44

2

4

7

ال، کروس وریتم ال با گراف این کمینه فراگیر درخت کردن پیدا برای است، شده نوشته آن ها روی یال ها وزن که بالا گراف در مثال برای
به آن از بعد بر م داریم دلخواه ترتیب با را دارند سه وزن که یال هایی آن از پس و دو وزن با یال سپس بر م داریم، را ی وزن با یال ابتدا
انتخاب درخت مان برای را آن پس است، مؤلفه ی در یال این سر دو م بینیم و م داریم بر را دارند چهار وزن که یال هایی از ی تصادف
این تا نم شوند اضافه درخت مان به یال ها این و م شود تکرار روند این پنج وزن با یال سپس و چهار وزن به یال ها همه ی برای و نم کنیم

م رسیم. زیر کمینه فراگیر درخت درخت به نهایت در و م کنیم اضافه درخت به را هفت وزن با یال که
1Minimum Spanning Tree (MST)

١
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A B

C D

E F
13

3

2 7

روی را Merge Sort باشد. E آرایه این اندازه ی م کنیم فرض و م داریم نگه یال ها از آرایه ی ابتدا وریتم ال این پیاده سازی برای
م باشد. O(E log(E)) زمان از که م کنیم اجرا آرایه مان

ادغام را مؤلفه هایشان که این و نه یا هستند مؤلفه ی در رأس دو کنیم چ که این برای لازم زمان که کنیم فرض طور این اگر حال
سپس م سازیم، را یال ها آرایه ی O(E) از که ابتدا در زیرا م شود انجام O(E log(E)+E) زمان در وریتم ال کل است، O(1) از کنیم
مؤلفه ی درون که م کنیم چ را سرش دو بار ی ماکزیمم یال هر ازای به این از پس و م کنیم مرتب را آرایه این O(E log(E)) از

است. O(E) از کار این ما، فرض این با پس نه یا هستند

سری ی را راس ها ما کار این برای نیست. بدیه O(1) با نه یا هستند مؤلفه ی درون یال دو که این بررس که است این واقعیت اما
نه یا هستند قبیله ی در رأس دو که این کردن چ برای مرحله هر در و دارد رئیس قبیله ای هر و دارند قبیله سری ی که م کنیم فرض آدم
که است زمان دارد وجود که ل مش نیستند. قبیله ی در صورت این غیر در هستند، قبیله ی در بود ی اگر و م کنیم نگاه را رئیس شان
رد روی چند کار این برای کنیم. آپدیت را گراف واقع در و کنیم تبدیل مؤلفه ی به را گراف از مؤلفه دو و کنیم اضافه را یال م خواهیم

دارد: وجود

مخالف قبیله ی در که آدم هایی تک تک برای و کرده انتخاب رندوم طور به را ی قبیله دو رئیس دو بین از که است این اول رد روی ‐
ابتدا در باشد زیر) گراف (مانند ستاره ل ش به گراف مان اگر مثال برای زیرا ندارد خوبی زمان اردر کار این که کنیم عوض را رئیس هستند
که ر دی رأس های همه ی باید شود انتخاب قبیله رئیس عنوان به رأس تک گراف تصادف طور به بار هر اگر و هستند رأس ها تک مؤلفه ها
ادغام برای باشد داشته رأس V و باشد ستاره ل ش به گراف مان اگر و م شود عوض رئیس شان دارند وجود داریم لحظه در که درخت درون

زمان باید حالت بدترین در رأس ها تمام کردن
1 + 2 + ...+ V = O(V 2)

نیست. خوبی زمان این و باشیم داشته

1

234

5

6 7 8
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O(log V ) از تایی V مجموعه ی ی برای کردن ادغام ساختار این در که کنیم استفاده ٢ DSU ساختار از که است این دوم رد ‐روی
ادغام تا V پس داریم، مؤلفه ی ال کروس وریتم ال آخر در و داریم همبندی مؤلفه ی تعداد همین به و رأس تا V ابتدا در ما چون م باشد.

م باشد. O(V log V ) ادغام هایمان کل اردر و م دهیم انجام

داشت. خواهد O(V log V + E logE) زمان اردر ال کروس وریتم ال برویم جلو دوم رد روی با اگر کل در پس

یال های تعداد که دارد وجود گراف این از فراگیری درخت صورت چه در باشیم داشته آبی و قرمز های یال با گراف ی اگر سوال:
باشد؟ برابر آن آبی و قرمز

(Prim) پریم وریتم ال ٢

که G مجموعه ی ی و یرد ب قرار آن درون نهایت در درخت مان است قرار که داریم T مثل خال مجموعه ی ی ابتدا ما وریتم، ال این در
G از v مانند تصادف رأس ی اول مرحله ی در ندارد. رأس هیچ آخر در و است شده یل تش گراف یال های و رأس ها همه ی از ابتدا در
م کنیم بررس را است Gدر ر شان دی سر و T در سر شان ی که یال هایی تمام بعد مراحل در م کنیم. اضافه T مجموعه ی به و بر م داریم
به v با همراه را یال این باشد. وصل v به G در و u به Tدر یال این کنید فرض م کنیم، انتخاب دارد را وزن کم ترین که آن این ها بین از و

م کنیم. حذف G از را v و م کنیم اضافه T مجموعه ی

در کنیم. انتخاب را است G و T مجموعه ی بین و دارد مینیمم وزن که یال باید مرحله هر در کنیم، زمان تحلیل بخواهیم اگر حال
در مقدار این است) گراف رأس های تعداد n ) است |T | + |G| = n چون که دارد وجود یال تا |T | × |G| دو این بین حالت بد ترین

ی بار هر چون م دهیم، انجام را کار این بار n هم کل در است. O(n2) از که است n2

2 برابر باشد |G| = |T | = n
2 که حالت بدترین

م شود. O(n3) از وریتم ال کل در و م کنیم اضافه T به G از رأس

خانه ی بود T در ام i رأس اگر که م کنیم تعریف طور این را آرایه این و م داریم نگه رأس ها از آرایه ی نیافتد اتفاق این که این برای
e اگر صورت این غیر در م دهیم قرار −1 برابر را آرایه خانه ی باشد، نداشته یال T به رأس این اگر و میدهیم قرار −2 برابر را آرایه ام i
هر در حال م داریم. نگه را (u, e) دو تایی آرایه ام i خانه ی درون م کند وصل G در u رأس به را ام i رأس که باشد وزن کم ترین با یال
و −1 گه ای خانه هر برای و کنیم ط را آرایه دور ی است کاف دارد را وزن کم ترین و است G و T بین که یال کردن پیدا برای مرحله

م شود. انجام O(n) از کار این که کنیم پیدا را نظر مان مورد یال و کنیم چ را یال اش وزن نباشد، −2

لیست سپس و دهیم قرار −2 برابر را م نامیم) v را آن (که شده منتقل T به که رأس خانه ی است کاف هم آرایه کردن آپدیت برای
خانه ی در موجود یال وزن از e وزن ببینیم بود، وصل v به e یال با و بود G درون که u مانند هرکدام برای و کنیم چ را v مجاور رأس های
این دهیم. قرار (v, e) برابر را آن بود −1 برابر u با متناظر خانه ی اگر و کنیم آپدیت را آن بود کم تر اگر و نه یا است کم تر آرایه، در u رأس

دارد. مجاور راس n− 1 حداکثر v زیرا م شود انجام O(n) از کار

وریتم ال نتیجتا داریم، مرحله n کل در شد گفته قبلا که طور همان و م دهیم انجام O(n) زمان با کاری مرحله هر در ما کار، این با پس
م شود. انجام O(n2) زمان در ما

2Disjoint-set/Union-find Forest
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(Boruvka) برووکا وریتم ال ٣

هر مرحله هر در و است) مؤلفه ی رأس هایمان از کدارم هر ابتدا (در داریم مؤلفه سری ی که است ل ش این به برووکا، وریتم ال کلیت
است، یال کدام نیستند) خودش مؤلفه ی درون که رأس هایی (به بیرون فضای به یالش وزن ترین کم که میبیند U0 مانند مؤلفه ها از کدام

ی را مؤلفه دو این MST به e کردن اضافه با صورت این در باشد وصل U1 مؤلفه ی درون vرأس به و باشد e یال این کنیم فرض که
جداگانه طور به ها مؤلف  بین یال های که چرا شود، انجام م تواند کامپیوتر چند با موازی طور به که است این وریتم ال این خوبی م کنیم.

م شوند. بررس

دو U1 و U0 مؤلفه ی دو بین مثال برای اگر زیرا باشد، سان ی نباید یال ها وزن که است این دارد، وجود وریتم ال این درون که نکته ای
را e1 ، U0 مرحله ای در و باشند U1 و U0 از شده خارج یال های وزن ترین کم یال دو این و باشد داشته وجود k وزن با دو هر e2 و e1 یال
درخت به نهایت در م شود باعث که م شود ایجاد دور و م شود اضافه یال دو مؤلفه دو این بین صورت این در e2 ، U1 و کند انتخاب

م کند. ایجاد ل مش این و نرسیم

قرار −1 برابر را آن با متناظر خانه ی باشد، مؤلفه ای درون یال آن اگر و م داریم نگه یال ها از E اندازه ی به آرایه ی ی وریتم، ال این برای
مؤلفه هایمان که داریم مجموعه سری ی و م داریم نگه را آن ته و سر رأس و یال وزن آرایه خانه ی آن درون صورت این غیر در م دهیم.

م داریم. نگه بیرون به را یال اش وزن ترین کم مؤلفه هر برای و م کنیم پیاده سازی DSU با را آن ها و هستند

همه ی م دانیم و م کنیم ادغام را ها یال این سر دو های مؤلفه و داریم را خودش از بیرون به مؤلفه هر یال وزن ترین کم مرحله، هر در
کم هم مؤلفه هر برای و کنیم آپدیت را یال هایمان آرایه ی است کاف حال پریم). وریتم ال مانند ) م شود انجام V log V زمان با ادغام ها

کنیم. آپدیت بیرون به را یالش وزن ترین

در بودند اگر و نه یا هستند مؤلفه ی در ببینیم و کنیم نگاه را آن ته و سر یال هر برای است کاف یال ها، آرایه ی کردن آپدیت برای
نم کنیم، ایجاد آن در تغییری و دارد قرار خانه این درون آن ته و سر رأس و یال وزن صورت این غیر در ذاریم. ب -1 یال آن با متناظر خانه ی

م شود. انجام O(E) از یال ها همه ی برای پس م شود، انجام O(1) از یال هر برای کار این

را آن سر دو رأس های مؤلفه های e مانند یال هر برای و م کنیم حرکت یال ها آرایه ی روی مؤلفه، هر یال وزن ترین کم کردن آپدیت برای
کم تر k وزن از e وزن که م بینیم باشد، k ، U0 یال وزن ترین کم اگر باشند، U1 و U0 مؤلفه ها این م کنیم فرض حال م یابیم، O(1) از
همین هم e و U1 برای نم دهیم. تغییر را آن صورت این غیر در م دهیم قرار U0 مؤلفه ی یال وزن ترین کم را e بود تر کم اگر نه. یا است

م باشد. O(E) از کل در پس است، O(1) از یال هر برای عملیات این م کنیم. تکرار را کار

تعداد مرحله هر در پس م شود، ادغام ر دی ی مؤلفه ی با حداقل مؤلفه هر مرحله هر در زیرا داریم مرحله log V حداکثر هم کل در
پس م دهیم، انجام O(E) از عملیات هم مرحله هر در باشند. نم توانند تا log V بیش تر مراحل نتیجه در م شوند، نصف حداقل مؤلفه ها
وریتم مان ال زمان پس پریم)، وریتم ال (مانند است O(V log V ) از هم ادغام ها خود و م دهیم انجام O(E log V ) از عملیات کل در
تاست V − 1 حداقل یال هایش تعداد باشد، داشته فراگیر درخت است قرار گراف مان چون و است O(E log V + V log V ) از کل در

م باشد. O(E log V زمان( از وریتم ال کل و

۴
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
محمدی توفیق علیرضا مدرس:

[٩٩ [بهار

مستان مهدی نگارنده: پویا ساز برنامه :۴ تمرین حل جلسه

کنیم. بحث ( DP ) ١ پویا ساز برنامه مسائل از برخ به راجع داریم قصد جلسه این در

شلخته اعداد ١

مثال برای باشد. واحد دو حداقل آن مجاور رقم دو هر نگیریم،اختلاف نظر در را عدد چپ سمت های صفر اگر گوییم شلخته a عدد به
م و (r ≥ l) r و l عدد دو ورودی در حال . ( (3 − 2 = 1) < 2 ) نیست شلخته ١۵٣٢ عدد ول است شلخته عددی ١۵٩٣ عدد

آوریم. دست به را l, r) [ بازه در شلخته اعداد تعداد خواهیم

خیر. یا است شلخته رقم این بفهمیم م توانیم o(k) زمان در باشد، رقم k ما عدد اگر ، است شلخته عدد ی اینکه فهمیدن

بدهیم. خروج عنوان به را آنها تعداد و کنیم بررس را [l, r) بازه در اعداد تمام که است این سوال این حل برای ساده حل راه ی

تعداد که م شود این به تبدیل مسئله پس کنیم. کم [1, l) بازه در های جواب از و [1, r) بازه برای را جواب که است این ر دی راه ی
آوریم. دست  به [1, r) بازه در شلخته اعداد

است. r عدد طول اندازه |r| که کنیم حل را مسئله o(|r|) زمان در که دهیم ارائه وریتم ال که خواهیم م سوال این برای

است،  شلخته ما عدد صورت این است.در j آن چپ سمت رقم که رقم i شلخته اعداد که صورت بدین را dp[i][j] کنیم تعریف اگر
k حداکثر اعداد حال باشد. |x − j| ≤ 2 باید آنگاه بنامیم، x را آن را ام i − 1 رقم اگر و باشد شلخته آن راست سمت رقم i − 1 اگر

است. r عدد ارقام تعداد k که یابیم م را شلخته رقم

بنویسیم: را dp[i][j] برای را زیر بازگشت رابطه توانیم م که است واضح حال

dp[i][j] =
∑

x∈{0,1,...,9}
|x−j|≤2

dp[i− 1][x]

حالت دو x عدد برای آنگاه ، x = x1x2 . . . xt : صورت بدین ما x عدد و r = r1r2 . . . rk : باشد صورت بدین ما عدد اگر حال
داریم:

این محاسبه برای . م کنیم محاسبه را رقم |r − 1| …و ، رقم ٢ ، رقم ١ شلخته اعداد تعداد داریم حالت در : |x| < |r| (١
: بیابیم را زیر مقدار م توانیم مقادیر،

1dynamic programing

١

پویا برنامه ریزی . ۴ تمرین حل ۴٨٢جلسه



|r−1|∑
i=1

9∑
j=1

dp[i][j]

م کند. محاسبه را شلخته و رقم |r − 1| حداکثر اعداد تمام بالا مقدار

باشد، x < r اگر آنگاه x = x1x2 . . . xk و r = r1r2 . . . rk یریم، ب نظر در زیر صورت به را x و r اگر : |x| = |r| = k (٢
اعدادی تعداد و کنیم بندی حالت i مقدار روی اگر حال . xi+1 < ri+1 ول xi = ri …و و x2 = r2 و x1 = r1 که i دارد وجود آنگاه
واقع در آخر. ال همینطور و است تر کوچ r از ام i + 1 رقم در ول است سان ی r با ام i رقم تا و هستند رقم k که کنیم حساب را
رقم در و اند سان ی r با ام i− 1 رقم تا و است رقم k که کنیم حساب را شلخته اعداد تعداد (0 ≤ i ≤ k− 1) i هر ازای به م خواهیم
انجام ها i تمام برای را کار همین و کرد محاسبه را ∑r1<p dp[k][p] مقدار باید آنگاه r1 > x1 اگر مثال برای اند. تر کوچ r از ام i
برای ر دی ، بود |(r2 − r3)| = 1 اگر مثلا کنید کنیم.(توجه م محاسبه را r از تر کوچ شلخته اعداد نهایی مقدار نهایت در و دهیم م

( باشد شلخته تواند نم x ر دی که زیرا ؛ است صفر آنها dp مقدار ، i > 3 هر

آورد. دست به بالا توضیحات از استفاده با را اعداد این دقیق تعداد محاسبه، کم با توان م

شده بلاک شطرنج ٢

م دهیم. قرار را ای مهره توانیم نم ها خانه آن در و است شده ٢ مسدود آن های خانه از تعدادی که داریم n × n شطرنج صفحه ی
هر در رخ (مهره نکنند تهدید را ر دی ی تایی دو هیچ که طوری به دهیم قرار قلعه(رخ) مهره n جدول این مسدود غیر های خانه در خواهیم

بیابیم. را مهره n این دادن قرار های حالت تعداد م خواهیم م کند). تهدید را ستون آن و سطر آن های خانه تمام گیرد، قرار که ای خانه

ی که این کردن چ برای که داریم حالت n! کار این برای کنیم. چ را ها شت جای همه که است این سوال این برای حل راه ی
دارد. نیاز o(n× n!) زمان به حل راه این م دهد نتیجه که داریم نیاز زمان o(n) به ، خیر یا است درست حالت

ی که حالات تعداد با است برابر مقدار این که صورت بدین dp[i] شده] بلاک های [ستون کنیم تعریف که است این ر دی راه حال
نگیرد. قرار شده مسدود های ستون در رخ هیچ و دهیم قرار جدول اول سطر i در را رخ

S نام به ای مجموعه در را شده مسدود های ستون و داریم دهیم قرار list نام به لیست در را شده مسدود های خانه اگر کار این برای
داریم: ، دهیم قرار

dp[i][S] =
∑

(i,j)/∈list
j∈{1,2,...,n}

j /∈S

dp[i− 1][s ∪ {j}]

نم ، j ستون های خانه از ی هیچ در ر دی دهیم،آنگاه قرار (i, j) خانه ی در توانستیم را مهره ی اگر ، حل راه این در واقع در
. م شوند مسدود ستون، این های خانه واقع در و ( م شود تهدید شده داده قرار مهره توسط صورت این غیر داد(در قرار ای مهره توان

کنیم. محاسبه را dp[n][∅] مقدار سوال این حل برای میخواهیم ما

دارد. نیاز زمان o(n2 × 2n) به روش این که م شود نتیجه و دارد نیاز o(n) زمان به حالت هر و دارد حالت 2n × n ما کار این حال

ام i+١ مرحله در واقع …(در و dp[n-١ ] عضوی] ی [مجموعه سپس و کنیم م اجرا را dp[n][∅] ابتدا در ، کنیم دقت کم اگر
. ( م شود فراخوان dp[i] عضوی] n− i [مجموعه

2block

٢
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دارد. o(n× 2n) برابر ای مصرف حافظه ول م شود اجرا o(n× 2n) زمان در پایین به بالا از فراخوان گونه این حال

ها آرایه از ای بازه ٣

همینطور و p0 = 0, pk = n طوری که به p0, p1, . . . , pk مانند به بسازیم عضوی k + 1 آرایه ی م خواهیم داریم. n طول به آرایه k
P آرایه که است این ما هدف . ( ∑k

i=1

∑pi
j=pi−1+1 aij ) با: است برابر که دارد ای هزینه دنباله این ساختن pi ≤ pi+1 باشیم: داشته

اعدادی جدول این های خانه در که کرد متناظر k×n جدول ی با را مسئله این توان م باشد. مقدار کمترین هزینه این که بیابیم طوری را
اشتراک ای بازه دو هیچ که کنیم انتخاب را جدول های خانه از هایی بازه خواهیم م و عضوی) n آرایه k اعداد (همان اند شده نوشته
باید ، i از بزرگتر شماره با های بازه برای باشد، ام s تا ام k های خانه شامل و باشد شده انتخاب ام j سطر از i بازه ی اگر و باشند نداشته
از است.همینطور s از بزرگتر ستون شماره با بزرگتر های خانه شامل که باشیم داشته همینطور و شود انتخاب j از بزرگتر سطر از بازه این

شود. انتخاب خانه ی دقیقا باید ستون هر

صورت: بدین داریم عضوی ۴ آرایه ٣ کنید فرض مثال برای

م فرمایید: مشاهده زیر در را ها بازه انتخاب حالات از تعدادی

چپ پایین به جدول راست بالا خانه از خواهیم م که م کنیم فرض که است صورت بدین شده تعریف مسئله از ری دی تعبیر حال
پایین و بدهیم هزینه خانه آن مقدار اندازه به باید ، برویم راست سمت که ای خانه هر به و برویم جدول پایین یا راست به تنها و برویم جدول

بدهیم. را هزینه کمترین خواهیم م و نداریم ای هزینه بیاییم،

هزینه و م رویم راست سمت یا ، هستیم (i, j) خانه در کنیم فرض که است صورت بدین کنیم تعریف را مسئله زیر بخواهیم اگر حال
به ما حرکت که ببینیم باید و م گیریم قرار (i − 1, j) خانه در و م آییم پایین یا و م گیریم قرار (i, j − 1) خانه در و دهیم م را aij

است: زیر صورت به dp زبان به شده داده توضیحات .بیان راست سمت به حرکت یا دارد کمتری هزینه پایین سمت

dp[i][j] = min{dp[i− 1][j], dp[i][j − 1] + aij}

. است برابر dp[k][n] مقدار محاسبه با مسئله مطلوب و نهایی پاسخ

٣
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پیشنهادی سوال ۴

ی است. کرده حمله شهر این به دشمن . ( دیوار n− 1) ایم. کشیده دیواری برج دو هر بین و دارد برج n که داریم شهری کنید فرض
ام i دیوار اما بترساند را دشمن تا کند حرکت شهر های دیوار روی که گیرد م تصمیم شهر، این هست)از نیز ل هی قضا از پهلوان(که
ها دیوار روی و کند شروع ها برج از ی هر از تواند م پهلوان این م ریزد. فرو دیوار ، آن روی حرکت بار ai از پس و دارد ai ظرفیت
ضایع جوری بد بریزد فرو نریزد(اگر فرو ها دیوار و بترساند را دشمن تا کند ط را ن مم مسیر ترین طولان م خواهد اما کند. حرکت

بیابید. را مسیر ترین طولان این م شود).

مراجع
[1] Cormen, Thomas H., et al. Introduction to Algorithms. 3rd ed., MIT Press, 2009, pp. 18-22.
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
محمدی توفیقی علیرضا : تمرین حل مدرس

[۹۹ [بهار

توحیدیان فاطمه نگارنده: بیشینه جریان و تطابق ی مساله از کاربردهایی :۵ جلسه

الگوریتم ، شبکه یک در بیشینه جریان یافتن مانند درس ۱۴ و ۱۳ های جلسه در شده ارائه های الگوریتم مبنای بر مسائلی جلسه این در
دید. خواهیم کمینه برش و دوبخشی گراف در بیشینه تطابق

۱۴ و ۱۳ جلسات مباحث بر مروری ۱

. است شده داده c نامنفی ظرفیت یک ها یال ی همه برای و t و s متمایز راس ودو G(V,E) دار جهت گراف بیشینه جریان ی مساله در
مجموع با راس یک ورودی های جریان مجموع و باشد کمتر یال ظرفیت از یال هر به شده داده نسبت جریان که بیابید ای گونه به را f تابع

باشد. برابر راس آن از خروجی های جریان

cap(A,B) =
∑

eoutofA c(e) میدانیم باشد. t ∈ B و s ∈ A که طوری به بگیرید نظر در G(V,E) گراف در را cut(A,B)

val(f) 6 cap(A,B) : داریم باشد برش یک cut(A,B) و جریان یک f اگر به داشتم ای قضیه طبق

گراف ی مانده باقی گراف از استفاده با را بیشینه جریان ی مساله . است برابر بیشینه جریان مقدار با کمینه برش ظرفیت آن بر علاوه
کردن پیدا برای . شد می متوقف الگوریتم کنیم پیدا t به s از نسیری مانده باقی گراف در توانستیم نمی دیگر گاه هر . میکردیم حل شده داده
همچنین میدادیم. قرار B ی مجموعه در را رئوس ی بقیه و میدادیم قرار A ی مجموعه در را s از دسترس قابل رئوس تمام نیز کمینه برش
BFS از استفاده با مسیر ترین کوتاه انتخاب با نهایت در که دادیم ارائه t به s از مسیر ترین کوتاه ی هوشمندانه انتخاب برای هایی راهکار

. برسیم بهتری زمان به توانستیم

در موجود رئوس ی همه به s از و کردیم اضافه گراف به را t و s فرضی رئوس نیز بخشی دو گراف در بیشینه تطابق ی مساله حل برای
سپس کردیم. اضافه ۱ ظرفیت با یال t راس به گراف راست بخش در مجود رئوس تمام از همچنین و ۱ ظرفیت با یال گراف چپ بخش

کردیم. حل جدید گراف برای را بیشینه جریان ی مساله

: سوالات ۲

مهره تعدادی صفحه این در خواهیم می . است شده داده است مسدود آن های خانه از تعدادی که n×m شطرنجی جدول یک .۱ سوال
سطر یک در اگر کنند می تهدید را همدیگر رخ ی مهره دو . نکنند تهدید را همدیگر رخی ی مهره دو هیچ که طوری به دهیم قرار رخ ی
صفحه در میتوان که را رخی مهره تعداد بیشینه . داد قرار مهره توان نمی مسدود های خانه در همچنین باشند مشترک ستون یک در یا مشترک

بیابید. نکنند تهدید را یکدیگر رخی مهره دو هیچ که طوری به داد قرار

. هستند صفحه در رخ های مهره مناسب چینش یک ی دهنده نشان زیر شکل مثال:

۱
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راس j ستون هر ازای به و vi ∈ Lراس i سطر هر ی ازا به که طوری به میکنیم تعریف ,G(L∪Rرا V ) بخشی دو گراف : حل راه
حال . نباشد مسدود گراف j و i سطر با متناظر ی خانه اگر دارد وجود یال j ستون با متناظر راس به i سطر با متناظر راس از .uj ∈ R

میکنیم. حل Gگراف رابرای بیشینه تطابق ی مساله

کنید. ثابت را صفحه در ها مهره مناسب چینش یک و G در بیشینه تطابق یک میان یک به یک تناظر : تمرین

ها lj که Bi = {l1,1, ...l1,ni} سبد هر از باید شدن التحصیل فارغ برای . شود التحصیل فارغ خواهد می دانشجو یک .۲ سوال
می فقط را درس یک اما باشند داشته اشتراک هم با تواند می ها سبد . است k ها سبد کل تعداد کند پاس را درس mi ، هستند دروس

است. گذرانده کنون تا را l′1, .., l′t دروس دانشجو .همچنین گذراند مشخص سبد یک ازای به تواند

شود؟ التحصیل فارغ تواند می دانشجو الف)آیا

بیابید. شود التحصیل فارغ تا کند پاس باید داشنجو که را درسی تعداد ب)کمینه

جریان بودن ai حداقل و bi حداکثر شرط با بیشینه جریان ی مساله آن در که کردیم حل را ای مساله چهاردهم ی جلسه در : حل راه
ای مجموعه R و ها سبد تمام شامل ای مجموعه L که کنید تعریف را G(L ∪R, V ) بخشی دو گراف حال . شد حل گراف ام i یال از

است. دروس تمام شامل

رئوس ی بقیه و e1 به را شده گذرانده آنها با متناظر درس که رئوسی R ی مجموعه از بگیرید نظر در را e2 و e1 راس دو :حال ۱ حل
از . میکنیم وصل صفر حداقل ∞و حداکثر ظرفیت با یالی e به e1 از . میکنیم وصل ۰ حداقل و ۱ حداکثر ظرفیت با هایی یال با e2 به را
با توان می آیا میدهد نشان G گراف روی بیشینه تطابق ی مساله حل میکنیم. وصل ۰ ظرفیت حداقل و A ظرفیت حداکثر با یالی e به e2
A روی دویی دو جوی و جست با . است e2 خروجی های یال کردن کمینه هدف نه. یا شد اتحصیل فارغ درس A حداکثر کردن پاس

میکنیم. حل را مساله

۲
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s

b1

b2

bk

l1

l2

lt

e1

e2

e

lt − 1

[m1,m1]

[m2,m2]

[mk,mk]

[0, 1] [0, 1]

[0, 1]

[0, 1]

[0, 1]

[0,∞]

[0, A]

مشخصکنیم ترتیب یک ها یال روی بر BFS از استفاده با t به s از مسیر کردن پیدا هنگام در اگر بیشینه تطابق ی مساله حل :در حل۲
موضوع این به توجه با . باشند شده مرتب الفبایی ترتیب به خروجی های یال که کرد حل ای گونه به را بیشینه تطابق ی مساله توان می ،
حتما دروس این که دارد وجود تضمین این کنیم انتخاب بالایی اولویت ایم گذرانده که دروسی با متناظر های یال برای G گراف در اگر

کنیم. کم نهایی جواب از را شده گذرانده دروس تعداد است کافی حال ، شوند می انتخاب

باشیم داشته u ∈ V هر برای که طوری به گوییم مرکز را v ∈ V است. شده داده G(V,E) دار جهت گراف یک .۳ سوال
نیست مرکز v راس که v ∈ V هر برای گاه هر میگوییم خوب را گراف . باشد) داشته وجود یالی باید نیز خودش به مرکز (از uv, vu ∈ E

گراف در لازم تغییر تعداد .کمینه است یال یک کردن اضافه یا یال یک حذف شامل گراف در تغییر باشد. ۲ برابر خروجی و ورودی درجه ،
باشد. خوب تغییرات از پس گراف که طوری به بیابید را

کمینه ها v تمام میان نهایت در و کرده اعمال را لازم تغییرات سپس میکنیم فرض گراف مرکز را v راس v ∈ V هر ازای به : حل راه
اگر باشد. داشته وجود یال i به گراف رئوس ی همه از و گراف های راس ی همه از باید باشد مرکز i iاگر میکنیم. چاپ جواب عنوان به را
مرکز شرط تا کرد اضافه گراف به یال n − d+i + n − d−i − 1 باید باشد راس این خروجی ی درجه d−i و i راس ورودی ی درجه d+i
باقی رئوس خروجی و ورودی ی درجه مرکز حذف از بعد خوب گراف یک در میکنیم حذف گراف از را i راس حال شود. برقرار i بودن
uj راس یک و L در vj راس یک j ∈ V ، j ̸= i هر ازای به که طوری به کنیم می تعریف را G′(L ∪ R, V .گراف( باشد ۱ باید مانده
پیدا با . میکنیم وصل یال uz به vk از G′ در ما باشد داشته وجود یال z راس به k راس از اصلی گراف در اگر باشد. داشته وجود R در
خروجی و ورودی درجه تا داشت نگه توان می که را اصلی گراف از ها یال تعداد بیشترین داریم حقیقت در G′ در بیشینه تطابق یک کردن

کنیم. اضافه یال n− k باید باشد داشته یال k بیشینه تطابق اگر کنیم می پیدا را باشند ۱ رئوس

می حال کرد. پیدا توان می چگونه را t به s از یالی مجزای مسیرهای G(V,E) گراف یک برای که دیدیم ۱۴ ی جلسه در .۴ سوال
کنیم. پیدا t به s از را راسی مجزای مسیرهای خواهیم

۳
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همچنین میکنیم. اضافه G′ به را vin, v, vout راس ۳ ما v ∈ V راس هر ازای به که طوری به میکنیم تعریف را G′ گراف : حل راه
G′ در یالی مجزای مسیر یک کردن پیدا با . میکنیم وصل vout از را v از خروجی های یال ی همه و vin به را v ورودی های یال ی همه

میشود. ظاهر بار یک حداکثر G′ در v راس که چرا میشود. پیدا G در راسی مجزای مسیر یک

i1

i2

v

j1

j2

j3

i1

i2

vin v vout

j1

j2

j3

یکmultiSetاز ندارد. اهمیت آن در ترتیب همچنان اما باشد داشته تکراری عضو میتواند که ست ای multiSetمجموعه تمرین
را A میخواهیم . ∀S ∈ A : ∀x ∈ S ⇒ x ∈ A: باشیم داشته گاه هر گوییم می خوب را A multiSetیک. است شده داده ها Set

را تغییراتی تعداد کمینه . است A از عنصر یک حذف یا A به عضو یک کردن اضافه شامل تغییر باشد. خوب که دهیم تغییر ای گونه به
بیابید. را شود خوب A تا کرد اعمال توان می که

مراجع
۱ سوال [۱]

haⅽkerearth.ⅽoⅿ [۲]
۳ سوال [۳]

۴

دوبخش تطابق و بیشینه جریان مسئله از کاربردهایی . ۵ تمرین حل ۴٨٩جلسه



(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی تمرین: حل مدرس

[۹۹ [بهار

عسگری کیانا نگارنده: گراف الگوریتم های :۶ جلسه

می کنیم. بررسی را نشده اند حل ولی شده اند بیان که مسأله هایی از تعدادی جلسه این در

مسأله تعدادی حل

پوشای درخت یک کردن پیدا هدف شده اند. رنگ قرمز یا آبی رنگ دو با یال ها و شده، داده G وزن دار گراف یک کنید فرض یک: مسأله
می خواهیم فقط ما و دارد وجود حتما ً زیردرخت این می کنیم (فرض باشند قرمز دیگر نصف و آبی آن یال های نصف بطوری که است کمینه۱

کنیم). پیدا را آن

می کنیم: ثابت را زیر لم دو ابتدا حل، برای اثبات.
e دل خواه یال یک MST1 از کنید فرض داریم. MST2 و MST1 کمینه پوشای درخت زیر دو G دار وزن گراف در کنید فرض .۱ لم
وزن با آن وزن و نشود ایجاد دوری MST1 به آن کردن اضافه با که دارد وجود e′ مانند MST2 در یالی این صورت در کرده ایم. حذف را
واضح کمینه پوشای درخت ویژگی طبق و دارد وجود کم ترمساوی وزن با یالی بگوییم کافیست حقیقت (در باشد. برابر شده حذف یال

باشد). شده حذف یال وزن از کمتر نمی تواند یال این وزن که است

گراف رأس های و هستند درخت خود رأس های مجموعه روی هرکدام که می مانند باقی مولفه دو اول، درخت از e یال یک حذف با اثبات.
MST2 درخت یال های با که را برش این یال های تمام حال داریم. G گراف روی برش۲ یک حقیقت در اکنون پس می کنند؛ افراز را
کدام هر کردن اضافه است واضح همچنین و است ناتهی S پس است همبند MST2 چون بگیرید. نظر در S مجموعه را هستند مشترک
یال های تمام وزن کنید فرض خلف برهان با حال شود. ایجاد دوری که آن بدون می شود آن شدن همبند باعث MST1 به یال ها این از
MST2 از S مجموعه در e′ مانند دل خواهی یال حذف با این صورت در باشند. بیش تر (MST1 در شده (حذف e یال وزن از S مجموعه
شده حذف یال وزن از کم تر اکیداً شده اضافه یال وزن چون ولی می ماند باقی همبند درخت این ،MST2 به e یال کردن اضافه هم چنین و
وجود شده بیان ویژگی با یالی حتماً و بود اشتباه ما اولیه فرض پس است. تناقض که دهیم کاهش را MST2 وزن توانسته ایم ما پس است،

دارد.
آن آبی یال های  تعداد از آن قرمز یال های تعداد ولی باشد، اصلی گراف از دل خواه کمینه پوشای درخت زیر یک MST1 کنید فرض .۲ لم
آبی یال های تعداد با آن قرمز یال های تعداد که باشد اصلی گراف از کمینه پوشای زیردرخت یک MST2 کنید فرض همچنین باشند. بیشتر
یال های تمام بگیریم، نظر در را آن حذف از حاصل برش اگر به طوری که دارد وجود MST1 در قرمزی یال صورت این در است. برابر آن

باشند. آبی آمده اند، نیز MST2 در که برش این
1MinimumSpanningTree
2Cut

۱
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اضافه شده منقبض گراف به را MST2 در قرمز یال های تمام حال .(۱ (شکل کنید منقبض را MST1 در آبی یال های تمام ابتدا اثبات.
MST1 از قرمزی یال پس و بود خواهد ناهمبند شده ایجاد گراف پس است، کم تر MST1 در قرمز یال های تعداد از تعداد، این چون کنید.

است. ما نطر مد یال همان قرمز یال این باشند. آن همبندی مولفه دو بین آن سر دو که دارد وجود

e یال انقباض :۱ شکل

از استفاده با یال ها رنگ به توجه بدون گراف در را دلخواه کمینه پوشای درخت یک ابتدا در کافیست شده، بیان لم دو به توجه با حال
فرض وگرنه رسیده، پایان به الگوریتم باشند برابر باهم ما درخت در آبی و قرمز یال های تعداد اگر کنیم. پیدا خوانده ایم، که الگوریتم هایی
در آمده بدست برش در کنیم حذف آن را وقتی که دارد وجود قرمزی یال می دانیم آنگاه باشد. بیشتر آبی از قرمز یال های تعداد تقارن به کنید
وزن آبی، یال کردن اضافه و قرمز یال حذف با پس باشد. برابر شده حذف آبی یال با آن وزن که باشد داشته وجود آبی یالی اصلی، گراف
باشد، k آبی قرمزو یال های تعداد اختلاف اگر پس می شود. کم تر واحد یک آبی و قرمز یال های تعداد اختلاف و نمی کند تغییری درخت
با آن قرمز یال های تعداد هم و است کمینه پوشای هم آمده بدست درخت الگوریتم پایان در و می رسد پایان به مرحله k از بعد الگوریتم

برابراند. هم با آن آبی یال های

است؟ چندجمله ای اجرا زمان این آیا بیابید. را الگوریتم این اجرای زمان سوال:

پیدا را مسیری ، ۴ افزایشی مسیر کردن پیدا هربار در که است این ۳ فارکرسون فورد الگوریتم اجرای روش های از یکی دیدیم دو: مسأله
دهید. توضیح را الگوریتم این پیاده سازی نحوه باشد. بیشینه آن یال کم وزن ترین که کنیم

می داریم نگه را d(v) پارامتر رأس هر برای لحظه هر در ما کنیم. نگاه کلی تر حالت در دایکسترا الگوریتم اجرای نحوه به کافیست حل:
انتخاب خود مجموعه به کردن اضافه برای که رأسی هربار کافیست است. v به s از مسیر در یال کم وزن ترین اندازه بیشینه از تخمینی یک که

می دهیم: تغییر زیر به صورت را کردن ریلکس فرایند همچنین باشد. کمینه آن برای زده شده تخمین مقدار می کنیم،

Relax (u,v)

1 if min{d(u), w(u, v)) > d(v)}

2 d(v) = min{d(u), w(u, v)}

الگوریتم اثبات مانند درست می دهد نسبت s از مسیری در یال کم وزن ترین مقدار بیشینه رأس هر به الگوریتم این این که اثبات نحوه
ادموندز⁃کارپ۶ الگوریتم اثبات مانند درست می دهد خروجی را شار بیشینه نهایت در الگوریتم این اینکه اثبات همچنین است. دایکسترا۵

است.

مسیر کوتاه ترین وزن اندازه رأس ها، بقیه به s رأس از می خواهیم و داریم قرمز و آبی یال های با وزن دار گراف یک کنید فرض سه: مسأله
کنید. ارائه مسأله این حل برای کارا الگوریتمی باشند. قرمز آبی میان در یک باید یال ها مسیر ها این در که شرط این با بیابیم را ممکن

3Ford-Fulkerson algorithm
4augmenting path
5Dijkstra algorithm
6Edmonds–Karp algorithm
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هر در و کنیم ذخیره را db(v) و dr(v) مقدار دو رأس هر برای که صورت این به کنیم استفاده فورد۷ بلمن الگوریتم از حل:کافیست
کنیم: استفاده زیر جدید الگوریتم از یال ها کردن ریلکس بار

Relax (u,v)

1 if (u,v) is blue
2 if dr(u) + w(u, v) < db(v)

3 db(v) = dr(u) + w(uv)

4 else if (u,v) is Red
5 if db(u) + w(u, v) < dr(v)

6 dr(v) = db(u) + w(u, v)

vb جدید رأس دو ،G در v رأس هر ازای به که بسازیم صورت این به خود اولیه گراف روی از را G′ گراف توانیم می دایکسترا: با حل
حال می گذاریم. یال yb به xr از وگرنه می دهیم قرار یال yr به xb بین بود، آبی اولیه گراف در (x, y) یال اگر بگیریم. نظر در G′ در را vr و
مشخص اکنون .(۲ (شکل می دهیم یال vb به وگرنه vr به s از بود قرمز یال v به s از اگر که صورت این به می کنیم اضافه G′ به را s رأس
کوتاه ترین الگوریتم های از یکی اجرای از بعد است کافی پس بود. خواهد قرمز آبی میان در یک بصورت جدید گراف در مسیر هر که است

دهیم. نسبت خواسته شده شرایط با مسیر کوتاه ترین به عنوان را d(s, vr) و d(s, vb) کمینه ،v رأس هر برای مسیر

G′ :۲ شکل

بصورت را f می توان همواره کنید ثابت باشد. جریان یک f کنید فرض چهار: مسأله

f =
∑

p∈P∪C
αpxp αp > 0

گراف دورهای تمام مجموعه C و گراف مسیرهای s − t کل مجموعه P ) باشد داشته جمله E حداکثر بالا عبارت بطوری که کرد بیان
است).

مولفه ای m بردار یک بصورت می توان را جریان هر دهیم، m تا یک دل خواه ترتیب یک یال ها به و باشد داشته یال m گراف اگر اثبات.
مشخصه های بردار مثبت خطی ترکیب بصورت را بردار این که است این ما هدف باشد. iام یال جریان بیان گر آن iام مولفه که کرد بیان
می باشد است صفر غیر آن ها از عبوری جریان که یال هایی تعداد روی استقرا کمک به اثبات باقی بنویسیم. گراف دورهای و مسیرها s− t

ماند. تمرین بعنوان که

7Bellman-Ford algorithm

۳
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی تمرین: حل مدرس

[٩٩ [بهار

عنایتی محبوبه نگارنده: بیشینه جریان و چندجمله ای تحویل :٧ تمرین حل جلسه

مجموعه مباحث با رابطه در مسئله چند به موضوع، این بر تکیه با ادامه در و کرده مرور ١ چندجمله ای تحویل مفهوم بر ابتدا جلسه، این
مرتبط قضیه ای اثبات به نیز آخر در و ٧ کمینه برش مسیر۶، کوتاه ترین ماترویدها۵، اشتراک کمینه۴، فراگیر درخت رأسی٣، پوشش مستقل٢،

پرداخت. خواهیم بیشینه٨ جریان با

مسئله از استفاده با را (A (مثلا مسئله ای بتوان که این برای کردیم، صحبت چندجمله ای تحویل درباره ١٧ جلسه در که همان طور
ببرد: B بالقوه ورودی های به را A بالقوه ورودی های چندجمله ای، اجرای زمان با که است نیاز تابعی به نمود، حل (B (مثلا دیگری

x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B

بخشی دو تطابق مسئله تحویل مانند کند؛ فراهم را B مسئله از استفاده با A مسئله حل امکان چندجمله ای اجرای زمان با f تابع یعنی
اکثر هستند. «خیر») یا («بله» تصمیم گیری مسائل از داریم، کار و سر آن ها با محاسباتی پیچیدگی در که مسائلی اصولا بیشینه. جریان به

تصمیم گیری اند. مسائل به تبدیل قابل دارند، را بهینه سازی یا جست وجو حالت که مسائلی

مستقل. مجموعه مسئله :A .١
.k ∈ N و G = (V,E) گراف ورودی.

دارد؟). k حداکثر سایز با مستقلی مجموعه G (آیا «خیر» یا «بله» خروجی.
رأسی. پوشش مسئله :B

.k′ ∈ N و H = (V,E) گراف ورودی.
گراف از رأس سری یک انتخاب رأسی، پوشش از منظور دارد؟ k′ حداکثر سایز با رأسی پوشش H (آیا «خیر» یا «بله» خروجی.

باشد). شده انتخاب یال هر سر رأس دو از یکی برای که گونه ای به است
است؟ امکان پذیر A ≤P B تبدیل آیا

حل:
شامل X کنید فرض بعد صفحه شکل در است. رأسی پوشش تشکیل دهنده مجموعه گراف، یک مستقل رئوس مجموعه مکمل
نمی توانند یال یک سر رأس دو هر چون دارد؛ Y در سر یک حداقل G از یالی هر که است واضح باشد. آن مکمل Y و مستقل رئوس

بود). نخواهد مستقلی مجموعه X صورت این غیر در که است (واضح باشد X در
1polynomial-time reduction
2IndependentSet problem
3VertexCover problem
4MinimumSpanningTree (MST) problem
5Matroid Intersection
6ShortextPath problem
7MinimumCut problem
8MaximumFlow problem
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X Y

و G همان H دهد. خروجی را (H, k
′) B ورودی و (G, k) گرفته را A ورودی که کرد تعریف می توان این طور را f تابع حال

بود: خواهد |V | − k با برابر k′

f((G, k)) = (H, k
′
)

باشد. داشته k′
= |V | − k سایز با رأسی پوشش H = G اگر داشت خواهد k سایز با مستقلی مجموعه G بنابراین

باشد. داشته k′ حداکثر سایز با رأسی پوشش H اگر تنها و اگر دارد k حداقل سایز با مستقلی مجموعه G کلی تر، بیان به
کنید.١٠ فکر دارند) یال هم به دو به دو که رأس (تعدادی خوشه٩ مسئله به مستقل مجموعه مسئله چندجمله ای تبدیل به .٢

که کرد پیدا را آن از کمینه ای فراگیر زیردرخت می توان آیا است. شده داده مثبت وزن دهی با و قرمز و آبی یال های با گرافی :A .٣
باشد؟ قرمز دیگر نصف و آبی یال هایش نصف

حریصانه١١). الگوریتم با حل (قابل ماتروید یک در بیشینه وزن با مستقل مجموعه کردن پیدا مسئله :B
.w : S → R و M2 = (S, I2) ،M1 = (S, I1) ورودی.
بیشینه. وزن با M2 و M1 مشترک مستقل مجموعه خروجی.

گونه ای به را ماتروید دو مسئله، هدف و ورودی به توجه با یعنی کنیم؛ استفاده ماترویدها اشتراک ایده از می توانیم ،A مسئله حل برای
که طوری بیابد، را دو آن مشترک مستقل مجموعه پرداخت) نخواهیم آن شرح به این جا (در B مسئله چندجمله ای الگوریتم که بسازیم
کمینه فراگیر درخت زیر یافتن A مسئله هدف اگر یعنی نمی کند. ایجاد تفاوتی کمینه یا بیشینه که کنید (دقت باشد. بیشینه وزنش
وزن قرینه وزنی یال هر به که کرد تعریف آن برای جدیدی وزن تابع مسئله، کلیت در تغییر بدون می توان باشد، اشاره شده شروط با
B مسئله در اشاره شده بیشینه» «وزن با که بود خواهد بیشینه فراگیر درخت زیر یافتن مسئله هدف صورت این در دهد. نسبت اولیه

است). سازگار
اگر: است ماتروبد یک M = (S, I) (یادآوری)

I ⊆ 2S , ∅ ∈ I

∀A ∈ I ∀B ⊆ A B ∈ I I
∀A,B ∈ I |A| > |B| → ∃x ∈ A \B x+B ∈ I II

حل:
9Clique problem

باشد. داشته k′
(=?) سایز با کامل) گرافی (زیر خوشه ای G

′ گراف اگر تنها و اگر باشد k سایز با مستقلی مجموعه دارای G گراف دقیق تر، بیان ١٠به
11Greedy Algorithm
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یال ها از مجموعه ای شامل را I1 بود: خواهد شرح این به I2 و I1 تعریف آنگاه بگیریم نظر در گراف یال های مجموعه را S اگر
تعداد که یال ها از مجموعه هایی شامل نیز را I2 و می گیریم نظر در می دهند١٢، تشکیل را گراف جنگل های و هستند دور فاقد که

.(n = گراف رئوس (تعداد است n−1
2 حداکثر نیز آبی یال های تعداد و n−1

2 حداکثر یک هر در قرمز یال های
دو M2 که است بدیهی می پردازیم. M2 در خواص این بررسی به اکنون است. برقرار M1 برای ماتروید خواص که دیدیم قبلا
یال های تعداد یا بنابراین .|A| > |B| که طوری به باشند I2 از عضوی B و A مجموعه دو که کنیم فرض دارد. را اول خاصیت
از یکی کافیست اول حالت در است. بیشتر B آبی یال های از آن آبی یال های تعداد یا و است بیشتر B قرمز یال های از A قرمز

است. ماتروید و دارد را II خاصیت M2 پس آن. آبی یال های از یکی دوم حالت در و شود اضافه B به A قرمز یال های
وزن با مستقل مجموعه عنوان به را X مجموعه آن ها اشتراک گیری و M2 و M1 گرفتن با که داریم جادویی الگوریتمی کنید فرض
دادن برای است. شده حساب جدا بیشینه فراگیر زیردرخت وزن قبل از می کند. تولید برابر آبی و قرمز یال های تعداد دارای و بیشینه
صورت این غیر در و بود خواهد «بله» A مسئله جواب باشند برابر اگر شود؛ مقایسه X وزن با وزن این کافیست نهایی، جواب
با و است بیشینه آبی، و قرمز یال های تعداد برابری شرط ارضاء با وزنش که است درختی همان X این جا که کنید دقت «خیر».

نشده. گذاشته شرطی یال هایش رنگ روی که شد خواهد مقایسه مجموعه ای
می توانید مثال برای است. پاسخ گو هم مسئله این تعمیم برای ماترویدها اشتراک گیری این گونه که است اهمیت حائز نیز نکته این

باشد. (n− 1)− k آن قرمز یال های تعداد و k آن آبی یال های تعداد که بیابید را بیشینه ای فراگیر زیردرخت
مسیر. کوتاه ترین کم یال ترین یافتن .۴

.w : E → R+ و s ∈ V ،G = (V,E) ورودی.
.(d(u) = u به s از مسیر کوتاه ترین کم یال ترین یال های تعداد ،u ∈ V ) d(u) خروجی.

حل:
ورودی عنوان به را شروع رأس و گراف اگر که بگیریم نظر در سیاهی جعبه را آن است. دایکسترا١٣ الگوریتم از استفاده حل ایده
آن سپس و کنیم ایجاد تغییراتی ورودی گراف در باید پس دهد. خروجی مسئله در خواسته شده ویژگی با را مسیر کوتاه ترین بگیرد،

دهیم. سیاه جعبه به را
مثلا شود، اضافه یال هر وزن به کوچکی خیلی مقدار که کند تغییر گونه این یال ها وزن و باشد ورودی گراف همان جدید گراف اگر
خواهد اصلی گراف در مسیر کوتاه ترین با معادل می کند پیدا جدید گراف این در دایکسترا الگوریتم که مسیری کوتاه ترین ،ε < 1

n

بود.

G
′
, s

Dijkstra ∀u ∈ V d(u, s)

بقیه وزن باشد. t رأس ورودی یال های و s رأس خروجی یال های می تواند آن منفی وزن با یال های تنها که کنید فرض را شبکه ای .۵
کنید. ارائه شبکه این در کمینه برش یافتن برای الگوریتمی است. نامنفی آن در یال ها

حل:
رأسی u کنید فرض می یابیم. قبلی الگوریتم های با را کمینه برش و ساخت خواهیم جدیدی شبکه ورودی، شبکه در تغییراتی ایجاد با
این با بود خواهد اصلی شبکه مشابه جدیدْ شبکه .(w((s, u)) < 0) است منفی (s, u) یال وزن که طوری به باشد اصلی شبکه در
t و s بین (یال های است شده اضافه آن به −w((s, u)) نامنفی وزن با (u, t) یال و شده حذف آن در (s, u) مانند یالی که تفاوت

12graphic matroid
13Dijkstra
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در کمینه برش با معادل جدید شبکه در کمینه برش کنید ثابت دارند). وجود برش هر در حال هر به چون کرد حذف می توان نیز را
است. اصلی شبکه

A B

−1
s u t

A B

s u t1

می بودیم. روبه رو ان پی‐تمام١۴ مسئله ای با آنگاه داشت، وجود یال ها تمامی وزن بودن منفی امکان ورودی، شبکه در اگر کنید دقت
است. ان پی‐تمام بیشینه١۵ برش مسئله کنید ثابت وزن ها بودن مثبت فرض با تمرین.

باشیم داشته آن در (A,B) برش هر برای اگر تنها و اگر دارد وجود d تقاضای با گردش دهید نشان شبکه هر در .۶
c(A,B) ≥

∑
v∈B

d(v)

حل:
کردیم. صحبت ١۴ جلسه لازم، شرط درباره

بیشینه‐برش «جریان قضیه از استفاده با رو، پیش اثبات کنید. استفاده هافمن گردش قضیه از می توانید کافی، شرط اثبات برای
است: کمینه»١۶

و s جدید رأس دو با گرافی به را اصلی گراف تقاضا، و عرضه با شبکه هایی در گردش وجود اثبات برای دارید، یاد به که همان طور
که u رأس هر از همچنین و کرده وصل −d(v) ظرفیت با یالی d(v) < 0 که v رأس هر به s از جدید گراف در می کردیم. تبدیل t
برابر بیشینه جریان وجود معادل اصلی گراف در گردش وجود بنابراین می کردیم. متصل t به d(u) ظرفیت با یالی نیز ،d(u) > 0

است. لازم تبدیلی چنین نیز، مسئله این در است. s رأس خروجی یال های ظرفیت مجموع با

s
t

A
′

B
′

دارد وجود (A,B) مانند برشی آنگاه باشد نداشته وجود شبکه در d تقاضای با گردشی اگر بگیرید: نظر در را نقیض عکس اکنون
.c(A,B) <

∑
v∈B

d(v) که

باشد، نداشته وجود گردشی اصلی شبکه در اگر بگیرید: نظر در اصلی شبکه تبدیل از حاصل شبکه برای را گزاره این فرض معادل
(A

′
, B

′
) که c(A

′
, B

′
) < c(δ(s)) =

∑
e=(s,u)

c(e)) است s خروجی یال های ظرفیت از کوچک تر شبکه، در بیشینه جریان آنگاه
شبکه در بنابراین است. بیشینه جریان برابر کمینه برش ظرفیت می دانیم است). (A,B) یعنی اصلی شبکه در اولیه برش معادل برش

.c(A,B) <
∑
v∈B

d(v) که داشت خواهد وجود (A,B) برش نیز اصلی
14NP-complete
15MaximumFlow problem
16Max-flow Min-cut Theorem
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A B

s

v

v

t

c(A
′
, B

′
) = c(A,B) +

∑
v∈B,d(v)<0

− d(v) +
∑

v∈A,d(v)>0

d(v) <
∑

v∈V,d(v)<0

− d(v)

=⇒ c(A,B) +
∑

v∈B,d(v)<0

− d(v) +
∑

v∈A,d(v)>0

d(v) <
∑

v∈A,d(v)<0

− d(v) +
∑

v∈B,d(v)<0

− d(v)

=⇒ c(A,B) <
∑

v∈A,d(v)<0

− d(v) =
∑
v∈B

d(v)

عرضه هاست. و تقاضاها برابری دلیل به آخر تساوی برقراری

۵
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض تمرین: حل مدرس

[٩٩ [بهار

افشارراد امیرحسین نگارنده: ان پی–تمام١ مسائل :٨ تمرین حل جلسه

خواهد پرداخته ر دی ی به مسائل چندجمله ای٢ تحویل مربوط مثال چند حل همچنین و ان پی–تمام مسائل بیشتر بررس به جلسه این در
شد.

تصمیم گیری نسخه ی از استفاده با گراف در مستقل زیرمجموعه ی مسأله ی ر دی نسخه های حل ١

(مسأله های م شود تعیین خیر» یا «بله صورت به مسأله پاسخ که م کنیم فرض همواره مسائل، محاسبات پیچیدگ بررس در م دانید
از فراتر پاسخ به نیاز عمل مسائل از بسیاری در که چرا برسد؛ نظر به ضعیف رد روی ی ابتدا است ن مم رد روی این تصمیم گیری).
برای وریتم ال وجود فرض با که پرداخت خواهیم موضوع این بررس به مثال، ی قالب در و بخش این در دارد. وجود خیر یا بله ی
مورد مسأله ی کرد. ارائه آن ر دی نسخه های حل برای وریتم هایی ال م توان ونه چ مسأله، ی خیر) یا (بله تصمیم گیری نسخه ی به پاسخ

م کنیم: مرور را مستقل زیرمجموعه ی تعریف ابتدا در است. گراف ی در مستقل زیرمجموعه ی مسأله ی نظر،
رأس دو هیچ بین هرگاه گوییم، G گراف رئوس از مستقل زیرمجموعه ی ی را U ⊆ V باشد، گراف ی G = (V,E) اگر .١ تعریف

باشد. نداشته وجود G گراف از یال U از

کرد: تعریف زیر صورت به را مستقل زیرمجموعه ی مسأله ی تصمیم گیری نسخه ی م توان همچنین

.k عدد و G گراف ورودی.
دارد؟ k حدّاقل اندازه ی با مستقل زیرمجموعه ی G آیا . خروج

مسأله از ری دی نسخه های آن، کم به و است شده حل فوق مسأله ی که کرد خواهیم فرض جا این در شد، بیان پیش تر که طور همان
دسترس (که سیاه جعبه ی ی صورت به و دارد؛ وجود مسأله این حل برای A مانند وریتم ال کنید فرض منظور این برای م کنیم. حل را

م کند: توصیف را ساختاری چنین نمادین صورت به ١ ل ش است. شده داده نیست) ان پذیر ام آن داخل به

AG, k Yes/No

گراف مستقل زیرمجموعه ی مسأله ی تصمیم گیری نسخه ی حل وریتم ال :١ ل ش

کرد. خواهیم بررس را مسأله این از ر دی نسخه ی دو ادامه در
1NP–Complete
2polynomial-time reduction
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گراف در مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین اندازه ی یافتن مسأله ی ١. ١

کنیم استفاده A وریتم ال از است کاف منظور، این برای بیابیم. را G داده شده ی گراف مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین اندازه ی م خواهیم
خروج آن، ازای به که برسیم k∗ + 1 مثل k از مقداری اولین به تا کنیم آزمایش بزرگ به کوچ از را k برای ن مم مقادیر همه ی و

است. k∗ نظر مورد پاسخ وضوح به صورت این در باشد. No وریتم ال

از ،k∗ مقدار به رسیدن تا k حالات تمام آزمودن جای به و داد؛ بهبود کم نیز را وریتم ال چنین اجرای زمان م توان همچنین
م دهیم انجام دودویی جست وجوی k = |V | و k = 1 بالای و پایین کران دو بین منظور این برای کرد. استفاده دودویی جست وجوی
واضح بود. خواهد مسأله پاسخ k∗ ترتیب این به است. No وریتم ال خروج آن، ازای به که بیابیم را k∗ + 1 مثل k از مقداری اولین تا
بنابراین بود. خواهد No مسأله پاسخ k > k∗ که k هر برای و ،Yes با برابر مسأله پاسخ k ≤ k∗ که k هر برای حالت این در که است

بود. خواهد G گراف مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین اندازه ی همان ،k∗ توصیف شده، وریتم ال خروج

گراف در مستقل زیرمجموعه ی بزرگ ترین ( (ی یافتن مسأله ی ١. ٢

صورت به را زیرمجموعه آن خود مستقل، زیرمجموعه ی بزرگ ترین اندازه ی جای به بخواهیم و برویم فراتر گام ی کنید فرض حال
مستقل زیرمجموعه ی ی یافتن دنبال به جا این در نباشد. تا ی مسأله این پاسخ است ن مم واقع در بیابیم. گراف رئوس از مجموعه ای
بزرگ ترین اندازه ی م دانیم و داده ایم قرار استفاده مورد را ١. ١ قسمت در معرف شده وریتم ال کنید (فرض هستیم. G داده شده ی گراف از

است.) k∗ با برابر گراف مستقل زیرمجموعه ی

م سازیم. را اندازه بزرگ ترین با مستقل زیرمجموعه ی ی A وریتم ال از استفاده و گراف رئوس روی بر پیمایش با منظور این برای
رئوس پیمایش به شروع دلخواه ترتیب ی با و م گیریم نظر در ته مجموعه ی را S ابتدا در دهیم. نشان S با را زیرمجموعه این کنید فرض
باشد؛ شده حذف گراف از رأس این م کنیم فرض ابتدا کرده ایم. انتخاب را v1 ∈ V رأس فرآیند، این شروع در کنید فرض م کنیم. گراف

گراف آن، از منظور که م کنیم قرارداد اما است؛ نادقیق G−{v1} نمادگذاری که کنید (دقّت م گیریم. نظر در را G−{v1} گراف یعن
(یعن م کنیم محاسبه را A(G − {v1}, k∗) حاصل حال شود.) حاصل G گراف از آن به متصل یال های و v1 رأس حذف از که است

همچنان و کرد حذف G از را v1 م توان یعن باشد، Yes خروج اگر م دهیم). A وریتم ال به ورودی عنوان به را k∗ و G − {v1}

ادامه باق مانده گراف روی بر را وریتم ال و م کنیم حذف G از را v1 حالت این در آورد. دست به ∗kعضوی مستقل زیرمجموعه ی ی
و داشت؛ نخواهد وجود باق مانده گراف در ∗kعضوی مستقل زیرمجموعه ی هیچ ر دی v1 حذف با یعن باشد، No خروج اگر م دهیم.
کنیم حذف G گراف از را آن ان همسای تمام هم و v1 هم باید وریتم، ال ادامه ی برای حالت این در کنیم. اضافه S به را v1 باید یعن این
زیرمجموعه ی ی یافتن برای را وریتم ال و شوند) حاضر S در نم توانند آن ان همسای از ی هیچ مستقل زیرمجموعه ی تعریف طبق (زیرا
همین است کاف است. v1 ان همسای مجموعه ی N (v1) از منظور که دهیم ادامه G−{v1}∪N (v1) گراف از عضو k∗−1 با مستقل

کرد: پیاده سازی نیز زیر شبه کد صورت به م توان را فرآیند این شود. تبدیل ∗kعضوی مجموعه ی ی به S تا دهیم ادامه را روال

FindIndependentSet(G, k)

1 if k == 0

2 return ∅

3 choose v ∈ G

4 if A(G− {v}, k) == Yes
5 return FindIndependentSet(G− {v}, k)

6 return {v} ∪ FindIndependentSet(G− {v} ∪ N (v), k − 1)
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عموم تر نسخه ی برای حلّ به مسأله تصمیم گیری نسخه ی از استفاده با مشابه، ردی روی با م توان نیز ر دی مسائل از بسیاری در نکته:
مسأله تصمیم گیری نسخه ی برای وریتم ال ی که آن فرض (با (3–SAT) ٣–صدق پذیری مسأله ی در مثال، عنوان به یافت. دست آن
مثل مسأله متغیر های از ی هر برای مناسب مقدار یافتن برای م توان داریم) اطمینان معتبر جواب وجود از آن، واسطه ی به و است موجود
معتبر پاسخ جدید 3–SAT مسأله ی اگر کرد. تبدیل کوچ تر 3–SAT مسأله ی ی به را مسأله و گرفت نظر در صحیح را آن ابتدا ،x
اگر دهیم. انجام مناسب انتخاب های متغیرها سایر برای است کاف و بوده مناسب بودیم داده انجام x متغیر برای که انتخابی باشد؛ داشته
3–SAT مسأله ی ی قالب در متغیرها سایر برای ادامه، در و یریم ب نظر در غلط را x متغیر باید باشد، نداشته معتبر حل جدید مسأله ی

ردیم. ب درست پاسخ دنبال به کوچ تر

به را آن مسأله، در انتخاب ی انجام با ساختاری، چنین در گوییم. خودکاهش پذیری٣ را شد مشاهده اخیر مثال دو در که ساختاری
م دهیم. ادامه را حل فرآیند و م کنیم تبدیل جنس همان از کوچ تری مسأله ی

3self-reducibility
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گراف رنگ پذیری مسأله ی ٢

مسأله ی دو چندجمله ای تحویل برای کلّ رد روی ی ابتدا در پرداخت. خواهیم گراف۴ رنگ پذیری مسأله ی بررس به قسمت این در
از پیش کرد. خواهیم معطوف گراف ٣–رنگ پذیری و ٢–رنگ پذیری مسائل به را خود توجه ادامه در و م نماییم؛ بررس را رنگ پذیری

م کنیم: مرور را رنگ پذیری تعریف مسائل، این بررس
هر برای که گونه ای به کرد؛ رنگ آمیزی متمایز رنگ k با را G رئوس بتوان هرگاه گویند، k–رنگ پذیر۵ را G = (V,E) گراف .٢ تعریف

باشد. متفاوت آن انتهای و ابتدا رئوس رنگ گراف، یال

k–رنگ پذیری مسائل چندجمله ای تحویل ٢. ١

م کنیم: تعریف زیر صورت به را k–رنگ پذیری مسأله ی ابتدا

.k عدد و G گراف ورودی.
است؟ k–رنگ پذیر ،G گراف آیا . خروج

به را k–رنگ پذیری مسأله ی م توان که کرد خواهیم ثابت قسمت این در دهیم، نشان k–COL نماد با را k–رنگ پذیری مسأله ی اگر
داد: کاهش k)–رنگ پذیری + 1) مسأله ی

k–COL ≤p (k + 1)–COL (١)

رئوس تمام به را v و کرده اضافه آن به v مانند جدید رأس ی ٢ ل ش با مطابق و گرفته نظر در را G گراف است کاف منظور این برای
با است معادل G′ گراف در k)–رنگ پذیری + 1) مسأله ی حل که م کنیم ادعا بنامیم، G′ را جدید گراف این اگر کنیم. متصل G گراف

.G گراف در k–رنگ پذیری مسأله ی حل
v

. .. G

k)–رنگ پذیری + 1) مسأله ی به k–رنگ پذیری مسأله ی کاهش فرآیند :٢ ل ش

k)–رنگ آمیزی + 1) ی در است، شده متصل G گراف رئوس تمام به v که این به توجه با است. ساده ادعا این طرف دو هر اثبات
اولیه رنگ آمیزی اگر که شده اند رنگ آمیزی متمایز رنگ k حدّاکثر با رئوس سایر بنابراین باشد، هم رنگ v با نم تواند رأس هیچ G′ گراف
خواهیم G برای معتبر k–رنگ آمیزی ی G′ در G رئوس گرفتن نظر در با آن گاه باشد، بوده G′ برای معتبر k)–رنگ آمیزی + 1) ی

ی به و دهیم قرار اولیه رنگ k با متمایز رنگ را v رنگ م توانیم باشد، دست در G برای معتبر k–رنگ آمیزی ی اگر همچنین داشت.
برسیم. G′ برای معتبر k)–رنگ آمیزی + 1)

در تراگذری خاصیت به توجه با و دهیم کاهش k)–رنگ پذیری + 1) مسأله ی به را k–رنگ پذیری مسأله ی توانسته ایم ترتیب این به
داشت: خواهیم m ≥ k هر برای مسائل، چندجمله ای تحویل

k–COL ≤p m–COL (٢)
4graph colorability
5k–colorable
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٢–رنگ پذیری مسأله ی ٢. ٢

خواهد نتیجه ،٢ نتیجه ی به توجه با نتیجه، در و است ان پی–تمام مسأله ی ی ٣–رنگ پذیری مسأله ی که داد خواهیم نشان بعدی بخش در
خواهد k = 2 ازای به باق مانده ابهام نقطه ی تنها میان این در است. ان پی–تمام مسأله ای k–رنگ پذیری مسأله ی k ≥ 3 هر برای که شد

کرد. حل چندجمله ای وریتم ال ی با م توان را ٢–رنگ پذیری مسأله ی که م دهیم نشان بخش این در بود.

و کنیم اجرا را BFS وریتم ال بار ی داده شده گراف از s مانند دلخواه رأس ی از شروع با است کاف است؛ ساده موضوع این اثبات
رئوس تمام و قرمز را است زوج درخت این در آن ها عمق که رئوس همه ی حال شود. مشخّص BFS درخت در گراف رأس هر عمق تا

دو که داشت خواهد وجود یال حتماً نکنیم، چنین اگر که است (واضح م کنیم. رنگ آمیزی آبی را است فرد درخت این در آن ها عمق که
درخت در که گراف از یال هایی تمام برای دقیق تر، طور به (یا گراف یال های تمام برای بار ی است کاف حال باشد.) هم رنگ آن سر
و است مثبت مسأله پاسخ نداشت وجود هم رنگ سر دو با یال هیچ اگر کنیم. بررس را صحیح رنگ آمیزی شرط نیستند) حاضر BFS
٢–رنگ آمیزی هیچ قطعاً باشد هم رنگ آن سر دو که باشد گراف از یال که صورت در دارد. وجود گراف برای مناسب ٢–رنگ آمیزی ی
اول نگاه در است ن مم یعن نرسد؛ نظر به واضح اول نگاه در گزاره این دوم طرف شاید که کنید دقّت البته ندارد. وجود گراف برای معتبری
محاسبه شده BFS درخت است کاف اما کند؛ برآورده را مسأله شرایط که باشد موجود ری دی رنگ آمیزی است ن مم که آید ذهن به چنین
که روش، دو دقیق تر طور (به دارد وجود تا ی رنگ آمیزی روش ی تنها درخت، این برای یریم. ب نظر در را وریتم ال اجرای بار ی در
گرفت). نظر در تا ی را درخت این صحیح رنگ آمیزی ،s رأس رنگ گرفتن نظر در ثابت با م توان پس است. ری دی برعکس دقیقاً ی
زیردرخت ی گراف) همبندی فرض (با درخت این که این گرفتن نظر در با و درخت این صحیح رنگ آمیزی تایی ی به توجه با بنابراین
ری دی معتبر رنگ آمیزی هیچ باشد، تعارض در مسأله شرط با رنگ آمیزی این اگر که م شود نتیجه وضوح به است؛ اصل گراف از فراگیر
صورت به همبندی مؤلّفه ی هر در را فوق وریتم ال باید باشد ناهمبند گراف اگر که کنید (توجه بود. نخواهد موجود گراف این برای نیز

دهیم.) انجام جداگانه

است. پیاده سازی قابل O(|V |+ |E|) زمان در و است چندجمله ای وریتم ال ی وضوح به معرف شده وریتم ال

٣–رنگ پذیری مسأله ی ٢. ٣

به را 3–SAT مسأله ی منظور، این برای است. ان پی–تمام مسأله ی ی گراف ٣–رنگ پذیری مسأله ی که داد خواهیم نشان بخش این در
داد: خواهیم کاهش ٣–رنگ پذیری مسأله ی

3SAT ≤p 3–COL (٣)

معتبر ٣–رنگ آمیزی ی وجود برای کاف و لازم شرط که بسازیم گراف 3–SAT مسأله ی استاندارد ورودی ی با متناظر باید ترتیب این به
باشد. 3–SAT مسأله ی متغیرهای برای مناسب مقدارده وجود گراف، آن در

این به توجه با دارد. حالت سه رأس هر رنگ آمیزی که است حال در این و است؛ دوحالته متغیرها مقدارده که م کنیم دقّت ابتدا
تفاوت این که م آید نظر به یریم؛ ب نظر در گراف در رأس هایی متغیرها برای که است آن متناظر گراف ساخت در ایده ابتدایی ترین که

سع ادامه در ل، مش حل این برای است. ل ساز مش گراف) رئوس رنگ آمیزی وضعیت بودن سه حالته و متغیرها بودن (دو حالته ساختاری
یا درست با متناظر رنگ دو از ی حتماً معتبر رنگ آمیزی ی در آن نقیض و متغیر هر که کنیم تعیین طوری را گراف ساختار کرد خواهیم
بیان، سادگ برای و اثبات این ادامه ی در م کنیم. ایجاد گراف در ٣ ل ش با مطابق مثلّث حلقه ی ی گام، اولین در کنند. اخذ را نادرست

م نامیم. مرجع مثلّث را ٣ ل ش در نشان داده شده ل مثلّث ش گراف

که کنید دقّت البته باشند. گراف رنگ آمیزی در آبی و سبز، قرمز،  رنگ سه نمایان گر ٣ ل ش در B و ،G ،R رأس سه که م کنیم قرارداد
صحیح، رنگ آمیزی ی در است ن مم و نیست ما اختیار در مناسب رنگ آمیزی در رئوس رنگ تعیین که برسد نظر به ابتدا در است ن مم

۵
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B R

G

رنگ آمیزی مورد گراف در اصل رنگ سه مرجع مثلّث :٣ ل ش

قرارداد ری دی بیان با م توان واقع در نیست. رئوس رنگ تعیین معنای به کار این که کنید دقّت اما یرند؛ ب خود به ری دی رنگ های رأس ها
B و G رئوس مورد در همچنین م نامیم. «قرمز» را رنگ آن آورد، دست به معتبر رنگ آمیزی ی در که رنگ هر R اندیس با رأس که کرد
این به م گیریم. نظر در آن بودن غلط معنای به را قرمز رنگ و متغیر ی بودن درست با متناظر را سبز رنگ حال آبی. و سبز رنگ های برای
دو از ی که کنیم مجبور را x مثل مسأله دلخواه متغیر هر که است آن کنیم، ط باید مطلوب گراف ساخت برای که گام اولین ترتیب
دستیابی برای باشد. (سبز) قرمز x̄ رنگ است، (قرمز)  سبز x رنگ اگر علاوه، به و یرد؛ ب خود به معتبر رنگ آمیزی در را سبز یا قرمز رنگ

هستند. متصل مرجع مثلّث از B رأس به x̄ و x آن، در که م دهیم قرار ۴ ل ش مانند ساختاری در را آن x متغیر هر برای هدف، این به

B R

G

x x̄

x دلخواه متغیر ی برای منطق متغیرهای با متناظر رئوس به بودن غلط و درست تحمیل برای پیشنهادی ساختار :۴ ل ش

در قطعاً هستند، متصل نیز رأس دو این خود که جا آن از علاوه به و باشند؛ آبی نم توانند x̄ و x رأس دو از ی هیچ ترتیب این به
متغیرهای با متناظر که گراف از رئوس عموم ل ش ترتیب این به باشد. قرمز ری دی و سبز آن ها از ی باید گراف معتبر رنگ آمیزی ی

بود. خواهد ۵ ل ش صورت به هستند 3–SAT مسأله ی منطق

B R

G

x1 x̄1

. . .

xn x̄n

متغیرها همه ی برای منطق متغیرهای با متناظر رئوس به بودن غلط و درست تحمیل برای پیشنهادی ساختار :۵ ل ش

م خواهیم باشد. 3–SAT مسأله ی ورودی در موجود عبارات از ی (x∨y∨z) کنید فرض م رویم. مسأله اصل چالش سراغ به حال
ابتدا درآید. سبز رنگ به متغیر سه این از ی حدّاقل معتبر، ٣–رنگ آمیزی وجود صورت در که کنیم ایجاد مربوطه گراف در ساختاری

یرید. ب نظر در را ۶ ل ش مقدّمات ساختار

۶
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x

y

u1

v1

w1

گراف در OR منطق عمل پیاده سازی نیمه تمام ساختار :۶ ل ش

و u1 باشند، غلط دو هر y و x که صورت در کنیم. پیاده سازی را منطق OR عمل نوع به که است آن ۶ ل ش ساختار از هدف
این به باشد. قرمز باید حتماً w1 نتیجه در و باشد، آبی ری دی و سبز باید ی بنابراین داشت، خواهند قرمز مخالف و متمایز رنگ دو v1
OR مدل سازی به موفّق جهت، این از و بود خواهد قرمز قطعاً نیز آن خروج باشند، قرمز ساختار این ورودی دو هر که صورت در ترتیب
اگر که کنید دقّت (البته ندارد وجود خروج بودن سبز برای الزام باشد؛ سبز ورودی ها از ی که صورت در حال، این با شده ایم. منطق
اگر که کنید مشاهده م توانید سادگ به اما بود؛ خواهد سبز خروج قطعاً شد، بیان آن چه با مشابه استدلال با باشند، سبز ورودی دو هر

نزدی آینده ی در و م کنیم رها جا این در را ل مش این یرد). ب خود به رنگ هر م تواند w1 باشد، قرمز ری دی و سبز ورودی دو از ی
با است. منطق OR برای نیمه کاره ای مدل ساختار، این واقع در م دهیم. گسترش را ۶ ل ش ساختار مرحله، این در م پردازیم. آن حل به
م گیریم نظر در ساختار همان ورودی عنوان به را ۶ ل ش ساختار کل است؛ (x∨ y ∨ z) نظر، مورد اصل منطق عبارت که این به توجه

بود. خواهد ٧ ل ش کار،  این حاصل م دهیم. قرار z با برابر را ر دی ورودی و

x

y

z

u1

v1

w1 u2

v2

w2

گراف در OR منطق عمل پیاده سازی تکمیل شده ی ساختار :٧ ل ش

صورت به ٧ ل ش روی بر آن، ورودی های از ی که است ۶ ل ش ساختار از نمونه دو ترکیب ٧ ل ش ساختار شد،  گفته که همان طور
منطق عبارت از نماینده ای ٧ ل ش ساختار م خواهیم ترتیب این به است. ۶ ل ش ساختار همان خود، که است شده مشخّص رنگ

بود. خواهد قرمز قطعاً (w2 جا این (در آن خروج ساختار، این ورودی های بودن قرمز صورت در که دادیم نشان پیش تر باشد. x∨ y ∨ z

ورودی ها که حالات برای وجود این با بود. خواهد سبز قطعاً نیز خروج مشابه استدلال با باشند، رنگ سبز ورودی سه هر اگر همچنین
هدف که این به توجه با کند. اخذ مناسب رنگ آمیزی ی در را مختلف رنگ های م تواند خروج باشند، قرمز و سبز رنگ های از ترکیبی
اجبار این ترتیب این به م کنیم. متصل مرجع مثلّث از آبی و قرمز رئوس به مستقیماً  را آن درآید، سبز رنگ به حتماً خروج که است این ما
در باشد. سبز رنگ به مسأله ورودی از عبارت هر برای (x ∨ y ∨ z) با متناظر خروج که کرد خواهیم اعمال معتبر رنگ آمیزی ی در را

درم آید. ٨ ل ش صورت به نظر مورد نهایی ساختار حالت این

با مطابق را متغیرها با متناظر رئوس است کاف باشد، موجود 3–SAT مسأله ی متغیرهای برای معتبر مقدارده ی اگر حالت این در
طبق (زیرا آمد درخواهند سبز رنگ به درست به نیز ٨ ل ش در w2 مانند رئوس همه ی و درآوریم، سبز و قرمز رنگ های به مقدارده همان

٧
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x

y

z

u1

v1

w1 u2

v2

w2

B R

G

آن خروج بودن درست تحمیل و گراف در OR منطق عمل پیاده سازی نهایی ساختار :٨ ل ش

ساختار برای معتبری رنگ آمیزی فوق توضیحات طبق و بود؛ خواهد سبز z و y و x متغیر سه از ی حدّاقل متغیرها، مقدارده درست
باشد). سبز نیز w2 آن، در که دارد وجود ٨ ل ش

w2 مانند رئوس تمام صورت این در است؛  موجود ساخته شده گراف برای معتبر ٣–رنگ آمیزی ی کنیم فرض اگر برعکس، همچنین
قرمز سه هر اگر که کردیم استدلال (زیرا هستند سبز z و y و x متغیر سه از ی حدّاقل یعن این و آمده اند؛ در سبز رنگ به ٨ ل ش در
مسأله ی برای مناسب مقدارده ی م توان گراف، برای معتبر ٣–رنگ آمیزی ی وجود اثر در یعن این و باشد) قرمز باید نیز w2 باشند،

آورد. دست به 3–SAT

توانسته ایم فوق، مراحل در توصیف شده گراف ساختن با و داده ایم نشان را مسأله دو در حل بودن معادل طرف دو هر ترتیب این به
٣–رنگ پذیری مسأله ی ترتیب این به دهیم. کاهش گراف ٣–رنگ پذیری مسأله ی به چندجمله ای تحویل ی با را 3 − −SAT مسأله ی
بود. خواهد ان پی–تمام نیز گراف k–رنگ پذیری مسأله ی k ≥ 3 هر برای ٢ عبارت به توجه با و بود؛ خواهد ان پی–تمام مسأله ی ی گراف

٨
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دوره گرد فروشنده ی مسأله ی ٣

م کنیم: مرور را (TSP) دوره گرد۶ فروشنده ی مسأله ی تصمیم گیری) (نسخه ی تعریف ابتدا

.k عدد و G وزن دار کامل گراف ورودی.
دارد؟ k حدّاکثر هزینه ی با همیلتون دور G آیا . خروج

مسأله ی این جا در است. ان پی–تمام مسأله ی ی وزن بدون گراف در همیلتون دور یافتن مسأله ی م دانیم درس هجدهم جلسه ی از
کاهش وزن دار) کامل گراف در همیلتون دور یافتن (مسأله ی دوره گرد فروشنده ی مسأله ی به را وزن بدون گراف در همیلتون دور یافتن

م دهیم.

روی از را H گراف صورت این در است. شده داده G وزن بدون گراف ، همیلتون دور یافتن مسأله ی در کنید فرض منظور این برای
دوره گرد فروشنده ی مسأله ی ورودی باید H که این به توجه با م کنیم. اضافه H به واحد وزن با را G یال های همه ی ابتدا م سازیم. آن
عدد هر (یا ٢ وزن با را کامل گراف ی به H شدن تبدیل برای نیاز مورد یال های همه ی رو این از باشد. کامل گراف ی است لازم باشد،
e یال و ٢؛ یا و است ١ با برابر یا آن یال هر وزن که بود خواهد کامل گراف H ترتیب این به م کنیم. اضافه آن به ( ی از بزرگ تر دلخواه
عنوان به (H یا G رئوس (تعداد n عدد همراه به را H گراف ادامه در باشد. نیز G گراف از یال e اگر تنها و اگر دارد ١ وزن گراف این از

م گیریم. نظر در دوره گرد فروشنده ی مسأله ی ورودی

با همیلتون دور ی H گراف در همیلتون دور همان صورت این در باشد. داشته همیلتون دور ی G گراف کنید فرض ابتدا حال
n گراف این که این به توجه (با باشد موجود n حدّاکثر وزن با همیلتون دور H گراف در کنید فرض ر دی طرف از بود. خواهد n وزن
وزن که H یال های از کدام هیچ صورت این در باشد). n با برابر دقیقاً باید دوری چنین وزن است، ی حدّاقل یال هر وزن و دارد رأس
به دور بنابراین است. ١ حدّاقل یال هر وزن و باشد داشته یال n باید دور این که چرا باشند؛ حاضر دور این در نم توانند دارند ١ از بیشتر
آن در ترتیب این به هستند؛ حاضر نیز G گراف در یال ها مجموعه این یعن این و باشد؛  شده یل تش ١ وزن با یال n از دقیقاً باید n وزن

م دهند. همیلتون دور ی یل تش نیز گراف

ی با وزن بدون گراف در همیلتون دور یافتن مسأله ی که داده ایم نشان و است؛ شده ثابت مسأله دو تناظر طرف دو هر ترتیب این به
دوره گرد فروشنده ی مسأله ی ترتیب این به است. یافته کاهش وزن دار کامل گراف در همیلتون دور یافتن مسأله ی به چندجمله ای تحویل

است. ان پی–تمام مسأله ی ی

(منظور ندارد. وجود دوره گرد فروشنده ی مسأله ی برای چندجمله ای اجرای زمان با تقریبی وریتم ال هیچ دهید نشان مشابه روش با تمرین.
k آن، در که باشد بهینه جواب از بدتر برابر k حدّاکثر که دهد ارائه را مسأله از خروج ی بتواند که است وریتم ال تقریبی، وریتم ال از
سب ترین وزن از بزرگ تر برابر k حدّاکثر آن، وزن که کند پیدا همیلتون دور ی بتواند که وریتم ال مثال عنوان به است. ثابت عددی

باشد.) همیلتون دور

کنید. مدل تصمیم گیری مسأله ی ی صورت به را قبل)  (تمرین دوره گرد فروشنده ی مسأله ی تقریبی نسخه ی تمرین.

6Traveling Salesman Problem
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گراف مستقل زیرمجموعه ی مسأله ی به گراف ٣–رنگ پذیری مسأله ی تحویل ۴

گراف در مستقل زیرمجموعه ی یافتن مسأله ی به را گراف ٣–رنگ پذیری مسأله ی م توان دهیم نشان م خواهیم ر،  دی تمرین ی عنوان به
: یعن داد؛ کاهش

3–COL ≤p IndSet (۴)

عنوان به G گراف کنید فرض کنیم. گراف در مستقل مجموعه ی مسأله  ی به تبدیل را گراف ٣–رنگ پذیری مسأله ی باید منظور این برای
طوری مستقل زیرمجموعه ی مسأله ی ورودی های عنوان به را k عدد و H گراف م خواهیم است. شده داده ٣–رنگ پذیری مسأله ی ورودی
داشته معتبر ٣–رنگ آمیزی ی G گراف اگر تنها و اگر باشد، داشته k حدّاقل اندازه ی با مستقلّ زیرمجموعه ی H گراف که کنیم تعیین

ی اخذ نماینده ی که دهیم قرار vb و ،vg ، vr مانند H در رأس سه v مانند G گراف از رأس هر ازای به که است آن کلّ ایده ی باشد.
رنگ آمیزی در v اگر که کنیم تنظیم طوری را ساختار این م خواهیم ر، دی عبارت به باشند. v رأس توسط آبی یا سبز، قرمز، رنگ سه از
بنابراین شود. انتخاب مجموعه این در vr رأس نیز G گراف در مستقل زیرمجموعه ی مسأله ی حل در یرد، ب خود به را قرمز رنگ مثلا G
در حضور به مجاز آن ها از ی حدّاکثر تا کنیم متّصل ر دی ی به را H گراف در v با متناظر رأس سه که است آن اقدام اولین وضوح به
جا این به تا بنابراین کند). اخذ رنگ آمیزی در رنگ ی از بیشتر نم تواند G گراف در v رأس متناظراً (زیرا باشد مستقل زیرمجموعه ی
وصل هم به G در v و u رأس دو که صورت در حل، فرآیند تکمیل برای داده ایم. قرار H در را vb و ،vg ، vr رأس سه ،v ∈ G هر برای
،eg = ugvg ،er = urvr یال سه ،G گراف در e = uv یال هر ازای به یعن م کنیم؛ متصل هم به H در را آن ها متناظر رنگ های باشند،

م دهند. نمایش را H و G گراف دو از نمونه هایی ١٠ و ٩ ل های ش م کنیم. اضافه H گراف در را eb = ubvb و

٣–رنگ پذیری مسأله ی برای G گراف از نمونه ای :٩ ل ش

(٩ ل ش در G گراف با (متناظر مستقل زیرمجموعه ی مسأله ی برای H گراف از نمونه ای :١٠ ل ش

نیز را k پارامتر باید مستقل، زیرمجموعه ی مسأله ی صورت تکمیل برای داده ایم. یل تش کامل صورت به را H گراف جا این به تا
در را H از رأس ی ،G گراف رئوس از ی هر با متناظر م خواهیم که چرا م گیریم؛ نظر در k = n را ورودی این مقدار کنیم. انتخاب

باشیم. کرده انتخاب مستقل مجموعه ی

١٠
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باشد c برابر v رأس برای انتخابی رنگ اگر صورت این در باشد. موجود G گراف در معتبر ٣–رنگ آمیزی ی کنید فرض ابتدا حال
در G از یال هر که این به توجه با کرد. خواهیم انتخاب را vc رأس H گراف از مستقل زیرمجموعه ی انتخاب در آن گاه ،c ∈ {r, g, b} که
مجموعه ی و نیستند متّصل ر دی ی به نیز H از انتخابی رئوس از ی هیچ است، متمایز آن سر دو رنگ که دارد را ویژگ این معتبر رنگ آمیزی
مستقل زیرمجموعه ی مسأله ی برای معتبر پاسخ ی ترتیب این به و بود؛ خواهد عضوی n مستقل زیرمجموعه ی ی H در انتخابی رأس n

است. آمده دست به

رأس دو ندارد ان ام که م دانیم اولا است؛ موجود H گراف از عضوی n مستقل زیرمجموعه ی ی کنیم فرض اگر مقابل طرف از
ر دی ی به H گراف در vb و vg و vr رأس سه هر زیر ،c ̸= d و {c, d} ⊂ {r, g, b} که باشند شده انتخاب مجموعه این در vd و vc مانند
انتخابی رئوس مجموعه چون طرف از بود. خواهند G گراف رئوس از ی با متناظر انتخابی رأس n از ی هر ترتیب این به هستند. متّصل
vd و uc رئوس ،G از uv یال هر برای یعن این و نیستند؛ متّصل ر دی ی به دوتایی هیچ هستند، H گراف از مستقل زیرمجموعه ی ی
G گراف رنگ آمیزی در است کاف ترتیب این به ،c ̸= d که دارند را ویژگ این ({c, d} ⊂ {r, g, b} ) مستقل زیرمجموعه ی در انتخابی
٣–رنگ آمیزی ی و بود خواهد متمایز G از یال هر سر دو رنگ نتیجه در کنیم. انتخاب v رأس برای را d رنگ و u رأس برای را c رنگ

داشت. خواهیم گراف این برای معتبر

به چندجمله ای تحویل ی با گراف ٣–رنگ پذیری مسأله ی داده ایم نشان و است شده اثبات مسأله دو تناظر از طرف دو هر بنابراین
است. یافته کاهش گراف مستقل زیرمجموعه ی یافتن مسأله ی
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار

آبادی کاظمی نجف آرمیتا نگارنده: ان پی⁃تمامیت از بیشتری مثال های :۹ تمرین حل جلسه

در که مسأله چند بررسی به منظور این به می گذاریم. دارند وجود مسائل کردن تحویل در که ایده هایی بر را مان تمرکز جلسه این در
می پردازیم. برانگیز چالش ظاهری با دیگر مسأله یک و شدند مطرح تمرین عنوان با نوزدهم جلسه

:NAE3SAT مسأله از تحویل هایی ۱

جلسه همان جزوه در NAE3SAT مسأله (تعریف می کنیم. حل را آن ها اینجا در که شد مطرح تمرین عنوان به مسأله دو نوزدهم جلسه در
است.) موجود

چند جمله ای، زمان در نمونه، این روی از می خواهیم می گیریم. نظر در NAE3SAT مسأله از نمونه یک : 3COL NAE3SATبه تحویل
باشد. داشته وجود نمونه مسأله لیترال های برای مناسب مقدار دهی اگر تنها و اگر باشد پذیر رنگ سه که بسازیم گرافی

آنجایی از اما کنیم. تحویل 3COL به را 3SAT سپس و 3SAT به را NAE3SAT ابتدا که بود این تحویل، برای شده مطرح ایده های از یکی
نمی دهیم. انجام را کار این نیست؛ آن در جدیدی آموزشی نکته و شده ایم آشنا تحویل ها این انجام روش با قبلا که

دهیم. انجام مستقیم را تحویل که است این هدف
اضافه راس سه اند، آمده (پرانتز) عبارت یک در که لیترالی سه هر ازای به و گرفته نظر در راس یک نمونه، در لیترال هر ازای به منظور این به
پرانتز آن داخل لیترال های با متناظر راس سه از یکی تایی، سه دور این رئوس از یک هر به است. یال دویشان به دو بین که می گیریم نظر در

باشد.) یک به یک دادنمان نسبت که (طوری می کشیم. یال شان بین و می دهیم نسبت را
برای زیر شکل در مثلا می نامیم. برچسب بدون را رئوس بقیه و دار برچسب رئوس را اند بوده لیترال یک با متناظر که گراف از رئوسی
این راس های که داریم نیز برچسب بدون رئوس از تایی سه دور یک و دارد وجود دار برچسب راسی لیترال هر ازای به ،(X,Y, Z) عبارت

اند. شده داده تناظر (X,Y, Z) لیترال های با متناظر دارِ برچسب رئوس به یک، به یک طور به دور

X

Y

Z

می کنیم. اضافه یالی نیز نقیضش و متغیر هر بین کشیده ایم، حال به تا که یال هایی بر علاوه
لیترال یک با متناظر که (رئوسی دار برچسب رئوس همه به که بگیریم نظر در اضافه راس یک می بایست اثبات شدن کامل برای بعلاوه
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می نامیم. head را خاص راس این باشد. داشته یال هستند)
می باشد. (X,Y, Z) ∧ (Y, Z,W ) ∧

(
W,Q, X̄

) عبارت به مربوط گراف زیر، شکل مثال برای

X Z

Y

W X̄

Q

heaⅾ

ساخته ایم نمونه روی از که گرافی در پذیری سه⁃رنگ مسأله برای جوابی به می توان را نمونه مسأله برای جوابی هر می دهیم نشان ابتدا
کرد. تبدیل

که مقداری به بسته را هستند لیترال هر با متناظر که گراف از رئوسی ست کافی بگیرید. نظر در را نمونه لیترال های به درست مقدار دهی یک
داده ایم.) نشان قرمز با را False رنگ و سبز رنگ به شکل در را True رنگ (مثلا بیاوریم. در False یا True رنگ به اند، گرفته

head راس چون نمی کند ایجاد مشکلی کار این است.) شده داده نشان زرد با گراف در B (رنگ می آوریم. در B رنگ به نیز را head راس
اند. درآمده False یا True رنگ به هم آنها که بود متصل دار برچسب رئوس به فقط

سه دوری در یک هر نیز رئوس این اند. مانده باقی برچسب بدون رئوس تنها اکنون زیرا هستند؛ آمیزی رنگ قابل نیز گراف راس های بقیه
(راسی است دار برچسب رئوس میان از راسی که دارند دیگر همسایه یک دقیقا دور، آن در همسایه هایشان جز به و اند شده ظاهر تایی

تایی) سه عبارتی از لیترال یک با متناظر
یک به که رئوس تایی سه دورِ این داد نشان می توان بندی حالت با نیستند، همرنگ اند آمده عبارت یک در که لیترالی سه هیچ که آنجایی از
همرنگ خود همسایه با دور، این رئوس از یک هیچ که طوری کرد رنگ B و False و True رنگ سه با می توان را اند شده متناظر عبارت

نباشند.
یکی و True لیترال دو (که کلی حالت دو از بیشتر عبارت، هر برای اند، شده رنگ قبل از دار برچسب رئوس اینکه به توجه با درواقع

دارد: وجود برایشان شکل مطابق مطلوبی آمیزی رنگ و هستند یکی درواقع نیز حالت دو این که نمی آید. پیش بالعکس) یا باشد False

X

Y

Z

از که گرافی باشد، موجود لیترال هایش برای مناسب مقدار دهی می گیریم، نظر در NAE3SAT مسأله برای که ای نمونه اگر ترتیب این به
است. پذیر رنگ سه نیز ساخته ایم چند جمله ای) زمان (در آن روی
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نمونه لیترال های برای مناسب مقدار دهی وجود نیز شده ساخته گراف پذیریِ رنگ سه دهیم نشان ست کافی تحویل، تکمیل برای حال
می دهد. نتیجه را

می نامیم. B را head راس با متناظر رنگ آمیزی، رنگ این در بگیرید. نظر در گراف برای مطلوب آمیزی ۳⁃رنگ یک
رئوس (درواقع نامید! False و True می توان را لیترال ها با متناظر رئوس رنگ بنابراین بود، متصل دار برچسب رئوس به فقط head راس
را دیگری و True را رنگ ها این از یکی که باشند داشته می توانند B رنگ جز به رنگ دو دار، برچسب رئوس همان یا لیترال ها با متناظر

می نامیم.) False

رئوس این کنید فرض کنید. نگاه گراف در آن لیترال های با متناظر رئوس به و بگیرید نظر در NAE3SAT مسأله نمونه از دلخواه پرانتز یک
باشند. Z و Y و X

با رنگش آمده، دور این در که راسی سه این از یک هر مطلوب، آمیزی رنگ یک در می کنیم. توجه عبارت این با متناظر تایی سه دور به
باشند. همرنگ همگی نمی توانند دارند یال سه این از یکی به یک هر که Z و Y و X رئوس بنابراین دارد. فرق دیگری

رنگ به آنها با متناظر رئوس که لیترال هایی به و True مقدار درآمده، True رنگ به آنها با متناظر رئوس که لیترال هایی به کنید فرض پس
بدهیم. نسبت False مقدار درآمده، False

است. پذیر صدق و معتبر مقدار دهی، این می کنیم ادعا
لیترالی دو هیچ با متناظر رئوس بنابراین، بودیم کشیده یال اش متناقض و لیترال هر بین گراف، در که است این مقدار دهی بودن معتبر علت

باشند. درآمده رنگ یک به نمی توانند باشند هم نقیض که
سه هر نمی توانند اند، آمده پرانتز یک در که لیترال ها از تایی سه هیچ که است این گفتیم، که طور همان هم مقدار دهی پذیریِ صدق علت

باشند. گرفته False مقدار سه هر یا True مقدار
است. معتبر شده ارائه تحویل داده ایم نشان پس

وزن بدون و جهت بدون G گراف که است صورت این به MaxCut مسأله می کنیم فرض اینجا در :MaxCut به NAE3SAT تحویل
وجود G در k حداقل اندازه با برشی آیا که است این سوال و شده داده ورودی عنوان به k عدد و دارد) یک وزن یال هر (انگار یال ها دهی

خیر. یا دارد
به بسازیم نمونه این روی از گرافی چند جمله ای زمان در می خواهیم می گیریم. نظر در را آن از ای نمونه ،NAE3SAT مسأله تحویل برای

شود. برقرار تناظری اولیه، نمونه روی NAE3SAT مسأله پاسخ و گراف این در MaxCut مسأله پاسخ بین که طوری

راسی هم متغیر آن نقیض ازای به نیامده، نمونه در متغیر آن نقیض (اگر می دهیم. قرار گراف در راسی مذکور، نمونه در متغیر هر ازای به
یال یال ها، این به می کشیم. یال دارند، قرار (پرانتز) عبارت یک در نمونه در متناظرشان متغیر که راس هایی بین می دهیم.) قرار گراف در
ساخته گراف از راس دو بین نتیجه در باشند. آمده هم با عبارت یک از بیش در متغیر دو است ممکن که می کنیم توجه می گوییم. اول نوع
گراف های برای MaxCut مسأله به را NAE3SAT مسأله حل، راه این در (درواقع باشد. داشته وجود یال یک از بیش است ممکن شده،

می کنیم.) تحویل چندگانه
کنید. تبدیل ساده گراف های برای MaxCut مسأله به را NAE3SAT مسأله کنید سعی تمرین، عنوان به

می گوییم. دوم نوع یال یال ها این به می کشیم. یال نیز متغیر آن نقیض با متناظر راس و متغیر یک با متناظر راس هر بین علاوه، به
نوع یال های آن در که است زیر شکل مانند گرافی می شود، ساخته (X,Y, Z)∧ (Y, Z,W )∧

(
X̄, Z̄, W̄

) ی نمونه برای که گرافی مثلا
اند. شده مشخص قرمز رنگ با دوم نوع یال های و سیاه رنگ با اول
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X

Z

W

X̄

Ȳ Z̄

W̄

Y

با گراف از برشی می توانیم معتبر، مقدار دهی این روی از بگیرید. نظر در شده داده نمونه لیترال های برای معتبر مقدار دهی یک حال
است. اولیه نمونه در متغیر ها تعداد n و عبارت ها تعداد m اینجا در که آوریم دست به 2m+ n اندازه حداقل

با متغیر های و بخش یک در شده داده آنان به True مقدار که متغیر هایی با متناظر رئوس که می آید دست به ترتیب این به مذکور برش
(هر نمی گیرند قرار دسته یک در اند آمده عبارت یک در که متغیری سه هیچ اینکه به توجه با دهیم. قرار دیگر بخش در را False مقدار
دارد. وجود برش در اول نوع یال های از متمایز یال دو نمونه، در موجود عبارت m از یک هر ازای به نیستند)، False سه هر یا True سه
برش در متمایز، دوم نوع یال های از تا، n یعنی متغیر ها تعداد به بنابراین نمی گیرد. قرار بخش یک در خود نقیض با متغیری هیچ علاوه به
نمونه این در 2m+ n اندازه حداقل با برش وجود مسأله جواب و کردیم. پیدا را 2m+ n اندازه حداقل با برشی پس داریم. شده معرفی

است. مثبت
و زرد یکی که راس دو بین که یال هایی مجموعه بود، (X,Y, Z) ∧ (Y, Z,W ) ∧

(
X̄, Z̄, W̄

) نمونه با متناظر که زیر گراف در مثلا
اند.) شده مشخص سبز رنگ با برش (یال های است. بیشینه برش یک یال های باشد، آبی دیگری

X

Z

W

X̄

Ȳ Z̄

W̄

Y

روی از شده ساخته گرافِ در 2m+ n ی اندازه حداقل با برش یک وجود دهیم نشان می بایست شود، کامل پذیری تحویل اثبات آنکه برای
می دهد. نتیجه را نمونه لیترال های برای مطلوب مقدار دهی یک وجود نمونه،

از است. کرده تقسیم F و T نام های با دسته دو به را راس ها که دارد وجود مان گراف در 2m+ n اندازه حداقل با برش کنید فرض پس
و دارد لیترال سه حداکثر نمونه، مسأله در عبارت m از یک هر چون باشند. آمده برش در می توانند تا 2m حداکثر اول، نوع یال های بین
آنکه برای طرفی از کند. ایجاد برش در نمی توانند یال دو از بیش شوند، تقسیم بخش دو بین که شکلی هر به لیترال ها این با متناظر راس سه
بین یال ها این کنیم. انتخابشان دوم نوع یال های بین از هستیم مجبور که داریم. نیاز دیگر یالِ n به حداقل برسد، 2m+ n به برش، اندازه
از متفاوتی بخش های در نقیضش و متغیر هر می بایست بنابراین نیست. n از بیشتر هم متغیر ها تعداد و هستند متغیر آن نقیض و متغیر هر
False یا True مقدار آن به می توانیم گیرد، قرار F یا T دسته در متغیر یک متناظر راس اینکه به بسته بگیرند. قرار شده مشخص برش
و متغیر یک با متناظر راس اولا زیرا است. معتبر نمونه لیترال های برای مقدار دهی این داد نشان می توان گفتیم، آنچه به توجه با و بدهیم.
(پرانتز) عبارت هر از دوما شد؛ نخواهد یکسان نقیض، متغیر دو مقدار می دهد نتیجه که اند متفاوت دسته دو در آن، نقیض با متناظر راس
به باشند؛ گرفته مقدار یک پرانتز یک در لیترال سه هر و نباشد اینطور اگر شده. داده False یا True مقدار لیترال دو به حداکثر نمونه، در
با متناظر تایی سه هر باید باشد، بیشینه برش اندازه اینکه برای اما اند. گرفته قرار F یا T مجموعه های از یکی در سه هر که معناست این

است. معتبر نمونه برای مقدار دهی و نمی دهد رخ حالتی چنین پس باشد. داشته برش در یال دو حداقل عبارت، یک
است. معتبر نیز شده داده ارائه تحویل نهایت در
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دارد، را لیترال ها بودن مثبت شرط بعلاوه شروط همان که ،NAE3SAT مسأله از دیگری ورژن کرد ثابت می توان تمرین عنوان به
باشد.) نیامده نمونه در لیترالی هیچ نقیض که معناست این به لیترال ها بودن (مثبت است. ان پی⁃تمام

: Exactly1in3SAT مسأله به 3COL مسأله تحویل ۲

مسأله یک از تحویلی ست کافی است، ان پی⁃تمام کنیم اثبات اینکه برای شدیم. آشنا NAE3SAT مسأله تعریف با نوزدهم جلسه در
هست.) ان پی کلاس در که می دانستیم قبل از (زیرا دهیم. ارائه آن به تمام ان⁃پی

و u راس دو بین یال هر ازای به است. شده داده G گراف می کنیم فرض بنابراین کنیم. تحویل آن به را 3COL مسأله داریم سعی اینجا در
می گیریم. نظر در را bv و gv ،rv لیترال های نیز v مانند راس هر برای همچنین و buv و guv ،ruv لیترال سه گراف، در v

(bv, rv, gv) ،(bu, ru, gu) ،(buv, ruv, guv) ،(buv, bv, bu) ،(guv, gv, gu) ،(ruv, rv, ru) عبارت های دارد، قرار یالی v و u بین اگر
می دهیم. قرار بسازند Exactly1in3SAT مسأله از ای نمونه تا شوند and هم با باید که تایی هایی سه مجموعه در را

به راس دو از یکی دقیقا یا ، r مانند دلخواهی رنگ و اند، وصل هم به که راسی دو هر ازای به باشد، پذیر سه⁃رنگ G گراف اگر حال
عبارت از لیترال یک دقیقا انگار درواقع است. آمده در r رنگ به راس دو این بین یال انگار که کنیم فرض می توانیم اینکه یا هستند r رنگ
کاستن بدون اگر مثلا یعنی می دهد. رخ اتفاق همین داریم، شده ساخته نمونه در که عبارتی هر برای دارد. True مقدار ،(ruv, rv, ru)
لیترال های و True مقدار ،buv, rv, gu لیترال های صورت این در باشد، قرمز دیگری و سبز یکی ،v و u راس دو کنیم فرض کلیت از
،(buv, bv, bu) ،(guv, gv, gu) ،(ruv, rv, ru) پرانتز های از یک هر از بنابراین گرفت. خواهند False مقدار ،guv, ruv, gv, bv, ru, bu
باشد، پذیر سه⁃رنگ نمونه، گراف اگر بنابراین می گیرد. True مقدار لیترال یک دقیقا ،(bv, rv, gv) ،(bu, ru, gu) ،(buv, ruv, guv)

دارد. وجود مطلوب مقدار دهی ساخته ایم، Exactly1in3SAT مسأله برای چند جمله ای زمان در آن روی از که ای نمونه برای

داشته وجود Exactly1in3SAT مسأله شده ساخته نمونه برای مطلوبی مقدار دهی اگر که دهیم نشان ست کافی تحویل تکمیل برای
است. پذیر سه⁃رنگ نمونه گراف باشد،

،(buv, bv, bu) ،(guv, gv, gu) ،(ruv, rv, ru) پرانتز های باشد، یالی شان بین که گراف در v و u راس دو با متناظر که می دانیم را این
هر از که اند شده مقدار دهی طوری لیترال ها می دانیم دارند. وجود شده ساخته نمونه در (bv, rv, gv) ،(bu, ru, gu) ،(buv, ruv, guv)
u رنگ و گرفته True مقدار (bv, rv, gv) در که بگیریم نظر در لیترالی همان را v راس رنگ اگر باشد. گرفته True مقدار یکی دقیقا پرانتز
دست به گراف برای معتبر آمیزی ۳⁃رنگ یک صورت این در گرفته، True مقدار ،(bu, ru, gu) در که بگیریم نظر در لیترالی مشابها نیز را
،(buv, bv, bu) ،(guv, gv, gu) ،(ruv, rv, ru) عبارت های از یک هر لیترال های از مقدار یک تنها اینکه به توجه با چون آورد. خواهیم

است. معتبر شده داده ارائه چند جمله ای تحویل درنهایت باشند. همرنگ نمی توانند v و u می گیرد؛ True مقدار

ترسناک! ظاهر با ای مسأله ۳

اند. شده داده ورودی عنوان به x1, x2, ..., xn صحیح اعداد کنید فرض
است؟ برقرار ∫ π

−π(cosx1θ)(cosx2θ)...(cosxnθ)dθ ̸= 0 آیا

است. ان پی⁃تمام مسأله دهیم نشان می خواهیم درواقع

۵
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می کنیم. جایگذاری را مقادیر زیر تساوی به توجه با کنیم. تر ساده را مسأله صورت می بایست ابتدا

cos θ =
eiθ + e−iθ

2

∫جایگذاری: π

−π
(cosx1θ)(cosx2θ)...(cosxnθ)dθ =

1

2n

∫ π

−π

n∏
j=1

(eixjθ + e−ixjθ)dθ

=
1

2n

∫ π

−π

∑
A⊆[n]

(
∏
j∈A

eixjθ)(
∏
j /∈A

e−ixjθ)dθ =
1

2n

∫ π

−π

∑
A⊆[n]

eiθ[
∑

j∈A xj−
∑

j /∈A xj ]dθ

می پذیریم: را زیر عبارت ∫درستی π

−π
eiyθdθ =

 2π y = 0

0 y ̸= 0

که: طوری باشد داشته وجود A که نمی شود صفر مان اولیه عبارت حالتی در تنها ∑بنابراین
j∈A

xj −
∑
j /∈A

xj = 0

شدیم.) آشنا نوزدهم جلسه در نیز partition مسأله (با باشد. مثبت x1, x2, ..., xn ورودی های روی partition مسأله جواب درواقع یا
دو (چون ست. دیگری به تحویل قابل یک هر بنابراین هستند. معادل هم با مسأله دو این دادیم نشان اخیر، جبری عبارات نوشتن با درواقع
ان پی⁃تمام نیز مسأله این است، ان پی⁃تمام partition مسأله می دانستیم چون پس نداریم.) هم تحویل تابع به نیازی عملا معادلند، مسأله

بود. خواهد

۶
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض تمرین: حل مدرس

[٩٩ [بهار

مروج حسین محمد نگارنده: ١٠ جلسه تمرین: حل جلسه

م شود. پرداخته ١ موضع جست وحوی حل روش درباره مسئله چند بررس به جلسه این در

سان ی های ماشین روی بندی زمان ١

توانند م که است شده داده سان ی ماشین تا m همچنین و کشد م طول واحد pi ام i کار که طوری به است شده داده کار n تعداد سوال:
که طوری به دهد اختصاص ها ماشین به را کارها که دهید ارائه وریتم ال است). سان ی ها ماشین همه شروع دهند(زمان انجام را کارها

رسیم. م ٢ مجموعه بندی تقسیم مسئله از تری کل حالت به n = 2 اگر مثال برای شوند. انجام زمان حداقل در کارها

است این دهیم انجام توانیم م که کارهایی از ی کنیم. استفاده موضع جوی و جست روش از کنیم م سع سوال این حل برای
اگر یعن کنیم. تر بهینه را جواب انتهایی کارهای کردن جابه جا با کنیم سع سپس و کنیم تقسیم ها ماشین بین دلخواه طور به را کارها که
انجام را کار این شد م تر بهینه جواب ری دی ماشین انتهای به کار آن دادن اختصاص با که داشت وجود ماشین ی انتهای در که کاری

یابد. م پایان وریتم ال کنیم تر بهینه را جواب جایی جابه ی با نتوانیم که زمان و دهیم

بهینه جواب به آیا وریتم ال این که کنیم بررس باید ابتدا که صورت این به کنیم. تحلیل را کردیم بیان که وریتم ال کنیم م سع حال
است. ونه چ وریتم ال زمان مرتبه که کنیم بررس سپس و خیر یا رسد م

شده داده ٢،٣،۴،۴و۵ های طول به کار ۵ و ماشین ٢ کنید فرض رسد. نم بهینه جواب به وریتم ال این که کنیم م بیان را مثال ابتدا
کارهای دوم ماشین به و یابد اختصاص ۴،۴ کارهای اول ماشین به و بدهیم تخصیص دلخواه طور به هارا کار که زمان اگر حال است.
ماشین به ٢،۴،٣ اختصاص که بهینه حالت به توانیم نم ماشین دو بین ها کار تعویض با که ببنیم راحت به توانیم م یابد اختصاص ٢،٣،۵

کنیم. تر بهینه را جواب توانیم نم تغییر ی با زیرا است،برسیم دوم ماشین به ۴،۵ اختصاص و اول

است. بهینه جواب از بدتر دوبرابر حدااکثر دهد م وریتم ال این که جوابی ادعا:

ادامه در .OPT ≥

n∑
i=1

pi

m داریم نیز ر دی طرف OPT.از ≥ pi وضوح به یرم ب نظر در OPT برابر را مسئله برای بهینه جواب اگر
ماشین این اجرا زمان طول کنید فرض و گیریم م Pl را آن کار آخرین طول و است کشیده طول همه از بیش که گیریم م نظر در را ماشین

داریم: صورت این در باشد. Cm Pl≤OPTبرابر

Cm−Pl≤

n∑
i=1

Pi

m
≤OPT

⇒ Cm ≤ 2OPT

است. تقریب دو وریتم ال که کردیم اثبات پس
1Local search
2Partition set

١
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کار ی که زمان دادیم ارائه که وریتم ال در که کنیم م فرض آن از قیل ول کنیم م ثابت را ادعایی وریتم ال زمان تحلیل برای
اختصاص ماشین آن به شود، تر بهینه جواب و دهیم اختصاص ماشین چند به توانستیم م را کار این اگر کنیم جابه جا خواهیم م را پایان

باشد. کمتر کارش زمان طول که دهیم

شود. م جابه جا بار ی جداکثر کار هر وریتم ال اجرای ط در ادعا:

ماشین دو اجرا زمان فقط وریتم ال اجرای از گام هر در زیرا است صعودی وریتم ال اجرای ط در ها ماشین اجرا زمان کمینه برهان:
انجام تعویض این نباید گیریم م نتیجه کند تغییر اجرا کمینه زمان تعویض این با اگر که کند م تغییر است شده جابه جا ها آن در کار که
است معن این به باشد شده تعویض بار دو کار ی اگر است صعودی وریتم ال اجرای طول در کمینه اجرا زمان که حال پس است. شده م
در اجرا زمان کمینه بودن صعودی با این که است کمتر بود، شده جابه جا کار این ابتدا که زمان به نسبت وریتم ال اجرای زمان کمینه که

شود. م ثابت ادعا پس است. تناقض

راس پوشش مسئله ٢

تعریف را نماد ی کنیم.ابتدا پیدا بهتر نمایی زمان با وریتم ال ایم دیده را آن گذشته جلسات در که راس پوشش مسئله برای خواهیم م
کنیم. م

Õ(f(n)) := O(f(n) ∗ Poly log(n))

دهیم. ارائه راس پوشش مسئله برای Õ(3
n
2 ) زمان مرتیه با وریتم ال خواهیم م

باید یا داریم حالت ٣ است آمده بیشینه تطابق در که یال هر برای کنیم.بوضوح م پیدا گراف برای بیشینه تطابق ی ابتدا وریتم: ال
که کنیم م بررس را حالات تمام موضوع همین روی حال بیایند. آن در آن راس دو از ی یا بیایند کمینه راس پوشش در آن راس دو هر

ی قطعا باشد نشده پوشانده انتخابی، مجموعه توسط که باشد داشته وجود یال اگر حالت هر برای شود. م حالت 3
n
2 حداکثر کل در

در بهینه جواب به کنیم.بوضوح م اضافه انتخابی مجموعه به را راس آن صورت این در که دارد قرار بیشینه تطابق از خارج در آن رئوس از
جمله چند زمان با کنیم م بررس که را حالت هر چون خواستیم م که است چیزی همان نیز وریتم ال زمان مرتبه رسیم. م حالت این

برسیم. راس پوشش از مینیمال مجموعه به توانیم م ای

صفر نقطه روی از شروع با خواهیم نداریم.م اطلاعات صحیح عدد این مورد در و است شده داده صحیح عددی کنید فرض سوال:
دهید. ارائه سوال این برای ثابت رقابت ضریب با وریتم برسیم.ال نظر مورد عدد به صحیح اعداد

رویم. م چپ سمت به گام 2i−1 بود فرد اگر و رویم م راست سمت به گام 2i−1 بود زوج i− 1 اگر ام i مرحله در وریتم: ال

مجموعه ای پوشش مسئله برای کران و انشعاب وریتم ال ٣

که طوری به دهید ارائه وریتم هستند.ال w : S → R+و S ⊆ 2U و U = {e1, e2, ..., en} کنید فرض مجموعه ای: پوشش مسئله
. ∪
A∈T

A = U همچنین و شود کمینه ∑
A∈T

w(A) که طوری به بیابد را T ⊆ S مجموعه

کمینه،عناصر راس پوشش مسئله در توانیم م زیرا است np-سخت مسئله این کنیم ثابت توانیم م راس پوشش مسئله از استفاده با
وزن دهیم. قرار نظر مورد راس مجموعه در را آن بود وصل راس به یال ی اگر حال یرم ب نظر در ها راس نیز هارا مجموعه و ها یال را
شود. م تبدیل ای مجموعه پوشش مسئله از خاص حالت ی به راس پوشش مسئله تبدیل این با گیریم.بوضوح م ی نیز را ها مجموعه

شود. م ثابت نظر مورد م ح پس
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض تمرین: حل مدرس

[٩٩ [بهار

نادعل سنا نگارنده: برخط١ وریتم های ال :١١ تمرین حل جلسه

و ۴ غیرقطع ،٣ قطع وریتم های ال برخ و بیشینه تطابق کردن پیدا و بازی٢ درخت ارزیابی برخط مسئله ی دو بررس به جلسه این در
کنیم. ثابت را وریتم ها ال این از برخ بودن بهینه م کنیم سع همچنین م پردازیم. آن ها حل برای ۵ تصادف

بازی درخت ارزیابی ١

مسئله صورت تعریف ١ . ١

رأس هر که است کامل دودویی۶ درخت ی بازی، درخت دارد، انتخاب حق دو ن بازی مرحله هر در که دونفره مرحله ای k بازی ی برای
نفر ی برد و بود. خواهد برنده است نوبتش مرحله دراین که فردی که معناست این به True مقدار م گیرد. False یا True مقدار آن
را درخت ریشه مقدار م خواهیم واقع در نه. یا دارد برد استراتژی اول نفر آیا که کنیم بررس م خواهیم است. ری دی باخت معنای به

کنیم. مشخص

دو هر که که بود خواهد False حالت در تنها رأس این مقدار م شود. مشخص رأس آن مقدار بدانیم، را رأس ی فرزند دو مقدار اگر
فرزندان از ی حداقل اگر و بود. خواهد برنده ر دی فرد گیرد انجام که انتخابی هر رأس این در زیرا داشته باشند. True مقادیر فرزندش
تضمین را بود خواهد خودش برد معادل که مقابل طرف باخت رأس، این نظیر حالت به بازی بردن با فرد داشته باشد، False مقدار رأس ی
نظر در مدار ی معادل را حاصل درخت و NAND گیت ی معادل را رأس هر م توان که درم یابیم موضوع این در دقت با م کند.

گرفت.

همچنین است. درخت برگ های تعداد n = 2k و است زوج بازی، مراحل تعداد معادلا درخت، این عمق که شده است فرض ادامه در
م گیریم. نظر در آن بررس شده برگ های تعداد را وریتم ال اجرای زمان زیر وریتم های ال تحلیل در

قطع وریتم  ال ١ . ٢

فرزندان مقادیر روی از بالا در داده شده توضیح  قاعده به توجه با است. DFS وریتم ال یا بازگشت وریتم های ال از استفاده ساده ایده ی
مقدار رأس ی فرزندان از ی اگر که است بدیه درخت شدن پر نحوه به توجه با همچنین م شود. مشخص رأس آن مقدار رأس ی

کرد. جلوگیری اضافه محاسبات انجام از م توان صورت این به و بود. نخواهد رأس این ر دی فرزند بررس به نیاز باشد، False
1Online
2Game tree evaluation
3Determinestic
4Non-determinestic
5Randomized
6Binary
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اگر سپس کند تأیین را نظر مورد رأس چپ فرزند مقدار ابتدا بازگشت طور به بار هر که باشد صورت این به قطع وریتم ال کنید فرض
مثال برای کرد. خواهد بررس را برگ ها همه وریتم ال این حالت بدترین در کند. محاسبه نیز را ر دی فرزند مقدار بود، True مقدار این

یرید: ب نظر در را زیر بازی درخت

F

T T

T F T F

است: اثبات قابل کل تر حالت برای مشابه م ح
م کند. بررس را برگ ها همه حالت بدترین در فوق، مسئله برای قطع وریتم ال هر .١ ادعا

مقدار که کرد مقدارده گونه ای به م توان را بازی درخت برگ های م دهیم نشان k روی استقرا با ،A دلخواه وریتم ال برای اثبات:
م شود. بررس A وریتم ال توسط که داشته باشد بستگ برگ آخرین مقدار به زیردرخت، هر ریشه

یرید. ب نظر در True را برگ این مقدار م کند. بررس زودتر را درخت این برگ ٢ از ی A وریتم ال .k = 1 کنید فرض استقرا: پایه
برقرار استقرا پایه پس خواهدبود. True صورت این غیر در و False نیز ریشه مقدار باشد، False ر دی برگ مقدار اگر صورت این در

است.

زودتر مقدارش که ریشه فرزند آن م کنیم. ثابت را م ح k = i + 1 برای م دانیم. را م ح k = i برای کنید فرض استقرا: گام
آخرین به رأس این ارزش که کرد مقدارده گونه ای به  م توان را رأس این زیردرخت استقرا فرض طبق یرید. ب نظر در را م شود بررس
شود. True فرزند این ارزش که م دهیم مقدار گونه ای به را برگ این حال داشته باشد. بستگ م شود بررس زیردرخت این از که برگ
فرزند این زیردرخت م توان استقرا فرض از استفاده با هم باز کند. مشخص را ر دی فرزند ارزش که خواهدبود مجبور وریتم ال بنابراین
برگ آخرین وضوح به برگ (این م شود بررس زیردرخت این از که باشد برگ آخرین به وابسته ارزشش که کرد مقدارده گونه ای به را
ریشه ارزش شود، True فرزند این ارزش که شود مقدارده به گونه ای زیردرخت این برگ آخرین اگر م شود). بررس که خواهدبود درخت

خواهدبود. True صورت این غیر در و False

غیرقطع وریتم  ال ١ . ٣

انجام درست انتخاب های جادویی طور به که است وریتم ال شد، بررس پیچیدگ جلسات در که همانطور ، غیرقطع وریتم ال از منظور
برای آن ها بررس که کند انتخاب را بازی درخت از برگ m < n جادویی طور به م تواند غیرقطع وریتم ال ی مسئله این در م دهد!

داد. کاهش م توان √n = 2
k
2 تا را m مقدار م دهد نشان زیر ادعای باشد. کاف درخت ریشه مقدار کردن مشخص

مشخص برای آن ها مقادیر دانستن که کرد مشخص را درخت از برگ 2 k
2 م توان بازی، درخت ی دلخواه مقدارده هر برای .٢ ادعا

باشد. کاف درخت ریشه مقدار کردن

م کنیم: تعریف ابتدا اثبات:
T (k) := شویم. مطمئن زیردرخت ریشه بودن True از تا بدانیم را مقدارشان باید که k عمق به زیردرخت برگ های تعداد
F (k) := شویم. مطمئن زیردرخت ریشه بودن False از تا بدانیم را مقدارشان باید که k عمق به زیردرخت برگ های تعداد

٢
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که برگ تنها مقدار زیرا است. ١ با برابر وضوح به F (0) و T (0) مقادیر م کنیم. محاسبه بازگشت صورت به را F (k) و T (k) مقادیر حال
فرزندانش از ی حداقل یعن باشد True زیردرخت این ریشه مقدار که این برای k > 0 هر برای کنیم. بررس باید را است ریشه همان
خواهیم یعن است. False فرزند این مقدار شویم مطمئن که کنیم بررس است لازم را برگ ها از تعدادی مقدار تنها پس دارد. False مقدار

داشت:

T (k) = F (k − 1) (١)

ریشه که این از یافتن اطمینان برای پس یرند. ب True مقدار باید رأس این فرزند دو هر شود False زیردرخت این ریشه مقدار که این برای
داشت: خواهیم پس کنیم. حاصل اطمینان فرزندش دو هر بودن True از باید است False زیردرخت

F (k) = 2× T (k − 1) (٢)

خواهدآمد: دست به زیر نتیجه دو ،(2) و (1) ترکیب از حال

F (k) = 2× F (k − 2) → F (k) = 2
k
2

T (k) = 2× T (k − 2) → T (k) = 2
k
2

شد. مطمئن ریشه مقدار از م توان خوب رأس 2 k
2 حداکثر کردن انتخاب با ،True چه باشد False ریشه مقدار چه پس

تصادف وریتم ال ۴ . ١

پیمایش را بازی درخت DFS وریتم ال از استفاده با که باشد چنین م رسد ذهن به مسئله این حل برای که تصادف وریتم ال ساده ترین شاید
ر دی فرزند مقدار بررس به نیاز بود، False مقدارش اگر کنیم. بررس را رأس ی راست فرزند ابتدا 1

2 احتمال با که صورت این به کنیم.
به حالت، بدترین در وریتم ال این که کرد خواهیم بررس ادامه در کنیم. بررس نیز را ر دی فرزند باید صورت این غیر در ول نخواهدبود

خواهدکرد. بررس را برگ ها از تعداد چه میانگین طور

م کنیم: تعریف

T (k) := شویم. مطمئن زیردرخت ریشه بودن True از تا م شود بررس  مقدارشان حالت بدترین در که k عمق به زیردرخت برگ های تعداد امید
F (k) := شویم. مطمئن زیردرخت ریشه بودن False از تا م شود بررس مقدارشان حالت بدترین در که k عمق به زیردرخت برگ های تعداد امید

دو هر وریتم ال پس است. True دو هر مقدار که دارد فرزند دو ریشه این باشد False برابر k > 0 عمق به زیردرخت ریشه مقدار اگر
ریشه مقدار کنید فرض حال کند. بررس باید را برگ تعداد F (k) میانگین طور به ی هر برای که خواهدکرد بررس را رأس این فرزند
1
2 احتمال به پس خواهدبود(چرا؟). (False،True) یا (True،False) رأس این فرزندان مقدار ورودی بدترین روی باشد. True با برابر

نوشت: م توان پس م شود. لازم ر دی فرزند بررس و خواهدبود True رأس اولین

F (k) = 2T (k − 1)

T (k) =
1

2
(T (k − 1) + F (k − 1)) +

1

2
F (k − 1) = F (k − 1) +

1

2
T (k − 1)

داشت: خواهیم دوم در اول عبارت ذاری جای با

T (k) =
1

2
T (k − 1) + 2T (k − 2), T (0) = 1, T (1) =

3

2
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م آید. دست به (1+√
33

4 )k ≈ n0.753 برابر T (k) مقدار فوق بازگشت عبارت مشخصه معادله از استفاده با

اصل به توجه با دارد. فاصله بهینه مقدار با چقدر تصادف وریتم ال این اجرای زمان که پرداخت خواهیم موضوع این بررس به ادامه در
زمان میانگین نتواند توزیع، این روی قطع وریتم ال بهترین که دهیم ارائه برگ ها مقادیر روی توزیع تابع ی بتوانیم اگر یائو، س مینم

رسیده ایم. خود مقصود به داشته باشد بالا در ارائه شده تصادف وریتم ال اجرای زمان از بهتر اجرایی

1− p2 با برابر رأس ی بودن True احتمال بالاتر ی عمق در صورت این در باشد. p برابر برگ هر بودن True احتمال کنید فرض
هر توزیع، این در که م شود ثابت استقرایی طور به شوند برابر احتمال دو این که کرد تعیین گونه ای به را p مقدار بتوان اگر بود. خواهد

پس: م شود. محاسبات راحت به موجع این، و خواهدداشت. True مقدار p احتمال با درخت این رأس

p = 1− p2 → p2 + p− 1 = 0 → p =
−1±

√
5

2

بود. خواهد قبول قابل p برای √
5−1
2 ≈ 0.618 مقدار و

نخواهدداشت. وریتم ال برای سودی رأس، این مقدار شدن مشخص از قبل نیست، فعل رأس فرزند که رأس بررس که داد نشان م توان
کنیم. حساب ،A وریتم ال کنید فرض اول عمق، قطع وریتم  ال بهترین برای را اجرا زمان میانگین کاف ست بنابراین

م کنیم: تعریف حال
E(k) := باشد. k برابر درخت عمق وقت فوق، توزیع روی A اجرای زمان میانگین

لازم E(k − 1) اجرای زمان میانگین کار این که م کند مشخص را فرزندانش از ی مقدار ابتدا k > 0 عمق در رأس برای وریتم ال این
کند. مشخص نیز را ر دی فرزند مقدار بود خواهد ملزم وریتم ال بنابراین خواهدداشت. True مقدار p احتمال به فرزند این طرف از دارد.

داشت: خواهیم پس م کند. پرداخت اضافه تر E(k − 1) زمان میانگن وریتم ال p احتمال به پس

E(k) = E(k − 1) + pE(k − 1) = (1 + p)× E(k − 1) = (1 + p)k × E(0) = (
1 +

√
5

2
)k ≈ n0.69

.E(0) = 1 پس کند، بررس را رأس این مقدار باید قطع وریتم ال هر k = 0 حالت برای

به را توزیع اگر نیست. تنگ کاف اندازه با شده حساب پایین کران واقع در خیر. نبوده است؟ بهینه بالا تصادف وریتم ال آیا پس
توزیع کنید فرض م رسیدیم. بهتری کران به نداشته باشند، False مقدار رأس ی فرزند دو هر اه هیچ که م کردیم کنیم انتخاب گونه ای
متفاوت مقدار دو صورت، این غیر در و باشند False فرزندش دو هر بود، True رأس مقدار اگر که بسازیم چنین بازگشت صورت به را
کرده بودیم، ارائه که تصادف وریتم ال پس بود. خواهد بازگشت وریتم ال رابطه همان اجرا زمان محاسبه برای بازگشت رابطه داشته باشند.

بوده است. بهینه وریتم ال

بیشینه تطابق ٢

را مسئله این آنلاین صورت جلسه این در شده است. صحبت دوبخش گراف در بیشینه تطابق کردن پیدا مسئله درباره پیشین جلسات در
م کنیم. بررس

مسئله صورت تعریف ٢ . ١

هر در سپس داده م شود. وریتم ال به هستند اول بخش رئوس که رأس، n و م کند مشخص را دوبخش گراف بخش هر اندازه که n عدد
یرد ب تصمیم باید وریتم ال و داده م شود وریتم ال به است وصل آن به که یال هایی تمام و ر دی بخش از رأس ی ابتدا بعد مرحله n از ی
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کند. حذف را کرده است اضافه تطابق به قبلا که یال نم تواند بعد مراحل در خیر. یا کند اضافه تطابق به را یال یال ها، این بین از

قطع وریتم ال ٢ . ٢

اول بخش در که رأس (آن رش دی سر که یال وجود، صورت در مرحله، هر در که است چنین مسئله این حل برای قطع وریتم ال ی
م رساند(چرا؟). M ماکسیمال تطابق به را ما نهایت در وریتم ال این م کنیم. اضافه تطابق به را نشده است ظاهر تطابق در حال به تا است)

است. ٢ برابر فوق وریتم ال رقابت ضریب .٣ ادعا

از یال اگر زیرا آمده است. M در تطابق این یال هر از سر ی حداقل باشد. ورودی گراف در بیشینه تطابق OPT کنید فرض اثبات:
تعداد پس است. ماکسیمال تطابق M م دانیم اما کرد. اضافه M به را یال آن م توان نیامده باشد M در سرش دو هیچ که باشد OPT

نوشت: م توان پس خواهد بود. OPT یال های اندازه به حداقل M رئوس

|OPT | ≤ 2|M | → |OPT |
2

≤ |M |

م شود. ثابت ادعا و

ورودی م تواند دشمن م دهیم نشان واقع در ندارد. وجود ٢ از بهتر رقابت ضریب با قطع وریتم ال هیچ داد نشان م توان همچنین
شود. بهینه جواب نصف قطع دلخواه وریتم ال جواب که کند تعیین گونه ای به را

e′ یا e یال دو از ی قطع وریتم ال هر داده شود. آن به متصل یال های و دوم بخش از s رأس کنید فرض کنید. دقت زیر ل ش دو به
صورت این غیر در و v رأس به را t رأس بعد مرحله در دشمن کرد انتخاب را e یال قطع وریتم ال اگر م کند. اضافه فعل تطابق به را
وریتم ال جواب برابر ٢ بهینه جواب که است واضح م کند. پیدا ادامه ترتیب همین به نیز بعدی مراحل در و ال این و م کند. وصل u به

م شود. حاصل مرحله هر در ر دی یال دو انتخاب با که خواهدبود قطع

s

v

u

t

e

v

u

t

s

e′

تصادف وریتم ال ٢ . ٣

م کنیم. بیان اثبات بدون را آن رقابت ضریب و مسئله این برای تصادف بهینه وریتم ال بخش این در

نسبت اول بخش رأس های به تصادف ترتیب ی شود آغاز دوم بخش رأس های گرفتن ورودی مراحل که آن از پیش وریتم ال این در
ظاهر تطابق در حال به تا و است کمینه  دوم بخش در آن رأس شماره که م کنیم اضافه تطابق به را یال مرحله هر در سپس م دهیم.

دارد. (1− 1
e )

−1 رقابت ضریب وریتم ال این نشده است.
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مراجع
تمرین حل کلاس یازدهم جلسه ویدئوی [١]
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[۹۹ [بهار
فرد آریان بردیا نگارنده: تصادفی الگوریتم های :۱۲ تمرین حل جلسه

می پردازیم. آن ها کردن قطعی و تصادفی و احتمالاتی روش چند بررسی به جلسه این در

Ⅿax−SAT مسئله

عبارت ها از ممکن تعداد حداکثر که کنیم پیدا متغیرها از مقداردهی یک می خواهیم می شود، داده SAT مسئله ی مثل فرمول یک ورودی در
کند. ارضا را

با آن و پاسخ مقایسه ی از کنیم، پیدا دقیق الگوریتم یک اگر که چرا است، مسئله این برای تقریبی تصادفی الگوریتم یک کردن پیدا ما هدف
باشد. P = NP که این مگر نمی افتد اتفاق این که کنیم حل را SAT مسئله ی می توان عبارت ها تعداد

کنیم. مقداردهی ۱ یا ۰ تصادفی طور به را متغیر هر ایده: طبیعی ترین
بگیرید: نظر در را زیر تعاریف ابتدا

است. صفر صورت این غیر در و یک شده بود، ارضا iاُم عبارت که صورتی در Yi
W :=

∑
Yi

گفت: می توان ریاضی امید بودن خطی علت به
E[W ] = E[ΣYi] = ΣE[Yi]

داد: ارائه E[Yi] هر برای را زیر پایین کران می توان طرفی از
E[Yi] ≥

1

2

یک برای مثال برای می شود؛ ارضا مقداردهی یک حداقل ازای به طرفی از و نمی شود ارضا مقداردهی یک ازای به دقیقاً عبارت هر که چرا
گفت: می توان نتیجه در . E[Yi] =

1
2 تک متغیره عبارت

E[W ] = E[ΣYi] = ΣE[Yi] ≥
N

2

است. عبارت ها کل تعداد N که
کردن پیدا نیز مسئله هدف و باشد wi وزن دارای عبارت هر که گرفت نظر در این گونه می توان نیز را وزن دار حالت مسئله، این برای همچنین

گفت: می توان نیز آن ها برای شود. بیشینه شده ارضا عبارت های وزن جمع که طوری به متغیرهاست به مقداردهی یک

W :=
∑

wiYi =⇒ E[W ] = E[
∑

wiYi] =
∑

wiE[Yi] ≥
∑

wi

2

۱ کنیم. تبدیل تقریب همین با قطعی الگوریتمی به را فوق الگوریتم می خواهیم حال،
عبارت ها از نیمی از بیش اگر می دهیم. متغیرها به دیگری) تصادفی حالت هر یا صفر تمام (مانند اولیه مقدار یک ابتدا ساده: ایده ی یک

کنیم. ⅾeranⅾoⅿize را آن ۱اصطلاحاً
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حداقل صورت، این در که چرا می کنیم. نقیض را متغیرها تمامی مقدار صورت این غیر در و می داریم نگه همانطور را مقادیر شدند، ارضا
نصف اندازه ی به حداقل تعدادشان که نشده، ارضا عبارت های تمامی کنیم، نقیض را متغیرها تمامی اگر پس نشده اند ارضا عبارت ها نصف

می شوند. ارضا است، عبارت ها
بگیرید. نظر در را Max k− SAT مسئله ی حال، کرده. حفظ نیز را مذکور تصادفی الگوریتم تقریب بودن، قطعی بر علاوه فوق، الگوریتم
تصادفی ایده ی با ،k = 3 در مثال برای است. متمایز متغیر k دقیقاً شامل عبارت هر که تفاوت این با است، قبلی مسئله ی مانند مسئله این
که این مگر ندارد، وجود 7

8 از بهتر تقریبی حالت این در که شده است ثابت همچنین کرد. ارضا را عبارت ها 7
8 متوسط طور به می توان فوق

می شود.) اثبات ناپذیری تقریب قضیه ی چند [۱] PCP قضیه ی از استفاده (با . P = NP

نیست. صحیح مسئله این برای قبلی روش که چرا می پردازیم مسئله این الگوریتم کردن قطعی به حال،
حداقل که کنیم دهی مقدار طوری بتوانیم را بعدی  متغیرهای که می دهیم قرار طوری را متغیر هر و کرده شروع متغیر اولین از کار، این برای
بار یک و برسیم Φ0 فرمول به تا می دهیم را صفر مقدار آن به بار یک ابتدا رسیدیم، xi هر به وقتی کار، این برای شوند. ارضا عبارت ها 7

8

باقی مقدار که شرایطی در Φ1 و Φ0 در شده ارضا عبارات تعداد ریاضی امید سپس برسیم. Φ1 فرمول به تا می دهیم قرار یک برابر را آن نیز
می کنیم: تعیین زیر نحو به را xi مقدار و (E[W (Φ0)], E[W (Φ1)]) می کنیم محاسبه را شوند انتخاب تصادفی متغیرها

xi =

0 E[W (Φ0)] ≥ 7
8

1 E[W (Φ1)] ≥ 7
8 > E[W (Φ0)]

است: 7
8 حداقل آن ها از یکی حداقل فوق مقدار دو بین از که کرد ثابت می توان زیر نحو به شرطی ریاضی امید روابط بررسی با

7

8
≤ E[W ] = E[W |xi = 1]Pr[xi = 1] + E[W |xi = 0]Pr[xi = 0]

=
1

2
(E[W |xi = 1] + E[W |xi = 0]) ≤ max(E[W |xi = 1], E[W |xi = 0])

باقی مانده متغیرهای مقداردهی های تمامی ازای به شده ارضا عبارات تعداد میانگین مرحله هر در که جا آن از فوق، الگوریتم در نتیجه در
به الگوریتم این وقتی پس است. 7

8 حداقل آن در شده ارضا عبارات تعداد که دارد وجود نیز متغیرها باقی از مقداردهی یک است، 7
8 حداقل

با حل راه یک مسئله این برای می کنیم سعی برمی گردیم. Max− SAT مسئله ی به حال، می شود. محقق مسئله شرایط برسد، آخر مرحله ی
و p > 1

2 کنید فرض می دهیم. قرار صفر 1 − p احتمال به و یک p ̸= 1
2 احتمال به را متغیر هر کنید فرض کنیم. پیدا 1

2 از بهتر تقریب
ندارد.) مشکلی (xi ∨ xi) شکل به (عبارتی باشد. (xi) شکل به که ندارد وجود عبارتی هیچ کنید فرض

یافت. دست 1
2 از بیش ریاضی امید به می توان حالت این در ادعا:

احتمال منهای یک برابر واقع در عبارت یک شدن ارضا احتمال که چرا است. min{p, 1− p2} حداقل عبارت، یک شدن ارضا احتمال
گفت: می توان شوند، ظاهر متغیرها خود بار b و متغیرها نقیض بار a عبارت، این در اگر پس است، آن نشدن ارضا

Pr{Yi = 1} = 1− pa(1− p)b ≥ 1− pa+b ≥ 1− p2

تقریب دارای الگوریتم این پس، .p ≃ 0.618 معادله این حاصل که p = 1− p2 دهیم قرار می توانیم مقدار بیشترین به رسیدن برای حال،
است. 0.618

را فرض این آن، جای به و کرد حذف می توان را فرض این ولی ندارد وجود (xi) شکل به عبارتی هیچ که کردیم فرض ما الگوریتم این برای
تضمین که باشد. xi عبارت از بیش xi تکرار) تعداد عادی، حالت در (و عبارت وزن وزن دار، حالت در xi متغیر هر برای که کرد اضافه
شرایط تا کنیم عوض را نقیضش و متغیر آن جای می توانیم نمی کرد، صدق شرط این در که متغیری هر ازای به که چرا است؛ ممکن شرط این

شود. برقرار
عبارات. کل وزن مجموع نه باشد، (opt) بهینه جواب از مناسبی کسر که است تقریبی به رسیدن واقع در ما هدف که است این دیگر نکته ی

است: زیر نحو به بهتر، کران یک کردیم. استفاده opt ≤ ∑
wi بدیهی کران از واقع، در

opt ≤
∑

wi −
∑

vi
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می شود.) گرفته نظر در صفر وجود، عدم صورت (در است. xi عبارت وزن vi که
می رسیم. 0.618opt به فوق، الگوریتم با که کرد اثبات می توان

مراجع
۲۰ جلسه ی جزوه ی [۱]

۳
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی تمرین: حل مدرس

[۹۹ [بهار

کشیری امین نگارنده: چرنوف و چبیشف مارکف، کران :۱۳ تمرین حل جلسه

دید. خواهیم را ۵ و ۴ جلسه ی در شده بررسی کران های از دیگری مثال های جلسه این در

کنید: تعریف بیندازیم. بار n را تاس یک کنید فرض مثال:

X = ۶ آمدن دفعات تعداد

دهید. ارائه Pr[X ≥ n
4 ] برای بالایی کران ۳ چرنوف و ۲ چبیشف ، ۱ مارکف کران  های از استفاده با

مارکف:

Pr[X ≥ n
4 ] ≤

µ
n
4

=
n
6
n
4

= 2
3 = O(1)

چبیشف:

Pr[| X − n
6 |≥ n

12 ] ≤ Pr[X ≥ n
4 ] ≤

σ2

( n
12)

2 =
5n
36

( n
12)

2 = O( 1n)

چرنوف:

Pr[X ≥ (1 + ε)µ] = Pr[X ≥ (1 + 1
2)

n
6 ] ≤ Pr[X ≥ n

4 ] ≤ e−
µε2

3 = e
−

n
6 · 1

4

3 = O(e−n)

�

دوبرابر و نصف بین ۵ بالا احتمال با سطر هر بار شود باعث که کنید پیدا را توپ هایی تعداد حداقل ۴ سطل ها و توپ ها مسئله ی در مثال:
باشد. n سطل   تعداد و m توپ ها تعداد کنید فرض باشد. میانگین

کنید: تعریف

X = اول سطل توپ های تعداد

داریم: حال . µ = 24 lnn صورت این در . m = 24n lnn دهید قرار
1Markov
2Chebyshev
3Chernoff
4Balls ans Bins
5With High Probability

۱
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Pr[X ≥ 2µ] ≤ e−
µε2

2+ε = e−8 ln(n) = n−8 ≤ n−3

Pr[X ≤ µ
2 ] ≤ e−

µε2

2 = e−3 ln(n) = n−3

داریم: حال است. میانگینش دوبرابر و نصف بین سطل ها) تک تک مشابهاً (و اول سطر توپ های تعداد بالا احتمال با پس

Pr[باشد میانگین دوبرابر از بیشتر یا نصف از کمتر سطل ها از یکی توپ های [تعداد ≤ n · Pr[(µ2 ≥ X) ∪ (X ≥ 2µ)]

≤ n · 2n−3 = 2
n2

�

p گوی یک بودن آبی احتمال واقع (در هستند قرمز بقیه و آبی آن ها از تا np و هستند کیسه یک در که داریم گوی n کنید فرض مثال:
را توپ ها کل به آبی ها تعداد نسبت و می کشیم بیرون تصادف به را توپ k تعداد بزنیم. تخمین را p گیری نمونه یک با می خواهیم است).
پیدا 1± ε تقریب ضریب با و 1− δ احتمال با را p می خواهیم کنید فرض می دهیم. بیرون خود تخمین عنوان به را آن و می کنیم محاسبه

بیابید. چرنوف و چبیشف کران از استفاده با را لازم نمونه های تعداد کنیم.

داشته را مسئله در شده خواسته شرایط می زنیم که تخمینی که کنیم پیدا را مناسبی k دلخواه، δ و ε هر ازای به می خواهیم ما درواقع،
جمله ای چند زمان در که هستند الگوریتم هایی شامل که می گیرند قرار ۶ خاص دسته بندی یک در الگوریتم هایی چنین کلی حالت در باشد.
حداکثر بالا احتمال با یعنی (درواقع می آورند دست به مسئله واقعی خروجی مقدار از کم خطایی احتمال و کافی تقریب ضریب با تخمینی

داریم: چبیشف نامساوی کمک به باشد؟ چقدر باید k حال دارند). فاصله جواب از ϵ ضریب یک با

Pr[| X − kp |≥ εkp] ≤ σ2

ε2p2k2
=

kp(1− p)

ε2p2k2
≤ δ ⇒ 1

ε2
1−p
p

1
k ≤ δ ⇒ 1

ε2
1
p
1
δ ≤ k

چرنوف: نامساوی کمک به مشابهاً

Pr[X ≥ (1 + ε)kp] ≤ e−
kpε
3 ≤ δ ⇒ k = Ω( 1

ε2
1
p ln(

1
δ ))

توجیه صورت این به می توانیم نداریم. اختیار در را p ما اما است، p به ما محاسبات وابستگی دارد وجود تحلیل این در که جالبی نکته ی
بهتری راه واقع در اما . p مقدار واقعی محاسبه تا هستیم ادعا این درستی تایید دنبال به بیشتر ما و داده اند ما به را p کنیم فرض که کنیم
نمونه 1

ε2
1
p ln(

1
δ ) حدود ما یعنی صورت، این در برسد. 1

ε2
ln(1δ ) به ما موفقیت های تعداد تا بگیریم نمونه آنقدر می توانیم دارد. وجود نیز

گرفته ایم! نمونه مناسبی تعداد تقریباً p داشتن بدون یعنی این و گرفته ایم

توپ 1
p حداقل باید میانگین طور به زیرا بود، نیز انتظار قابل البته و ماست. تحلیل های در 1

p حضور است، توجه قابل که دیگری نکته ی
است). p پارامتر با هندسی متغییر یک آبی توپ یک دیدن برای لازم توپ های تعداد (زیرا باشیم دیده آبی توپ یک حداقل تا ببینیم را

و کنیم، زیاد خیلی را نمونه ها تعداد باید خوب تخمین یک برای باشد، پایین بسیار اتفاق یک احتمال وقتی می گوید ما به تحلیل این
آن حل برای نیز روش هایی البته که می نامند، « ۷ نادر اتفاقات «مشکل را مشکل این نمی دهد. دقیقی تخمین ما به کوچک نمونه ی یک یعنی

نمی کنیم. بررسی اینحا در ما که دارد وجود

�

نامساوی طرفی از اما می دهد. ما به چبیشف نامساوی به نسبت قوی تری کران معمولا چرنوف نامساوی که دیدیم قبل، جلسات در
6FPRAS
7Rare Event
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داشت، احتیاج متغییرها همه ی استقلال به که چرنوف نامساوی خلاف بر و دارد احتیاج مسئله وروی روی کمتری فرض های به چبیشف
می دهد. نشان را نکته ازین کاربردی زیر مثال دارد. احتیاج متغییرها دوی به دو استقلال به تنها چبیشف نامساوی

را الگوریتم خطا احتمال کاهش دادن برای حالا می دهد. غلط جواب ۱۲ احتمال با که داریم ۸ مونت⁃کارلو الگوریتم یک کنید فرض مثال:
که نکته ای می کنیم. اعلام خروجی عنوان به را مثبت جواب بود، مثبت جواب اجراها از یکی در که درصورتی تنها و می کنیم اجرا بار چندین
k داشتن صورت در می نامیم. k را تعداد این داریم. تصادفی بیت تعدادی به نیاز اجرا هر برای که است این دارد، وجود مسائلی همچین در
احتمال نیز الگوریتم اجرای بار هر با . ... و دوبار تصادفی بیت 2k داشتن صورت در کنیم، اجرا را الگوریتم می توانیم بار یک تصادفی بیت
بالایی کران کنیم. تولید تصادفی بیت 2k می توانیم تنها ما و دارد هزینه نیز تصادفی بیت تولید کنید فرض حال می شود. ۱۲ در ضرب خطا
بیت بیشتری تعداد بیت، k این کمک به بتوانیم اگر نیست. مناسب کاربردها از بسیاری برای که است ۱۴ کنیم پیدا خطا برای می توانیم که
مثل تصافی بیت دو اگر که است صورت این به می کنیم استفاده آن از که ایده ای دهیم. کاهش را خطا احتمال می توانیم بسازیم تصادفی
درهم سازی بحث در که همانطور نیستند). مستقل هم با سه هر کنید (دقت هستند مستقل دو به دو x ⊕ y و y ، x باشیم، داشته y و x

باشیم داشته اگر می کردند. فراهم ما برای را ۹ متغییرها دوی به دو استقلال این که داشتند وجود تابع هایی بودیم، دیده ساختمان داده در
h(x) ، x = 0, 1, ....p− 1 هر ازای به حال . Pr[h(x) = h(y)] = 1

p داشت: خواهیم a, b ∈ Zp و h(x) = (ax+ b) mod p

مستقل دو به دو که بسازیم تصادفی عدد p می توانیم روش این با اند. مستقل دو به دو عبارات این تمام بالا تعریف طبق می کنیم. محاسبه را
آن ها انتخاب زیرا است ( ۱۲)p شکست احتمال بگوییم نمی توانیم دیگر کنید دقت می سازیم. تصادفی بیت kp ها آن کمک به حال و هستند

داریم: هستند. مستقل هم با دو به دو تنها و نبوده تصادفی

E[ موفقیت ها تعداد ] = p
2 ⇒ Pr[ شکست ] = Pr[ موفقیت = 0 ]

V ar(موفقیت ها (تعداد = p
4 ⇒ σ =

√
p
2

کمک به حال شویم. دور معیار از انحراف از √p ضریب یک اندازه ی به تقریباً داریم نیاز شود، صفر موفقیت ها تعداد که این برای پس
داریم: چبیشف

Pr[ شکست ] ≤ 1√
p2

= 1
p

بیشتری). تصادفی بیت های از استفاده (بدون دهیم کاهش توجهی قابل صورت به خطا احتمال توانستیم می بینیم و

�

8Monte Carlo
9Pairwise Independence
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی مدرس:

[٩٩ [بهار

جم طاهری شایان نگارنده: خطی برنامه ریزی تمرین: حل ١۴ جلسه

کنیم. مدل خطی برنامه ریزی صورت به را مسئله تعدادی داریم قصد جلسه این در

بیشینه جریان مسئله ١

کنیم. مدل خطی برنامه ریزی صورت به را بیشینه جریان مسئله ی می خواهیم
می گذرد. e یال از که جریانی : fe

اند: لازم زیر شرط های پس باشد. (ce) یال ظرفیت و 0 بین عددی باید e مانند یال هر جریان

∀e 0 ≤ fe ≤ ce

باشم. داشته باید را زیر شرط های پس شود. 0 رأس آن به خروجی و ورودی جریان های مجموع باید t و s بجز رأس هر ازای به

∀v ̸= s, t
∑

e∈δ−(v)

fe −
∑

e∈δ+(v)

fe = 0

است: صورت همین به هم هدف تابع پس است، زیر تابع برابر جریان مقدار شود. بیشینه باید که است جریان مقدار واقع در ما هدف تابع

max(
∑

e∈δ−(s)

fe −
∑

e∈δ+(s)

fe) =?

کردیم. مدل خطی برنامه ریزی صورت به را بیشینه جریان مسئله پس
کنیم. مدل خطی برنامه ریزی صورت به را هزینه کمترین با جریان می خواهیم کنید فرض حال

می کند: تغییر زیر صورت به آن هدف تابع فقط و است بیشینه جریان مسئله مانند هم مسئله این شرط های

min
∑
e∈E

kefe

می شود: تعیین زیر تساوی به توجه با هم جریان مقدار ∑و
e∈δ−(s)

fe −
∑

e∈δ+(s)

fe = d

خط برازش مسئله ٢

(xi, yi) مانند نقطه n ورودی:
این به ممکن جای تا که می خواهیم را خطی بنابراین ندهد رخ اتفاق این است ممکن ولی axi + b = yi که طوری به a, b : خروجی

١
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. باشد نزدیک خاصیت
مقدار که کنیم پیدا طوری را b و a می خواستیم آن در که مربعات کمترین نام به داشته ایم ١ فیزیک آزمایشگاه در این به شبیه مسئله ای

شود. کمینه ∑
|yi − axi + b|2

شود. کمینه ∑
|yi − axi + b| مقدار که کنیم پیدا طوری را b و a می خواهیم اینجا در
برود. بین از آن قدر مطلق که دهیم قرار خوبی طور را هدف تابع باید اینجا در

می کنیم. اضافه را زیر شرط های و می کنیم اضافه را ti متغیر مطلق قدر داخل عبارت هر ازای به

∀i ti ≥ yi − axi + b

∀i ti ≥ −(yi − axi + b)

است. ما هدف تابع عبارت این پس شود کمینه ∑
ti مقدار باید حال

کردیم مدل خطی برنامه ریزی صورت به نیز را مسئله این پس

نقاط جداسازی مسئله ٣

کنیم. جدا هم از خطی با را قرمز و آبی نقاط می خواهیم هستند. قرمز بقیه و آبی آن ها از بعضی که داریم صفحه در نقطه تعدادی
چیست؟ خط با نقاط کردن جدا از منظور

: باشند ما آبی نقاط کنید فرض
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)

باشند: ما قرمز نقاط و
(x′1, y

′
1), (x

′
2, y

′
2), . . . , (x

′
n, y

′
n)

باشند. خط بالای آبی نقاط و خط زیر قرمز نقاط می خواهیم ما و
که: بیابیم طوری را b و a باید

∀i yi > axi + b

∀i y′i < ax′i + b

کرد.) تعریف نیز بعد n در را مسئله می توان است. بعدی 2 فضای داخل مسئله حالت (این
نداریم. (<) اکید تر کوچک یا و (>) اکید بزرگتر خطی برنامه ریزی در ما که است این دارد مسئله این که مشکلاتی از یکی

می کنیم: تعریف اینصورت به را t′i و ti متغیر های

∀i ti = yi − (axi + b)

∀i ti = axi + b− yi

مسئله بود مثبت اگر کنیم حساب را ها t′i و ti مقدار کمینه باید پس باشد مثبت ها t′i و ها ti مقادیر که بیابیم طوری را b و a می خواهیم و
است. شدنی

کنیم: حساب را عبارت این باید پس
maxmin{ min

0<i≤n
ti, min

0<i≤n
t′i}
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است. شده پیچیده ما هدف تابع ولی
می سازیم: بهتری هدف تابع شرط تعدادی کردن اضافه با

∀i ti ≥ δ

∀i t′i ≥ δ

ها t′i و ها ti به نیازی و بنویسیم خوبی طور را مسئله اول از δ کمک به می توانستیم کنید دقت اگر حال . max(δ) می شود ما هدف تابع و
نباشد:

∀i yi ≥ axi + b+ δ

∀i y′i ≤ ax′i + b+ δ

است. max(δ) کماکان هم هدف تابع و
کنیم. مدل خطی برنامه ریزی صورت به توانستیم نیز را مسئله این پس

سهمی ای کمک به را نقاط می خواهیم کنید فرض مثلا کنیم. مدل ایده همین با می توانیم هم را مسئله این از تری پیچیده صورت های حال
کنیم. جدا هم از

می شود: مدل اینگونه مسئله
∀i yi > ax2i + bxi + c

∀i y′i < ax′i
2 + bx′i + c

است. خطی مسئله کماکان پس هستند c و b و a ما متغیر های و هستند مسئله ورودی x2i مانند اعدادی که باشید داشته توجه

شرکت بیشینه سود مسئله ۴

ببرد. را ممکن سود بیش ترین می خواهد شرکتی
دارد. محصول نوع دو شرکت این

$ 9 آن قیمت و است، $1.2 آن خام مواد هزینه دارد، نیاز تست برای زمان ساعت 1
8 دارد، نیاز تولید برای زمان ساعت 1

4 : 1 نوع محصول
است.

آن قیمت و است، $0.9 آن خام مواد هزینه دارد، نیاز تست برای زمان ساعت 1
3 دارد، نیاز تولید برای زمان ساعت 1

3 : 2 نوع محصول
است. $ 8

مانند: دارد هم محدودیت هایی شرکت این

تست. زمان ساعت 80 و دارد تولید زمان ساعت 90 هرروز
کنیم. تولید می خواهیم که باشد دوم نوع و اول نوع محصولات تعداد ترتیب به x2 و x1 کنید فرض

: با است برابر سود که کنیم بیشینه را خود سود می خواهیم مسئله این در
9x1 + 8x2 − 1.2x1 − 0.9x2

می شود: ما هدف تابع پس
max(9x1 + 8x2 − 1.2x1 − 0.9x2)

: از اند عبارت ما محدودیت های و
1

4
x1 +

1

3
x2 ≤ 90

٣

خط برنامه های با مدل سازی . ١۴ تمرین حل ۵٣١جلسه



1

8
x1 +

1

3
x2 ≤ 80

x1, x2 ≥ 0

باشد. مسئله برای مدلی می تواند این
می کنیم: اضافه مسئله به فرضی حال

می برد. هزینه دلار 7 ساعت هر که کنیم اضافه تولید زمان به ساعت 50 تا روزی می توانیم کنید فرض
کرد: اضافه نیز را فرض این می توان می کنید مشاهده زیر در که جزئی تغییراتی با

می شود: ما هدف تابع
max(9x1 + 8x2 − 1.2x1 − 0.9x2 − 7t)

: از اند عبارت ما محدودیت های و
1

4
x1 +

1

3
x2 ≤ 90 + t

1

8
x1 +

1

3
x2 ≤ 80

x1, x2 ≥ 0

0 ≤ t ≤ 50

کرد: اضافه مسئله به دیگر فرض یک هم باز می توان
بگیریم. تخفیف درصد 10 می توانیم کنیم، استفاده خام ماده دلار 300 از حداقل اگر کنید فرض

کنیم. مدل جداگانه را حالت هر و کنیم تقسیم حالت دو به را مسئله راحتی به می توانیم فرض این کردن مدل برای
کنیم. خریداری خام مواد دلار 300 از کم تر اینکه اول حالت
کنیم. خریداری اولیه مواد دلار 300 از بیش اینکه دوم حالت

می گذاریم. خودتان عهده بر را آن که کنیم مدل راحتی به می توانیم را حالت دو هر

میله تولید کارخانه ی مسئله ۵

: داده سفارشاتی کارخانه این به شرکتی می کند. تولید متر 3 طول به میله های کارخانه ای کنید فرض
متری سانتی 135 میله 97

متری سانتی 108 میله 610
متری سانتی 93 میله 395
متری سانتی 42 میله 211

است؟ چقدر سفارشات همه به دادن سرویس برای متری 3 میله تعداد کمترین

؟ بگیریم متغیر را چیز چه که است این نکته اینجا
بزنیم؟ برش بهینه صورت به می توانیم طریق چند به را میله یک که می کنیم بررسی ابتدا

سانتی. 135 دوتا : 1
سانتی. 82 یک سانتی، 108 یک سانتی، 135 یک : 2

سانتی. 42 یک سانتی، 93 یک سانتی، 135 یک : 3
سانتی. 42 سه تا سانتی، 135 یک : 4

۴

خط برنامه های با مدل سازی . ١۴ تمرین حل ۵٣٢جلسه



سانتی. 42 دوتا سانتی، 108 دوتا : 5
.
.
.

نمی نویسیم) را آن ها همه ی که دارد حالت 12 واقع (در

می شود. بریده ام i نوع از که میله هایی تعداد می کنیم تعریف را xi حال
می شود: هدف تابع پس باشد میله ها تعداد کمترین باید ما هدف تابع

min
∑

xi

شود تولید سانتی 135 میله 97 حداقل مجموعاً باید مثلا یعنی شوند. دهی سرویس سفارشات که باشد گونه ای به باید ما محدودیت های و
پس:

2x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 97

تعداد پس می کنند تولید سانتی 135 میله یک کدام هر چهارم تا دوم برش های در و می شود تولید سانتی 135 میله تا 2 اول برش در چون
باشد. 97 حداق باید که 2x1 + x2 + x3 + x4 با می شود برابر شده تولید سانتی 135 میله های

می کنیم. اعمال مشابه صورت به هم سفارشات دیگر برای را محدودیت ها این

باشد. a1, a2, . . . , an مقدار n از یکی می تواند آن مقدار که باشد تصادفی ای متغیر Y کنید فرض تمرین:
دارد: زیر صورت به p احتمال توزیع یا تصادفی متغیر این می دانیم ما کنید فرض

Pr(Y = ai) = pi

دارد: زیر صورت به q احتمال توزیع یا
Pr(Y = ai) = qi

Y از پیشامد هر ازای به که است اینگونه ما عملکرد .q یا است p آن توزیع که بزنیم حدس تصادفی متغیر این از مشاهده یک با می خواهیم
به تبعاً و می کنیم انتخاب را p توزیع xi احتمال به ما پیشامد بودن ai صورت در و می کنیم انتخاب 1 و 0 بین xi مانند عدد یک ai مانند

می کنیم. انتخاب را q توزیع 1− p احتمال
β که نباشد β از بیشتر باشد q توزیع که حالی در است p توزیع بگوییم ما که این احتمال که کنیم تعیین طوری را ها xi می خواهیم ما حال
شود. بیشینه باشد p توزیع حقیقت در و است p توزیع بگوییم ما که این احتمال می خواهیم و ( 0.05 (حدوداً است کوچکی و مثبت عدد

کنید. مدل خطی برنامه ریزی صورت به را سازی بیشینه این
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
علیم مرتض مدرس:

[٩٩ [بهار

شریفیان احسان نگارنده: ٣ خط برنامه ریزی :١۵ تمرین حل جلسه

کرد. خواهیم بررس را ١ خط برنامه ریزی زمینه ی در مثال تعدادی جلسه این در

م دهد! بهینه جواب ی تو به شدن جواب ی :١ مثال
جواب داشتن با که چرا است، آن برای بهینه جواب ی یافتن از ساده تر ، خط برنامه ریزی مساله ی برای شدن جواب ی یافتن همواره
عملا بیابد را بهینه جواب که وریتم ال پس است. بهینه جواب همان که داریم خط برنامه ریزی مساله ی برای شدن جواب ی ما بهینه
دقیق تر بیان به دارد. وجود نیز اتفاق این برعکس دهیم نشان م خواهیم حال است. یافته هم را خط برنامه ریزی مساله شدن جواب ی

کنیم: ثابت را زیر گزاره ی م خواهیم
کنیم. پیدا را بهینه جواب LP هر برای م توانیم آن از استفاده با کند، پیدا ٢ شدن جواب ی LP ی برای که باشیم داشته وریتم ال اگر

پاسخ
مساله ی ی برای شدن جواب ی که وریتم ال کنید فرض داد. انجام را کار این م توان قوی، دوگان قضیه  ی و مساله دوگان به توجه با

فرم به متعارف مساله ی ی بیابیم را آن بهینه ی جواب م خواهیم که مساله ای هم چنین باشد، داشته نام A م یابد، LP
min cTx

Ax ≥ b

x ≥ 0

صورت به فرم خط ریزی برنامه مساله ی این دوگان باشد. m× 1 بردار ی b و n×m ماتریس ی A ،n× 1 بردار ی x که باشد
دارد زیر

max bT y

AT y ≤ c

y ≥ 0

ته غیر شدن فضای آن دوگان و خط برنامه ریزی مساله ی ی گاه هر قوی، دوگان قضیه ی طبق است. m × 1 بردار ی y آن در که
مساله ی شدن فضای در x∗ یعن است، سان ی مساله دو بهینه مقدار که هستند متناه بهینه ی جواب دارای مساله دو هر آنگاه باشند، داشته
جدید خط برنامه ریزی مساله ی ی م توانیم ما نتیجه در .cTx∗ = bT y∗ که دارد وجود دوگان مساله ی شدن فضای در y∗ و اصل
قضیه ی به توجه با را جدید خط برنامه ریزی مساله ی این باشد. اصل مساله ی برای بهینه جواب ی آن، شدن نقطه ی ی که دهیم یل تش

م سازیم. زیر صورت به شده بیان 

1linear programming
2feasilbe
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داریم) متغیر n+m ما مساله این در است.(یعن [x y]T بردار جدید مساله ی متغیر 

min cTx

Ax ≥ b

x ≥ 0

AT y ≤ c

y ≥ 0

yT b = cTx

قیود در باید شدن جواب م آوریم. دست به آن برای شدن جواب ی وجود صورت در و م کنیم اجرا آن روی را A وریتم ال سپس
یافت آن برای [x∗ y∗] مانند شدن جواب ی اگر بنابراین ساخته ایم. قوی دوگان قضیه ی اساس بر را مساله قیود ما و کند صدق مساله
جواب ی x∗ بنابراین  و م کنند صدق قوی دوگان قضیه ی شرایط در نتیجه در و کرده صدق قیود همه ی در حاصل بردار این باشد، شده
A وریتم ال وسیله ی به ما که است این جالب نکته ی ی م باشد. دوگان مساله ی برای بهینه جواب ی y∗ و اصل مساله ی برای بهینه

بیابیم. آن برای را بهینه جواب و کنیم حل را دوگان و اصل مساله ی دو هر هم زمان توانستیم

مل م لنگ قضیه ی و دوگان مساله ی برای فیزی شهود :٢ مثال
یرید. ب نظر در زیر فرم به خط برنامه ریزی مساله ی minی cTx

Ax ≥ b

بتوانیم اینکه برای درآورد. آن صورت به را خط برنامه ریزی مساله ی فرم های همه ی م توان که است حالات آن از نیز صورت بندی این
از ی هر حالت این در است. صادق نیز بالاتر ابعاد در توضیحات این اما باشد دوبعدی حالت در مساله کنید فرض باشیم داشته ترسیم
صفحه عمودی جهت در c یعن هدف تابع گردایان بردار که کنید فرض هم چنین م کنند. مشخص را نیم صفحه ی aTi x ≥ bi قیود
مساله ی تحلیل از م گیریم. −c یعن گرادیان جهت منف را جاذبه جهت ما و بیفتد) اتفاق این که چرخانده ایم طوری را (محورها باشد
بیان این م یابد. کاهش هدف تابع مقدار کنیم حرکت هدف) تابع گرادیان (منف جاذبه جهت در چقدر هر که م دانیم خط برنامه ریزی

ی مانند را x یعن مساله اصل متغیر و دیوار ی مانند را aTi x ≥ bi شروط از ی هر دوبعدی، صفحه ی این در شما که است این مانند
م کند حرکت جاذبه جهت در جاذبه، برقراری خاطر به گوی این ببینید. است، شده رها مساله شدن فضای از نقطه ی در ابتدا در که گوی

یرید. ب نظر در را زیر ل ش برسد. تعادل حالت به دیوار چند بین نهایت در تا
c

a1
a2

a3
x

x∗

c

−c
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جالبی نکات فیزی لحاظ از نقطه این اما است. اصل مساله ی برای بهینه نقطه ی همان م رسد تعادل حالت به گوی آن در که نقطه ای
است. مرتبط مل م لنگ قضیه ی و دوگان مساله ی به که دارد

درآمده اند تساوی حالت به aTi x ≥ bi قیود دیوارها آن برای و است دیوار چند برخورد محل (بهینه) تعادل نقطه ی که داریم دقت .١
تعادل نقطه ی در aT2 x ≥ b2 و aT1 x ≥ b1 قیود شده، ترسیم ل ش در مثال عنوان به م گویند). فعال قید های قید هایی چنین به (که

درآمده اند. aT2 x∗ = b2 و aT1 x∗ = b1 صورت به م نامیم) x∗ را آن (که
ل ش در مثال عنوان به هستند. برقرار اکید صورت به هم ندارد، برخوردی آن ها با تعادل نقطه ی که دیوارهایی متناظرِِ قیدهای .٢

است. برقرار aT3 x∗ > b3 صورت به تعادل نقطه ی در aT3 x ≥ b3 قید شده، ترسیم
م رسد، تعادل به x∗ نقطه ی در جسم که هنگام صورت این در باشد. داشته −c معادل وزن صفحه در شده رها جسم کنید فرض .٣
هم چنین کند. خنث را آن وزن که شود وارد جسم به نیرویی فعال) (قیود دارد برخورد آن ها با جسم که دیوارهایی طرف از باید
م تواند دیوار هر که داریم دقت ضمن در نم کنند. وارد نیرویی جسم به ندارند تماس تعادل نقطه ی در تماس جسم با که دیوار هایی
جسم با که دیوار هایی بر عمود بردار های از مثبت خط ترکیب ی نتیجه در و کند وارد نیرو جسم به خود سطح بر عمود راستای در

که باشند داشته وجود pi اعداد باید ریاض بیان به کند. خنث را جسم وزن باید دارند تماس تعادل نقطه ی در
n∑

i=1

piai = AT p = c

م توان و است صفر ندارند) تماس بهینه نقطه ی همان یا تعادل نقطه ی در جسم با که (دیوار هایی فعال غیر قیود با متناظر piهای که
نوشت زیر صورت به را بالا ∑رابطه ی

فعال قیود
piai = c

p3 یعن آن با متناظر ضریب و نم کند وارد جسم به نیرویی a3 با متناظر دیوار که است این معادل بیان این قبل صفحه ی ل ش در
به این که کند خنث را جسم وزن باید a2 و a1 با متناظر دیوار های طرف از وارده ر دی نیروی دو برآیند هم  چنین است. صفر با برابر

است. p1a1 + p2a2 = c معنای
شده تعریف اصل مساله ی دوگان مساله ی کنید فرض است. مل م لنگ و قوی دوگان قضایای از شهودی قبل قسمت بیان های .۴

باشد زیر صورت به قسمت این در
max bT p

AT p = c

p ≥ 0

م کند بیان مل م لنگ قضیه ی کنند. خنث را جسم وزن است قرار که هستند aiها خط ترکیب ضرایب همان pi متغیر های این
جسم به که دیوار هایی همان یا نیستند فعال که قیودی برای است. برقرار i = 1, . . . , n هر برای pi(bi− aTi x

∗) = 0 رابطه ی که
قید ها از دسته آن برای که م کند بیان مل م لنگ قضیه ی نتیجه در و است صفر مخالف bi − aTi x

∗ مقدار نم کنند وارد نیرو
نیرویی آن به ندارند برخوردی جسم با تعادل نقطه ی در که دیوار هایی که است مطلب این بیان همان که باشد pi = 0 باید حتما
دوم و اول قید های x∗ نقطه ی در که است استنتاج قابل صورت بدین نیز قوی دوگان قضیه ی قبل صفحه ی ل ش نم کنند.در وارد

داریم آن ها برای نتیجه در و aT1فعالند x
∗ = b1

aT2 x
∗ = b2

٣
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دیوار دو طرف از وارده نیروی دو ندارد. برخوردی تعادل نقطه ی در جسم با سوم دیوار که علت بدین p3 = 0 ضریب هم چنین و
پس دارند نگه تعادل حالت در را جسم باید ر دی

p1a1 + p2a2 = c

کرد. ثابت را قوی دوگان قضیه ی ل ش این در م توان سادگ به حال

bT p = p1b1 + p2b2 = p1(a
T
1 x

∗) + p2(a
T
2 x

∗)

= (p1a
T
1 + p2a

T
2 )x

∗

= cTx∗ □

گرفت. بالاتر ابعاد در و ل ش این از تر کل حالت در را نتایج این م توان مشابه کاملا صورت به

م سازد! را دوگان مساله ی قیود خط ترکیب بهترین :٣ مثال
را محدودیت این شدن نقض از ضریبی ی نحوی به و کنیم حذف را مساله قیود و شروط ما که بود این دوگان مساله ی برای شهود ی
زیر خط برنامه ریزی مساله ی آورد. دست به دوگان مساله ی به نسبت را مناسبی شهود نیز ر دی طریق ی از م توان کنیم. هدف تابع وارد

یرید. ب نظر در را

min 12y1 + 3y2 + 4y3

s.t.


4y1 + 2y2 + 3y3 ≥ 2

8y1 + y2 + 2y3 ≥ 3

y1, y2, y3 ≥ 0

yiها بودن نامنف علت به آورد. دست به هدف تابع برای پایین کران های م توان آن ها روی از راحت به که م بینیم کنیم توجه قید ها به اگر
داریم

12y1 + 3y2 + 4y3 ≥ 4y1 + 2y2 + 3y3 ≥ 2

انجام م توان نیز دوم قید با را کار این که م بینیم کنیم دقت اگر است. ٢ بهینه مقدار برای پایین کران ی که گرفت نتیجه م توان پس
داشت خواهیم صورت این در و داد

12y1 + 3y2 + 4y3 ≥ 8y1 + y2 + 2y3 ≥ 3

ترکیب های ما که صورت در م یابیم، کنیم دقت کم اگر حال م آید. دست به هدف تابع مقدار برای بهتر پایین کران ی صورت این در و
باشد کوچ تر هدف تابع در آن با متناظر ضریب از yi هر برای خط ترکیب آن در شده ساخته ضرایب که نحوی به بسازیم را قید دو خط
قید با سپس و کرده ضرب 1

2 در را اول قید اگر مثال عنوان به آورد. دست به هدف تابع مقدار برای معتبر پایین کران ی م توان هم چنان
داشت خواهیم کنیم جمع 2y1دوم + 1y2 + 1.5y3 ≥ 1

8y1 + y2 + 2y3 ≥ 3

 =⇒ 10y1 + 2y2 + 3.5y3 ≥ 4

12y1 + 3y2 + 4y3 ≥ 10y1 + 2y2 + 3.5y3 ≥ 4

دست به را پایین کران بهترین قیود از خط ترکیب چه که است این سوال حال آوردیم. دست به هدف تابع برای بهتر پایین کران ی باز و
که م گیریم نظر در صورت به را قید دو خط ترکیب ما م شود. دوگان مساله ی ساختن همان به منجر سوال این به پاسخ م دهد.

12y1 + 3y2 + 4y3 ≥ p1(4y1 + 2y2 + 3y3) + p2(8y1 + y2 + 2y3) ≥ 2p1 + 3p2 (١)

۴
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جهت م شوند ضرب ها نامساوی در که هنگام تا باشند p1, p2 ≥ 0 که شرط به است 2p1 + 3p2 بیشینه ی مقدار پایین، کران بهترین
آمده دست به زیر مساله ی صورت بدین باشد. کوچ تر هدف تابع در ضرایب از فوق نامساوی میان جمله ی ضرایب و برنگردد نامساوی

است
max 2p1 + 3p2

s.t.



4p1 + 8p2 ≤ 12

2p1 + p2 ≤ 3

3p1 + 2p2 ≤ 4

p1, p2 ≥ 0

است. اصل مساله ی همان دوگان که
شرط اصل مساله ی در اگر مثال عنوان به م شوند، ار آش تعبیر این طبق آن ازروی مساله ی دوگان ساخت قواعد منطق که داریم دقت
متناظر ضریب باید (١) رابطه ی در شده نوشته نامساوی های در پایین کران روابط ماندن درست برای م کرد، تغییر y3 ≤ 0 شرط به y3 ≥ 0

3p1+2p2 ≥ 4 شرط به دوگان مساله ی در 3p1+2p2 ≤ 4 شرط نتیجه در و باشد هدف تابع در آن ضریب از بیشتر میان جمله ی در y3 با
م آمد. در تساوی حالت به 3p1 + 2p2 ≤ 4 نامعادله ی باید بود، آزاد y3 علامت اگر مثال عنوان به یا م کرد. تغییر

است! سان ی مساله ی معادلِ حالات همه ی در دوگان :۴ مثال
یرید. ب نظر در را زیر خط برنامه ریزی مساله ی

حالت(١):
min cTx

Ax ≥ b

صورت به حتما قید ها که حالت در مساله این معادل فرم م خواهیم که کنید فرض مثلا آورد. دست به را مساله این معادل فرم های م توان
آوریم. دست به را هستند تساوی

حالت(٢):


min cTx

Ax− s = b

s ≥ 0

=⇒



min

[
c 0

]x
s


[
A −I

]x
s

 = b

s ≥ 0

با صورت این در باشند. نامنف بهینه سازی متغیر های همه ی باید که آورد دست به گونه بدین را اول حالت در مساله معادل فرم م توان یا
حالت(٣): م شود. پیدا مساله معادل فرم xi = x+i − x−i تبدیل


min cTx+ − cTx−

Ax+ −Ax− ≥ b

x+, x− ≥ 0

۵
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از دوگان ساخت قواعد اساس بر را دوگان ها از کدام هر است. ی حالت سه هر برای دوگان مساله ی فرم که م دهیم نشان ادامه در
م آوریم. دست به (٣) خط برنامه ریزی جلسه ی در اصل مساله ی

:(١) حالت دوگان


max bT y

AT y = c

y ≥ 0

:(٢) حالت دوگان



max bT y

AT y = c

−IT y ≤ 0 → −y ≤ 0

علامت در آزاد y

=⇒


max bT y

AT y = c

y ≥ 0

:(٣) حالت دوگان



max bT y

AT y ≤ c

AT y ≥ c

y ≥ 0

=⇒


max bT y

AT y = c

y ≥ 0

مراجع
است. اینجا از دسترس قابل که تمرین حل جلسه ی پانزدهمین ویدیوی [١]

۶
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی تمرین: حل مدرس

[٩٩ [بهار

فرخ نژاد جواد نگارنده: ترکیبیاتی قضایای اثبات برای دوگانی قضیه ی از استفاده :١۶ تمرین حل جلسه

شهودی بررسی به جلسه این کردیم. مدل آن از استفاده با را مسأله  چند و پرداختیم خطی برنامه ریزی موضوع به اخیر جلسه ی دو در
می بینیم. مکمل لنگی قضیه ی از هوشمندانه استفاده ای با کمینه برش ‐ بیشینه جریان قضیه ی از اثباتی انتها در و می پردازیم مسائل دوگان

مسیر کوتاهترین مسأله ی ١

دو می دهیم. نشان wuv با را uv یال وزن داریم. E یال های مجموعه و V رئوس مجموعه با وزن دار و جهت دار گراف یک کنید فرض
بررسی را آن دوگان سپس کنیم، مدل خطی برنامه ریزی با را t به s از مسیر کوتاهترین یافتن مسأله ی می خواهیم شده اند. داده نیز t و s رأس

کنیم.
تعریف pv متغیر یک v مثل رأس هر برای اینجا در کردیم. صحبت گراف رئوس روی پتانسیل تابع درمورد درس جلسات در قبلا
وصل هم به یال ها وزن طول به نخ هایی با گراف رئوس که کرد فرض می توان شهودی طور به است. v رأس پتانسیل با متناظر که می کنیم

است. v و s رأس ارتفاع اختلاف pv و می کنیم آویزان s رأس از را گراف کل سپس شده اند
داریم: را زیر خطی برنامه ریزی مسأله ی بنابراین

max pt − ps

s.t. pj − pi ≤ wij ∀ij ∈ E

pu علامت در آزاد ∀u ∈ V

به w و p و است |E| × |V | بعد با ماتریس یک A که داشت خواهیم را Ap ≤ w قید کنیم بیان ماتریسی طور به را مسأله بخواهیم اگر
−١ درایه ی یک و ١ درایه ی یک دقیقا سطر هر در و است یال یک با متناظر A ماتریس سطر هر اند. R|E| و R|V | در بردارهایی ترتیب

صفرند. درایه ها بقیه ی و دارد وجود
فرم در pj − pi ≤ wij قیدهای چون می کنیم. تعریف xij متغیر یک pj − pi ≤ wij قید هر با متناظر مسأله این دوگان نوشتن برای
اضافه دوگان مسأله ی به تساوی قید یک نیز است علامت در آزاد که pv متغیر هر با متناظر نامنفی اند. xij متغیرهای بنابراین متعارف اند
با اگر و داریم v به ورودی یال یعنی شود ظاهر مثبت علامت با pj − pi ≤ wij مثل قیدی در pv متغیر هرجا که صورت این به می شود
صفر piها بقیه ی ضریب و است یک منفی pt ضریب و یک هدف تابع در ps ضریب داریم. خروجی یال یعنی شود ظاهر منفی علامت

١
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بود: خواهد صورت این به مسأله دوگان بنابراین است

min
∑
ij∈E

wijxij

s.t.
∑
ji∈E

xji −
∑
ij∈E

xij = ٠ ∀i ̸= t, s ∈ V

∑
jt∈E

xjt −
∑
tj∈E

xtj = ١
∑

js∈E
xjs −

∑
sj∈E

xsj = −١

xij ≥ ٠ ∀ij ∈ E

گرفت. نظر در می گذرند یال ها از که جریانی را ها xij می توان زیرا است. کمینه هزینه ی با جریان مثال، این در دوگان مسأله ی شهود
جریان می خواهیم است. wijxij با برابر ij یال از xij جریان ردشدن هزینه ی یعنی داریم هزینه بلکه نداریم ظرفیت یال ها برای اینجا در البته
و بگیریم نظر در را t به s از مسیر کوتاهترین اگر می بینیم تأمل کمی با باشد. داشته را هزینه کمترین که کنیم منتقل t به s از را ١ مقدار با

داشت. خواهیم را هزینه کمترین با جریان دقیقا بگذرانیم ١ جریان یالش هر از

بیشینه جریان مسأله ی ٢

درنظر cij نیز را ij یال ظرفیت شده اند. داده نیز t و s رئوس داریم. E یال های مجوعه و V رئوس مجموعه با شبکه یک کنید فرض
کنیم. مدل خطی برنامه ریزی از استفاده با را شبکه این در بیشینه جریان مسأله ی می خواهیم می گیریم.

بی نهایت ظرفیت با یال یک s به t رأس از انگار که می گیریم درنظر نیز را xts متغیر می کنیم. تعریف xij متغیر یک ij یال هر با متناظر
زیر خطی برنامه ریزی مسأله ی پس برابرند. رأس هر برای خروجی و ورودی جریان کرد فرض می توان یال این کردن اضافه با کردیم. اضافه

داریم: را

max xts

s.t. xij ≤ cij ∀ij ∈ E∑
ji∈E

xji −
∑
ij∈E

xij = ٠ ∀i ∈ V

xij ≥ ٠

جهت دار گراف وقوع ماتریس درواقع که است |V | × |E| بعد دارای A ماتریس آن در که x ≤ c, Ax = ٠ داریم مسأله ماتریسی بیان در
است.

قید با متناظر i هر برای همچنین می گیریم درنظر را dij متغیر xij ≤ cij قید با متناظر j و i هر برای مسأله این دوگان نوشتن برای
pi و اند یال ها طول نوعی به dijها از کدام هر شهودی طور به قبلی مسأله ی مشابه می گیریم. درنظر را pi متغیر ∑

ji∈E
xji−

∑
ij∈E

xij = ٠
صدق دوگان مسأله ی درشرایط بازهم کنیم جمع −ps با را piها تمام اگر که کنید دقت گرفت. درنظر s از رئوس فاصله ی می توان هم را

گرفت. درنظر s از رئوس فواصل را piها می توان واقعا پس نمی کند تغییری هدف تابع مقدار و می کنند
ازای به ،xij ≤ cij قید های در یکبار دقیقا xuv متغیر uv ̸= ts که uv یال هر برای که می آید اینجا از duv + pu − pv ≥ ٠ شرط
قید می شود. ظاهر i = v و i = u ازای به ، ∑

ji∈E
xji −

∑
ij∈E

xij = ٠ قیدهای در منفی و مثبت علامت های با دوبار و ij = uv

می کند. بیان را مثلث نامساوی همان دوگان مسأله ی در dij + pi − pj ≥ ٠

٢
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ظاهر ∑
ji∈E

xji −
∑
ij∈E

xij = ٠ قیدهای در دوجا متغیر این و است ١ هدف تابع در xts ضریب که می آید اینجا از هم pt − ps ≥ ١ قید
می شود.

علامت اند. در آزاد متغیرها این پس تساوی اند pi متغیرهای با متناظر شروط چون

min
∑
ij∈E

cijdij

s.t. dij + pi − pj ≥ ٠ ∀ij ̸= ts ∈ E

pt − ps ≥ ١
dij ≥ ٠

این هدف گرفت. درنظر cij مقطع سطح و dij طول  های با لوله هایی عنوان به را یال ها می توان شهودی طور به دوگان مسأله ی بررسی برای
باشد. ١ حداقل t و s رأس دو فاصله ی که شرط این با کنیم کمینه را شبکه کل حجم که است

می گیریم). درنظر st‐برش یک (درواقع می کنیم افراز دسته دو به را رئوس مجموعه ابتدا که گرفت درنظر اینطور را لوله ها طول می توان مثلا
پتانسیل که است این با معادل کار این تعریف می کنیم. یک را دودسته بین لوله های طول و صفر را دسته هر درون لوله های طول سپس
ظرفیت با برابر دقیقا هدف تابع مقدار می بینیم حالت این در دهیم. قرار یک را t شامل رئوس پتانسیل و صفر را s شامل دسته ی رئوس
شوند)، دهی مقدار شد بیان که خاصی طور به dijها که (زمانی دوگان مسأله ی از خاصی حالت تعبیر بنابراین است. نظر مورد st‐برش

در کمینه st‐برش برای پایین کران دوگان مسأله ی در هدف تابع بهینه ی مقدار پس است. گراف در کمینه st‐برش یافتن مسأله ی همان
است. گراف

بیشینه. جریان = OPT(P ) ≤ OPT(D) ≤ کمینه برش داریم: ضعیف دوگانی قضیه ی بنابر حال
مسأله ی درمورد است. اشتباه نتیجه گیری این اما کمینه، برش = بیشینه جریان که می شود نتیجه دوگانی قوی قضیه ی از که برسد نظر به شاید
جریان با برابر دقیقا اولیه مسأله ی در هدف تابع بهینه ی مقدار بنابراین بود. گراف در جریان یک با متناظر متغیرها برای مقداردهی هر اولیه
الزاما دوگان مسأله ی بهینه ی جواب آیا که نمی دانیم ما درواقع نیست. درست دوگان مسأله ی درباره ی مطلب این اما است گراف در بیشینه
برابر هدف تابع مقدار کنند اتخاذ خاصی مقادیر دوگان متغیرهای اگر که می دانیم را این فقط نه. یا است برابر گراف در کمینه st‐برش با
ظرفیت با دقیقا هدف تابع که کرد مقداردهی طوری را متغیرها می توان نیز st‐برش هر برای و است گراف در st‐برش یک ظرفیت با
دارد. اثبات به نیاز و نیست بدیهی می دهد رخ مقداردهی هایی چنین ازای به الزاما هدف تابع بهینه ی مقدار آیا اینکه اما شود. برابر st‐برش

یعنی شد. خواهد گراف در st‐برش یک ظرفیت با برابر دقیقا هدف تابع بهینه ی مقدار درواقع می کنیم ثابت هوشمندانه ای روش با حال
می یابیم. st‐برش یک دوگان و اولیه مسأله ی بهینه ی جواب از استفاده با

یا اولیه مسأله ی از متغیری هرجا و نمی کنیم استفاده ∗ نماد از سادگی برای بگیرید. درنظر دوگان و اولیه مسأله ی برای بهینه جواب زوج یک
تمام می توان شد گفته قبلا که استدلالی بنابر زیرا ps = ٠ کرد فرض می توان است. متغیر برای بهینه مقداردهی منظور بردیم کار به دوگان

کنید: تعریف حال کرد. جمع −ps با را piها

A = {v|v ∈ V, pv < ١} B = V \A

حال است. گراف برای st‐برش یک درواقع (A,B) پس .t ̸∈ A داریم pt = pt − ps ≤ ١ چون و s ∈ A داریم ps = ٠ < ١ چون
و شده اند اشباع یال الزاما اند، B به A از یال یک با متناظر که xij متغیرهای تمام گرفتیم نظر در که بهینه ای جواب زوج در می کنیم ثابت
دقیقا می گذرد برش از که جریانی مقدار شود اثبات ادعا این اگر خالی اند. یال الزاما اند، A به B از یال یک با متناظر که xij متغیرهای تمام

می شود. ارائه کمینه برش ‐ بیشینه جریان قضیه ی برای جدیدی اثبات بدینصورت و برش ظرفیت مقدار با است برابر
اینصورت: در باشد. B به A از یالی vw کنید فرض

v ∈ A ⇒ pv < ١
w ∈ B ⇒ pw ≥ ١

 ⇒ dvw ≥ pw − pv > ٠
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مثبت اکیدا dvw چون .dvw(cvw − xvw) = ٠ داریم مکمل لنگی قضیه ی بنابر بود، xvw ≤ cvw قید با متناظر dvw متغیر چون طرفی از
است. شده اشباع vw یال یعنی xvw = cvw داریم الزاما است

اینصورت: در باشد. A به B از یالی vw کنید فرض مشابه کاملا طور به

w ∈ A ⇒ pw < ١
v ∈ B ⇒ pv ≥ ١

 ⇒ pv ≥ ١ > pw

dvw ≥ ٠

 ⇒ dvw + pv − pw > ٠

و xvw(٠− (dvw + pv − pw)) = ٠ داریم مکمل لنگی قضیه ی بنابر مشابها است. dvw + pv − pw ≥ ٠ شرط با متناظر xvw متغیر
است. خالی vw یال یعنی .xvw = ٠ که می شود نتیجه

شد. اثبات نظر مورد ادعای کلی طور به پس

۴
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(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
علیمی مرتضی تمرین: حل مدرس

[٩٩ [بهار
فرخ نژاد جواد نگارنده: صحیح برنامه های با ترکیبیاتی مسائل مدل سازی :١٧ تمرین حل جلسه

می پردازیم. رابطه همین در مثال چند حل به نیز جلسه این دیدیم. خطی برنامه ریزی با رابطه در مثال هایی گذشته جلسات در

تسهیلات مکان یابی مسأله ی ١

شدن باز هزینه ی داریم. مشتری تا m و تسهیل تا n که است صورت این به تسهیلات١ مکان یابی مسأله ی دیدیم ٢۶ جلسه ی در که همانطور
بخواهد jام مشتری اگر درضمن شود. باز تسهیل این باید حتما کرد استفاده تسهیل یک از بتوان اینکه برای است. fi با برابر تسهیل iامین
استفاده تسهیل یک از بخواهد دقیقا مشتری هر که می گیریم نظر در را مسأله از ورژنی اینجا دارد. cij هزینه ی کند استفاده iام ازتسهیل
مشتری ها نیازهای کردن برطرف هدف کنند٢. استفاده تسهیل یک از می توانند مشتری هرتعداد و نداریم محدودیتی تسهیلات برای و کند

است. هزینه کمترین با

١ ٢ . . . i . . . n

١ ٢ . . . j . . . m

cij

می کنیم. بیان صحیح خطی برنامه ریزی مسأله ی یک صورت به را مسأله ابتدا
١ ≤ i ≤ n هر برای همچنین است. ٠ وگرنه شود باز iام تسهیل اگر است ١ با برابر که می کنیم تعریف را yi متغیر تسهیل iامین با متناظر
٠ برابر وگرنه کند استفاده iام تسهیل از jام مشتری اگر است ١ با برابر که می کنیم تعریف صورت این به را xij متغیر ١ ≤ j ≤ m هر و

است.
از بود. خواهد n∑

i=١
cijxij با برابر تسهیلات از jام مشتری  استفاده ی هزینه ی و n∑

i=١
fiyi با برابر تسهیلات شدن باز هزینه ی تعاریف این با

که زمانی تا همچنین . n∑
i=١

xij = ١ باشیم داشته باید ١ ≤ j ≤ m هر برای بنابرین می کند استفاده تسهیل یک از دقیقا مشتری هر طرفی
داریم ١ ≤ j ≤ m هر و ١ ≤ i ≤ n هر برای بنابراین کنند استفاده آن از نمی توانند مشتری ها از کدام هیچ باشد نشده باز iام تسهیل

کرد: بیان زیر شکل به صحیح خطی برنامه ریزی مسأله ی یک صورت به را مسأله می توان توضیحات این با نهایتا .xij ≤ yi

min
n∑

i=١
fiyi +

m∑
j=١

n∑
i=١

cijxij

s.t.
n∑

i=١
xij = ١ ١ ≤ j ≤ m

xij ≤ yi ١ ≤ i ≤ n, ١ ≤ j ≤ m

xij , yi ∈ {٠, ١} ١ ≤ i ≤ n, ١ ≤ j ≤ m

١Facility Location
٢uncapacitated facility location

١
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اینجا در .٠ ≤ yi ≤ ١ و ٠ ≤ xij ≤ ١ و بگیرند حقیقی مقادیر می توانند yiها و xij که کنیم فرض باید کنیم ریلکس را مسأله این اگر
خودبه خود xijها بنابراین نامنفی اند xijها و n∑

i=١
xij = ١ داریم ١ ≤ j ≤ m هر برای زیرا نگرفت درنظر را xij ≤ ١ شرط می توان

آنگاه yi > ١ باشیم داشته i یک ازای به اگر زیرا نگیریم درنظر نیز را yi ≤ ١ شرط می توانیم همچنین شد. خواهند ١ مساوی یا کوچکتر
نمی شود وارد xij ≤ yi قیدهای در خللی کار این با و می شود کم fi(yi− ١) اندازه ی به هدف تابع مقدار دهیم تغییر ١ به را yi مقدار اگر

می شود. محقق خودبه خود yi ≤ ١ شرط می بینیم داریم سازی کمینه مسأله ی چون پس اند. ١ مساوی یا کوچکتر xijها تمام چون
کنیم. پیدا و بررسی شهودی طور به را شده ریلکس مسأله ی این دوگان می خواهیم حال

متناظر که vjمی دهد هزینه ی jام مشتری کنیم. دریافت هزینه مقداری مشتری هر از است قرار که کرد نگاه مسأله دوگان به اینطور می توان
است). اصلی مسأله ی در n∑

i=١
xij = ١ قید با متناظر دوگان در vj (متغیر است تسهیل یک به شدن وصل هزینه ی با

wij متغیر یک ١ ≤ j ≤ m هر و ١ ≤ i ≤ n هر برای پس کنیم. دریافت مشتری ها از نیز را تسهیلات بازشدن هزینه ی باید همچنین
با متناظر دوگان در wij (متغیر می شود دریافت iام تسهیل شدن باز ازای در jام مشتری از که هزینه ای با است متناظر که می کنیم تعریف

است). اصلی مسأله ی در xij ≤ yi قید
اضافه دوگان به را vj ≤ cij +wij قید باید ١ ≤ j ≤ m هر و ١ ≤ i ≤ n هر برای بنابراین بدهد را هزینه کمترین می خواهد مشتری هر
را cij +wij هزینه ی باید کند استفاده iام تسهیل از بخواهد jام مشتری اگر که می کنیم تعیین مشتری هر و تسهیل هر برای اول یعنی کرد.
کمترین که می کنند انتخاب را تسهیل آن قطعا و بدهند را تسهیل کدام به مربوط هزینه ی که می کنند انتخاب خودشان مشتری ها نهایتا و بدهد

بدهند. را هزینه
سازی بیشینه مسأله زیرا نکرد بیان را ٠ ≤ vj شرط می توان البته که ٠ ≤ vj و ٠ ≤ wij داریم وضوح به نیز متغیرها علامت درمورد
این پس نامنفی اند). vj ≤ cij + wij قیدهای تمام راست (سمت دهد نتیجه را ها vj بودن منفی که نداریم هم قیدی و است m∑

j=١
vj

بود: خواهد صورت این به نظر مورد مسأله ی دوگان نهایتا می شود. محقق خودبه خود شرط

max
m∑
j=١

vj

s.t. vj ≤ cij + wij ١ ≤ i ≤ n, ١ ≤ j ≤ m
m∑
j=١

wij ≤ fi ١ ≤ i ≤ n

wij ≥ ٠

که کرد زیاد را ها wij از یکی می توان ندهد رخ تساوی اگر که چرا کرد جایگزین نیز m∑
j=١

wij = fi با می توان را m∑
j=١

wij ≤ fi شرط که
معادلند. مسأله هردو پس شود. زیاد است ممکن هدف تابع مقدار و نمی کند ایجاد خللی قیدها بقیه ی در کار این و دهد رخ تساوی

بیشینه مستقل مجموعه ی مسأله ی ٢

برنامه ریزی مسأله ی یک با را مسأله این که است این هدف بیابیم. را بیشینه مستقل مجموعه ی می خواهیم و داریم گراف یک کنید فرض
کنیم. مدل صحیح خطی

تعریف xv متغیر یک v ∈ V رأس هر برای باشد. گراف یال های مجموعه ی E و گراف رئوس مجموعه ی V می کنیم فرض منظور این برای
uv یال هر برای که صورت اند این به مسأله این قیدهای است. ٠ وگرنه باشد انتخابی مجموعه ی در رأس این اگر است ١ با برابر که می کنیم

٢
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کرد: مدل صورت این به را مسأله می توان پس .xu + xv ≤ ١ معادلا شوند، انتخاب v و u رئوس از یکی حداکثر
max

∑
v∈V

xv

s.t. xu + xv ≤ ١ ∀uv ∈ E

xv ∈ {٠, ١} ∀v ∈ V

می شود: تبدیل صورت این به کنیم ریلکس را مسأله این اگر
max

∑
v∈V

xv

s.t. xu + xv ≤ ١ ∀uv ∈ E

٠ ≤ xv ≤ ١ ∀v ∈ V

واقع در نیست. برابر اصلی مسأله ی بهینه ی جواب با الزاما شده ریلکس مسأله ی بهینه ی جواب که است این مسأله این در توجه قابل نکته
مسأله ی یک به را بیشینه مستقل مجموعه مسأله ی ابتدا می توانستیم آنگاه نمی کرد تغییری مسأله بهینه ی جواب کردن، ریلکس این با اگر
برنامه ریزی مسأله ی این سپس برسیم عادی خطی برنامه ریزی مسأله ی یک به و کنیم ریلکس را آن سپس کنیم تبدیل صحیح خطی برنامه  ریزی
است. بیشینه مستقل مجموعه مسأله ی جواب همان آمده بدست جواب و کنیم حل است موجود برایش که چندجمله ای الگوریتم با را خطی
ریلکس و صحیح خطی برنامه ریزی مسأله ی دو بهینه ی جواب های اگر پس است. ان پی‐تمام بیشینه مستقل مجموعه مسأله ی می دانیم اما

.N = NP که می شود اثبات باشند، یکی شده
باشد. بزرگتر اصلی مسأله ی جواب از اکیدا می تواند شده ریلکس مسأله ی بهینه ی جواب که می دهد نشان زیر مثال متأسفانه اما

٠٫۵ مقدار رأس هر با متناظر متغیر که می افتد اتفاق زمانی که است ١٫۵ با برابر گراف این به مربوط شده ریلکس مسأله ی بهینه ی جواب
است. ١ با برابر صحیح مسأله ی بهینه ی جواب اما بگیرد.

صحیح مسأله ی شدنی نقاط پوش محدب به مسأله، شدنی فضای که کنیم اضافه شرط تعدادی شده ریلکس مسأله ی همین به می خواهیم حال
پس برداریم. می توانیم رأس یک حداکثر گراف در خوشه٣ هر از کند بیان که کرد اضافه شروطی می توان منظور این برای شوند. نزدیک تر

کرد: اضافه مسأله به را زیر شروط ∑می توان
v∈C

xv ≤ ١ ∀C خوشه 

می کند کوچکتر را مسأله حالت فضای احتمالا کنیم اضافه را شرط ها این از هرکدام هرحال به اما باشد نمایی می تواند محدودیت ها این تعداد
کردیم. تقویت را مدل سازی کار این با اصطلاحا می شود. نزدیک تر صحیح مسأله ی شدنی نقاط پوش محدب به و

or عملگر مدل سازی ٣

برنامه ریزی مسأله ی یک که است این هدف است. at٢x ≥ b٢ و at١x ≥ b١ قید دو دارای که داریم خطی برنامه ریزی مسأله ی یک کنید فرض
در x هر برای که باشد چنان مسأله این حالت فضای یعنی شوند. ارضاء شرط دو این از یکی حداقل می خواهیم آن در که بنویسیم خطی

٣clique

٣
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را at١x ≥ b١ or at٢x ≥ b٢ شرط می خواهیم معادلا دهد. رخ at٢x ≥ b٢ یا at١x ≥ b١ شرط دو از یکی حداقل حالت فضای
کنیم. مدل سازی

می گیریم: نظر در را زیر شروط و می کنیم تعریف y متغیر یک منظور این برای
at١x ≥ b١)١ − y)

at٢x ≥ b٢y

y ∈ {٠, ١}

اول شرط y = ٠ اگر زیرا می کند ارضاء at٢xرا ≥ b٢ یا at١x ≥ bدوشرط١ از یکی حتما کند صدق بالا شروط در که xای هر که می بینیم
نمی آید. بوجود مشکلی اما کند ارضاء نیز را دو هر است ممکن البته می شود. ارضاء دوم شرط y = ١ اگر و

در که بنویسیم مسأله ای بخواهیم و ١ ≤ i ≤ m هر برای atix ≥ bi مانند باشیم داشته قید m که کرد بررسی را مسأله این می توان مشابها
ارضاء شوند. شروط این از تا k حداقل آن

گرفت: درنظر را زیر شروط و کرد تعریف y١, y٢, . . . , ym های متغیر می توان نیز مسأله این برای
atix ≥ biyi ١ ≤ i ≤ m
m∑
i=١

yi = ١
yi ∈ {٠, ١} ١ ≤ i ≤ m

متناهی مجموعه ی یک به متغیر یک تعلق مدل سازی ۴

مقادیر از یکی می تواند فقط که صورت این به کنیم محدود را x مثل متغیرها از یکی خطی برنامه ریزی مسأله ی یک در می خواهیم کنید فرض
کند. اتخاذ را {a١, a٢, . . . , ak} مجموعه ی

گرفت: نظر در را زیر شروط و کرد تعریف را y١, y٢, . . . , yk متغیرهای می توان منظور این برای

x =
k∑

i=١
aiyi

k∑
i=١

yi = ١
yi ∈ {٠, ١} ١ ≤ i ≤ k

می شود. برابر aiها از یکی با دقیقا نیز x متغیر و صفراند بقیه و بود خواهد ١ با برابر yiها از یکی دقیقا شوند، محقق شروط این اگر

کمینه فراگیر درخت مسأله ی ۵

بیابیم. را گراف این برای فراگیر زیردرخت کم وزن ترین می خواهیم وزن دارند. گراف یال های و است همبند که داریم گراف یک کنید فرض
کنیم. تبدیل خطی برنامه ریزی مسأله ی یک به را مسأله که است این هدف

یک e ∈ E یال هر با متناظر می گیریم. درنظر ce را e ∈ E یال وزن و V را گراف رأس های مجموعه ی ،E را گراف یال های مجموعه
اضافه قیدهایی باید می گیرد. ٠ مقدار وگرنه می گیرد ١ مقدار متغیر شود انتخاب نظر مورد یال  که درصورتی که می کنیم تعریف xe متغیر

می کنیم. مقایسه هم با را آن ها و می دهیم انجام را کار این شیوه دو به دهند. درخت تشکیل انتخابی یال های شود باعث که کنیم

۴
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می گویند. دور۴ حذف رویکرد این به ندهند. دور تشکیل انتخابی یال های شود باعث که کنیم اضافه قیدهایی که است این اول رویکرد
کمتر رئوس تعداد از است رئوس آن بین سرشان دو که انتخابی یال های تعداد باید گراف، رأس های از زیرمجموعه هر برای منظور این برای
مدل اینطور می توان را مسأله پس بدهند. فراگیر درخت تشکیل که کنیم انتخاب باید یال |V | − ١ دقیقا که است این هم دیگر قید باشد.

کرد:

min
∑
e∈E

cexe

s.t.
∑
e⊆S

xe ≤ |S| − ١ ∀S ⊆ V∑
e∈E

xe = |V | − ١
xe ∈ {٠, ١} ∀e ∈ E

تحت که بیضوی۵ روش های نام به موجودند خطی برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی اما باشد. نمایی می تواند مسأله این قیدهای تعداد
مقداردهی هر برای اگر واقع در کنند. حل چندجمله ای زمان در را دارند قید نمایی تعداد که خطی برنامه ریزی مسائل می توانند خاصی شرایط
بیضوی روش های نه، یا است شده نقض مسأله قیدهای از یکی آیا بفهمیم چندجمله ای زمان در و هوشمندانه ای روش به بتوانیم متغیرها برای
است شده نمایی مسأله قیدهای تعداد اینکه بنابراین دارد وجود روش این کمینه فراگیر درخت مسأله ی درمورد می کنند. کار موارد این در

نیست. بزرگی خیلی مشکل
از زیرمجموعه یک نباشند همبند انتخابی یال های اگر دهد. نتیجه را بودن همبند که کنیم اضافه قیدهایی که است این دوم رویکرد
هیچ که یافتیم گراف در برش یک معادلا نیست. موجود شده ای انتخاب یال هیچ V \A و A رئوس بین که شد خواهد پیدا A مثل رئوس
انتخاب برش از یال یک حداقل برش هر برای که صورت این به کنیم اضافه قیدهایی می توانیم پس نشده اند. انتخاب برش، یال های از یالی

می شود: مدل صورت این به مسأله پس شود.

min
∑
e∈E

cexe

s.t.
∑

e∈δ(A)

xe ≥ ١ ∀A ⊆ V

∑
e∈E

xe = |V | − ١
xe ∈ {٠, ١} ∀e ∈ E

که است این اینجا در بودن بهتر ملاک بگیرید. درنظر را مسأله دو هر شده ی ریلکس کنیم. مقایسه را مدل سازی دو این می خواهیم حال
مسأله ی یک برای ایده آل واقع در است. نزدیک نشده ریلکس مسأله ی شدنی نقاط پوش محدب به چقدر شده ریلکس مسأله ی شدنی فضای
باشند، نشده ریلکس مسأله ی نقاط محدب پوش با مساوی دقیقا شده ریلکس مسأله ی شدنی فضای که است زمانی صحیح خطی برنامه ریزی

است. نشده ریلکس مسأله ی بهینه ی جواب همان شده ریلکس مسأله ی بهنیه ی جواب حالت این در که
دوم رویکرد درمورد و Psub با برابر شده ریلکس حالت در اول رویکرد شدنی فضای کنید فرض است. بهتر اول رویکرد می کنیم ادعا
مسأله ی شدنی نقاط پوش محدب به اول رویکرد در مسأله شدنی فضای که می دهد نشان این .Psub ⊆ Pcut می کنیم ثابت باشد. Pcut

است. بهتر اول رویکرد بنابراین و است نزدیک تر نشده ریلکس
۴subtour elimination
۵ellipsoid

۵
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IP

Psub

Pcut

صدق نیز دوم مدل شروط در x این می کنیم ثابت شده). ریلکس (حالت کند صدق اول مدل شروط در x بردار یعنی x ∈ Psub کنید فرض
شده). ریلکس حالت (در می کند

داریم: باشد. گراف رئوس از زیرمجموعه یک A ⊆ V کنید ∑فرض
e∈A

xe ≤ |A| − ١ و ∑
e∈V \A

xe ≤ |V \A| − ١ و ∑
e∈E

xe = |V | − ١

∑بنابراین:
e∈δ(A)

xe =
∑
e∈E

xe −
∑
e∈A

xe −
∑

e∈V \A

xe ≥ (|V | − ١)− (|A| − ١)− (|V \A| − ١) = ١ ⇒
∑

e∈δ(A)

xe ≥ ١

می شود. اثبات موردنظر ادعای و می کند صدق نیز دوم مدل شروط در x بردار پس

۶
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت بهمن ٢٩ سه شنبه موعد: ١ سری تمرین

میان ترم ٣ فردا کنید فرض همچنین نکرده اید. حل را تمرین ها هنوز و فرداست شما نظری تمرین تحویل موعد کنید فرض (آ) . ١
یرید؟ ب دوستتان از را تمرین ها پاسخ که است درست آیا دارید.

نمره فردا میان ترم های از یا نگیرید را آن نمره اگر و است تمرین  سری آخرین این که کنید فرض همچنین قبل بخش مسئله در (ب)
م افتد. خطر به شما فارغ التحصیل هستید ١٠ ترم اینکه به توجه با و بیفتید را درس هایتان از ی است ن مم یرید ب کم

یرید؟ ب دوستتان از را تمرین ها پاسخ است درست آیا حالت این در
جواب، شدن متوجه و خواندن از بعد کنید. پیدا را آن جواب و کنید جستجو اینترنت در را تمرین سوال ی کنید فرض (ج)
موردنظر سایت به تمرین بالای در همچنین بنویسید. خودتان بیان با و خودتان ذهن از را جواب و ببندید را جواب صفحه

است؟ مجاز کار این آیا دهید. ارجاع
وجود با و م دهد خطا شما کد اما نوشته اید، را سوال ها از ی است. امشب شما عمل تمرین تحویل موعد کنید فرض (د)
دوستان از گذرانده، را وریتم ال درس گذشته سال که بچه هایی از ی کنید. پیدا را آن خطای نتوانسته اید بسیار وقت صرف

یرید؟ ب کم برنامه تان ال یابی اش برای او از است درست آیا شماست. نزدی
تاریخ و نکنید شرکت عروس در نم توانید هیچ وجه به طرف ی از است. خواهرتان عروس اردیبهشت ۴ پنجشنبه کنید فرض . ٢
دهید انجام م توانید که کاری بهترین بدهید. دست از را میان ترم نمره نم خواهید ر دی طرف از و نیست تغییر قابل هم عروس

است؟ مورد کدام
کند. تعیین زین جای میان ترمم برای تا م خواهم استاد از سپس و م کنم شرکت عروس در (آ)

دهد. تغییر را میان ترم تاریخ که م خواهم استاد از نظر مورد تاریخ از قبل (ب)
کنم. کسب قابل قبول نمره نهایت در تا یرم ب خوبی نمره درس قسمت های بقیه در م کنم سع (ج)

ی ان ام صورت در م کنم درخواست و م دهم توضیح را ل مش و م  زنم ایمیل استاد به ل، مش شدن مشخص محض به (د)
شود. جبران میان ترمم نمره است صلاح که هرگونه ای به یا شود گرفته من از جداگانه میان ترم

کنید. مشخص کوتاه توضیح همراه به را زیر موارد از هرکدام نادرست یا درست . ٣
دارد. نیاز O(n lg n) زمان به حداقل مقایسه ای مرتب سازی وریتم ال هر (آ)

است. O(n١٠) رأس n گراف ی از رأس ١٠ مستقل زیرمجموعه ی کردن پیدا برای وریتم ال بهترین اجرای زمان (ب)
لازم چون است، Ω(n١٠) رأس n گراف ی از رأس ١٠ مستقل زیرمجموعه ی کردن پیدا برای وریتم ال هر اجرای زمان (ج)

کنیم. تست را ن مم حالت (
n
١٠
) همه است

در ١ احتمال با بتواند جدید، عدد ی شدن داده با و کند ذخیره O(n) حافظه در را عدد n که دارد وجود داده ای ساختمان (د)
خیر. یا هست اولیه عدد n بین در عدد این که کند تعیین O(١) زمان

مقدمات . ١ سری ۵۵٣تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت اسفند ۶ سه شنبه موعد: ٢ سری تمرین

کنید. مطرح andishe.ghasemi.9@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

( (غیرتحویل پیشنهادی تمرین های

CLRS 22.1.5, 22.1.6, 22.1.8, 22.2.1, 22.2.7, 33.4.3.

تحویل تمرین های

مثل نقطه جفت هر ازای به اگر گوییم خوب نقطه n از وضعیت ی به شده است. مشخص نقطه n مختصات صفحه ی روی . ١
باشد: برقرار زیر شرط سه از ی (x′, y′) و (x, y)

x = x′ (١
y = y′ (٢

min(x, x′) ≤ x′′ ≤ max(x, x′) طوری که به باشد موجود (x′′, y′′) چون ری دی نقطه ی (٣
.min(y, y′) ≤ y′′ ≤ max(y, y′) و

زمان در که کنید طراح وریتم ال برسیم؛ خوب وضعیت ی به انتها در تا کنیم اضافه نقاط مجموعه به نقطه تعدادی م خواهیم
داشته باشیم. نقاط از خوب وضعیت ی انتها در که طوری کند اضافه نقاط این به نقطه O(n lg n) مقدار به O(n lg n)

برای مثلا باشد، b از کمتر آن ارقام تمام که م کنیم تعریف طبیع عددی را خوب عدد است، ٢ ≤ b ≤ ١٠ که b عدد ی برای . ٢
هستند. خوب ١ و ٠ ارقام با اعداد تمام ،b = ٢

اول جستجوی وریتم «ال از یافته تغییر نسخه ای از استفاده و گراف در اعداد مدل سازی کم با م خواهیم داده شده، b و n برای
١١١ با برابر ٣ مضرب خوب عدد ترین کوچ n = ٣, b = ٢ برای مثلا کنیم؛ پیدا را n مضرب خوب عدد ترین کوچ سطح»

است.
را n مضرب خوب عدد ترین کوچ n, b گرفتن با تا دهید ارائه O(n) از وریتم ال مناسب، گراف ی طراح با کنید سع (آ)

بیابد.
مبنا اندیس از (منظور (x)b = (y)١٠ که م کنیم تعریف y مثل عددی را عدد این همزاد است، خوب عدد ی x کنید فرض (ب)

است. ٧ عدد ١١١ خوب عدد همزاد b = ٢ برای مثلا است.)
مضرب همزادش هم و خودش هم که خوب عدد ترین کوچ n, b گرفتن ورودی با که دهید ارائه O(n٢) زمان از وریتم ال

بیابید. باشد n

باشید. موفّق

سطح اول جستجوی . ٢ سری ۵۵۴تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت اسفند ١٣ سه شنبه تحویل: موعد ٣ سری تمرین

کنید. مطرح javadakbari1379@gmail.com , r.akbarian98@yahoo.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

پیشنهادی تمرین های

CLRS 22.3.1, 22.3.2, 22.3.5, 22.3.8, 22.3.9, 22.3.11, 22.4.4.

تحویل تمرین های

: O(n) زمان در که کنید طراح وریتم ال شده است. داده رأس n با درخت . ١
کند. پیدا را مسیر ترین طولان (آ)

آورد. بدست را رأس ها تمام از گذرنده گشت کوتاه ترین (ب)
.b ≥ d یا a ≥ c اگر شود، برنده (c, d) مرتب زوج از م تواند (a, b) مرتب زوج گوییم . ٢

داریم. ببرد را زوج کدام م تواند زوج کدام اینکه صورت به برنده شدن رابطه ی m همراه به bi و ai صورت به عدد زوج n
بین برنده شدن رابطه ی m که طوری به کنیم تبدیل (bi, ai) یا (ai, bi) مرتب زوج صورت به را زوج ها این از کدام هر م خواهیم

باشد. برقرار آن ها
خیر. یا است ن مم این کار وید ب که دهید ارائه O(n+m) از وریتم ال

کنید. استفاده گراف بودن دوبخش تشخیص روش از یا 2SAT مسئله از م توانید راهنمایی:

باشید. موفّق

عمق اول جستجوی . ٣ سری ۵۵۵تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت اسفند ٢٠ سه شنبه موعد: ۴ سری تمرین

کنید. مطرح javadakbari1379@gmail.com , andishe.ghasemi.9@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

پیشنهادی تمرین های

کنید. حل پویا برنامه ریزی با را بازه ها زمان بندی مسئله وزن دار حالت

CLRS Exercises 16.4.1, 23.1.1, 23.1.2, 23.1.3, 23.1.8.
CLRS Problems 15.1, 16.1.

تحویل تمرین های

تکمیل آن ها بنزین ظرفیت که داریم کامیون n مسیر ابتدای در برویم. پیش ن مم جای تا انتها(!) بی مسیر ی در که داریم قصد . ١
لیتر ی برابر مسیر از کیلومتر ی ط کردن برای کامیون هر سوخت مصرف و است لیتر ی کامیون هر بنزین ظرفیت حداکثر است.
منتقل کنیم. ر دی کامیون به را آن بنزین از مقداری و نگه داشته دلخواه به را کامیون هر مسیر جای هر در م توانیم همچنین است.

( درست اثبات و دلیل ذکر است؟(با چقدر برویم پیش م توانیم که مسیری حداکثر
n همه ی قبل از برویم. کشور دور سفر ی به م کند حرکت کیلومتر d بنزینش ظرفیت حداکثر با که ماشین ی با داریم قصد . ٢
نیست.م خواهیم کیلومتر d از بیشتر متوال بنزین های پمپ بین کرده ایم.فاصله ی پیدا نقشه روی را مسیرمان طول در موجود پمپ بنزین
d گرفتن با که کنید طراح وریتم ال داشته باشیم. سوخت گیری برای را ن مم توقف های کمترین که بچینیم طوری را سفر برنامه

دهد. خروج را کنیم توقف ها آن در باید که پمپ بنزین هایی لیست شروع نقطه از پمپ بنزین ها فاصله ی و
سانت متر ٢٠٠ آن ها قد میانگین و بوده سانت متر ٢٠۵ و سانت متر ١٩۵ بین آن ها همه ی قد داریم. والیبالیست n والیبال تیم ی در . ٣
ن بازی k که کند انتخاب دلخواه به را ن بازی دو تیم مربی اگر بایستند. ردیف ی در ترتیبی به نان بازی همه م خواهیم است.
١٠ از بیشتر مقدار این اگر و کرده حساب را ٢٠٠× (k+٢) مقدار از ن بازی k+٢ این قد میانگین اختلاف ، باشند آن ها بین ر دی
نکند. ناامید را مربی که دهید ارائه نان بازی از ترتیبی کردن پیدا برای حریصانه وریتم م شود.ال ناامید خود تیم از باشد سانت متر

امتیازی تمرین

چندجمله ای وریتم ال باشد. شده داده c٢ : E → Q+ و c١ : E → Q+ وزن تابع دو با G = (V,E) گراف کنید فرض
باشد. کمینه c٢ و c١ برای هم زمان که دارد فراگیری زیردرخت G آیا دهد تشخیص که دهید ارائه

کنید. حل را ماترویدها برای مسئله تعمیم راهنمایی:

باشید. موفّق

حریصانه وریتم های ال . ۴ سری ۵۵۶تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت اسفند ٢٧ سه شنبه موعد: ۵ سری تمرین

کنید. مطرح alirtofighim@gmail.com, r.akbarian98@yahoo.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

پیشنهادی تمرین های

CLRS Exercises 24.1.4, 24.1.5, 24.2.4, 24.3.2, 24.3.9, 24.3.6.
CLRS Problem 15.4.

تحویل تمرین های

به ضلع n افراز ضلع n ی برای مثلث بندی ی از منظور کنیم، مثلث بندی آن را م خواهیم و داریم محدب ضلع n ی . ١
باشند. ضلع n رئوس آن ها، رئوس که است مثلث هایی

بیابد. را مثلث بندی برای هزینه کمترین که دهید ارائه O(n٣) از وریتم ال مثلث هاست، محیط مجموع مثلث بندی ی هزینه ی

(٠،٠)
(١،٠)

(٢،١)

(١،٢)
(٠،٢)

است. ٨ + ٢√٢ + ٢√۵ آن هزینه ی یعن داریم ٢ + ٢√٢ محیط با مثلث ی و ٣ +
√۵ محیط با مثلث دو که م دهد نشان را بندی مثلث ی بالا، مثال

فقط که کنیم انتخاب را جدول از زیرمربع بزرگترین م خواهیم است. آبی یا قرمز رنگ به آن خانه های که داریم n×m جدول ی . ٢
کند. پیدا را زیرمربع این تا دهید ارائه O(nm) از وریتم ال شده باشد. یل تش رنگ ی از

به آن خیابان های و رئوس عنوان به را آن تقاطع های اگر تقاطع هاست. این بین خیابان هایی و تقاطع n شامل که که داریم شهری . ٣
چراغ شهر تقاطع های از تعدادی برای م خواهیم م دهد. درخت ی یل تش گراف این یریم، ب نظر در گراف ی یال های عنوان
تعداد کمترین م خواهیم م شود. روشن آن به متصل خیابان های تمام تقاطع، ی برای چراغ دادن قرار صورت در کنیم، نصب
و لازم چراغ تعداد کمترین که کنید طراح O(n) از وریتم ال شوند، روشن شهر خیابان های تمام تا کرده خریداری را لازم چراغ

کند. محاسبه را شوند روشن شهر خیابان های کل اینکه برای لازم چراغ کمترین نصب حالت های تعداد

باشید. موفّق

پویا برنامه ریزی . ۵ سری ۵۵٧تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت فروردین ١٢ سه شنبه موعد: ۶ سری تمرین

کنید. مطرح alirtofighim@gmail.com, javadakbari1379@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

پیشنهادی تمرین های

کارنگ ملون. وریتم ال درس از ۵ جلسه حل تمرین و ۴ سری و (٢ (سؤال ٣ سری تمرین

. برکل وریتم ال درس از شده تدریس مباحث به مربوط تمرین های

اسلیتور. دن درس از شده تدریس مباحث به مربوط عمل تمرین های

تحویل تمرین های

از ی امر هر م شود، مطرح امر Q گراف این روی است، منف دور فاقد که داریم یاله E و راسه V جهت دار و وزن دار گراف ی . ١
است: زیر نوع دو

کنیم. پاک گراف از را v راس م خواهند ما از و داده ورودی را v •
م خواهند. ما از را u به v از یال ها) وزن مجموع نظر (از مسیر کوتاه ترین وزن و داده ورودی را v, u راس دو •

ارائه وریتم ال داریم، ی جا را امر Q همه ی حال و نبودیم آن ها به پاسخ ده به قادر ما امور، این شدن مطرح لحظه ی در متاسفانه
بدهد. را دوم نوع امر های پاسخ خروج عنوان به O(V ٣ +Q) اجرای زمان در امر Q و گراف گرفتن با که دهید

ایستاده است، e راس روی ری دی شخص و s راس روی شخص داریم. نامنف یال های وزن با یاله E و راسه V وزن دار گراف ی . ٢
به متنفرند، ر دی ی از ما مسئله ی شخص دو دارد. هزینه e یال وزن اندازه ی به و م برد زمان واحد ی دقیقاً e یال هر از عبور
باشند یال ی سر دو در لحظه ی در م توانند (ول گرفته باشند قرار راس ی روی دو هر که باشد لحظه ای نم خواهند دلیل همین
به دلیل همین به هستند عجول انسان های دو هر ندارد)، ال اش یال وسط در ملاقات و کنند عوض را خود جای بعد لحظه ی و

ندارند. راس ها روی توقف و م کنند حرکت ری دی راس به آن از راس به رسیدن محض
گرفتن با که کنید طراح وریتم ال برسد، s راس به e راس از م خواهد دوم شخص و e راس به s راس از م خواهد اول شخص

کند. حساب را بدهند باید جابه جایی این برای مجموع در شخص دو این که هزینه ای کمترین ،e و s راس های و گراف
باشد. O(V ٢lgV + E٢) از وریتم ال اجرای زمان (آ)

باشد. O(V ٢lgV + V E) از وریتم ال اجرای زمان (ب)
جدید گراف در مسیر کوتاه ترین مسئله ی ی به را بالا مسئله ی پاسخ و بسازید راس V ٢ با جدیدی گراف کنید سع راهنمایی.

کنید. تبدیل

گراف ها در مسیر کوتاهترین . ۶ سری ۵۵٨تمرین



از ی هیچ که کردیم مشاهده س کردن ریل مراحل از ی در اگر که است این عمل، در بلمن فورد وریتم ال بهینه سازی روش ی . ٣
بدترین در وریتم ال اجرای زمان بهبود باعث کار این آیا که کنیم بررس م خواهیم کنیم؛ متوقف را وریتم ال نکرد، پیدا کاهش di ها
برای یال ها روی ترتیب ی وجود با و منف دور بدون راس V با وزن دار گراف برای که کنید رد یا اثبات خیر. یا م شود حالت

داریم. را یال ها کل روی کردن س ریل فرایند بار Ω(V ) اجرای به نیاز بلمن فورد، وریتم ال

باشید. موفّق

گراف ها در مسیر کوتاهترین . ۶ سری ۵۵٩تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت فروردین ٢۶ سه شنبه موعد: ٧ سری تمرین

کنید. مطرح andishe.ghasemi.9@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

است. ه شب این در چاه٢ رأس T و منبع١ رأس S و شده است. مشخص یال هر ظرفیت زیر گراف در . ١
کنید. مشخص یال هر از عبوری جریان مقدار همراه به را آن ل ش و آورید بدست بیشینه شار ی آ)

کنید. مشخص را آن رأس های همچنین و برش این خروج ظرفیت مقدار آورید. بدست کمینه برش ی ب)
دارد؟ T به دسترس رأس کدام است؟ دسترس قابل S از رأس کدام کنید. رسم را نهایی باق مانده گراف پ)

کاهش بحران یال ی به شود. بیشینه شار افزایش به منجر یال آن ظرفیت افزایش اگر م گوییم افزایش بحران یال ی به ت)
این در کاهش افزایش یال ی و بحران افزایش یال ی شود. بیشینه شار کاهش به منجر یال آن ظرفیت کاهش اگر م گوییم

دارد.) وجود کنید.(اگر پیدا گراف
کنید. طراح کاهش بحران یال ی کردن پیدا برای بهینه وریتم ال ث)

کنید.(امتیازی) طراح افزایش بحران یال ی کردن پیدا برای بهینه وریتم ال ج)

S T

V

A B

U

١۵

۶

١١ ١۵ ١١

١۵

٩

٣ ٣

٣ ٣

1source
2sink

١ بیشینه جریان . ٧ سری ۵۶٠تمرین



مثال بودن نادرست صورت در و کنید ارائه مختصری اثبات بودن درست صورت در کنید. مشخص را زیر موارد نادرست یا درست . ٢
بیاورید. نقض

م آید. بدست تا ی طریق به بیشینه شار آن گاه ، باشند داشته متفاوت ظرفیت های ه شب ی جهت دار یال های همه ی اگر آ)
است چاه رأس T و منبع رأس S که شده است داده G = (V,E) جهت دار گراف رأس ها ظرفیت با بیشینه شار مسئله ی در ب)
G گراف برای معتبر را f شار ی نشده است.) داده یال ها برای ظرفیت است.(ول cv ≥ ٠ با برابر v ∈ V رأس  هر ظرفیت و
مجموع ، f معتبر شار ی اندازه ی باشد. cv حداکثر v رأس به ورودی شار مجموع ، T و S بجز ها v همه ی برای اگر م گوییم
سایز با معتبر شار ی کردن محاسبه ، رأس ها ظرفیت با بیشینه شار مسئله ی ، ورودی گراف داشتن با است. S از خروج شار

است. بیشینه
داد. کاهش یال ها) ظرفیت (با معمول بیشینه شار مسئله ی به م توان را رأس ها ظرفیت با بیشینه شار ی محاسبه ی

بین c ظرفیت و مخالف جهت های با جهت دار یال دو با را ه شب ی در v و u رأس دو بین و c ظرفیت با جهت دار یال هر اگر پ)
م ماند. ثابت بیشینه شار مقدار آنگاه ، کنیم زین جای v و u رأس دو

سوال این در است. مهم آتش سوزی نظیر اضطراری موارد برای خروج نقشه ی ی داشتن ، سینما ی مثل عموم ساختمان  ی در . ٣
G = (V,E) گراف ی سینما نقشه که کنید فرض کنیم. طراح اضطراری خروج نقشه ی بیشینه شار از استفاده با م خواهیم
است c ظرفیت دارای پله یا راهرو هر شده است. مشخص یال ی با پله یا راهرو هر و رأس ی با طبقه یا اتاق هر آن در که است
واحد ی ر دی سر تا سر ی از راهرو ی پیمایش کنند. استفاده راهرو این از م توانند همزمان نفر c حداکثر م دهد نشان که

ی تنها و هستند S اتاق در مردم همه ابتدا در کنید فرض م کشد.) طول زمان واحد صفر اتاق ی م کشد.(پیمایش طول زمان
افراد همه کردن خارج برای راه سریع ترین ، بیشینه شار مسئله ی از استفاده با چطور که دهید نشان دارد. وجود خیابان به T خروج
باشد.) زمان واحد هر در اتاق ی نشان دهنده ی رأس هر آن در که کنید طراح را G′ گراف : (راهنمایی کنیم. پیدا را ساختمان از

باشید. موفّق

١ بیشینه جریان . ٧ سری ۵۶١تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت اردیبهشت ٢ سه شنبه موعد: ٨ سری تمرین

کنید. مطرح Mavali1999@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

است. شده داده G رئوس از s, t راس دو و G جهت بدون و طبیع وزن های با وزن دار گراف .١
کدام هر وزن همچنین و نباشند مشترک یال هیچ در مسیر دو این طوری که بیابیم، t به s از متمایز مسیر دو گراف این در م خواهیم

باشند. مشترک راس چند یا ی در م توانند مسیر دو این که کنید دقت باشد. t به s از مسیر کوتاه ترین وزن با برابر
دهید. ارائه مسیر دو این کردن پیدا برای وریتم ال بیشینه، شار مسئله ی کم با

یرید. ب نظر در را G جهت بدون و وزن دار گراف .٢
شده است. داده  نسبت C از کمتر و طبیع وزن یال هر و رأس هر به گراف این در

است (بدیه م کنیم. تعریف H راس های وزن مجموع منهای H یال های وزن مجموع را H وزن ،G در H مثل زیرگراف هر برای
هستند.) گراف زیر در نیز e انتهای و ابتدا راس های حتما آنگاه باشد، H زیرگراف در e یال اگر که

بیابد. را G در بیشینه وزن با زیرگراف که دهید ارائه وریتم ال بیشینه، شار مسئله ی کم با

باشید. موفّق

٢ بیشینه جریان . ٨ سری ۵۶٢تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت اردیبهشت ١٠ چهار شنبه موعد: ٩ سری تمرین

کنید. مطرح Ghazalkhn99@gmail.com, Mavali1999@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

کدام است آن در مسئله کنید ثابت م توانید که NP-Complete و NP ،P بین از پیچیدگ کلاس کوچ ترین زیر مسائل برای .١
بیاورید. مختصری دلیل است؟

G در یال V ′ در راس دو هر بین و |V ′| = k که است موجود V ′ ⊆ V آیا است، شده داده G = (V,E) گراف ی (آ)
نیست.) مسئله ورودی های جزء و است ثابت عدد ی k) باشد؟

یال V ′ در راس دو هر بین و |V ′| = k که است موجود V ′ ⊆ V آیا است، شده داده k عدد و G = (V,E) گراف ی (ب)
باشد؟ G در

e مانند یال ،v ∈ V هر برای و |E′| < k که دارد وجود E′ ⊆ E آیا است، شده داده k عدد و G = (V,E) گراف ی (ج)
باشد؟ e سر دو از ی v که باشد E′ در

مانند راس ،e ∈ E هر برای و |V ′| < k که دارد وجود V ′ ⊆ V آیا است، شده داده k عدد و G = (V,E) گراف ی (د)
باشد؟ e سر دو از ی v که باشد V ′ در v

شده ظاهر ورودی در بار ٢ حداکثر آن نقیض یا متغیر هر ورودی در که ورودی برای اضافه فرض این با 3-SAT مسئله ی (ه)
است.

شده ظاهر ورودی در بار ۴ حداکثر آن نقیض یا متغیر هر ورودی در که ورودی برای اضافه فرض این با 3-SAT مسئله ی (و)
است.

است. حل قابل ورودی گراف اندازه ی حسب بر چندجمله ای زمان در گراف در تطابق بزرگترین پیداکردن مسئله ی راهنمایی.
بین G در ٢ حداکثر طول با مسیری هیچ هرگاه گوییم خیل مستقل را U مثل راس ها از زیرمجموعه ی G = (V,E) گراف در .٢

است: NP-Complete زیر مسئله ی کنید ثابت نباشد. موجود U از راس دو
دارد؟ k حداکثر اندازه ی به خیل مستقل زیرمجموعه ی G آیا است، شده داده k عدد و G = (V,E) گراف ی

باشید. موفّق

١ تمام ان پی مسائل . ٩ سری ۵۶٣تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت اردیبهشت ١۵ سه شنبه موعد: ١٠ سری تمرین

کنید. مطرح alirtofighim@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

ارضاپذیر ورودی که صورت در و گرفته ورودی عنوان به 3SAT ی که دهید ارائه جمله ای چند وریتم ال P = NP فرض با .١
دهد. خروج کند ارضا را 3SAT که متغیرها مقدارده باشد،

الماس n همچنین است. ci با برابر iام کوله پشت ظرفیت که داریم کوله پشت m که است صورت این به چندگانه کوله پشت مسئله ی .٢
قرار کوله پشت ها از ی داخل را کدام هر و برداشته را الماس ها از تعدادی م توانیم دارد. wi وزن و vi ارزش iام الماس که داریم

شود. بیشتر کوله پشت آن ظرفیت از نباید کوله پشت ی داخل الماس های وزن مجموع اما دهیم،
الماس k ارزش مجموع با حداقل م توانیم آیا ببینیم م خواهیم و است k عدد و الماس ها مشخصات کوله پشت ها، ظرفیت ورودی

دهیم. جا کوله پشت ها داخل
است. ان پی‐تمام کوله پشت مسئله ی کنید ثابت ( کوله پشت (ی m = ١ حالت برای (آ)

نیست. ان پی‐تمام قویاً کوله پشت مسئله ی کنید ثابت P ̸= NP فرض با و ( کوله پشت (ی m = ١ برای (ب)
است. ان پی‐تمام قویاً چندگانه کوله پشت مسئله ی کنید ثابت (ج)

باشید. موفّق

٢ تمام ان پی مسائل . ١٠ سری ۵۶۴تمرین
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محل جستجوی پس گرد، . ١١ سری ۵۶٩تمرین
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محل جستجوی پس گرد، . ١١ سری ۵٧٠تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت خرداد ٢٢ پنجشنبه موعد: ١٢ سری تمرین

چندوجه .١
P = {[x١, x٢]T | x١ + x٢ ≥ ١, −x١ + x٢ ≤ ٢, x١ − ٢x٢ ≤ ۴, x١ ≥ ٠},

یرید. ب نظر در را
کنید. رسم مختصات دستگاه ی در را P چندوجه (آ)

بیابید. را P رأس نقاط (ب)
بیابید. را P چندوجه راس شونده دور جهت های (ج)

شونده دور جهت های و رأس نقاط ترکیب صورت به را [٣, ٢]T و [١, ١]T ،[١/٢, ٣/٢]T نقاط نمایش، قضیه به استناد با (د)
بنویسید. رأس

جواب مجموعه ، رأس دورشونده جهت های و رأس نقاط از استفاده با مساله شدن نقاط نمایش و نمایش قضیه از استفاده با (ه)
خط برنامه ریزی مساله بهینه

min cTx s.t. x ∈ P, (١)

بیابید. وجود صورت در را cT = [١, ١] آن در که
ندارد. متناه بهینه جواب cT = [−١−,٢] آن در که (١) خط برنامه ریزی مساله دهید نشان قبل، قسمت مشابه (و)

بیابید. را cT = [−٢−,٢] آن در که (١) خط برنامه ریزی مساله بهینه جواب مجموعه (ه)، قسمت مشابه (ز)
برنامه ریزی مساله این بیابید. را cT = [٠, ١] آن در که (١) خط برنامه ریزی مساله بهینه جواب مجموعه (ه)، قسمت مشابه (ح)
استاندارد برنامه ریزی مساله این بهینه جواب سپس کنید، بازنویس استاندارد خط برنامه ریزی مساله ی صورت به را خط

بیابید. را
خط برنامه ریزی مساله .٢

min −x١ − x٢ + ٢x٣ + x۴
s.t. x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≥ ۶

x١ − x٢ − ٢x٣ + x۴ ≤ ۴
x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

یرید. ب نظر در را
نامنف خط ترکیب (فضای التزام فضای کنید. بازنویس استاندارد صورت به را مساله مازاد و کمبود متغیر های افزودن با (آ)

کنید. رسم صفحه در را متغیر ها) ضرایب بردار
است. شدن خط برنامه ریزی مساله این چرا که کنید استدلال التزام، فضای به استناد با (ب)

خط برنامه ریزی . ١٢ سری ۵٧١تمرین



جواب التزام، فضای از استفاده با و م گیرند، صفر غیر مقدار متغیر دو حداکثر مساله این بهینه جواب هر در که این فرض با (ج)
بیابید. را مساله بهینه

باشید. موفّق

خط برنامه ریزی . ١٢ سری ۵٧٢تمرین



(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
[٩٩ [بهار

غیرتحویلی ١٣ سری تمرین

بگیرید. نظر در را زیر خطی برنامه .١

maximize ١٣x١ + ١٠x٢ + ۶x٣
subject to ۵x١ + x٢ + ٣x٣ = ٨

٣x١ + x٢ = ٣
x١, x٢, x٣ ≥ ٠

بنویسید. را برنامه این دوگان (آ)
بهینه جواب یک مکمل، لنگی شرایط از استفاده با باشد. برنامه این برای بهینه جواب یک x∗ = (١, ٠, ١) بردار کنید فرض (ب)

است. اصلی برنامه برای بهینه جواب واقعاً x∗ که کنید تحقیق جواب آن از استفاده با و کنید، پیدا برنامه این دوگان برای

وزن ها مجموع که به طوری دهیم نسبت مثبتی وزن های گراف یال های به می خواهیم شده اند. داده آن رأس های از تعدادی و گراف یک .٢
مدل خطی برنامه  یک صورت به را مسئله این شود. بیشتر یک از شده انتخاب رأس های بین از رأس دو هر بین فاصله و باشد کمینه

بنویسید. را آن دوگان و کنید
بگیرید. نظر در را زیر صحیح برنامه .٣

minimize ∑
e∈E

cexe +
∑
v∈V

pvyv

s.t ∑
e∈δ(S)

xe ≥ yv ∀S ⊆ V − r, S ̸= ∅, ∀v ∈ V

yr = ١
yv ∈ {٠, ١} ∀v ∈ V

xe ∈ {٠, ١} ∀e ∈ E

شود. مدل برنامه این توسط که کنید تعریف گراف ها روی الگوریتمی مسئله یک (آ)
بنویسید. را آن دوگان و کنید ریلکس خطی برنامه یک به را صحیح برنامه این (ب)

باشید. موفّق

دوگان . ١٣ سری ۵٧٣تمرین



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت تیر ١٩ پنجشنبه موعد: ١۴ سری تمرین

از استفاده با را زیر محدودیت های از هرکدام دهد. انجام را A,B, . . . ,H پروژه های از هرکدام م تواند شرکت ی کنید فرض .١
کنید. مدل xa, xb, . . . , xh دودویی متغیرهای

شوند. انجام A,B, . . . ,H پروژه های از ی حداکثر (آ)
.A,B, . . . ,H های پروژه از ی حداقل (ب)

.B آن گاه A اگر (ج)
نشود. انجام B آن گاه A اگر (د)

شود. انجام B نشود انجام A اگر (ه)
.B اگر فقط و اگر A (و)
.C و B آن گاه ،A اگر (ز)
.C یا B آن گاه ،A اگر (ح)
.A آن گاه C یا B اگر (ط)
.A آن گاه C و B اگر (ی)

.A آن گاه B,C,D,E از بیشتر یا تا دو اگر (ک)
سادگ برای که است پیتزافروش ی نشانگر v١ رأس .V = {v١, . . . , vn} که یرید ب نظر در را G = (V,E) جهت بدون گراف .٢

بخرد. پیتزا تا bi م خواهد vi مشتری که است مشتری ی نشانگر رأس ها بقیه از هرکدام دارد. پیتزا نوع ی فقط م کنیم فرض
حمل م تواند پی هر که پیتزاهایی تعداد که دارد پی m پیتزافروش است. شده داده نسبت ce هزینه e ∈ E یال هر به همچنین
فرض بازگردد. v١ به نهایت در داد سرویس مشتری تعدادی به اینکه از بعد و کند، شروع (v١) مبدأ از باید پی هر است. Q کند
سفارش دادن اختصاص م خواهیم شود. داده تحویل پی ی توسط باید مشتری هر سفارش اینکه و ،i هر برای bi ≤ Q م کنیم
این شود. کمینه پی ها توسط شده پیمایش مسیر کل که کنیم برنامه ریزی طوری را پی ها مسیر و مختلف پی های به مشتری ها

کنید. مدل صحیح برنامه ی توسط را مسئله

باشید. موفّق

مدل سازی . ١۴ سری ۵٧۴تمرین



پنجم بخش
اضافه تمرین های

۵٧۵





(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت اردیبهشت ٣١ چهارشنبه موعد: ١ سری اضافه تمرین

هستند درس این در شدن TA کاندیدای نفر n شود. ارائه ده دانش در پسرفته وریتم های ال درس بار اولین برای است قرار کنید فرض . ١
و م کنیم، مصاحبه کاندیداها با ترتیب به که است صورت این به انتخاب انیزم م کنیم. انتخاب را نفر ی دقیقاً م خواهیم ما و
TA عنوان به را دانشجو این آیا که یریم ب تصمیم باید بلافاصله نشود، وارد استرس وی به اینکه برای هرکدام، با مصاحبه از بعد
آیا که باشد این م فهمیم دانشجو ی با مصاحبه از که چیزی تنها کنید فرض کنیم. اعلام او به را تصمیممان و خیر یا کنیم انتخاب
ورودی دنباله بدترین (روی ١/n حداکثر احتمال به تصادف وریتم ال هر دهید نشان خیر. یا است بهتر قبل کاندیداهای همه از او

م کند. انتخاب را TA بهترین وریتم) ال آن برای
کنید. استفاده یائو س مینیم اصل از :١ راهنمایی

هستند. صعودی کاندیدا بهترین به رسیدن تا که یرید ب نظر در را کاندیداها از دنباله هایی :٢ راهنمایی
به طور است. برقرار هم پیوسته حالت در شد، بیان خبرگان مسئله ی و صفر حالت برای درس در که نتیجه ای مشابه دهید نشان . ٢
ضرب (١ − ctiϵ) در را iام خبره وزن سپس و شود، مشخص iام خبره برای cti ∈ [٠, ١] ضرر tام، روز از بعد کنید فرض دقیق تر،
این ضرر ریاض امید روز، T از بعد دهید نشان م کنیم. انتخاب وزنش با متناسب احتمال با روز هر در را خبره هر همچنین کنیم.

است. روز T از بعد خبره بهترین ضرر M که (١ + ϵ)M + lnn
ϵ با است برابر حداکثر وریتم ال

باشید. موفّق

خبرگان مسئله و برخط وریتم های ال . ١ سری اضافه ۵٧٧تمرین



(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت خرداد ٨ پنجشنبه موعد: ٢ سری اضافه تمرین

زمان با تصادفی الگوریتم یک می خواهیم دارد. ٣n زمان به نیاز مسئله این بدیهی الگوریتم بگیرید. نظر در را ٣‐رنگ پذیری مسئله .١
کنیم. محدود ممکن گزینه ٣ از تا ٢ به را رأس هر رنگ تصادفی طور به کنید فرض کنیم. طراحی مسئله این برای (٣٢)npoly(n)
می توان را نه یا کرد رنگ کرده ایم مشخص رأس هر برای که رنگ هایی مجموعه  این با را گراف می توان آیا اینکه تشخیص دهید نشان
باشد، ٣‐رنگ پذیر گراف که صورتی در که بگیرید نتیجه سپس کنید). استفاده 2SAT مسئله (از کرد حل چندجمله ای زمان در

کرد. پیدا (٣٢)npoly(n) زمان در را آن از ٣‐رنگ آمیزی یک بالا احتمال با می توان
(با می کنیم انتخاب A از s = n

٣
۴ سایز با تصادفی نمونه یک باشد. شده داده ورودی عنوان به A عضوی n مجموعه کنید فرض .٢

بین که A از عناصری تعداد اینکه احتمال دهید نشان باشد. شده انتخاب نمونه x١ ≤ x٢ ≤ . . . ≤ xs کنید فرض جایگذاری).
است. O(n− ١

۴ ) باشد، ۴n ٣
۴ از بیشتر هستند xs+

√
n و xs−√

n

باشید. موفّق

چبیشف و مارکوف نامساوی های و تصادف وریتم های ال . ٢ سری اضافه ۵٧٨تمرین



(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت خرداد ١۵ پنجشنبه موعد: ٣ سری اضافه تمرین

دو با گونه ای به را A اعضای می توان دهید نشان بگیرید. نظر در را S١, . . . , Sm ⊆ A مجموعه m و A عضوی n مجموعه یک .١
وجود باید صرفاً کنید توجه باشد. O(

√
n lgm) Siها از هرکدام قرمز و آبی اعضای تعداد اختلاف که کرد رنگ قرمز و آبی رنگ

کنید. اثبات را رنگ آمیزی ای چنین
گفته خاصیت غیرصفر احتمال به دهید نشان اجتماع کران و چرنف کران از استفاده با و کنید رنگ تصادفی را اعضا راهنمایی:

دارد. وجود خوب رنگ آمیزی یک بگیرید نتیجه است. برقرار شده
درخت دو این آیا دهد تشخیص و بگیرد ورودی عنوان به را ریشه دار درخت دو که دهید ارائه تصادفی چندجمله ای الگوریتم یک .٢

ندارند. ترتیب گره ها فرزندان کنید توجه نه. یا هستند یکریخت
بودن یکسان با معادل زیردرخت دو بودن یکریخت که طوری به کنید تعریف چندجمله ای یک زیردرخت هر برای راهنمایی:

باشد. آن ها چندجمله ای های

باشید. موفّق

چندجمله ای ها و چرنوف نامساوی . ٣ سری اضافه ۵٧٩تمرین





ششم بخش

هفتگ تمرین های پاسخ

۵٨١





(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١ سری تمرین

میان ترم ٣ فردا کنید فرض همچنین نکرده اید. حل را تمرین ها هنوز و فرداست شما نظری تمرین تحویل موعد کنید فرض (آ) . ١
یرید؟ ب دوستتان از را تمرین ها پاسخ که است درست آیا دارید.

.(٣ پاراگراف ،۶ بخش درس، اطلاعات (فایل خیر پاسخ:
نمره فردا میان ترم های از یا نگیرید را آن نمره اگر و است تمرین  سری آخرین این که کنید فرض همچنین قبل بخش مسئله در (ب)
م افتد. خطر به شما فارغ التحصیل هستید ١٠ ترم اینکه به توجه با و بیفتید را درس هایتان از ی است ن مم یرید ب کم

یرید؟ ب دوستتان از را تمرین ها پاسخ است درست آیا حالت این در
قبل.١ بخش مانند عیناً پاسخ:

جواب، شدن متوجه و خواندن از بعد کنید. پیدا را آن جواب و کنید جستجو اینترنت در را تمرین سوال ی کنید فرض (ج)
موردنظر سایت به تمرین بالای در همچنین بنویسید. خودتان بیان با و خودتان ذهن از را جواب و ببندید را جواب صفحه

است؟ مجاز کار این آیا دهید. ارجاع
اما نم گیرید. شده گفته سؤال از نمره ای بنابراین نیست. مجاز آماده راه حل های از استفاده درس، اطلاعات فایل طبق پاسخ:

نم شوید. شناخته هم متقلب عنوان به داده اید، ارجاع منبع به که آنجایی از
وجود با و م دهد خطا شما کد اما نوشته اید، را سوال ها از ی است. امشب شما عمل تمرین تحویل موعد کنید فرض (د)
دوستان از گذرانده، را وریتم ال درس گذشته سال که بچه هایی از ی کنید. پیدا را آن خطای نتوانسته اید بسیار وقت صرف

یرید؟ ب کم برنامه تان ال یابی اش برای او از است درست آیا شماست. نزدی
م توانید گفته شده، سناریوی در باشد. شما خود کار راه حل باید که است شده زیادی تأکید درس اطلاعات فایل در پاسخ:
در نبرد. دست شما کد در وی مثلا و نرود فراتر حدی از دوستتان کم که کنید احتیاط باید اما یرید، ب کم دوستتان از

است. درس مدرس از مستقیم پرسیدن کار بهترین موردی، هر نبودن یا بودن مجاز مورد در تردید صورت
تاریخ و نکنید شرکت عروس در نم توانید هیچ وجه به طرف ی از است. خواهرتان عروس اردیبهشت ۴ پنجشنبه کنید فرض . ٢
دهید انجام م توانید که کاری بهترین بدهید. دست از را میان ترم نمره نم خواهید ر دی طرف از و نیست تغییر قابل هم عروس

است؟ مورد کدام
کند. تعیین زین جای میان ترمم برای تا م خواهم استاد از سپس و م کنم شرکت عروس در (آ)

دهد. تغییر را میان ترم تاریخ که م خواهم استاد از نظر مورد تاریخ از قبل (ب)
کنم. کسب قابل قبول نمره نهایت در تا یرم ب خوبی نمره درس قسمت های بقیه در م کنم سع (ج)

ی ان ام صورت در م کنم درخواست و م دهم توضیح را ل مش و م  زنم ایمیل استاد به ل، مش شدن مشخص محض به (د)
شود. جبران میان ترمم نمره است صلاح که هرگونه ای به یا شود گرفته من از جداگانه میان ترم

1Yeah, really. Sorry.
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شما درخواست با است ن مم گزینه، این انتخاب صورت در است. قبول قابل هم (د) اما ، است (ج) ایده آل گزینه  پاسخ:
گرفته شما از ری دی تاریخ در سخت تر میان ترم ی که است این سناریو محتمل ترین موافقت، صورت در نشود. یا شود موافقت

شود.
کنید. مشخص کوتاه توضیح همراه به را زیر موارد از هرکدام نادرست یا درست . ٣

دارد. نیاز O(n lg n) زمان به حداقل مقایسه ای مرتب سازی وریتم ال هر (آ)
بدترین در مقایسه ای مرتب سازی وریتم ال هر اجرای «زمان است: این بهتر گزاره است! پوچ گزاره اما است، درست پاسخ:

است.» Ω(n lg n) حالت
است. O(n١٠) رأس n گراف ی از رأس ١٠ مستقل زیرمجموعه ی کردن پیدا برای وریتم ال بهترین اجرای زمان (ب)

حالت های همه (بررس دارد وجود مسئله این برای Θ(n١٠) وریتم ال شد، گفته کلاس در که همان طور درست. پاسخ:
است. O(n١٠) هم وریتم ال بهترین زمان بنابراین ن). مم

لازم چون است، Ω(n١٠) رأس n گراف ی از رأس ١٠ مستقل زیرمجموعه ی کردن پیدا برای وریتم ال هر اجرای زمان (ج)
کنیم. تست را ن مم حالت (

n
١٠
) همه است

برای نیاز معنای به مسئله ی جواب های برای ن مم حالت k وجود صرف است. نادرست شده مطرح استدلال پاسخ:
اجرای زمان اما دارد، وجود سازی مرتب مسئله خروج های برای بالقوه حالت n! مثال برای نیست. آنها همه کردن چ

است. o(n!) مرتب سازی استاندارد وریتم های ال
در ١ احتمال با بتواند جدید، عدد ی شدن داده با و کند ذخیره O(n) حافظه در را عدد n که دارد وجود داده ای ساختمان (د)

خیر. یا هست اولیه عدد n بین در عدد این که کند تعیین O(١) زمان
تام.٢ درهم سازی درست. پاسخ:

2Perfect Hashing
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت اسفند ۶ سه شنبه موعد: ٢ سری تمرین

کنید. مطرح andishe.ghasemi.9@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

( (غیرتحویل پیشنهادی تمرین های

CLRS 22.1.5, 22.1.6, 22.1.8, 22.2.1, 22.2.7, 33.4.3.

تحویل تمرین های

مثل نقطه جفت هر ازای به اگر گوییم خوب نقطه n از وضعیت ی به شده است. مشخص نقطه n مختصات صفحه ی روی .١
باشد: برقرار زیر شرط سه از ی (x′, y′) و (x, y)

x = x′ (١
y = y′ (٢

min(x, x′) ≤ x′′ ≤ max(x, x′) طوری که به باشد موجود (x′′, y′′) چون ری دی نقطه ی (٣
.min(y, y′) ≤ y′′ ≤ max(y, y′) و

زمان در که کنید طراح وریتم ال برسیم؛ خوب وضعیت ی به انتها در تا کنیم اضافه نقاط مجموعه به نقطه تعدادی م خواهیم
داشته باشیم. نقاط از خوب وضعیت ی انتها در که طوری کند اضافه نقاط این به نقطه O(n lg n) مقدار به O(n lg n)

در و داده قرار نقطه ای نقطه، هر روی دقیقا م توانیم نداشته باشیم، را باشند متمایز نقطه ها اینکه شرط اگر پاسخ: برای راهنمایی
کنیم. حل را مسئله O(n)

اول مولفه حسب بر که نقاط مجموعه داشتن با که م دهیم ارائه وریتم ال داشته باشیم، را نقاط بودن متمایز شرط اگر اما
که داریم نقطه n کنید فرض م کند: حل را مسئله شده، مرتب دوم مولفه ی حسب بر که نقاط مجموعه همان و شده مرتب
y′i ≤ y′i+١ و (x′١, y′١), · · · , (x′n, y′n) صورت به را نقاط مجموعه همین همچنین و xi ≤ xi+١ و (x١, y١), · · · , (xn, yn)
داریم، O(١) با را x′ داریم شده مرتب را نقاط چون باشد، xiها میانه ی x′ کنید فرض است، حل مسئله باشد، n = ١ اگر داریم.
مجموعه دو این هستند، x′ از بیشتر اول مولفه ی دارای نقاط از n٢ حداکثر و x′ از کمتر اول مولفه ی دارای نقاط از تا n٢ حداکثر پس
نقطه ی مجموعه دو و م کنیم حل راست سمت و چپ سمت قسمت برای بازگشت صورت به را مسئله و م کنیم مجاسبه O(n) با را

م آوریم. به دست PR و PL اضافه ی
,x′i)ها y′i) روی زدن فور با O(n) زمان در است x′ آن ها اول مولفه ی که نقاط همه ی دوم مولفه ی با برابر را A آرایه ی حال
،y′i ̸= y′i+١ اگر ،i ∈ {١, ..., n− ١} هر ازای به یرید، ب نظر در R = ∅ حال است. مرتب آرایه ی ی آرایه این پس م سازیم،
١٢+y′i+y′iها، بودن مرتب و A بودن مرتب به توجه با م کنیم، اضافه R به y′i+y′i+١٢ ̸∈ A که صورت در را (x′, y′i+y′i+١٢ ) نقطه ی

دهیم. انجام م توانیم O(n) با مجموع در را کار این
م دهیم. خروج اضافه کنیم باید که نقاط عنوان به را R ∪ PL ∪ PR حال

م ماند: مورد ٣ شد، ارائه وریتم ال خب،
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وریتم: ال درست اثبات (آ)
n همه ی برای وریتم ال کنید فرض است، واضح وریتم ال درست n = ١ برای کنیم، استفاده استقرا از م توانیم اثبات برای
هر یا x′ از کمتر اول مولفه ی هردو یا م شوند: نقسیم دسته چند به نقاط زوج ،n = k برای و است درست k از کمتر های
مولفه و x′ از کمتر ی اول مولفه برای کرده ایم. اضافه آن برای نقطه ای استقرا طبق که دارند x′ از بیشتر اول مولفه ی دو
طبق اینصورت غیر در و است برقرار دوم سطر باشد، مساوی نقطه دو این دوم مولفه ی اگر ،x′ مساوی یا بزرگتر ری دی اول
حالت برای و است برقرار آن برای سوم شرط که کردیم اضافه این دو بین دوم مولفه ی و x′ اول مولفه ی با نقطه ای آخر، عمل
م شود. ثابت استقرا م ح و ثابت استقرا گام و است خوب وضعیت ی وضعیت این نتیجه در و است قبل مشابه نیز چهارم
است، صعودی تابع که باشد نقطه n روی وریتم ال اجرای زمان برای کران بالا ی T (n) کنید فرض اجرا: زمان اثبات (ب)

داریم:
T (n) = ٢ × T (

n

٢ ) +O(n)

است. T (n) = O(n lg n) م دانیم که
اضافه شده: نقاط تعداد بودن کم اثبات (ج)

م شود. نتیجه قبل قسمت مشابه و n روی استقرا با قبل قسمت مشابه
با سپس و م کنیم مرتب O(n lg n) زمان در دوم مولفه ی حسب بر ی بار و اول مولفه ی حسب بر ی بار را نقطه ها ابتدا حال
م کنیم. حل O(n lg n) زمان در را مسئله شده معرف وریتم ال

برای مثلا باشد، b از کمتر آن ارقام تمام که م کنیم تعریف طبیع عددی را خوب عدد است، ٢ ≤ b ≤ ١٠ که b عدد ی برای .٢
هستند. خوب ١ و ٠ ارقام با اعداد تمام ،b = ٢

اول جستجوی وریتم «ال از یافته تغییر نسخه ای از استفاده و گراف در اعداد مدل سازی کم با م خواهیم داده شده، b و n برای
١١١ با برابر ٣ مضرب خوب عدد ترین کوچ n = ٣, b = ٢ برای مثلا کنیم؛ پیدا را n مضرب خوب عدد ترین کوچ سطح»

است.
را n مضرب خوب عدد ترین کوچ n, b گرفتن با تا دهید ارائه O(n) از وریتم ال مناسب، گراف ی طراح با کنید سع (آ)

بیابد.
یرید. ب نظر در راس ی ،n بر خوب عدد هر باق مانده ی ازای به راهنمایی:

فرض گراف ی م دهیم. قرار ٠ را آن مقادیر تمام ابتدا و م گیریم نظر در A مثل تایی n آرایه ی پاسخ: برای راهنمایی
x٠, x١, ..., x(b− ١) اعداد با متناظر راس های به x عدد متناظر راس از و است خوب اعداد آن راس های که یرید ب نظر در
دارد. دار جهت یال ١, ..., b− ١ راس های به که یرید ب درنظر راس ی نیز ٠ عدد برای همچنین دارد. وجود جهت دار یال
و کنید استفاده A آرایه ی از دیده شده عنوان به علامت گذاری برای که تفاوت این با کنید شروع ٠ راس از را BFS وریتم ال
اضافه صف به را x بود ی اگر و کنیم ی A آرایه ی در را x mod n مقدار ، BFS صف به x راس اضافه کردن برای
را x بود، x mod n = ٠ که رسیدیم x مثل عددی متناظر راس اولین به و کنیم مستثن قاعده این از را ٠ فقط نکنیم،
آخر در و ... و x١ سپس ،x٠ ابتدا یعن ترتیب به را آن همسایه های x راس برای همچنین دهیم، خروج جواب عنوان به

م دهیم. قرار صف به اضافه کردن برای بررس مورد را x(b− ١)
نم دهیم. ادامه راس آن از را BFS وریتم ال رسیدیم، n بر تکراری باق مانده ی با راس به اگر واقع، در

است. ن مم عدد کمترین خروج همچنین و است O(n) وریتم ال اجرای زمان که کنیم ثابت باید
دارد، را طول ترین کوچ پاسخ ،BFS وریتم ال اجرای به توجه با و است رقم ی اضافه شدن معادل یال هر اینکه به توجه با
ترین عدد، کوچ باق مانده، هر ازای به که نشان داد م توان کردیم، مشاهده ترتیب به را همسایه ها اینکه به توجه با همچنین

است. باق مانده آن در راس ها از ما مشاهده ی اولین
یرید، ب نظر در م کند بازدید را آن یال های و راس ها وریتم ال این که گراف است، O(n) از وریتم ال اجرای زمان همچنین

٢ سری تمرین ۵٨۶پاسخ



با راس های همچنین م بیند، تکراری باق مانده ی راس بار k و م بیند جدید باق مانده ی با راس بار n حداکثر وریتم ال
این در پس دارند، خروج یال b غیرتکراری راس های و ندارند خروج یال هیچ و دارند ورودی یال تکراری باق مانده ی
راس های تعداد پس است، bn حداکثر و خروج درجه های مجموع با برابر یال ها تعداد و ی حداقل راس هر درجه ی گراف

م کشد. طول O(n) زمان به BFS وریتم ال مجموع در و است O(n) از نیز گراف یال های تعداد و O(n) از گراف
مبنا اندیس از (منظور (x)b = (y)١٠ که م کنیم تعریف y مثل عددی را عدد این همزاد است، خوب عدد ی x کنید فرض (ب)

است. ٧ عدد ١١١ خوب عدد همزاد b = ٢ برای مثلا است.)
مضرب همزادش هم و خودش هم که خوب عدد ترین کوچ n, b گرفتن ورودی با که دهید ارائه O(n٢) زمان از وریتم ال

بیابید. باشد n
یرید. ب نظر در راس ی ،n بر همزادش و n بر خوب عدد باق مانده ی مرتب زوج هر ازای به راهنمایی:

برای و یرید ب نظر در n× n دوبعدی آرایه ی ی را A آرایه ی اینبار ول کنید، رفتار الف مشابه دقیقا پاسخ: برای راهنمایی
کنید. استفاده n بر همزادش و n بر x باق مانده ی از شده دیده عنوان به علامت گذاری

است. قبل قسمت مشابه وریتم ال روند بقیه ی

باشید. موفّق
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

٣ سری تمرین

:O(n) زمان در که کنید طراح وریتم ال شده است. داده رأس n با درخت .١
کند. پیدا را مسیر ترین طولان (آ)

آورد. بدست را رأس ها تمام از گذرنده گشت کوتاه ترین (ب)
پاسخ:

(اگر م کنیم. پیدا را A به نسبت رأس دورترین BFS از استفاده با م گیریم. نظر در را A مانند درخت از دلخواه رأس ی (آ)
ادعا باشد. B راس این کنید فرض م کنیم.) انتخاب دلخواه به را آن ها از ی داشت وجود رأس دورترین ی از بیش تر
م توانیم ر دی BFS ی از استفاده با این صورت در باشد، B ی سرش که دارد وجود طول بیش ترین با مسیری م کنیم
نتیجه ،m = n − 1 درخت هر برای و است O(m) ،BFS زمان پیچیدگ که آن جا از کنیم. پیدا را مسیر طولان ترین

م شود. اجرا O(n) زمان در وریتم ال که م گیریم
دو D و C کنید فرض م دهیم. نشان p(X,Y ) با را Y و X رأس دو بین مسیر م کنیم. ثابت را بیان شده ادعای حال
فرض ابتدا ندارد. وجود اثبات برای چیزی این صورت غیر در زیرا نیستند نیز B رأس هیچ کدام که باشند مسیر بلندترین سر
مشترک یال م تواند p(A,D) و p(A,C) از ی با حداکثر p(A,B) که کنید توجه باشد. p(C,D) روی A م کنیم
مشترک یال p(A,D) با م کنیم فرض تقارن بنابر پس م شود. ایجاد دور گراف در این صورت غیر در چون باشد داشته
طولان تر یا p(C,D) ، قبل طول همان با مسیری دهیم، قرار را p(A,B) ،p(A,C) به جای p(C,D) مسیر در اگر ندارد.
اگر نباشد. p(C,D) روی A م کنیم فرض و م شود ثابت ادعا حالت این در پس است B آن ی سر که م آید به دست
همین به E و F ،C نقاط p(C,D) در طوری که کند، قطع F در بار آخرین برای و E در اول بار برای را p(C,D) ،p(A,B)

دارد p(C,D) طول مساویِ یا بزرگ تر طول م شود یل تش P (F,D) و p(B,F ) اتصال از که مسیری شوند، ظاهر ترتیب
کنید فرض نکند. قطع را p(C,D) ،p(A,B) که م ماند حالت تنها نیست. کم تر p(A,C) طول از p(A,B) طول زیرا
که مسیری این صورت در کند. قطع F در اول بار برای را p(A,C) ،p(B,A) و E در اول بار برای را p(C,D) ،p(A,C)

دارد. p(C,D) طول مساویِ یا بزرگ تر طول قبل حالت مانند م آید وجود به p(E,D) و p(F,E) ،p(B,F ) اتصال از
شد. ثابت ادعا حالات همۀ در پس

رئوس همۀ از که کنیم پیدا گشت م خواهیم م گوییم. خوب شده اند، ظاهر بار ی دقیقاً که یال هایی به گشت ی در (ب)
اگر که است واضح باشد. داشته را ن مم مقدار بیش ترین آن خوب یال های تعداد و ذرد ب بار دو حداکثر یال هر از ذرد، ب
یال های تعداد باشند. گشت ی سر دو B و A رئوس کنید فرض دارد. را ن مم طول کوتاه ترین کنیم، پیدا گشت چنین
طولان تر مسیر ی به این صورت غیر در زیرا باشد B و A بین مسیر یال های تعداد از بیش تر نم تواند گشت این در خوب
خوب یال های تعداد پس دارد.) وجود مسیر ی دقیقاً رأس دو هر بین درخت (در ندارد. ان ام که م رسیم B و A بین
رئوس و یال ها گشت ساختن برای حال باشند. مسیر طولان ترین سر دو B و A که م گیرند، را خود مقدار بیش ترین زمان
تا م کنیم حرکت نخورده اند علامت که یال هایی روی ابتدا رسیدیم علامت خورده رأس هر به و م زنیم علامت را p(A,B)

فقط تا م کنیم تکرار را کار این برسیم. علامت خورده رأس همان به باز تا م گردیم بر یال ها همان روی سپس برسیم. برگ به
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خوب p(A,B) یال های همۀ گشت این در که کنید دقت م کنیم. حرکت آن روی بالاخره و بماند باق علامت خورده یال
است. گشت کوتاه ترین ساخته شده گشت پس شده اند ظاهر بار دو دقیقاً همه ر دی یال های و هستند

را یال هر زیرا دارد O(n) هزینۀ وضوح به نیز گشت ساختن دارد، O(n) هزینۀ B و A رئوس کردن پیدا (آ) قسمت طبق
است. O(n) وریتم ال کل هزینۀ نتیجه در .m = n− 1 و کرده ایم ط بار دو حداکثر

.b ≥ d یا a ≥ c اگر شود، برنده (c, d) مرتب زوج از م تواند (a, b) مرتب زوج گوییم .٢
داریم. ببرد را زوج کدام م تواند زوج کدام اینکه صورت به برنده شدن رابطه ی m همراه به bi و ai صورت به عدد زوج n

بین برنده شدن رابطه ی m که طوری به کنیم تبدیل (bi, ai) یا (ai, bi) مرتب زوج صورت به را زوج ها این از کدام هر م خواهیم
باشد. برقرار آن ها

خیر. یا است ن مم این کار وید ب که دهید ارائه O(n+m) از وریتم ال
کنید. استفاده گراف بودن دوبخش تشخیص روش از یا 2SAT مسئله از م توانید راهنمایی:

نم کشیم جهت دار یال گراف در که کنید دقت م گیریم. نظر در یال ی را برنده شدن رابطۀ هر و رأس ی را مرتب زوج هر پاسخ:
مؤلفۀ این تغییرات م گیریم. نظر در را گراف همبندی مؤلفۀ ی نه. یا ببرد همسایه اش از باید که م کنیم مشخص رأس هر برای و
را (b, a) به (a, b) تغییر داریم. همبندی مؤلفۀ ی فقط کنیم فرض ابتدا از م توانیم پس نم گذارد تاثیری گراف بقیۀ روی همبندی
برعکس با باشیم داشته باشد) برقرار برنده شدن روابط همۀ که (حالت مطلوب حالت ی اگر که کنید توجه م نامیم. برعکسکردن
قفل آن روی و یریم ب نظر در ثابت را رأس ی وضعیت ابتدا در م توانیم پس داریم مطلوب حالت ی همچنان رئوس همۀ کردن
رأس به u رأس از اگر مرحله هر در م زنیم. DFS رأس این روی حال کنیم. برعکس نم توانیم را رأس این که معن این به بزنیم،
همچنین شود. برقرار برنده شدن رابطۀ تا دهیم تغییر را آن ها م توانیم نباشد قفل v و u از ی حداقل روی صورت که در رفتیم v
اما نم زنیم قفل آن روی م ماند، برقرار برنده شدن رابطۀ v و u از ی برعکس شدن با همچنان برنده شدن رابطۀ برقراری از پس اگر
این یعن شود انجام کامل به طور DFS اگر م زنیم. قفل آن روی ببرد بین از را برنده شدن رابطۀ رأس دو از ی برعکس شدن اگر
ان پذیر ام کار این یعن رئوس) بعض قفل شدن علت (به کنیم برقرار را برنده شدن رابطۀ نتوانیم جایی اگر و است ان پذیر ام کار

است. O(m+ n) یعن DFS زمان پیچیدگ همان وریتم ال این زمان پیچیدگ وضوح به نیست.
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١٢ ساعت اسفند ٢٠ سه شنبه موعد: ۴ سری تمرین 

کنید. مطرح javadakbari1379@gmail.com , andishe.ghasemi.9@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

پیشنهادی تمرین های

کنید. حل پویا برنامه ریزی با را بازه ها زمان بندی مسئله وزن دار حالت

CLRS Exercises 16.4.1, 23.1.1, 23.1.2, 23.1.3, 23.1.8.
CLRS Problems 15.1, 16.1.

تحویل تمرین های

تکمیل آن ها بنزین ظرفیت که داریم کامیون n مسیر ابتدای در برویم. پیش ن مم جای تا انتها(!) بی مسیر ی در که داریم قصد .١
لیتر ی برابر مسیر از کیلومتر ی ط کردن برای کامیون هر سوخت مصرف و است لیتر ی کامیون هر بنزین ظرفیت حداکثر است.
منتقل کنیم. ر دی کامیون به را آن بنزین از مقداری و نگه داشته دلخواه به را کامیون هر مسیر جای هر در م توانیم همچنین است.

( درست اثبات و دلیل ذکر است؟(با چقدر برویم پیش م توانیم که مسیری حداکثر
باک در ام n کامیون م شوند. متوقف کیلومتر ١

n کردن ط از بعد و م کنند حرکت کامیون n همه ی ابتدا پاسخ: برای راهنمایی
م شود. حذف و شود تمام بنزینش تا م کند منتقل بنزین لیتر ١

n ر دی کامیون n − ١ از کدام هر به و دارد بنزین n−١
n خود بنزین

پس م کند. ط را کیلومتر ی باشد n = ١ اگر م کنیم. تکرار پر بنزین باک با باق مانده کامیون n − ١ روی را وریتم ال حال
م شود حذف که کامیون اولین آن در که باشد داشته وجود بهینه ای وریتم ال کنید فرض است. ١+ ١٢ + ...+ ١

n صورت به جواب
(n− ١)k ر دی کامیون های بنزین باک خال ظرفیت کامیون این شدن حذف هنگام باشد، k < ١

n اگر باشد. کرده ط کیلومتر k

است. لیتر (١ − k) کامیون این برای مانده باق بنزین و است لیتر
k <

١
n
⇒ nk < ١ ⇒ nk − k < ١ − k ⇒ (n− ١)k < ١ − k

k > ١
n اگر نکنیم. متوقف ١

n تا را کامیون این م توانیم بهینه جواب از کردن کم بدون و نم شود استفاده کامیون این بنزین از مقداری
در اگر حال داریم. بنزین لیتر n(١−k) مجموع در و دارد بنزین لیتر ١−k کامیون هر هستیم، ام k کیلومتر در که لحظه ای در باشد،
(n−١)−(n−١)(k− ١

n) = (n−١)(١−k+ ١
n) مقدار مسیر ام k کیلومتر در کنیم، منتقل را بنزین ها و شویم متوقف ١

n کیلومتر
داشت. خواهیم بنزین

k ≤ ١ ⇒ ١ − k ≥ ٠ ⇒ ١ − k +
١
n
> ٠

k >
١
n
⇒ nk > ١ ⇒ n− ١ > n− nk ⇒ (n− ١)(١ − k +

١
n
) > n(١ − k)

بهینه وریتم ال از شدن کم بدون و داشت خواهیم مسیر ام k کیلومتر در بیشتری بنزین با کامیون n− ١ ما، وریتم ال اعمال با پس
n − ١ برای پیمایش قابل مسیر بیشینه که م شود اثبات استقرایی صورت به کنیم. متوقف k = ١

n در را کامیون اولین م توانیم
است. ١ + ١٢ + ...+ ١

n−١ نیز ر دی کامیون
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n همه ی قبل از برویم. کشور دور سفر ی به م کند حرکت کیلومتر d بنزینش ظرفیت حداکثر با که ماشین ی با داریم قصد .٢
نیست.م خواهیم کیلومتر d از بیشتر متوال بنزین های پمپ بین کرده ایم.فاصله ی پیدا نقشه روی را مسیرمان طول در موجود پمپ بنزین
d گرفتن با که کنید طراح وریتم ال داشته باشیم. سوخت گیری برای را ن مم توقف های کمترین که بچینیم طوری را سفر برنامه

دهد. خروج O(n) زمان در را کنیم توقف ها آن در باید که پمپ بنزین هایی لیست شروع، نقطه از پمپ بنزین ها فاصله ی و
پاسخ: برای راهنمایی

باشیم. نداشته را بعد شهر به رسیدن برای کاف بنزین اگر م رویم بنزین پمپ به شهر هر در و م کنیم حرکت به شروع اول شهر از
باشد زده بنزین شهرهای کمتری در که باشد داشته وجود بهینه ای وریتم ال و زده باشیم. بنزین c١, c٢, ..., cn شهرهای در کنید فرض
ci شهر از بعد نم تواند c′i شهر که م دانیم .ci ̸= c

′
i باشیم داشته که یرید ب نظر در را اندیس ترین کوچ .c′١, c′٢, ..., c′m مثل

ci شهر از قبل شهری c
′
i اگر داشت. نخواهیم را بعدی شهر به رسیدن برای کاف بنزین نزده باشیم بنزین ci شهر در اگر چون باشد،

در ول نیست. پر کامل بنزینش باک شهر این در و داشته است توقف بار i مجموعا ci شهر به رسیدن موقع بهینه وریتم ال باشد،
بهینه وریتم ال همچنان ci به c′i تغییر با پس ایم. زده بنزین بار i مجموعا و بوده پر بنزین باک ci شهر در ما حریصانه ی وریتم ال

م ماند.
سانت متر ٢٠٠ آن ها قد میانگین و بوده سانت متر ٢٠۵ و سانت متر ١٩۵ بین آن ها همه ی قد داریم. والیبالیست n والیبال تیم ی در .٣
ن بازی k که کند انتخاب دلخواه به را ن بازی دو تیم مربی اگر بایستند. ردیف ی در ترتیبی به نان بازی همه م خواهیم است.
١٠ از بیشتر مقدار این اگر و کرده حساب را ٢٠٠× (k+٢) مقدار از ن بازی k+٢ این قد مجموع اختلاف ، باشند آن ها بین ر دی
نکند. ناامید را مربی که دهید ارائه نان بازی از ترتیبی کردن پیدا برای حریصانه وریتم م شود.ال ناامید خود تیم از باشد سانت متر
کنیم. کار [−۵, ۵] بازه ی در که میانگین از آن ها فاصله ی با که م کنیم کم را ٢٠٠ مقدار نفر هر قد از ابتدا پاسخ: برای راهنمایی
از اعداد جمع اگر ام i مرحله در هربار و م دهیم قرار را دلخواه عدد ی م کنیم. تقسیم نامنف و منف گروه دو به را اعداد سپس
همواره م کنیم ادعا م دهیم. قرار منف عددی بود صفر مساوی بیشتر مجموع این اگر و نامنف عددی بود، صفر از کمتر i تا اول

منف مجموع اگر پس است. صفر با برابر میانگین از قدها تفاضل مجموع و است ٢٠٠ ها قد میانگین زیرا دارد وجود عددی چنین
بازه هر برای که م شود ثابت استقرایی صورت به پس دارد. وجود هنوز منف عددی است مثبت مجموع اگر و نامنف عددی است

است. [−۵, ۵] بازه ی در عددی مجموع ام i نفر تا ابتدا از

−۵ ≤ a١ + a٢ + ...+ ai ≤ ٠, ٠ ≤ ai+١ ≤ ۵ ⇒ −۵ ≤ a١ + a٢ + ...+ ai+١ ≤ ۵

٠ ≤ a١ + a٢ + ...+ ai ≤ ۵,−۵ ≤ ai+١ ≤ ٠ ⇒ −۵ ≤ a١ + a٢ + ...+ ai+١ ≤ ۵

تا ابتدا بازه ی مجموع و ام i نفر تا ابتدا بازه ی مجموع تفاضل برابر مجموع این ام، j نفر تا ام i نفر از دلخواه بازه ی هر ازای به حال
بود. خواهد ام j نفر

−۵ ≤ a١ + a٢ + ...+ ai ≤ ۵
۵ ≤ a١ + a٢ + ...+ ai−١ + ai + ai+١ + ...+ aj ≤ ۵

⇒ −١٠ ≤ ai+١ + ai+٢ + ...+ aj ≤ ١٠

امتیازی تمرین

چندجمله ای وریتم ال باشد. شده داده c٢ : E → Q+ و c١ : E → Q+ وزن تابع دو با G = (V,E) گراف کنید فرض
باشد. کمینه c٢ و c١ برای هم زمان که دارد فراگیری زیردرخت G آیا دهد تشخیص که دهید ارائه

کنید. حل را ماترویدها برای مسئله تعمیم راهنمایی:
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1 
.𝐶(𝑖کنیم که گونه تعریف میرا این 𝐶کنیم. حال تابع گذاری مینام 𝑛تا  ۱گرد از نقاط روی چندضلعی محدب را به صورت ساعت 𝑗) 

.𝑖}توان با مجموعه باشد که میای میبهینه بندیمثلث 𝑖 + ۱. … . 𝑗}  ساخت. جواب مسئله𝐶(۱. 𝑛) باشد.می 

𝑖 ،𝑖اگر چند ضلعی محدب  + گیرد، چون اگر بخواهد در بیش از در یک مثلث قرار می 𝑖𝑗باشیم، در هر حالت ضلع را داشته  𝑗و ، ...۱

. پس باشدکه شکل ما محدب میبا توجه به این کننددیگر را قطع میهای آن دو مثلث همدر این صورت ضلع یک مثلث قرار بگیرد،

𝑗تواند میراس دیگر آن  > 𝑘 > 𝑖   .باشد 

 
 

.𝐶(𝑘های را حذف کنیم و در زیرمسئله 𝑖𝑗توانیم ضلع یحال م 𝑗)  و𝐶(𝑖. 𝑘) بندی بهینه بگردیم. بنابراین به دنبال مثلث𝐶(𝑖. 𝑗) 

 شود:برابر عبارت زیر می

 

𝐶(𝑖. 𝑗) = {
|𝑖𝑗|.                                                                                             𝑗 = 𝑖 + ۱
|𝑖𝑗| + min{𝐶(𝑖. 𝑘) + 𝐶(𝑘. 𝑗) | ∀𝑘 ∶  𝑗 > 𝑘 > 𝑖} .             𝑗 > 𝑖 + ۱

 

 

 گیرد.زمان می 𝑂(𝑛3)خانه این تابع این مرحله را اجرا کنیم پس اردر زمانی  𝑂(𝑛2)گیرد و باید برای زمان می 𝑂(𝑛)هر مرحله 

 

 

2 
قرمز دنبال کرد و از  مربعترین آبی گشت و دقیقاً همین مراحل را برای پیدا کردن بزرگ ترین مربعتوان ابتدا به دنبال بزرگمی

و رنگ  ۱کنیم به دنبال مربع آبی هستیم و رنگ آبی با پس ابتدا فرض می ترین زیر مربع کدام است.مقایسه این دو فهمید که بزرگ
 مشخص شده است. ۰قرمز با 

.𝑆(𝑖نامیم. می 𝑆گیریم و آن را در نظر می 𝑀س یک ماتریس هم اندازه با نامیم و سپمی 𝑀ماتریس اولیه را  𝑗) طول دهنده نشان
.𝑀(𝑖باشد. حال اگر است، می 𝑀آن در ماتریس  درایه پایین و سمت راست 𝑗و  𝑖ترین زیر مربعی که بزرگضلع  𝑗) = باشد،  ۱

.𝑖)مقدار  𝑗)  ماتریس𝑆 شود:به صورت زیر تعیین می 

 

𝑆(𝑖. 𝑗) = min{𝑆(𝑖 − ۱. 𝑗). 𝑆(𝑖 − ۱. 𝑗 − ۱). 𝑆(𝑖. 𝑗 − ۱)} + ۱ 
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.𝑀(𝑖در صورتی که  𝑗) = .𝑆(𝑖برابر صفر باشد،  ۰ 𝑗) = ترین زیر مربع آبی شود طول ضلع بزرگمی 𝑆ترین درایه شود. بزرگمی ۰
 کنیم.ترین را انتخاب میست آمده بزرگدکنیم و بین دو مقدار به. برای رنگ قرمز هم مراحل مشابه را تکرار می𝑀در ماتریس 

.𝑆(𝑖خواهیم اثبات کنیم می 𝑗) ترین زیر مربعی که که طول ضلع بزرگ𝑖  و𝑗  درایه پایین و سمت راست آن در ماتریس𝑀  است را
 دهد.به ما می

.𝑆(𝑖در صورتی که  𝑗) = .𝑀(𝑖باشد، چون  ۰ 𝑗) =  ترین زیرمربع طول صفر دارد.است پس بزرگ ۰

.𝑆(𝑖ر صورتی که د 𝑗) = 𝑘  باشد، روی𝑘 زنیم.استفرا می 

𝑘برای  = min{𝑆(𝑖داریم عبارت  ۱ − ۱. 𝑗). 𝑆(𝑖 − ۱. 𝑗 − ۱). 𝑆(𝑖. 𝑗 − دهد را که برابر صفر شده است. که این معنی را می {(۱
 داشته باشیم. 2توانیم زیر مربعی با طول های آن رنگ قرمز مشاهده شده است. پس نمیکه در یکی از همسایه

 

.𝑘 ،𝑆(𝑖گام استقرا به این صورت است که اگر به ازای  𝑗)  تعداد درست را نتیجه بدهد برای𝑘 + 𝑘زمانی که باید اثبات کنیم.  ۱ +

min{𝑆(𝑖را داریم باید عبارت  ۱ − ۱. 𝑗). 𝑆(𝑖 − ۱. 𝑗 − ۱). 𝑆(𝑖. 𝑗 − شده باشد. که طبق فرض استقرا درست به  𝑘برابر  {(۱
.𝑆(𝑖جواب رسیده است. معنی این عبارت به این صورت است که در هر همسایه  𝑗)  یک زیر مربع با طول حداقل𝑘  .دیده شده است

.𝑖)از درایه توان پس می 𝑗)  حداکثر به طول𝑘 + .𝑆(𝑖مربع داشت و  ۱ 𝑗) = 𝑘 +  شود.می ۱

𝑚این الگوریتم بخاطر این که یک جدول  × 𝑛 کند، در زمان را پر می𝑂(𝑚𝑛) پذیرد.می انجام 

 

 

۳ 
رأس  کنیم تا فرزندان هررا اجرا می 𝐵𝐹𝑆بنامید و روی آن  𝑟های این درخت را انتخاب کرده و این رأس ریشه را یکی از رأس

 کنیم:دلخواه تعریف می 𝑥 رأس برای هردست بیایند. حال به

 

𝐴(𝑥)چراغ باشد.  𝑥، اگر در 𝑥های زیر درخت با ریشه های لازم برای روشن کردن خیابانترین تعداد چراغکم ≔ 

𝐵(𝑥)نباشد. چراغ  𝑥، اگر در 𝑥های زیر درخت با ریشه های لازم برای روشن کردن خیابانترین تعداد چراغکم ≔ 

𝐴′(𝑥)چراغ باشد.  𝑥چراغ روشن کرد، اگر در  𝐴(𝑥)های شهر را با توان خیابانتعداد حالاتی که می ≔ 

𝐵′(𝑥)چراغ نباشد.  𝑥چراغ روشن کرد، اگر در  𝐵(𝑥)های شهر را با توان خیابانتعداد حالاتی که می ≔ 

 

چراغ باشد،  𝑥تماً باید چراغ وجود داشته باشد ولی زمانی که در رأس زندان این رأس حچراغ نباشد، در فر 𝑥 زمانی که در در رأس
 :شوند، عبارات زیر محاسبه می𝑥رأس دلخواه  𝑣 برای هر فرزنددر فرزندان این رأس آزادی در انتخاب چراغ داریم. 

 

𝐴(𝑥) = ۱ + ∑ min {𝐴(𝑣). 𝐵(𝑣)}        

𝐵(𝑥) = ∑ A(v) 

𝐴′(𝑥) = ∏ min {𝐴′(𝑣). 𝐵′(𝑣)} 
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𝐵′(𝑥) = ∏ 𝐴′(𝑣) 

 

شود و زمانی که همه رأس ها را بررسی کنیم کنیم، هر رأس حداکثر دو بار بررسی میتی این عبارات را محاسبه میطور بازگشبه
 باشد.می 𝑂(𝑛)شود. پس مرتبه زمانی این الگوریتم الگوریتم تمام می

𝐵(𝑟)ی مسأله اگر حال برای جواب نهای > 𝐴(𝑟) باشد، آنگاه با 𝐴′(𝑥)  توانیم خیابان را روشن کنیم. اگر میحالت𝐵(𝑟) < 𝐴(𝑟) 
𝐴′(𝑟)توانیم خیابان را روشن کنیم. و درصورتی که این دو باهم برابر باشند به حالت می 𝐵′(𝑥)آنگاه با  + 𝐵′(𝑟) توانیم خیابان می

 کند که در ریشه لامپ باشد یا نباشد.ها فرقی نمیون در این حالت برای کمینه بودن تعداد لامپرا روشن کنیم. چ
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
[۹۹ [بهار

۱۲ ساعت فروردین ۱۲ سه شنبه موعد: ۶ سری تمرین

کنید. مطرح alirtofighim@gmail.com, javadakbari1379@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ⁃

تحویلی تمرین های

از یکی امر هر می شود، مطرح امر Q گراف این روی است، منفی دور فاقد که داریم یاله E و راسه V جهت دار و وزن دار گراف یک .۱
است: زیر نوع دو

کنیم. پاک گراف از را v راس می خواهند ما از و داده ورودی را v ●
می خواهند. ما از را u به v از یال ها) وزن مجموع نظر (از مسیر کوتاه ترین وزن و داده ورودی را v, u راس دو ●

ارائه الگوریتمی داریم، یک جا را امر Q همه ی حال و نبودیم آن ها به پاسخ دهی به قادر ما امور، این شدن مطرح لحظه ی در متاسفانه
بدهد. را دوم نوع امر های پاسخ خروجی عنوان به O(V 3 +Q) اجرای زمان در امر Q و گراف گرفتن با که دهید

پاسخ:
نیز را دستورات بقیه و بنامید q1, q2, . . . , ql ترتیب به را رأس یک حذف به مربوط دستورات ، Q دستورات مجموعه در
خروجی بتوانیم را q′

i دستورات جواب اینکه برای ولی می کنیم اجرا را فلوید⁃وارشال بنامید.الگوریتم ( ترتیب (به q′
1, q

′
2, . . . , q

′
Q−l

رئوسی به را |V | − l تا ۱ اعداد کنیم.ابتدا شماره گذاری |V | تا ۱ از خاص شکلی به را رأس ها می بایست ، (1 ≤ i ≤ Q− l دهیم(
شماره می شود، حذف (ql که(تحت رأسی آخرین به دهیم.سپس نسبت نمی شوند حذف (1 ≤ i ≤ l) qi دستور هیچ تحت که
|V |− l+(l+1−i) شماره ی (1 ≤ i ≤ l) می شود، حذف qi دستور تحت که رأسی به ترتیب همین به و داده نسبت |V |− l+1

کنید. دقت فلوید⁃وارشال الگوریتم در dku,v تعریف نحوه به است. |V | − i+ 1 شماره ی همان که دهیم نسبت

باشند. k تا ۱ شماره با رأس هایی مسیر، این رئوس طوری که v به u از مسیر کوتاهترین = dku,v

سراغ به سپس یافته، دست dku,v مقدار به u, v هر ازای ،به ثابت k یک برای که طوری است نیز فلوید⁃وارشال الگوریتم سازی پیاده
که است حالتی واقع در که ql از بعد های query همه ی به باشد،می توانیم k = |V | − l که زمانی بنابراین می رویم. k = k + 1

بدهیم. درست ندارند،پاسخ حضور ql تا q1 توسط شده حذف رئوس از یک هیچ
بعد های query همه ی به می توانیم است، k = |V | − l+ (l+1− i) = |V | − i+1 مثلا و می رویم جلوتر که همینطور پس
ای شماره رئوسش از که است u, v بین فاصله ی می شود،کمترین محاسبه که ای dku,v دهیم.چون درست پاسخ qi از قبل و qi−1 از
در رئوس بقیه ی و نبوده مسیر این در اکیداً اند، شده حذف qi−1 تا q1 تحت که رئوسی یعنی دارند. k = |V | − i + 1 تا ۱ بین
کردیم، معرفی را آن ها q′

j فرم به که qi−1, qi بین های query به دقیقاً .یعنی شده اند گرفته نظر در خاص k این برای dku,v محاسبه
برویم. بعدی k سراغ بعد و دهیم درست پاسخ می توانیم

توجه با را رأس ها می توانیم O(Q+ V ) در می گیریم. را ورودی ها O(V + E +Q) در که داریم توجه زمانی تحلیل برای نهایتا
ترتیب به هم باقی مانده رئوس و دهیم |V | − i+ 1 شماره می شود، حذف qi مرحله در که رأسی .(به کنیم گذاری شماره ها qi به
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تنها می شود.چون انجام O(V 3 + Q) زمان در دادیم، که تغییری به توجه با نیز ⁃وارشال فلوید الگوریتم دهیم. شماره دلخواه
آن تعداد بدهد.چون را مرحله آن متناظر های q

′
i برود،پاسخ بعدی k سراغ به اینکه از قبل ، O(1) در می بایست که است این تفاوت

بود. خواهد O(V 3+Q) همان الگوریتم کل اجرای زمان مجموع در که می شود O(V 3+Q) قسمت این زمان است، O(Q) نیز
ایستاده است، e راس روی دیگری شخص و s راس روی شخصی داریم. نامنفی یال های وزن با یاله E و راسه V وزن دار گراف یک .۲
به متنفرند، دیگر یک از ما مسئله ی شخص دو دارد. هزینه e یال وزن اندازه ی به و می برد زمان واحد یک دقیقاً e یال هر از عبور
باشند یال یک سر دو در لحظه یک در می توانند (ولی گرفته باشند قرار راس یک روی دو هر که باشد لحظه ای نمی خواهند دلیل همین
به دلیل همین به هستند عجولی انسان های دو هر ندارد)، اشکالی یال وسط در ملاقات و کنند عوض را خود جای بعد لحظه ی و

ندارند. راس ها روی توقفی و می کنند حرکت دیگری راس به آن از راسی به رسیدن محض
گرفتن با که کنید طراحی الگوریتمی برسد، s راس به e راس از می خواهد دوم شخص و e راس به s راس از می خواهد اول شخص

کند. حساب را بدهند باید جابه جایی این برای مجموع در شخص دو این که هزینه ای کمترین ،e و s راس های و گراف
باشد. O(V 2lgV + E2) از الگوریتم اجرای زمان (آ)

باشد. O(V 2lgV + V E) از الگوریتم اجرای زمان (ب)
جدید گراف در مسیر کوتاه ترین مسئله ی یک به را بالا مسئله ی پاسخ و بسازید راس V 2 با جدیدی گراف کنید سعی راهنمایی.

کنید. تبدیل
پاسخ:

V = با را اولیه گراف رئوس کنید می سازیم.فرض شده) داده مسئله در که G)اولیه گراف به توجه با را G′ گراف (آ)
vi, vj ∈ V و i ̸= j که بگیریم نظر در (vi, vj) مرتب های زوج را G′ گراف دهیم.رئوس نمایش {v1, v2, . . . , vn}
جهت دار یال ، G گراف در اگر تنها و اگر می کشیم cjp + cil وزن به جهت دار یال (vl, vp) رأس به (vi, vj) رأس از باشد.

( i ̸= l, j ̸= p باشد( موجود cjp وزن به ⃗vjvp

در شخص دو که است هزینه ای ؛کمترین G′ گراف در (s, e) و (e, s) رأس دو بین مسیر کم وزن ترین  وزن مجموع ادعا:
باید هم زمان شخص دو هر که کرده ایم بپردازند.[فرض باید G گراف در مسئله در شده ذکر شروط با جا به جایی برای مجموع

یابد] پایان الگوریتم تا برسند خود مقصد به
می شود. حل الف) حالت در مسئله می دهیم بپذیریم،نشان را ادعا درستی که صورتی در

1 ≤ i, j ≤ |V | و i ̸= j که (vi, vj) زوج های  مرتب  دارد(تعداد راس V ′ = (V )(V − 1) ، G′ گراف اینکه به توجه با
باشند. G از یال هایی ⃗vjvp و ⃗vivl که است (vl, vp) و (vi, vj) مرتب دوتایی های اندازه به یال های آن تعداد و (

است. G′ یال های تعداد E′ آن در که داریم را زیر نابرابری حال

E(E − 1) ≥ E′

یالی با است،متناظر vj = vi که حالاتی مثل یال، دو مرتب انتخاب های از بعضی که می دهد رخ دلیل این به فوق نابرابری
نداریم. G′ گراف در (vi, vj = vi) رأس ،چون نمی شود G′ از

پس . cil ≥ 0 و cjp ≥ 0 که داشته ایم مسئله فرض به بنا و است cjp + cil فرم به G′ یال های وزن اینکه به توجه با
است. یال E′ و راس V ′ با جهت دار گرافی G′ و است نامنفی G′ یال های وزن این .بنابر cjp + cil ≥ 0 که داریم
زمان در دایکسترا الگوریتم کمک با ( (e, s) از شروع با دار (جهت (s, e) و (e, s) بین مسیر ترین کم وزن می توانیم حال
الگوریتم می توان گفت E′ ≤ E2 − E ≤ E2 و V ′ = V (V − 1) ≤ V 2 اینکه به توجه بیابیم.با O(V ′ lg V ′ + E′)

، ادعا اثبات از .پس داد کاهش O(V 2 lg V +E2) به دقت کمی با را آن می توان که است O(V 2 lg V 2 +E2) زمان از
کنیم. ثابت را ادعا که است کافی پس می شود. حل الف) قسمت و آمده دست به O(V 2 lg V +E2) زمان در مسئله جواب

۶ سری تمرین ۵٩٧پاسخ



اصلی مسئله جواب یک با متناظر ، G′ گراف در (s, e) به (e, s) از مسیر کم وزن ترین یک (۱) می گوییم ادعا: درستی اثبات
(e, s) از مسیری کم وزن ترین نتیجه در و (s, e) به (e, s) از مسیری باشد،حتما داشته جواب اصلی مسئله اگر (۲) و است

دارد. وجود G′ گراف در (s, e) به
است. مسئله جواب یک با متناظر (s, e) به (e, s) از مسیر کم وزن ترین یک نشان دهیم :(۱)

(el, sl) = آن در که p : (e, s), (e1, s1), (e2, s2), . . . , (el, sl) دارد: فرمی چنین کنید فرض و بنامید p را مسیر این
و s = s0 که p2 : ss1s2 . . . sl و el = s و e = e0 آن در که p1 : ee1e2 . . . el که p1, p2 مسیر دو ادعا: . (e, s)
[اینجا می کنند. مشخص را e به s از دیگری و s به e از یکی شخص دو این حرکت مطلوب مسیر دو ، G گراف ،در sl = e

می پیمایند⁃بنابراین دوم و اول شخص که است رئوسی دنباله ی ، G گراف در p1, p2 مسیر از منظورمان که کرده ایم فرض
[ باشد داشته وجود آن در تکراری رأسی است ممکن

روی ام i لحظه در دوم فرد و ei رأس روی ام i لحظه ی در اول فرد چون باشند رأس یک در نفر دو هر که نیست ای لحظه اولا
می دانیم و بود P مسیر در G′ از رأسی (ei, si) حالیکه در si = ei یعنی باشند رأس یک روی دو هر اگر و است si رأس

یافته است. پایان الگوریتم و اند رسیده خود مقصد به لحظه l از بعد نفر دو هر ثانیاً ندارد. رأسی همچین G′

پیمودن هزینه های مجموع که باشد داشته وجود مسئله در شده ذکر شروط با شخص دو این برای p′1, p′2 مسیر دو اگر (*) ثالثاً
تناقض و دارد وجود (s, e) به (e, s) از ، p از کم وزن تر مسیری دهیم نشان باشد، کمتر p1, p2 هزینه های مجموع از p′1, p′2

می شود. ثابت (۱) و است باطل خلف فرض است.پس
p′2 : s

′
0s

′
1s

′
2 . . . s

′
l و e′l = s و e = e′0 آن در که p′1 : e

′
0e

′
1e

′−2 . . . e
′
l را مذکور مسیر داده،دو انجام را خلف فرض پس

کار برسند مقصد به همزمان نفر دو که زمانی چون است l′ مسیر دو هر بگیرید(طول نظر در را است s′l = e و s = s′0 که
(e, s) از مسیر یک p′ : (e, s), (e′1, s′1), (e′2, s′2), . . . , (e′l′ , s′l′) ، G′ گراف در یال تعریف نحوه به بنا است.) تمام
زوج بنابر این اند. G گراف در متمایز رأس دو s′i, e

′
i ، 0 ≤ i ≤ l′ هر برای اولا است.چون G′ گراف در (s, e) به

، رئوس از دنباله این متوالی رأس دو هر بین ، G′ در یال تعریف نحوه ی به توجه با است.ضمناً G′ از رأسی (e′i, s′i) مرتب
p′1, p

′
2 کردن طی با نفر دو که است هزینه ای یا وزن مجموع با ،برابر p′ مسیر این وزن که طوری دارد وجود جهت دار یال

می پردازند.
اولیه فرض پس می پرداختند. p1, p2 کردن طی با نفر دو که بود هزینه ای مجموع با برابر هم p مسیر وزن که داشتیم توجه
که همانطور است.پس تناقض در P انتخاب نحوه با باشد، کمتر p1, p2 وزن مجموع از p′1, p′2 وزن مجموع اینکه بر مبنی

شد. ثابت (۱) نتیجه در و (*) گفتیم
مسیر دو شدند، تعریف (*) در که همانطور p′1, p

′
2 کنیم فرض اگر کرد.مثلا ثابت را (۱) می توان (*) اثبات با مشابه

(e, s) از مسیر یک هم p′ ، داده شد توضیح آنجا در که شکلی همان به باشند،بنابر این G گراف در مسئله) مطلوب(جواب
می شود).اگر ثابت (۲) اینجا است(در p′1, p′2 هزینه های مجموع برابر آن وزن که بود خواهد G′ گراف در (s, e) به
مسیر همین بود.پس خواهد مسئله از جوابی (۱) داشته باشد،بنابر وجود  (s, e) به (e, s) از مسیری کوتاه ترین(کم وزن ترین)
بری بهتری جواب شد)،می توان بیان (۲) در آنچه با وگرنه(مشابه دارد را وزن ،کم ترین (s, e) به (e, s) از مسیر های بین p′
∞ با برابر (s, e) به (e, s) رأس فاصله ی باشد، نداشته جواب مسئله شد.(اگر ثابت ادعا آورد.پس دست به اصلی مسئله

است. شده حل الف) قسمت گفتیم آن چه به توجه با .( بود خواهد
V = با را اولیه گراف رئوس کنید می سازیم.فرض شده) داده مسئله در که G)اولیه گراف به توجه با را G′ گراف (ب)
در (vi, vj , 1), (vi, vj , 0), (vi, vi, 0) مرتب تایی های ۳ شکل به را G′ گراف دهیم.رئوس نمایش {v1, v2, . . . , vn}

باشد. (i ̸= j), (1 ≤ i, j ≤ n) به طوری که گیریم نظر
V ′ با را G′ رئوس تعداد اگر است. V + V (V − 1) + V (V − 1) با برابر مرتب تایی های ۳ این حالات تعداد بنابر این

می کنیم. بررسی را G′ یال های حال است. |V ′| = 2V 2 − V که داریم دهیم نمایش
به vi از و بوده vj = vl اگر تنها و اگر می کنیم رسم cip وزن به جهت دار یال (vl, vp, 0) به (vi, vj , 1) رأس از :۱ حالت

۶ سری تمرین ۵٩٨پاسخ



باشیم. داشته cip وزن به جهت دار یال G گراف در vp
به vi از و بوده vj = vl اگر تنها و اگر می کنیم رسم cip وزن به جهت دار یال (vl, vp, 1) به (vi, vj , 0) رأس از : ۲ حالت

باشیم. داشته cip وزن به جهت دار یال G گراف در vp

باشد. هم vp = vl که می تواند ۱ حالت در کنید توجه

باشد. هم vi = vj که می تواند ۱ حالت در کنید توجه
: نوشت نمایش دهیم،می توان E′ با را G′ یال های تعداد اگر بنابر این

جهت دار یال vp به vi از که vi, vp و شود انتخاب می تواند حالت V به vl = vj ۱ حالت برای (مثلا V E + V E ≥ E′

در (vi, vi, 1) فرم به رأس باشد،چون vi = vj که باشد طوری ⃗vivp یال اگر شود. انتخاب می تواند طریق E به باشیم داشته
طوری به نیز ۲ حالت شمارش شمرده ایم. اضافه را حالت تعدادی پس . داشت نخواهیم E در هم متناظری یال نداریم، G′

.( اند اضافی حالات vl = vp که تفاوت این با است مشابه
است. مسئله مطلوب جواب همان ، (s, e, 1) به (e, s, 1) از مسیر کم وزن ترین وزن می کنیم ادعا حال

می شود. حل ب قسمت باشد، درست ادعا اگر دهیم نشان
نامنفی وزن های با یال هایی دارای و جهت دار یال E′ و راس V ′ با گرافی G′ گراف اینکه به توجه با باشد، درست ادعا اگر
را (s, e, 1) به (e, s, 1) از از مسیر کم وزن ترین وزن می توانیم O(V ′ lg V ′ + E′) در دایکسترا الگوریتم کمک است،به

بیابیم.
دقت کمی با که O(2V 2 lg(2V 2) + 2V E) زمان در الگوریتم پس است، E′ ≤ 2V E و V ′ ≤ 2V 2 اینکه به توجه با

کنیم. ثابت را ادعا که است کافی تنها می دهد.پس ما به را مسئله جواب است، O(V 2 lg(V ) + V E) همان
گراف در دوم نفر و اول نفر برای p1, p2 مسیر ،دو P مانند G′ گراف در (s, e, 1) به (e, s, 1) از مسیری نشان دهیم :(۱)
بعد و شروع e از اول، نفر برای p1 مسیر و نباشند رأس یک روی همزمان لحظه ای هیچ در نفر دو طوری که می دهد ما به G

است. G′ در p یال های وزن مجموع برابر p1, p2 مسیر در دوم و اول نفر هزینه مجموع و شود ختم s به مرحله l از
مانند مسیری دارن، را اصلی مسئله مطلوب شرایط که دوم و اول نفر برای ترتیب به G′ در p1, p2 مسیر دو نشان دهیم :(۲)

دارد. را وزن کم ترین که می کنند مشخص (s, e, 1) به (e, s, 1) از G′ در p
داریم که p : (e, s, 1), (s, e1, 0), (e1, s1, 1), (s1, e2, 0), . . . , (sl, el, 1) بگیرید: نظر در را G′ گراف در p مسیر :(۱)
انجام اول نفر از پس را خود حرکت بار هر دوم نفر است(انگار (s, e, 1) = (sl, el, 1) و (e, s, 1) = (e0, s0, 1) که

می دهد!).
نوشته ایم. که است فرمی همین به مسیر ، G′ یال های انتخاب نحوه به توجه با

sl = e و s = s0 که p2 : ss1s2 . . . sl و el = s و e = e0 آن در که p1 : ee1e2 . . . el که p1, p2 مسیر دو ادعا:
فرض [اینجا می کنند. مشخص را e به s از دیگری و s به e از یکی شخص دو این حرکت مطلوب مسیر دو ، G گراف ،در
دو هر که زمانی تا می پیمایند دوم و اول شخص که است رئوسی دنباله ی ، G گراف در p1, p2 مسیر از منظورمان که کرده ایم

[ باشد داشته وجود آن در تکراری رأسی است ممکن برسند؛بنابراین خود مقصد به
اول نفر یعنی می شود، ختم ۰ سوم مؤلفه ی با رأس به و شروع ۱ سوم مؤلفه ی با رأسی از جهت داری یال وقتی ، p مسیر در
دوم نفر می رود،یعنی ۱ سوم مؤلفه ی به ۰ سوم مؤلفه ی  با جهت داری یال وقتی و ( p1 مسیر کرده(در حرکت ei+1 به ei از
مانده دوم نفر و داده انجام را خود حرکت اول نفر ، p مسیر در فرد قدم های در است.بنابر این کرده حرکت si+1 به si از
اول نفر است.چون si = ei که باشد si رأس در دوم فرد و ei رأس در اول فرد i لحظه در نیست ممکن است.بنابراین
(ei, si, 1) رأس به p مسیر در می آید،می بایست رأس همان به هم دوم نفر که بعدی قدم در می رسد.بنابر این ei رأس به زود تر

نیست. ممکن ندارد.پس وجود گراف در رأسی چنین می دانیم که (ei = si)بخوریم
پیمودن هزینه های مجموع که باشد داشته وجود مسئله در شده ذکر شروط با نفر دو این برای p′1, p′2 مسیر دو اگر ضمناً
وجود (s, e, 1) به (e, s, 1) از p از کم وزن تر مسیری دهیم باشد،نشان کمتر p1, p2 پیمودن هزینه های مجموع از p′1, p′2

۶ سری تمرین ۵٩٩پاسخ



s = s′0 که p′2 : s′0s
′
1s

′
2 . . . s

′
l و e′l = s و e = e′0 آن در که p′1 : e′0e

′
1e

′ −2 . . . e
′
l را مسیر دو است. تناقض که دارد

p′ : (e, s, 1), (s′0, e
′
1, 0), (e

′
1, s

′
1, 1), . . . , (s

′
l′ , e

′
l′ , 1) ، G′ گراف در یال تعریف نحوه به بگیرید.بنا نظر در s′l = e و

مرتب زوج بنابر این ، s′i, e′i+1 ، 0 ≤ i ≤ l′ هر برای اولا است.چون G′ گراف در (s, e, 0) به (e, s, 0) از مسیر یک
p رئوس از دنباله این متوالی رأس دو هر بین ، G′ در یال تعریف نحوه ی به توجه با ضمناً است. G′ از رأسی (s′i, e′i+1, 1)

p′1, p
′
2 کردن طی با نفر دو که است هزینه ای یا وزن مجموع با ،برابر p′ مسیر این وزن که طوری دارد وجود جهت دار یال ،

از کمتری وزن p′ است.مسیر p1 + p2 هزینه از کمتر p′1 + p′2 بود،هزینه اصلی مسئله برای جوابی p′1, p
′
2 چون می پردازند.

می شود. ثابت ادعا پس . دارد p مسیر

از یک هیچ که کردیم مشاهده ریلکس کردن مراحل از یکی در اگر که است این عمل، در بلمن فورد الگوریتم بهینه سازی روش یک .۳
بدترین در الگوریتم اجرای زمان بهبود باعث کار این آیا که کنیم بررسی می خواهیم کنیم؛ متوقف را الگوریتم نکرد، پیدا کاهش di ها
برای یال ها روی ترتیب یک وجود با و منفی دور بدون راس V با وزن دار گرافی برای که کنید رد یا اثبات خیر. یا می شود حالت

داریم. را یال ها کل روی کردن ریلکس فرایند بار Ω(V ) اجرای به نیاز بلمن فورد، الگوریتم
: است زیر فرم به مسیر یک گراف کنید فرض پاسخ:

v0 v1 v2 vn−1 vn
e1 e2 en

می کند.در relax را ( e1 انتها در …و و en−1 سپس ، en ابتدا (یعنی عکس ترتیب به را گراف این یال های ، فورد بلمن الگوریتم
. d(v1) = ∞ می دهیم قرار 1 ≤ i ≤ n برای و d(v0) = 0 ابتدا

تغییر هم d(v2) تا d(vn−1) گفت می توان صورت همین به . نمی کند تغییری d(vn) می کنیم، relax را en ابتدا در وقتی بنابر این
فاصله شان(تعدداد حداکثر که رئوسی فورد،می دانیم بلمن الگوریتم در for حلقه که باری امین k در اینکه به توجه با اما کرد نخواهد
فاصله ی برابر d(v1) ، می شود اجرا حلقه که دوری اولین بنابر این شده.(*) تعیین درستی به آن ها d است،مقدار k برابر v0 از یال)
، for حلقه اجرای امین k انتهای در داد نشان می توان k روی بر استقرا با است. ∞ کماکان d(vn) …و و d(v2) و است v0 از آن
مانند صورت به حکم هستند.(اثبات ∞ همجنان d(vn) …و و d(vk+1) و است d از یک هر فاصله ی برابر d(vk) …و و d(v1)

به و است ∞ = d(vk+1) =… = d(vk+1) حلقه شروع در چون برویم،می دانیم k + 1 به k از است.اگر کردیم، بیان که چیزی
یک به که رأسی برای d می ماند.چون باقی ∞ = d(vk+1) =… = d(vk+2) بنابراین ، می شوند relax ، e1, e2, . . . , en ترتیب
این در است، شده تعیین درستی به قبل مرحله در d(vk) اینکه و گزاره(*) به توجه با اما است. ∞ کردن relax می دهد،هنگام یال

.( شد خواهد تعیین درستی به d(vk+1) مرحله
اندازه به شده اند،حداقل تعیین درستی به ها di هک است زمانی همان که نمی کند پیدا کاهش ها di که زمانی می گیریم نتیجه بنابراین
دهی مقدار درستی به استقرا بنابر for حلقه اجرای امین ⁃ n در نیز d(vn) و است شده تعیین درستی به d(vn) که زمانی است
n که دادیم نشان و می شوند relax ، en, en−1, . . . , e1 ترتیبِ به یال n ، ( مختلف های k (برای for حلقه ی هر در . می شود

( |V | − 1 = n)است گرفته انجام یال ها کل کردن ریلکس فرآیند بار Ω(V ) که کنیم توجه است. ضروری حلقه این اجرای بار
ما نه. یا می شود حالت بدترین در اجرا زمان بهبود باعث شده اش پیشنهاد بهینه سازی روش که کنیم برسی خواست می سوال حال
روش این با حالت بدترین اجرای .زمان بود نخواهد این از بهتر حالت بدترین داشت.پس نیاز Ω(V ) اجرای به که زدیم مثال یک

یافت. نخواهد بهبود بهینه سازی

باشید. موفّق

۶ سری تمرین ۶٠٠پاسخ



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت فروردین ٢۶ سه شنبه موعد: ٧ سری تمرین 

کنید. مطرح andishe.ghasemi.9@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

است. ه شب این در چاه٢ رأس T و منبع١ رأس S و شده است. مشخص یال هر ظرفیت زیر گراف در .١
کنید. مشخص یال هر از عبوری جریان مقدار همراه به را آن ل ش و آورید بدست بیشینه شار ی آ)

است. ٢٩ عبوری شار بیشینه پاسخ: برای راهنمایی

S T

V

A B

U

١٢/١۵

۶/۶

١١/١١ ٨/١۵ ١١/١١

٩/١۵

٩/٩

٣/٣
٠/٣

٠/٣
٣/٣

کنید. مشخص را آن رأس های همچنین و برش این خروج ظرفیت مقدار آورید. بدست کمینه برش ی ب)
صورت به ری دی برش است. C٢ = {T, V,A,B} و C١ = {S,U} صورت به کمینه برش ی پاسخ: برای راهنمایی

است. C٢ = {T, V } و C١ = {S,A,B,U}

دارد؟ T به دسترس رأس کدام است؟ دسترس قابل S از رأس کدام کنید. رسم را نهایی باق مانده گراف پ)
دارد. T رأس به دسترس V رأس و دارد U رأس به دسترس S رأس پاسخ: برای راهنمایی

1source
2sink

٧ سری تمرین ۶٠١پاسخ



TS A B

V

U
٣

١٢

١١

۶

۶

٩
٣

٣

٣

٣

٧

٨ ١١

٩

کاهش بحران یال ی به شود. بیشینه شار افزایش به منجر یال آن ظرفیت افزایش اگر م گوییم افزایش بحران یال ی به ت)
این در بحران کاهش یال ی و بحران افزایش یال ی شود. بیشینه شار کاهش به منجر یال آن ظرفیت کاهش اگر م گوییم

دارد.) وجود کنید.(اگر پیدا گراف
(S,A) و (S, V ) یال های کاهش بحران یال های و دارد وجود (S, V ) و (U, T ) افزایش بحران یال دو پاسخ: برای راهنمایی

هستند. (A, V ) و (B, T ) و (U, T ) و (U,B) و
کنید. طراح کاهش بحران یال ی کردن پیدا برای بهینه وریتم ال ث)

کاهش به منجر یال ی ظرفیت کاهش اگر پس است. کمینه برش ظرفیت با برابر بیشینه شار که کردیم اثبات پاسخ: برای راهنمایی
C٢ و C١ مثل کمینه برش ی در م شود. نیز بیشینه شار کاهش به منجر یال آن ظرفیت کاهش آنگاه شود، کمینه برش ظرفیت
و یافته کاهش برش ظرفیت یال ها این ظرفیت کردن کم با پس است. برش این ظرفیت با برابر C٢ به C١ از یال ها ظرفیت مجموع

م یابد. کاهش بیشینه شار
کنید.(امتیازی) طراح افزایش بحران یال ی کردن پیدا برای بهینه وریتم ال ج)

گراف در یال این بیشینه، شار وریتم ال اعمال از پس آنگاه باشد، افزایش بحران e = (u, v) یال ی اگر پاسخ: برای راهنمایی
داشت. خواهیم ce ظرفیت با u به v از یال باق مانده گراف در عبارت به است، شده استفاده ظرفیت حداکثر با نهایی باق مانده
خواهیم ce′ > ٠ ظرفیت با e′ = (v, u) یال نهایی باق مانده گراف در آنگاه باشد نشده استفاده یال این ظرفیت حداکثر اگر چون
افزایش با م شود، بیشینه شار افزایش به منجر ϵ اندازه به یال این ظرفیت افزایش ، افزایش بحران یال تعریف طبق چون و داشت.
است ناصفر ظرفیت همچنان یال، این ظرفیت افزایش از پیش باق مانده، گراف در پس م شود. ایجاد t به s از مسیری ظرفیت این
گراف در که e = (u, v) یال های همه ی پس نیست. نهایی باق مانده گراف این و دارد وجود یال این شامل t به s از مسیری و

افزایش یال باشیم، داشته u به v از ce ظرفیت با یال و داشته وجود t به v از مسیری همچنین و u به s از مسیری نهایی باق مانده
دسترس قابل s از که یالهایی و م کنیم اجرا را BFS بار ی s از نهایی باق مانده گراف در یال، این کردن پیدا برای هستند. بحران

دارند دسترس t به که یالهایی و م کنیم اجرا را BFS بار ی t از و کرده برعکس را یال ها جهت ر دی بار م کنیم. پیدا را هستند
آن ها اولیه ظرفیت با را است دوم مجموعه در آن ها ابتدای و اول مجموعه در آن ها انتهای که یال هایی ظرفیت حال م کنیم. پیدا را

م کنیم. مقایسه

٧ سری تمرین ۶٠٢پاسخ



S T

V

A B

U

١۵

۶

١١ ١۵ ١١

١۵

٩

٣ ٣

٣ ٣

مثال بودن نادرست صورت در و کنید ارائه مختصری اثبات بودن درست صورت در کنید. مشخص را زیر موارد نادرست یا درست .٢
بیاورید. نقض

م آید. بدست تا ی طریق به بیشینه شار آن گاه ، باشند داشته متفاوت ظرفیت های ه شب ی جهت دار یال های همه ی اگر آ)
پاسخ: برای راهنمایی

دارند. وجود ١ ظرفیت با f٢ و f١ بیشینه شار دو حداقل اما هستند، متفاوت ظرفیت ها همه ی زیر گراف در نادرست.

f١(s, a) = f١(a, v) = f١(v, t) = ١, f١(s, b) = f١(b, v) = ٠

f٢(s, b) = f٢(b, v) = f٢(v, t) = ١, f٢(a, v) = f٢(s, a) = ٠

s v

a

b

t

٢

۴ ۵

٣
١

است چاه رأس T و منبع رأس S که شده است داده G = (V,E) جهت دار گراف رأس ها ظرفیت با بیشینه شار مسئله ی در ب)
G گراف برای معتبر را f شار ی نشده است.) داده یال ها برای ظرفیت است.(ول cv ≥ ٠ با برابر v ∈ V رأس  هر ظرفیت و
شار مجموع ، f معتبر شار ی اندازه ی باشد. cv حداکثر v رأس به ورودی شار مجموع ، T و S بجز ها v همه ی برای اگر م گوییم
بیشینه سایز با معتبر شار ی کردن محاسبه ، رأس ها ظرفیت با بیشینه شار مسئله ی ، ورودی گراف داشتن با است. S از خروج

است.
داد. کاهش یال ها) ظرفیت (با معمول بیشینه شار مسئله ی به م توان را رأس ها ظرفیت با بیشینه شار ی محاسبه ی

٧ سری تمرین ۶٠٣پاسخ



ظرفیت با G در v رأس هر ازای به آن در که م سازیم را G′ گراف که م دهیم کاهش صورت این به درست. پاسخ: برای راهنمایی
خروج یال های همه ی و م شوند. وارد v١ رأس به G′ گراف در ، v  به ورودی یال های همه ی م دهیم. قرار را v٢ و v١ رأس دو cv

قوانین مطابق که G در f شار هر حالا م شود. داده  قرار cv ظرفیت با (v١, v٢) یال نهایت در و م شوند. خارج v٢ از ، v  از
به تبدیل این برای باشد. رأس ها ظرفیت قوانین مطابق هم آن که شود G

′ در f ′ شار ی به تبدیل م تواند است، رأس ها ظرفیت
به ورودی شار کل مجموع با برابر را آن مقدار f ′

(v١, v٢) برای و f ′
(u٢, v١) = f(u, v) م دهیم قرار (u, v) ∈ G یال هر ازای

ظرفیت قوانین مطابق نیز f ′ پس f ′
(v١, v٢) ≤ cv داریم است، G در رأس ها ظرفیت قوانین مطابق f چون م دهیم. قرار v رأس

است. یال ها
یال هر ازای به تبدیل این برای باشد. رأس ها قوانین با مطابق که شود تبدیل G در f شار ی به م تواند G′ در f ′ شار هر همچنین
بیشینه شار نهایت در پس م شود. cv حداکثر v رأس هر به ورودی شار .پس f(u, v) = f

′
(u٢, v١) م دهیم قرار G در (u, v)

است. رأس ها ظرفیت قوانین مطابق و مقدار بیشترین با G در شاری با برابر G′ در
بین c ظرفیت و مخالف جهت های با جهت دار یال دو با را ه شب ی در v و u رأس دو بین و c ظرفیت با جهت دار یال هر اگر پ)

م ماند. ثابت بیشینه شار مقدار آنگاه ، کنیم زین جای v و u رأس دو
دوم گراف در ول است صفر بیشینه شار اندازه اول گراف در باشد، ١ یال ها ظرفیت کنید فرض نادرست. پاسخ: برای راهنمایی

است. ی با برابر مقدار این

s t

s t

سوال این در است. مهم آتش سوزی نظیر اضطراری موارد برای خروج نقشه ی ی داشتن ، سینما ی مثل عموم ساختمان  ی در .٣
G = (V,E) گراف ی سینما نقشه که کنید فرض کنیم. طراح اضطراری خروج نقشه ی بیشینه شار از استفاده با م خواهیم
است c ظرفیت دارای پله یا راهرو هر شده است. مشخص یال ی با پله یا راهرو هر و رأس ی با طبقه یا اتاق هر آن در که است
واحد ی ر دی سر تا سر ی از راهرو ی پیمایش کنند. استفاده راهرو این از م توانند همزمان نفر c حداکثر م دهد نشان که

ی تنها و هستند S اتاق در مردم همه ابتدا در کنید فرض م کشد.) طول زمان واحد صفر اتاق ی م کشد.(پیمایش طول زمان
افراد همه کردن خارج برای راه سریع ترین ، بیشینه شار مسئله ی از استفاده با چطور که دهید نشان دارد. وجود خیابان به T خروج
باشد.) زمان واحد هر در اتاق ی نشان دهنده ی رأس هر آن در که کنید طراح را G′ گراف : راهنمایی ) کنیم. پیدا را ساختمان از
کند مشخص که م کنیم طراح وریتم ال اول کنیم. خارج را آن ها باید که دارند وجود نفر M کنید فرض پاسخ: برای راهنمایی
|V |M/c تا ١ از T روی سرچ باینری ی م توانیم وریتم ال این داشتن با خیر. یا م شوند خارج زمان واحد T در افراد همه آیا
گراف ،G گراف داشتن با م کنیم، استفاده که وریتم ال کنیم. پیدا را افراد کل خروج برای ن مم زمان کمترین تا م دهیم انجام

م سازد: زیر صورت به را G′

ازای به است. ام i زمان مرحله به مربوز vi که طوری به م سازیم v١, v٢, ..., vT صورت به v از کپی T ، V در v رأس هر ازای به
به vi از یال سپس بمانند.) اتاق ها در زمان واحد ی م توانند تنها م کشیم.(افراد بی نهایت ظرفیت با vi+١ به vi از یال i هر
ابتدا در افراد همه ی کنید فرض باشد. داشته وجود اصل گراف در c ظرفیت با w به v از یال که اگر م کشیم c ظرفیت با wi+١

زمان واحد T در افراد همه بفهمیم اینکه برای . t = bT و s = a١ م دهیم قرار پس است. b اتاق خروج راه و هستند a اتاق در

٧ سری تمرین ۶٠۴پاسخ



خیر. یا است بودند s در ابتدا در که افرادی تعداد مساوی بزرگتر G′ در بیشینه شار آیا که م کنیم بررس خیر، یا م رسند t به s از
کنیم. خارج زمان واحد T در را افراد م توانیم ما بود برابر اگر

باشید. موفّق

٧ سری تمرین ۶٠۵پاسخ



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

٨ سری تمرین

است. شده داده G رئوس از s, t راس دو و G جهت بدون و طبیع وزن های با وزن دار گراف .١
کدام هر وزن همچنین و نباشند مشترک یال هیچ در مسیر دو این طوری که بیابیم، t به s از متمایز مسیر دو گراف این در م خواهیم

باشند. مشترک راس چند یا ی در م توانند مسیر دو این که کنید دقت باشد. t به s از مسیر کوتاه ترین وزن با برابر
دهید. ارائه مسیر این کردن پیدا برای وریتم ال بیشینه، شار مسئله ی کم با

یال ها همۀ وزن که آن جا (از م یابیم. را s از آن فاصلۀ کمینۀ v رأس هر برای بلمن‐فورد وریتم ال اجرای بار ی با ابتدا پاسخ:
است.) ان پذیر ام بلمن‐فورد وریتم ال اجرای پس کرد منف دور بدون جهت دار گراف ی به تبدیل را G گراف م توان است مثبت
را G′ گراف باشد. یال آن وزن نشان دهندۀ w(e) ،e یال هر برای و v از s فاصلۀ نشان دهندۀ d(v) ،v رأس هر برای کنید فرض
جهت دار یال G′ در ،d(v) = d(u) + w(e) اگر ،e = uv ∈ E(G) یال هر برای م سازیم: ل ش این به G رئوس همان با
تنها واقع در م کشیم. ١ ظرفیت با u به v از جهت دار یال G′ در ،d(u) = d(v) + w(e) اگر و م کشیم ١ ظرفیت با v به u از

شوند. ظاهر G در t به s از کمینه وزن با مسیرِ در است ن مم که م کنیم رسم را یال هایی
نتیجه در باشد. G در کمینه وزن با مسیری sv1v2 . . . vkt کنید فرض حال

d(v1) = d(s) + w(sv1)

d(v2) = d(v1) + w(v1v2)
...
d(t) = d(vk) + w(vkt)

دارد. وجود مسیر این با معادل G′ در t به s از مسیری و شده اند ظاهر G′ در s → v1, v1 → v2, . . . , vk → t یال های همۀ پس
نتیجه آمده اند، G′ در s → v1, v1 → v2, . . . , vk → t یال های چون باشد. G′ در مسیری sv1v2 . . . vkt کنید فرض بار این

م شود

d(v1) = d(s) + w(sv1)

d(v2) = d(v1) + w(v1v2)
...
d(t) = d(vk) + w(vkt)

هر که م شود نتیجه گفته شده مطالب از است. G در t به s از کمینه وزن با مسیر ی s → v1, v1 → v2, . . . , vk → t بنابراین
در t به s از مجزا یال مسیرهای پس است. G در رئوس، همان با ،t به s از کمینه وزن با مسیر ی با معادل G′ در t به s از مسیر
مقدار اگر و بیابیم را G′ در بیشینه شار است کاف نتیجه در هستند. G در t به s از مجزا یال و کمینه وزن با مسیر های با معادل G′

شده اند. ظاهر بیشینه شار کردن پیدا وریتم ال در که دارد وجود t به s از مجزا یال مسیر ٢ حداقل G′ در بود، ١ از بیش تر شار
یرید. ب نظر در را G جهت بدون و وزن دار گراف .٢

شده است. داده  نسبت C از کمتر و طبیع وزن یال هر و رأس هر به گراف این در

٨ سری تمرین ۶٠۶پاسخ



است (بدیه م کنیم. تعریف H راس های وزن مجموع منهای H یال های وزن مجموع را H وزن ،G در H مثل زیرگراف هر برای
هستند.) زیرگراف در نیز e انتهای و ابتدا راس های حتما آنگاه باشد، H زیرگراف در e یال اگر که

بیابد. را G در بیشینه وزن با زیرگراف که دهید ارائه وریتم ال بیشینه، شار مسئله ی کم با
مانند G از راس هر به ازای و G′ به یال این با متناظر راس ،e مانند G از یال هر برای م سازیم: ل ش این به را G′ گراف پاسخ:

یرید: ب نظر در را زیر پیش نیازی روابط مجموعۀ حال م کنیم. اضافه G′ به v با متناظر راس ،v
زیرگراف این در باید هم u, v شود، ظاهر نظر مورد زیرگراف در e اگر یعن هستند e پیش نیاز های u, v آن گاه e = uv ∈ E(G) اگر
(v راس (وزن −w(v) جایزۀ کنیم انتخاب را v راس اگر و (e یال (وزن +w(e) جایزۀ کنیم انتخاب را e یال اگر همچنین باشند

م کنیم. دریافت را
مسئلۀ است کاف تنها پس شود بیشینه ما جایزۀ م خواهیم و اشیاء روی وزن تابع ی همراه به داریم، پیش نیازی رابطۀ تعدادی

کنیم. حل ورودی ها این با را پروژه١ انتخاب

1Project selection

٨ سری تمرین ۶٠٧پاسخ



(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
[۹۹ [بهار

۱۲ ساعت اردیبهشت ۱۰ چهار شنبه موعد: ۹ سری تمرین

کنید. مطرح Ghazalkhn99@gmail.com, Mavali1999@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ⁃

تحویلی تمرین های

کدام است آن در مسئله کنید ثابت می توانید که NP-Complete و NP ،P بین از پیچیدگی کلاس کوچک ترین زیر مسائل برای .۱
بیاورید. مختصری دلیل است؟

G در یالی V ′ در راس دو هر بین و |V ′| = k که است موجود V ′ ⊆ V آیا است، شده داده G = (V,E) گراف یک (آ)
نیست.) مسئله ورودی های جزء و است ثابت عدد یک k) باشد؟

یالی V ′ در راس دو هر بین و |V ′| = k که است موجود V ′ ⊆ V آیا است، شده داده k عدد و G = (V,E) گراف یک (ب)
باشد؟ G در

e مانند یالی ،v ∈ V هر برای و |E′| < k که دارد وجود E′ ⊆ E آیا است، شده داده k عدد و G = (V,E) گراف یک (ج)
باشد؟ e سر دو از یکی v که باشد E′ در

مانند راسی ،e ∈ E هر برای و |V ′| < k که دارد وجود V ′ ⊆ V آیا است، شده داده k عدد و G = (V,E) گراف یک (د)
باشد؟ e سر دو از یکی v که باشد V ′ در v

شده ظاهر ورودی در بار ۲ حداکثر آن نقیض یا متغیر هر ورودی در که ورودی برای اضافه فرض این با 3-SAT مسئله ی (ه)
است.

شده ظاهر ورودی در بار ۴ حداکثر آن نقیض یا متغیر هر ورودی در که ورودی برای اضافه فرض این با 3-SAT مسئله ی (و)
است.

است. حل قابل ورودی گراف اندازه ی حسب بر چندجمله ای زمان در گراف در تطابق بزرگترین پیداکردن مسئله ی راهنمایی.
پاسخ:

است): شده آورده مختصر صورت به (دلایل (آ)
تایی k مجموعه این آیا که کرد چک می توان O(k2) در را یک دارد.هر وجود رئوس از تایی k دسته (nk) = O(nk) کل در
این پس است. جمله ای چند زمان است، k = O(1) چون که است O(k2nk) اجرا زمان کل در نه.پس یا است ،خوشه

دارد. قرار P کلاس در مسئله
چند زمان در را آن می توان جواب داشتن صورت در وضوح یه است. NPC(NP − complete) کلاس در مسئله این (ب)
مجموعه کردن پیدا با معادل دقیقاً G گراف در رأسی k خوشه کردن پیدا مسئله است.ضمناً NP پس کرد. چک جمله ای

است. NPC هم رأسی k خوشه کردن پیدا پس است. NPC اخیر، مسئله این چون و است Ḡ در رأسی k مستقل

٩ سری تمرین ۶٠٨پاسخ



n− |M | = برابر شوند پوشیده G رئوس کل تا کنیم انتخاب باید که یال هایی تعداد حداقل که کرد اثبات می توان راحتی به (ج)
هیچ باشد داشته ایزوله رأس G است.(اگر G در ماکزیمم تطابق یک های یال تعداد |M | که است n − 2|M | + |M |

همه که می دهد رخ حالتی در هم حداقل است)این بررسی قابل O(V ) زمان در این که ندارد وجود رئوس برای کاملی پوشش
برش یک لزوماً یال این که کنیم انتخاب یال یک هم تطابق از خارج رئوس از و کنیم انتخاب را ماکزیمم تطابق یک های یال
زمان در برشی رأس وجود بررسی و بیشینه تطابق کردن پیدا شده است. پوشیده ماکزیمم تطابق توسط که است رئوسی از یکی
جمله ای چند زمان در رئوس همه پوشش برای لازم یال های تعداد حداقل یافتن مسئله ی کل در است.پس ممکن جمله ای چند

دارد. قرار P کلاس در هم مسئله این است.درنتیجه حل قابل
ها گراف در قضیه ای است.طبق G گراف در k − 1 حداکثر اندازه با راسی پوشش کردن پیدا واقع در مسئله این (د)

n− مستقل مجموعه ی یک اندازه = رأسی پوشش هر اندازه
کردن پیدا ندارند)بنابراین یالی هیچ یکدیگر به رئوس بگیرید.این نظر در را نیستند راسی پوشش در که رئوسی (کافیست
است. در n− k + 1 حداقل اندازه به مستقل مجموعه یک کردن پیدا با معادل G در k − 1 حداکثر اندازه با راسی پوشش

است. NPC هم عضو k − 1 حداکثر با راسی پوشش کردن پیدا مسئله است،پس NPC مسئله نوع از مسئله این چون
ای جمله چند زمان در توانیم می باشد. ها لیترال تعدا n و ها عبارت تعداد کنید فرض دارد. قرار P کلاس در مسئله این (ه)
x̄i یا xi ) شکل یک به بار دو هر در اما اند شده ظاهر بار دو که هایی متغیر یا اند شده ظاهر یکبار دقیقا که هایی متغیر همه
کردن پیدا بار هر با (چون . کنیم هستند)حذف true حتما اکنون هم(که هارا آن شامل های عبارت و کنیم true را اند بوده

شود) می حذف عبارات از یکی حداقل متغیری چنین
می شود. ظاهر عبارات در x̄i شکل به یکبار و xi شکل به یکبار دقیقاً xi متغیر هر که می رسیم حالتی به بنابراین

) عبارت ها با متناظر آن دیگر بخش رئوس و ها xi با متناظر آن بخش یک رئوس که کنیم تعریف را G بخشی دو گراف اگر
Ci رئوس همه که تطابقی هر وضوح به باشد،آن گاه آمده x̄i یا xi لیترال ، Cj عبارت در اگر xiCj ∈ E و باشد ( ها Ci

که ها xi دهی مقدار شیوه هر نیز و شوند true ها Ci همه آن در که است ها xj دهی مقدار شیوه یک با متناظر بپوشاند هارا
ای،این جمله چند زمانی صرف از بعد پس پوشاند. می هارا Cj همه که است تطابق یک با متناظر کند true هارا Cj همه

دارد. قرار P کلاس در شود.بنابراین می تبدیل بخشی در گراف در بیشینه تطابق مسئله به هم مسئله
است. NPC کلاس در هم مسئله این (و)

هر ازای به که می کنیم عمل صورت این به کرد. )تحویل نامیم می 3SAT∗ را (آن مسئله این به را 3SAT مسئله توان می
تعریف را x1, x2, . . . , xk جدید متغیر k بود، شده استفاده بار k > 4 ، x مثل متغیر یک از اگر 3SAT مسئله برای ورودی
(x1∨x̄2), (x2∨x̄3), . . . , (xk−1∨x̄k)های عبارت بریم.ضمنا می کار به xiرا بود، xآمده که جایی امین جای ،به کنیم می
همدیگر با یا و هستند true همدیگر با یا ها xi که کند می تضمین عبارات کنیم.این می اضافه عبارات مجموعه به هم را

.false
برعکس. و است پذیر صدق هم اولیه عبارت باشد، پذیر صدق جدید عبارت این اگر بنابراین

می سادگی است.به NPHard ، 3SAT نتیجه در و است تحویل قابل 3SAT∗ به 3SAT ، ای جمله چند زمان در پس
است. NPC درنتیجه هست. هم NP مسئله این که دید توان

بین G در ۲ حداکثر طول با مسیری هیچ هرگاه گوییم خیلی مستقل را U مثل راس ها از زیرمجموعه یک G = (V,E) گراف در .۲
است: NP-Complete زیر مسئله ی کنید ثابت نباشد. موجود U از راس دو

دارد؟ k حداکثر اندازه ی به خیلی مستقل زیرمجموعه ی G آیا است، شده داده k عدد و G = (V,E) گراف یک
حال کرد. بررسی می توان O(E) زمان در را آن صحت جواب باداشتن زیرا است NP مسئله این که دید توان می راحتی به پاسخ:
تحویل (IⅮ*) k حداقل اندازه به مستقل خیلی مجموعه زیر مسئله به را (IS) k حداقل ی اندازه به مستقل ی مجموعه زیر مسئله

کنیم. می

٩ سری تمرین ۶٠٩پاسخ



جدید راس یک G از یال هر روی کنیم. بررسی آن برای را (IS) مسئله می خواهیم و شده داده ورودی عنوان به G گراف کنید فرض
ایزوله رئوس است. انجام قابل O(|E|) زمان در کار این و نامیم می میانی رئوس را هستند |E| که جدید رئوس دهید.این قرار
رئوس همه اگر ندارد.حال ایزوله ای رأس G کنید فرض کلیت دادن دست از بدون پس بیایند؛ توانند می مستقلی مجموعه هر در
زیر وجود ⇐⇒ G در راسی k مستقل مجموعه زیر وجود می کنیم می آید.ثابت دست به G∗ کنیم،گراف وصل یکدیگر به را میانی

G∗ در رأسی k مستقل خیلی مجموعه
هیچ در u, v رأس دو اگر بنابراین است. ۲ دقیقاً G∗ در راس دو این .فاصله باشند مجاور G در راس دو اگر که کنید دقت ۱⁃ابتدا
هم با u, v هم G∗ از مستقلی خیلی مجموعه ی زیر هیچ در آنگاه ( uv ∈ E(G) (یعنی نیایند باهم G از مستقلی مجموعه زیر

داشت. نخواهند وحود
در رأس دو این آنگاه uv /∈ E(G) باشند،یعنی داشته حضور باهم G از مستقل مجموعه یک در می توانستند u, v راس دو ۲⁃اگر

است. ۳ حداقل G∗ در u, v فاصله زیرا باشند داشته حضور هم با می توانند هم G∗ از مستقل خیلی مجموعه یک
هیچ که است رأسی k مستقل خیلی مجموعه شامل G∗ ،آنگاه باشد داشته وجود رأس k با G∗ در مستقل خیلی مجموعه ۳⁃اگر
می تواند میانی رأس ۱ حداکثر وضوح دارند،به یال همدیگر به G∗ در میانی رئوس همه چون است. نیامده درآن میانی رئوس از یک
باشد، داشته حضور میانی رئوس از یکی مستقل مجموعه یک در اگر .ضمناً باشد داشته حضور G∗ از مستقل خیلی مجموعه یک در
رئوس از کردن نظر صرف با ندارد.زیرا حضور مستقل خیلی مجموعه این در میانی) غیر رئوس (یعنی اصلی گراف از رأسی هیچ
G∗ در عضوی k مستقل خیلی مجموعه یک صورتی در تنها است.بنابراین ۲ حداکثر اصلی رأس هر تا میانی رأس هر فاصله ایزوله،
مستقل خیلی مجموعه می توانیم G∗ از اصلی دلخواه رأس یک انتخاب با بدیهتاً و k = 1 که است میانی رئوس از رأسی شامل

کنیم. پیدا G∗ در میانی غیر رئوس از عضوی k = 1

زمان در .پس است G∗ ،در اندازه همان مستقل،به مجموعه خیلی یک با متناظر G در مستقل مجموعه شده،هر گفته لم سه به توجه با
G∗ ”آیا صورت به پرسشی به می توان را دارد؟” k حداقل اندازه به مستقل ی مجموعه زیر G ”آیا صورت: به پرسش هر ای جمله چند
NP −Hard هم دوم پرسش است،پس NPC اول پرسش کرد.چون تبدیل ؟” دارد k حداقل اندازه به مستقلی خیلی مجموعه زیر

است. NPC هم k حداقل اندازه به مستقل خیلی مجموعه زیر وجود ،مسئله شد گفته آنچه به توجه با و است

باشید. موفّق
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ ساعت اردیبهشت ١۵ سه شنبه موعد: ١٠ سری تمرین

کنید. مطرح alirtofighim@gmail.com با را تمرین پیرامون خود سؤالات ‐

ارضاپذیر ورودی که صورت در و گرفته ورودی عنوان به 3SAT ی که دهید ارائه جمله ای چند وریتم ال P = NP فرض با .١
دهد. خروج کند ارضا را 3SAT که متغیرها مقدارده باشد،

م گوید f(n) زمان در و گرفته n اندازه ی با 3SAT ی که داریم f(n) اجرای زمان با وریتم ال کنید فرض پاسخ: برای راهنمایی
با وریتم ال که م دهد نتیجه P = NP فرض است، NP کلاس در 3SAT مسئله ی چون همچنین خیر. یا است ارضاپذیر که

است. جمله ای چند n به نسبت f(n) کنیم فرض م توانیم و داریم نیز چندجمله ای زمان
ارائه x١, ..., xk مقدارده برای وریتم ال یرید، نظرب در x١, ..., xk متغیرهای شامل n اندازه ی به دلخواه 3SAT ی حال

م دهیم.
3SAT که م کنیم چاپ داد خیر جواب اگر م دهیم، 3SAT ارضاپذیری بررس وریتم ال به را S٠ دهید، قرار ورودی با برابر را S٠
عملیات بار k حال است، ارضاپذیر S٠ که دارد وجود مقدارده ی این صورت غیر در م کنیم، تمام را وریتم ال و نیست پذیر ارضا

م دهیم: انجام را زیر
بررس مسئله ی به را کدام هر و م سازیم را S′′

i = Si−١∧(¬xi∨¬xi∨¬xi) و S′
i = Si−١∧(xi∨xi∨xi) iام، مرحله ی در

غیراینصورت در و م دهیم قرار Si = S′
i و م کنیم چاپ xi = true مقدار داد، بله S′

i ورودی اگربا م دهیم، 3SAT ارضاپذیری
ارضاپذیراست Si−١ کنیم فرض اگر همچنین م کنیم. چاپ Si = S′′

i و کرده چاپ xi = false مقدار داد بله S′′
i ورودی با اگر

داد. نشان را این م توان استقرا با که م دهد رخ حالت دو این از ی حتما
دو از ی متغیر هر برای کردیم، چاپ را متغیرها کل مقدارده همچنین و است ارضاپذیر که م رسیم Sk به مرحله k پایان از بعد
م کند. مشخص را ارضاپذیر مقدارده تا ی صورت به که است موجود Sk در (¬xi ∨ ¬xi ∨ ¬xi) یا (xi ∨ xi ∨ xi) عبارت
(٢k+ ١) ∗ آن اجرای زمان پس بوده n+ ٣k حداکثر آن ورودی طول که کردیم اجرا را قبل وریتم ال بار ٢k+ ١ وریتم ال این در

شد. حل مسئله و است جمله ای چند f بودن چندجمله ای فرض با که است f(n+ ٣k) ≤ (٢n+ ١) ∗ f(۴n)
الماس n همچنین است. ci با برابر iام کوله پشت ظرفیت که داریم کوله پشت m که است صورت این به چندگانه کوله پشت مسئله ی .٢
قرار کوله پشت ها از ی داخل را کدام هر و برداشته را الماس ها از تعدادی م توانیم دارد. wi وزن و vi ارزش iام الماس که داریم

شود. بیشتر کوله پشت آن ظرفیت از نباید کوله پشت ی داخل الماس های وزن مجموع اما دهیم،
الماس k ارزش مجموع با حداقل م توانیم آیا ببینیم م خواهیم و است k عدد و الماس ها مشخصات کوله پشت ها، ظرفیت ورودی

دهیم. جا کوله پشت ها داخل
است. ان پی‐تمام کوله پشت مسئله ی کنید ثابت ( کوله پشت (ی m = ١ حالت برای (آ)

شماره لیست اگر چراکه است، ن مم سادگ به که است NP مسئله این که دهیم نشان باید اولا پاسخ: برای راهنمایی
وزن از الماس ها وزن آیا که کرد بررس م توان سادگ به داشته باشیم، دهیم قرار کوله پشت در را آن ها باید که الماس هایی

خیر. یا است مساوی بیشتر k از ارزششان جمع و کمترمساوی پشت کوله

١٠ سری تمرین ۶١١پاسخ



پس است ان پی‐تمام Subset− Sum چون و م دهیم چندجمله ای کاهش مسئله این به را Subset− Sum مسئله ی حال
است. تمام ان پی نیز کوله پشت مسئله ی

t مجموع با زیرآرایه ای آیا که است این پرسش و است t عدد و است عدد n از آرایه ی Subset− Sum مسئله ی ورودی
خیر. یا دارد

iام عدد با برابر iام الماس ارزش و وزن که یریم ب درنظر الماس n ،Subset− Sum مسئله ی ورودی داشتن با است کاف
دهیم. قرار t با برابر را k عدد و کوله ظرفیت و باشد آرایه

ورودی این تبدیل شده ی اگر تنها و اگر دارد بله مقدار Subset− Sum مسئله ی برای ورودی ی دهیم نشان کاف است حال
انتخاب زیرآرایه برای که آرایه اعضای اندیس شماره است کاف دو هر برای که باشد. داشته بله پاسخ کوله پشت مسئله ی به

یریم. ب نظر در شده انتخاب الماس های اندیس شماره با متناظر را شده
نیست. ان پی‐تمام قویاً کوله پشت مسئله ی کنید ثابت P ̸= NP فرض با و ( کوله پشت (ی m = ١ برای (ب)

که م دهیم نشان خلف برهان با سپس دارد، چندجمله ای وریتم ال مسئله این م کنیم ثابت ابتدا پاسخ: برای راهنمایی
که م دانیم پس شده است مطرح کلاس در پویا برنامه نویس مبحث در پرسش این چندجمله ای وریتم ال نیست. ان پی‐تمام
مسئله این چون و م یابند کاهش آن به ان پی وریتم های ال همه ی باشد ان پی‐تمام اگر همچنین دارد. چندجمله ای وریتم ال
P کلاس در مسئله هر اما ، NP ⊆ P نتیجه در و داشت خواهند چندجمله ای حل راه نیز آن ها دارد جمله ای چند حل راه

است. تناقض در مسئله فرض با این که P = NP نتیجه در و P ⊆ NP واقع در و است نیز NP خود
است. ان پی‐تمام قویاً چندگانه کوله پشت مسئله ی کنید ثابت (ج)

کوله پشت مسئله ی کنیم ثابت است کاف است، تمام ان پی چندگانه کوله پشت مسئله ی م دانیم اولا پاسخ: برای راهنمایی
آن به را است ان پی‐تمام م دانیم که وریتم هایی ال از ی است کاف اینکار برای است. تمام ان پی ان ی ورودی با چندگانه
،3− Partition مسئله ی ورودی م گیریم. نظر در را ان ی ورودی با 3− Partition مسئله ی دهیم، چندجمله ای کاهش
n به م توانیم را آرایه این آیا ببینیم م خواهیم و ai ∈ (

∑٣n
i=١ ai۴n ,

∑٣n
i=١ ai٢n ) که است a١, ..., a٣n مثل اعداد از آرایه ی

خیر، یا شود برابر باهم دسته هر اعداد مجموع که کنیم افراز عضوی ٣ دسته ی
قرار ai ارزش و ai وزن با الماس iام، عدد به ازای و گرفته نظر در

∑٣n
i=١ ai
n ظرفیت با کوله پشت n کاف است اینکار برای

مسئله ی ورودی چراکه است چندجمله ای ان ی صورت به ورودی این ساختن دهیم. قرار k =
∑٣n

i=١ ai مقدار و دهیم
3− Partition مسئله ی برای بله پاسخ ورودی ی دهید نشان است کاف حال گرفتیم. نظر در ان ی نیز 3− Partition

کند. دریافت چندگانه کوله پشت مسئله ی در بله پاسخ چندگانه کوله پشت مسئله ی ورودی به آن تبدیل اگر تنها و اگر م گیرد

باشید. موفّق

١٠ سری تمرین ۶١٢پاسخ



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١٢ سری تمرین

چندوجه .١
P = {[x1, x2]T | x1 + x2 ≥ 1, −x1 + x2 ≤ 2, x1 − 2x2 ≤ 4, x1 ≥ 0},

یرید. ب نظر در را
کنید. رسم مختصات دستگاه ی در را P چندوجه (آ)

بیابید. را P رأس نقاط (ب)
بیابید. را P چندوجه راس شونده دور جهت های (ج)

شونده دور جهت های و رأس نقاط ترکیب صورت به را [3, 2]T و [1, 1]T ،[1/2, 3/2]T نقاط نمایش، قضیه به استناد با (د)
بنویسید. رأس

جواب مجموعه ، رأس دورشونده جهت های و رأس نقاط از استفاده با مساله شدن نقاط نمایش و نمایش قضیه از استفاده با (ه)
خط برنامه ریزی مساله بهینه

min cTx s.t. x ∈ P, (١)
بیابید. وجود صورت در را cT = [1, 1] آن در که

ندارد. متناه بهینه جواب cT = [−2,−1] آن در که (١) خط برنامه ریزی مساله دهید نشان قبل، قسمت مشابه (و)
بیابید. را cT = [−2,−2] آن در که (١) خط برنامه ریزی مساله بهینه جواب مجموعه (ه)، قسمت مشابه (ز)

برنامه ریزی مساله این بیابید. را cT = [0, 1] آن در که (١) خط برنامه ریزی مساله بهینه جواب مجموعه (ه)، قسمت مشابه (ح)
استاندارد برنامه ریزی مساله این بهینه جواب سپس کنید، بازنویس استاندارد خط برنامه ریزی مساله ی صورت به را خط

بیابید. را
پاسخ:

است. P چندوجه خورده هاشور قسمت زیر ل ش در (آ)

−x1 + x2 = 2

x1 = 0 x1 + x2 = 1

x1 − 2x2 = 4

x1

x2

[0, 2]T

[0, 1]T

[2,−1]T
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داریم: رأس نقطۀ ٣ (آ)، قسمت ل ش مطابق (ب)
x(1) = [0, 2]T , x(2) = [0, 1]T , x(3) = [2,−1]T

داریم: رأس شوندۀ دور جهت دو (آ)، قسمت ل ش مطابق هم باز (ج)
d1 = [2, 1]T , d2 = [1, 1]T

(د)
[1/2, 3/2]T = x(2) +

1

2
d2

[1, 1]T =
3

4
x(2) +

1

4
x(3) +

1

2
d2

[3, 2]T =
1

2
x(2) +

1

2
x(3) + 2d2

که کنید توجه (ه)
cTd1 = 2 + 1 = 3 > 0, cTd2 = 1 + 1 = 2 > 0

ر دی طرف از دارد. متناه چواب مسئله پس
cTx(1) = 0 + 2 = 2, cTx(2) = 0 + 1 = 1, cTx(3) = 2− 1 = 1

هستند: زیر ل ش به مسئله جواب های دسته و است 1 با برابر ن مم مقدار کم ترین پس
{λ[0, 1]T + (1− λ)[2,−1]T | 0 ≤ λ ≤ 1} = {[2(1− λ), 2λ− 1]T | 0 ≤ λ ≤ 1}

ندارد. متناه جواب مسئله پس cTd1 = −4− 1 < 0 که کنید دقت (و)
ندارد. متناه جواب مسئله پس cTd1 = −4− 2 < 0 قبل، قسمت مشابه (ز)

که کنید توجه (ح)
cTd1 = 1 > 0, cTd2 = 1 > 0

ر دی طرف از دارد. متناه چواب مسئله پس
cTx(1) = 2, cTx(2) = 1, cTx(3) = −1

صورت و اولیه صورت م دهد. رخ x(3) = [2,−1]T تک نقطۀ به ازای که است −1 با برابر ن مم مقدار کم ترین پس
است: آمده زیر عبارات در مسئله استاندارد

min x2

s.t. x1 + x2 ≥ 1

−x1 + x2 ≤ 2

x1 − 2x2 ≤ 4

x1 ≥ 0

=⇒



min x′2 − x′′2

s.t. x1 + x′2 − x′′2 − x3 = 1

−x1 + x′2 − x′′2 + x4 = 2

x1 − 2x′2 + 2x′′2 + x5 = 4

x1, x
′
2, x

′′
2, x3, x4, x5 ≥ 0

به م کنیم. پیدا را استاندارد فرم جواب جواب، این کم به بود. [2,−1]T استاندارد، غیر فرم در مسئله جواب م دانیم
و x1 = 2 وضوح

−1 = x2 = x′2 − x′′2 =⇒

 x′2 = 0

x′′2 = 1
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خط برنامه ریزی مساله .x3 = 0, x4 = 5, x5 = 0 م آیند به دست نیز متغیرها بقیۀ مقادیر به سادگ حال .٢
min −x1 − x2 + 2x3 + x4

s.t. x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 6

x1 − x2 − 2x3 + x4 ≤ 4

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

یرید. ب نظر در را
نامنف خط ترکیب (فضای التزام فضای کنید. بازنویس استاندارد صورت به را مساله مازاد و کمبود متغیر های افزودن با (آ)

کنید. رسم صفحه در را متغیر ها) ضرایب بردار
است. شدن خط برنامه ریزی مساله این چرا که کنید استدلال التزام، فضای به استناد با (ب)

جواب التزام، فضای از استفاده با و م گیرند، صفر غیر مقدار متغیر دو حداکثر مساله این بهینه جواب هر در که این فرض با (ج)
بیابید. را مساله بهینه

پاسخ:
مسئله: استاندارد فرم (آ)

min −x1 − x2 + 2x3 + x4

s.t. x1 + x2 + x3 + x4 − x5 = 6

x1 − x2 − 2x3 + x4 + x6 = 4

x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0.

است. شده یل تش R2 کل از مسئله التزام فضای زیر ل ش مطابق

x1

x2

است. شدن مسئله است، التزام فضای درون (آ) قسمت ل ش مطابق [6, 4]T نقطۀ که آن جا از (ب)
م دهیم قرار (ج)

v1 = [1, 1]T , v2 = [1,−1]T , v3 = [1,−2]T , v4 = [1, 1]T , v5 = [−1, 0]T , v6 = [0, 1]T .

،(v1, v2) بردارهای جفت از حاصل نامنف خط ترکیب فضای در [6, 4]T نقطۀ (آ)، قسمت ل ش مطابق که کنید توجه
به م کنیم، محاسبه را مسئله جواب حالات این از کدام هر در است. (v6, v3) و (v6, v2) ،(v4, v3) ،(v1, v3) ،(v4, v2)
و م گیریم نظر در صفر را متغیرها بقیۀ و ناصفر را x1, x2 کردیم، انتخاب را (v1, v2) جفت اگر مثال برای که صورت این
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داریم را زیر حالت های پس م آوریم. به دست را x1, x2 مقدار معادله دو حل با

(v1, v2) =⇒ −x1 − x2 = −6

(v2, v4) =⇒ −x2 + x4 = 4

(v1, v3) =⇒ −x1 + 2x3 = −4

(v3, v4) =⇒ 2x3 + x4 =
20

3

(v6, v2) =⇒ −x2 = −6

(v6, v3) =⇒ 2x3 = 12

حالت دو در و است −6 ن مم مقدار کم ترین نتیجه در

x1 = 5, x2 = 1, x3 = x4 = x5 = x6 = 0

x2 = 6, x6 = 10, x1 = x3 = x4 = x5 = 0

م افتد. اتفاق
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(۲۲۸۹۱) الگوریتم ها آنالیز
[۹۹ [بهار

۱۲ ساعت تیر ۱۹ پنجشنبه موعد: ۱۴ سری تمرین

از استفاده با را زیر محدودیت های از هرکدام دهد. انجام را A,B, . . . ,H پروژه های از هرکدام می تواند شرکت یک کنید فرض .۱
کنید. مدل xa, xb, . . . , xh دودویی متغیرهای

شوند. انجام A,B, . . . ,H پروژه های از یکی حداکثر (آ)
.A,B, . . . ,H های پروژه از یکی حداقل (ب)

.B آن گاه A اگر (ج)
نشود. انجام B آن گاه A اگر (د)

شود. انجام B نشود انجام A اگر (ه)
.B اگر فقط و اگر A (و)
.C و B آن گاه ،A اگر (ز)
.C یا B آن گاه ،A اگر (ح)
.A آن گاه C یا B اگر (ط)
.A آن گاه C و B اگر (ی)

.A آن گاه B,C,D,E از بیشتر یا تا دو اگر (ک)
پاسخ:

است. یک آن ها از یکی حداکثر که xa + xb + · · ·+ xh ≤ 1 (آ)
است. یک آن ها از یکی حداقل که xa + xb + · · ·+ xh ≥ 1 (ب)

. است xb = 1 آن گاه xa = 1 اگر و است آزاد متغیر xb آن گاه باشد xa = 0 اگر که xa − xb ≤ 0 (ج)

. است xb = 0 آن گاه xa = 1 اگر و است آزاد متغیر xb آن گاه باشد xa = 0 اگر که xa + xb ≤ 1 (د)

. است آزاد متغیر xb آن گاه xa = 1 اگر و است xb = 1 آن گاه باشد xa = 0 اگر که xa + xb ≥ 1 (ه)
است. xb = 1 آن گاه xa = 1 اگر و است xb = 0 آن گاه باشد xa = 0 اگر که xa − xb = 0 (و)

است. آزاد متغیر xc و xb آن گاه xa = 0 اگر و xc = 1 و xb = 1 آن گاه باشد، xa = 1 اگر


xa − xb ≤ 0

xa − xc ≤ 0

(ز)

آزاد متغیر xc و xb آن گاه xa = 0 اگر و هستند یک برابر xc یا xb آنگاه ، باشد xa = 1 اگر که xa − (xb + xc) ≤ 0 (ح)
است.
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متغیر xa و xb + xc = 0 آن گاه C نه و B نه اگر، و xa = 1 و xb + xc ≥ 1 آن گاه C یا B اگر (xb + xc)− 2xa ≤ 0 (ط)
است. آزاد متغیر xa این صورت غیر در xa = 1 آن گاه C و B اگر (xb + xc)− 2xa ≤ 0 ی) آزاد

اگر و است آزاد متغیر xa آن گاه xb + xc + xd + xe ≤ 1 که هنگامی تا xb + xc + xd + xe − 4xa ≤ 1 (ی)
است. xa = 1 آن گاه xb + xc + xd + xe ≥ 2

برای که است پیتزافروشی یک نشانگر v1 رأس .V = {v1, . . . , vn} که بگیرید نظر در را G = (V,E) جهت بدون گراف .۲
پیتزا تا bi می خواهد vi مشتری که است مشتری یک نشانگر رأس ها بقیه از هرکدام دارد. پیتزا نوع یک فقط می کنیم فرض سادگی
می تواند پیک هر که پیتزاهایی تعداد که دارد پیک m پیتزافروشی است. شده داده نسبت ce هزینه e ∈ E یال هر به همچنین بخرد.
بازگردد. v1 به نهایت در داد سرویس مشتری تعدادی به اینکه از بعد و کند، شروع (v1) مبدأ از باید پیک هر است. Q کند حمل
دادن اختصاص می خواهیم شود. داده تحویل پیک یک توسط باید مشتری هر سفارش اینکه و ،i هر برای bi ≤ Q می کنیم فرض
کمینه پیک ها توسط شده پیمایش مسیر کل که کنیم برنامه ریزی طوری را پیک ها مسیر و مختلف پیک های به مشتری ها سفارش

کنید. مدل صحیح برنامه یک توسط را مسئله این شود.
پاسخ:

گشت ها(مجموع این از یک هر می کنند.هزینه عبور v1 رأس از که باشند G گراف از گشت هایی همه G1, G2, . . . , Gl کنیم فرض
( ∑
e∈Gi

ce = f(Gi) می دهیم( نمایش (1 ≤ i ≤ l) f(Gi) با را گشت) یال های هزینه
xi = 1 شود انتخاب xi دور اگر

xi = 0 نشود انتخاب xi دور اگر
: وداریم بگیریم نظر  در دو دویی متغیر یک را (1 ≤ i ≤ l)

در موتور سوار یک اگر تنها و اگر است xi = 1 طوری که به کنیم تعیین طوری را خطی ریزی برنامه شرط های بتوانیم l∑اگر
i=1 xi ≤ m ، این جا در نیاز مورد شرط خواهد شد. min

∑l
i=1 f(Gi)xi یافتن مسئله هدف کند، آن گاه حرکت Gi گشت

دارد.) پیک m حداکثر است.(پیتزا فروشی
( 1 ≤ j ≤ l و 2 ≤ i ≤ n ) می کنیم: تعریف yij دو دویی متغیر های حال

بگیرد. تحویل را خود سفارش می گذرد، j گشت از که پیک  موتوری توسط vi رأس اگر تنها و اگر است yij = 1

اینجا در نیاز مورد شرط های
کند). دریافت را می گذرد،سفارشش خاص گشت از که پیکی طریق از دقیقاً مشتری است(هر ∀

2≤i≤n
i :

∑l
j=1 yij = 1

باشد. ∀
2≤i≤n

i : yit = 0 است، نشده انتخاب Gt گشت اگر که داریم نیاز  شرطی به علاوه
nxt −

∑n
i=2 yit ≥ 0 می نویسیم: شکل این به را نظر مورد شرط است، ثابت عددی n این که به توجه با
. باشند صفر باید ها yit همه ، xt = 1 اگر اکا نیست مشکلی باشد، xt = 1 اگر ترتیب بدین

اعداد ها zi که می دانیم که کنند عبور پیک zi که باشد لازم Gi گشت از است ممکن که کنیم توجه نکته این به باید همین طور
باشد. باید ∑l

i=1 zi ≤ m و نامنفی اند صحیح
به توجه با (1 ≤ i ≤ l) zi ≤ mxi شرط همینطور باشد. zi = 0 که می بایست است، نشده انتخاب Gi گشت اگر طرفی از

است. کمک کننده داریم، پیک m حداکثر این که
j گشت از ام i پیک اگر تنها و اگر است wij = 1 که داریم  و می کنیم اضافه را (1 ≤ i ≤ m و 1 ≤ j ≤ l) wij متغیر همینطور

ضمناً باشد. داشته ممکن مسیر یک از بیش نتواند i پیک تا می شود l∑  سبب
j=1wij ≤ 1 کند.شرط عبور ام

می کند. عبور پیک zj ، j گشت از زیرا است؛ ∀
1≤j≤l

j :
∑m

i=1wij = zij

١۴ سری تمرین ۶١٨پاسخ



ام i مشتری سفارش اگر تنها و اگر λij = 1 : داریم که (2 ≤ i ≤ n و 1 ≤ j ≤ m) λij که می کنیم تعریف نیز دیگری متغیر
شود. برطرف ام j پیک توسط

ضمناً . می کند دریافت سفارش پیک یک از دقیقاً مشتری هر که باشیم مطمئن هر که باشد برقرار i هر برای ∑m
j=1 λij = 1 شرط

λij = 1 و yit = 1 اگر طرفی از کند. تأمین را مشتری هایش پیتزا های همه بتواند پیک هر که باشد برقرار باید ∑n
i=2 λijbi ≤ Q

و 1 ≤ t ≤ l و 2 ≤ i ≤ n هر برای باید است.پس wtj = 1 که یعنی این و کند عبور j گشت از t پیک که است،می بایست
i مشتری نیاز اگر و می کند تأمین را i مشتری نیاز j پیک اگر یعنی که باشد برقرار yit+ λij −wtj ≤ 1 شرط باید 1 ≤ j ≤ m

کند. عبور i مسیر از باید j پیک آن گاه می شود، تأمین Gt گشت طریق از
: داریم نهایت در پس



min
∑l

i=1 f(Gi)xi هدف تابع

∑l
i=1 xi ≤ m∑l
j=1 yij = 1 2 ≤ i ≤ n

nxj −
∑n

i=2 yij ≥ 0 1 ≤ j ≤ l∑l
i=1 zi ≤ m

zi ≤ mxi 1 ≤ i ≤ l∑l
j=1wij ≤ 1 1 ≤ i ≤ m∑m
i=1wij = zij 1 ≤ j ≤ l∑m
j=1 λij = 1 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n∑n
i=2 λijbi ≤ Q 1 ≤ j ≤ m

yit+ λij − wtj ≤ 1 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ t ≤ l, 2 ≤ i ≤ n

xi, λij , yij , wij ∈ {0, 1}

zi ∈ N ∪ {0}

باشید. موفّق

١۴ سری تمرین ۶١٩پاسخ





هفتم بخش
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(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

١ سری اضافه تمرین

هستند درس این در شدن TA کاندیدای نفر n شود. ارائه ده دانش در پسرفته وریتم های ال درس بار اولین برای است قرار کنید فرض . ١
و م کنیم، مصاحبه کاندیداها با ترتیب به که است صورت این به انتخاب انیزم م کنیم. انتخاب را نفر ی دقیقاً م خواهیم ما و
TA عنوان به را دانشجو این آیا که یریم ب تصمیم باید بلافاصله نشود، وارد استرس وی به اینکه برای هرکدام، با مصاحبه از بعد
آیا که باشد این م فهمیم دانشجو ی با مصاحبه از که چیزی تنها کنید فرض کنیم. اعلام او به را تصمیممان و خیر یا کنیم انتخاب
ورودی دنباله بدترین (روی ١/n حداکثر احتمال به تصادف وریتم ال هر دهید نشان خیر. یا است بهتر قبل کاندیداهای همه از او

م کند. انتخاب را TA بهترین وریتم) ال آن برای
کنید. استفاده یائو س مینیم اصل از :١ راهنمایی

هستند. صعودی کاندیدا بهترین به رسیدن تا که یرید ب نظر در را کاندیداها از دنباله هایی :٢ راهنمایی
رسیدن زمان تا و باشد n تا ١ افراد از ی نواخت ی توزیع با و تصادف به طور کاندیدا بهترین کنید فرض پاسخ: برای راهنمایی
a١ < a٢ < . . . < ak > . . . > an صورت به کاندیدا ها دنباله کنید فرض باشد. صعودی کاندیداها دنباله  کاندیدا، بهترین به
بنابراین است. بهتر قبل ها همه از کدام هر که م بیند کاندیدا تعدادی کاندیدا، بهترین به رسیدن زمان تا A قطع وریتم ال هر باشد.

شانس نیست، بهتر قبل ها از که ببیند را کاندیدایی A اینکه محض به نم دهد؛ A به مفیدی اطلاعات هیچ ورودی به کردن نگاه
را k مثل n تا ١ اندیس ی ورودی به نگاه بدون A کنیم فرض م توانیم بنابراین داشت. نخواهد کاندیدا بهترین انتخاب برای
١/n A موفقیت احتمال پس است. ١/n باشد ak کاندیدا بهترین اینکه احتمال ورودی، توزیع تعریف نحوه طبق و م کند، انتخاب

شود. موفق ١/n از بهتر احتمال به حالت بدترین در نم تواند تصادف وریتم ال هیچ یائو، س مینیم اصل طبق بنابراین و است
به طور است. برقرار هم پیوسته حالت در شد، بیان خبرگان مسئله ی و صفر حالت برای درس در که نتیجه ای مشابه دهید نشان . ٢
ضرب (١ − ctiϵ) در را iام خبره وزن سپس و شود، مشخص iام خبره برای cti ∈ [٠, ١] ضرر tام، روز از بعد کنید فرض دقیق تر،
این ضرر ریاض امید روز، T از بعد دهید نشان م کنیم. انتخاب وزنش با متناسب احتمال با روز هر در را خبره هر همچنین کنیم.

است. روز T از بعد خبره بهترین ضرر M که (١ + ϵ)M + lnn
ϵ با است برابر حداکثر وریتم ال

روز در RWM وریتم ال ضرر را Lt همچنین باشد. tام روز در iام خبره ضرر و وزن cti و wt
i کنید فرض پاسخ: برای راهنمایی

داریم .Φt =
∑

iw
t
i کنید تعریف و یرید ب نظر در وریتم ال ضرر کل را L و tام

Φt+١ =
∑
i

(١ − ctiϵ)w
t
i = Φt

∑
i

(١ − ctiϵ)
wt
i

Φt
= Φt

[∑
i

wt
i

Φt
− ϵ

∑
i

wt
i

Φt
cti

]
= Φt(١ − ϵE[Lt]).

همچنین
wT
i =

T∏
t=١

(١ − ctiϵ) ≤ ΦT

و
ΦT = n.

T∏
t=١

(١ − ϵE[Lt]) ≤ ne−ϵ
∑

t E[Lt] = ne−ϵE[L].

١ سری اضافه تمرین ۶٢٣پاسخ



نتیجه ∑در
t

ln(١ − ctiϵ) ≤ −ϵE[L] + lnn.

پس

ϵE[L] ≤ −
∑
t

ln(١ − ctiϵ) + lnn

≤
∑
t

(
ctiϵ+ (cti)

٢
ϵ٢)

یا
E[L] ≤

∑
t

cti + ϵ
∑
t

(cti)
٢
+

lnn

ϵ
≤ (١ + ϵ)

∑
t

cti +
lnn

ϵ
.

است. iام خبره ضرر جمع ∑
t c

t
i چون است، شده خواسته م ح که

١ سری اضافه تمرین ۶٢۴پاسخ



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

٢ سری اضافه تمرین

زمان با تصادف وریتم ال ی م خواهیم دارد. ٣n زمان به نیاز مسئله این بدیه وریتم ال یرید. ب نظر در را ٣ ‐رنگ پذیری مسئله . ١
کنیم. محدود ن مم گزینه ٣ از تا ٢ به را رأس هر رنگ تصادف طور به کنید فرض کنیم. طراح مسئله این برای (٣٢)npoly(n)
م توان را نه یا کرد رنگ کرده ایم مشخص رأس هر برای که رنگ هایی مجموعه  این با را گراف م توان آیا اینکه تشخیص دهید نشان
باشد، ٣ ‐رنگ پذیر گراف که صورت در که یرید ب نتیجه سپس کنید). استفاده 2SAT مسئله (از کرد حل چندجمله ای زمان در

کرد. پیدا (٣٢)npoly(n) زمان در را آن از ٣ ‐رنگ آمیزی ی بالا احتمال با م توان
نظر در را vr, vg, vb متغیر سه ،v ∈ V رأس هر برای ،2SAT به شده گفته رنگ آمیزی مسئله تحویل برای پاسخ: برای راهنمایی
قرار فرمولمان در را هستند مجاز رأس آن برای که است رنگ دو با متناظر متغیرهای شامل که عبارت رأس هر برای م گیریم.
همچنین م دهیم. قرار را (vr ∨ vb) عبارت باشد، شده محدود قرمز و آبی رنگ دو از ی به v رنگ که صورت در مثلا م دهیم.

م کنیم. اضافه فرمولمان به را (vg ∨ ug) و ،(vb ∨ ub) ،(vr ∨ ur) عبارت سه ،uv ∈ E یال هر برای
ن مم رنگ ٣ از رنگ ٢ به تصادف صورت به را رأس هر رنگ و باشد وجود گراف برای C ٣ ‐رنگ آمیزی ی که صورت در حال
همه رنگ (٢٣)n احتمال به و بود خواهد رأس آن برای شده انتخاب رنگ دو جزء C در رأس هر رنگ ٢٣ احتمال به کنیم، محدود
احتمال با اینکه برای شد، مطرح درس کلاس در که بحث طبق بنابراین بود. خواهد شده شان انتخاب  رنگ دو جزء C در رأس ها

را کار این است کاف شویم، موفق بالا

O(
١

(٢/٣)n lg[(٢/٣)n]) = (
٣
٢)

npoly(n)

کنیم. تکرار بار
(با م کنیم انتخاب A از s = n

٣
۴ سایز با تصادف نمونه ی باشد. شده داده ورودی عنوان به A عضوی n مجموعه کنید فرض . ٢

بین که A از عناصری تعداد اینکه احتمال دهید نشان باشد. شده انتخاب نمونه x١ ≤ x٢ ≤ . . . ≤ xs کنید فرض ذاری). جای
است. O(n− ١

۴ ) باشد، ۴n ٣
۴ از بیشتر هستند x s

٢+
√
n و x s

٢−
√
n

x s
٢−

√
n < اینکه احتمال م دهیم نشان باشند. y١ < y٢ < . . . < yn ورودی مجموعه اعداد کنید فرض پاسخ: برای راهنمایی

کران طبق صورت این در است. O(n−١/۴) هم x s
٢+

√
n > yn

٢ +٢n٣/۴ اینکه احتمال همچنین و است O(n−١/۴) ،yn
٢ −٢n٣/۴

تعداد بنابراین و م گیرند قرار [yn
٢ −٢n٣/۴ , yn

٢ +٢n٣/۴ ] بازه در x s
٢+

√
n و x s

٢−
√
n عناصر ١ − O(n−١/۴) احتمال به اجتماع،

است. ۴n٣/۴ حداکثر است بینشان که عناصری
و است دوجمله ای توزیع با X صورت این در هستند. yn

٢ −٢n٣/۴ از کمتر که یرید ب نظر در xiها از تعدادی تصادف متغیر را X
چبیشف، نامساوی طبق پس .Var [X] = O(n٣/٨) و E[X] = n٣/۴

٢ − ٢√n

Pr [X ≥ n٣/۴
٢ −

√
n] = Pr [X − E[X] ≥

√
n] ≤ O(n٣/٨)√

n
= O(n−١/۴).

٢ سری اضافه تمرین ۶٢۵پاسخ



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

٣ سری اضافه تمرین

دو با گونه ای به را A اعضای م توان دهید نشان یرید. ب نظر در را S١, . . . , Sm ⊆ A مجموعه m و A عضوی n مجموعه ی . ١
وجود باید صرفاً کنید توجه باشد. O(

√
n lgm) Siها از هرکدام قرمز و آبی اعضای تعداد اختلاف که کرد رنگ قرمز و آبی رنگ

کنید. اثبات را رنگ آمیزی ای چنین
گفته خاصیت غیرصفر احتمال به دهید نشان اجتماع کران و چرنف کران از استفاده با و کنید رنگ تصادف را اعضا راهنمایی:

دارد. وجود خوب رنگ آمیزی ی یرید ب نتیجه است. برقرار شده
.|S١| = n کنید فرض یرید. ب نظر در را S١ مجموعه م کنیم. رنگ قرمز یا آبی با برابر احتمال با را عناصر پاسخ: برای راهنمایی
چرنوف طبق باشد n/٢ + ۴√n lnm از بیشتر S١ آبی های تعداد اینکه احتمال است. n/٢ با برابر S١ آبی اعضای تعداد امید
بنابراین است، قدر همین هم باشد مقدار این از بیشتر قرمزها تعداد اینکه احتمال .e−n

٢ (۴
√
lnm√
n

)٢/٣ ≤ m−٢ با است برابر حداکثر
اعضای تعداد که صورت در دهیم نشان اگر است. O( ١

m٢ ) باشد ٨√n lnm از بیشتر قرمزها و آبی ها تعداد اختلاف اینکه احتمال
نتیجه م توانیم است، O( ١

m٢ ) همچنان باشد امیدش از بیشتر ۴√n lnm اندازه به آبی ها تعداد اینکه احتمال باشد n از کمتر S١
است. O( ١

m) اجتماع کران طبق بیفتد Siها از ی حداقل برای اتفاق این اینکه احتمال یریم ب
تعداد که یرید ب نظر در پیشامد این را X م کنیم. رنگ برابر احتمال به و تصادف به طور را A اعضای کل .|S١| < n کنید فرض
n/٢+۴√n lnm حداقل A آبی های تعداد که یرید ب نظر در پیشامد این را Y و باشد |S٢/|١+۴√n lnm حداقل S١ آبی های
.Pr [Y | X] ≥ ١/٢ است، |A \ S٢/|١ حداقل A \ S١ آبی اعضای تعداد ١/٢ حداقل احتمال به تقارن طبق که آنجا از باشد.

.Pr [X] ≤ ٢Pr [Y ] یا ،Pr [Y ] ≥ ١/٢Pr [X] پس
درخت دو این آیا دهد تشخیص و یرد ب ورودی عنوان به را ریشه دار درخت دو که دهید ارائه تصادف چندجمله ای وریتم ال ی . ٢

ندارند. ترتیب گره ها فرزندان کنید توجه نه. یا هستند ریخت ی
بودن سان ی با معادل زیردرخت دو بودن ریخت ی که طوری به کنید تعریف چندجمله ای ی زیردرخت هر برای راهنمایی:

باشد. آن ها چندجمله ای های
روی fv چندجمله ای ی T از v گره هر به استقرایی به طور باشد. h با برابر T درخت ارتفاع کنید فرض پاسخ: برای راهنمایی
ارتفاع با گره ی v که صورت در .fv = x٠ م کنیم تعریف باشد، برگ v که صورت در م دهیم. نسبت x٠, . . . , xh متغیرهای

.fv = (xk − fv١)(xk − fv٢) . . . (xk − fvl) م کنیم تعریف باشند، v١, v٢, . . . , vl آن بچه های و باشد k > ٠

٣ سری اضافه تمرین ۶٢۶پاسخ



هشتم بخش
عمل تمرین های

۶٢٧





1 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٢٩تمرین



6 6 3

1 3 6

1 2

2 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٣٠تمرین



2 3

4 2

5 6

4 5

3 4

1 6

3

6 5 3

1 5 6

1 2

2 3

3 4

4 5

6 3

1 5

3

3 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٣١تمرین



1 of 4

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٣٢تمرین



2 of 4

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٣٣تمرین



2 3 3 2

A.A

...

A.a

..C

X.Y

...

14

1 0

2 1

3 1

1 1 4 1

A

.

B

.

3

1 0

2 0

4 2

3 0

1 3 5 2

ABA

BBB

3 of 4

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٣۴تمرین



BBA

BAB

ABB

11

1 0

3 1

2 3

4 2

5 1

4 of 4

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٣۵تمرین



1 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٣۶تمرین



2 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٣٧تمرین



4

3 4

1 1

2 2

3 3

1 3

3 7

1 1

1 2

1 3

2 2

3 1

3 2

3 3

1 1

1 1

2 4

1 1

1 2

2 1

2 2

Yes

2 1

1 3 

2 

Yes

1 2

2 

1 3 

No

No

3 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٣٨تمرین



1 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶٣٩تمرین



4

2 3 ‐5 ‐7

8

3

‐1 2 1

2 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶۴٠تمرین



2

3 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶۴١تمرین



1 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶۴٢تمرین



4 5

1 2

1 3

1 4

2 3

2 4

2 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶۴٣تمرین



3

4 6

1 2

1 4

2 3

2 4

3 2

3 4

4

3 of 3

گراف مقدمات وریتم های ال حل، و تقسیم . ١ سری عمل ۶۴۴تمرین



1 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۴۵تمرین



2 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۴۶تمرین



2 2 1

1 2

2 1 2

5

4 3 3

3 1 1 4

3 1 2

3 2 1

1 4 3

13

3 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۴٧تمرین



1 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۴٨تمرین



3 2

1 3

2 3

4 4

6

5

5

2 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۴٩تمرین



3 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۵٠تمرین



1 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۵١تمرین



2 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۵٢تمرین



2

5 1

2 3 3

1 5 5

2 5 3

4 5 6

7 2

3 6 4

4 1 4

1 5 8

5 6 1

7 1 2

2 7 3

9

20

3 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۵٣تمرین



1 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۵۴تمرین



4 3

1 2 12

2 3 ‐7

4 2 3

2 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۵۵تمرین



YES

7 7 0 7

3 3

1 2 ‐1

2 3 ‐1

3 1 ‐1

NO

3 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۵۶تمرین



1 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۵٧تمرین



1 1

.

2 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۵٨تمرین



1

2 3

...

..R

0

4 4

...R

.RR.

.RR.

R...

4

3 of 3

پویا برنامه ریزی . ٢ سری عمل ۶۵٩تمرین



1 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶۶٠تمرین



3 3

.##

.#.

##.

2 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶۶١تمرین



1

2 2

#.

.#

2

4 4

..##

#...

###.

###.

0

3 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶۶٢تمرین



1 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶۶٣تمرین



2

1 2

2 1

2 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶۶۴تمرین



0

2

1 1

2 1

1

2

1 2

1 2

2

2

2 2

‐2 2

1

3 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶۶۵تمرین



1 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶۶۶تمرین



3

2 4

1 5

6 9

6

2 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶۶٧تمرین



3

1 2

1 2

1 2

0

3 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶۶٨تمرین



1 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶۶٩تمرین



3 3

1 2 1

1 3 2

2 3 1

3

2 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶٧٠تمرین



2

1 3

4 4

2 3 1

1 2 1

3 4 1

4 1 2

4

4

1 3 4

3 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶٧١تمرین



1 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶٧٢تمرین



2 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶٧٣تمرین



5 4 3 1

1 2 10 1

2 3 10 2

3 4 10 2

4 5 10 1

5

1 2 3 4 5

0 10 20 ‐1 ‐1

5 5 2 1

1 2 10 1

2 3 10 2

3 4 10 1

4 5 10 2

1 5 39 1

5

1 2 3 4 5

0 10 20 30 39

3 of 3

بیشینه جریان و مسیر کوتاهترین . ٣ سری عمل ۶٧۴تمرین



نهم بخش

آزمون ها

۶٧۵





(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

ساعت ٣/۵ زمان: میان ترم آزمون

توصیف فارس به شفاف و کامل به طور را م کنید تعریف که زیرمسئله هایی است لازم م کنید حل پویا برنامه ریزی با که مسئله هایی برای : ١ نکته
کنید.

نمره از بخش است ن مم بدتر اندک اجرای زمان با وریتم ال ارائه با شده، مشخص شده خواسته وریتم ال اجرای زمان که مسائل در : ٢ نکته
یرید. ب را

S = {x١, . . . , xk} ⊆ {١, ٢, . . . , n} ی زیرمجموعه م خواهیم باشند. شده داده a١١, a١٢, . . . , a١
n و a٠١, a٠٢, . . . , a٠

n عدد ٢n کنید فرض . ١
O(n) اجرای زمان با وریتم ال شود. بیشینه ∑k

i=١ abixi
و باشند متفاوت bi+١ و bi ،i هر برای که به طوری  بیابیم را b ∈ {٠, ١}k رشته و

دهید. ارائه مسئله این برای
vi+١ پدر vi ،١ ≤ i ≤ k هر برای به طوری که است v١, v٢, . . . , vk+١ مانند مسیری پایین رونده مسیر ی از منظور ریشه دار، درخت ی در . ٢

نباشند. مشترک هم با رأس هیچ در که است مسیر دو مجزا، مسیر دو از منظور همچنین باشد.
محاسبه را T در k طول به پایین رونده مجزای مسیرهای تعداد بیشینه و یرد ب ورودی را k عدد و T ریشه دار درخت که دهید ارائه کارآ وریتم  ال

کند.
تا مسیر کوتاهترین طول e حذف با اگر م گوییم بی فایده را e ∈ E یال ی .s ∈ V و باشد جهت بدون گراف ی G = (V,E) کنید فرض . ٣

کنید. ارائه بی فایده یال های همه یافتن برای O(E) اجرای زمان با وریتم ال شود. زیاد ی حداکثر یا نکند تغییر یا v ∈ V رأس هر
ی و صفر رشته های کل با است برابر V رأس های مجموعه باشد. شده داده ما به ضمن به صورت رأس G = (V,E) گراف کنید فرض . ۴

به تابع و کنیم فراخوان v و u مثل G از دلخواه رأس دو هر را آن م توانیم که داریم اختیار در isConnected تابع ی همچنین .n به طول
حافظه با وریتم ال باشند. شده داده ما به هم s, t ∈ V رأس دو کنید فرض همچنین خیر. یا است وصل v به u آیا که م دهد جواب ما

خیر. یا دارد وجود مسیر t به s از آیا دهد تشخیص که کنید طراح چندجمله ای
وریتمتان ال زمان کنید توجه باشد. n حداکثر بازگشتش درخت عمق که بنویسید بازگشت تابع است؟ چقدر t و s فاصله حداکثر راهنمایی:

باشد. چندجمله ای نیست لازم
همان G′ یال های و رأس ها که م سازیم G روی از به این گونه را G′ ه شب باشد. G ه شب در α اندازه با t به s از جریان ی f کنید فرض . ۵
با G′ در f ′ معتبر جریان دهید نشان است. ⌊f(e)⌋ و ⌈f(e)⌉ ترتیب به ،e یال هر برای کران پایین و ظرفیت و هستند G یال های و رأس ها

دارد. وجود ⌈α⌉ اندازه
هر برای باشد. V روی کامل گراف ی H کنید فرض یرید. ب نظر در را آن یال های روی c : E → Q+ ظرفیت تابع با G = (V,E) گراف . ۶

کنید. تعریف ر) دی سمت در y و است آن سمت ی در x که (برش G در کمینه xy‐برش ی ظرفیت با برابر را w(xy) ،H از xy یال

.w(xy) ≥ min{w(xz), w(zy)} ،x, y, z ∈ V هر برای کنید ثابت (آ)
ترین کوچ وزن با است برابر w(xy) ،x, y ∈ V هر برای دهید نشان باشد. بیشینه وزن با H از فراگیر زیردرخت ی T کنید فرض (ب)

.T در y و x بین مسیر در یال

میان ترم ۶٧٧آزمون



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

ساعت ٣/۵ زمان: میان ترم آزمون پاسخ

توصیف فارس به شفاف و کامل به طور را م کنید تعریف که زیرمسئله هایی است لازم م کنید حل پویا برنامه ریزی با که مسئله هایی برای : ١ نکته
کنید.

نمره از بخش است ن مم بدتر اندک اجرای زمان با وریتم ال ارائه با شده، مشخص شده خواسته وریتم ال اجرای زمان که مسائل در : ٢ نکته
یرید. ب را

S = {x١, . . . , xk} ⊆ {١, ٢, . . . , n} ی زیرمجموعه م خواهیم باشند. شده داده a١١, a١٢, . . . , a١
n و a٠١, a٠٢, . . . , a٠

n عدد ٢n کنید فرض . ١
O(n) اجرای زمان با وریتم ال شود. بیشینه ∑k

i=١ abixi
و باشند متفاوت bi+١ و bi ،i هر برای که به طوری  بیابیم را b ∈ {٠, ١}k رشته و

دهید. ارائه مسئله این برای
a٠ها تا i بین از زیرمجموعه ی بخواهیم که حالت در مسئله بهینه جواب با برابر را t ∈ {٠, ١} و ،١ ≤ i ≤ n که D(i, t) زیرمسئله پاسخ:

داریم م کنیم. تعریف (j ≤ i (که باشد  atj ی با برابر شده انتخاب عضو آخرین و کنیم انتخاب اول a١های و

D(i, t) = max{D(i− ١, t), D(i− ١, ١ − t) + ati}.

vi+١ پدر vi ،١ ≤ i ≤ k هر برای به طوری که است v١, v٢, . . . , vk+١ مانند مسیری پایین رونده مسیر ی از منظور ریشه دار، درخت ی در . ٢
نباشند. مشترک هم با رأس هیچ در که است مسیر دو مجزا، مسیر دو از منظور همچنین باشد.

محاسبه را T در k طول به پایین رونده مجزای مسیرهای تعداد بیشینه و یرد ب ورودی را k عدد و T ریشه دار درخت که دهید ارائه کارآ وریتم  ال
کند.

پایین رونده مسیر ی از jام رأس v که حالت در v ریشه به زیردرخت برای بهینه جواب با برابر را ١ ≤ j ≤ k+١ که C(v, j) مسئله زیر پاسخ:
مسیرها از ی بهینه جواب در کنیم فرض م توانیم کنید (توجه است T ریشه r که است C(r, ١) اصل مسئله جواب یرید. ب نظر در باشد

داریم است). شامل را ریشه

C(v, i) =


١ + ∑

u∈v.children
C(u, ١) i = k + ١

max
x∈v.children

{
∑

u∈v.children
u̸=x

C(u, ١) + C(x, i+ ١)} i ≤ k

برای O(nk) وریتم ال ی بنابراین و کرد محاسبه O(|v.children|) زمان در را C(v, i) م توان ∑
u∈v.children

C(u, ١) محاسبه ی بار با
داریم. مسئله

تا مسیر کوتاهترین طول e حذف با اگر م گوییم بی فایده را e ∈ E یال ی .s ∈ V و باشد جهت بدون گراف ی G = (V,E) کنید فرض . ٣
کنید. ارائه بی فایده یال های همه یافتن برای O(E) اجرای زمان با وریتم ال شود. زیاد ی حداکثر یا نکند تغییر یا v ∈ V رأس هر

است واضح م یابیم. u هر ازای به را BFS درخت در u پدر و u رأس تا s فاصله یعن p(u) و d(u) ،s رأس از BFS اجرای بار ی با پاسخ:
d(v) ≤ d(u) که v ̸= P (u) رأس به u که صورت در همچنین است. بی فایده نباشد u ی ازای به (u, p(u)) صورت به که یال هر که

نیست. وگرنه است؛ بی فایده هم (u, P (u)) یال باشد، وصل

میان ترم آزمون ۶٧٨پاسخ



ی و صفر رشته های کل با است برابر V رأس های مجموعه باشد. شده داده ما به ضمن به صورت رأس G = (V,E) گراف کنید فرض . ۴
به تابع و کنیم فراخوان v و u مثل G از دلخواه رأس دو هر را آن م توانیم که داریم اختیار در isConnected تابع ی همچنین .n به طول
حافظه با وریتم ال باشند. شده داده ما به هم s, t ∈ V رأس دو کنید فرض همچنین خیر. یا است وصل v به u آیا که م دهد جواب ما

خیر. یا دارد وجود مسیر t به s از آیا دهد تشخیص که کنید طراح چندجمله ای
وریتمتان ال زمان کنید توجه باشد. n حداکثر بازگشتش درخت عمق که بنویسید بازگشت تابع است؟ چقدر t و s فاصله حداکثر راهنمایی:

باشد. چندجمله ای نیست لازم
م کنیم. فراخوان را ExistsPath(s, t, n) پاسخ:

ExistsPath(u, v, k)

1 // returns True iff there is a path of length at most 2k from u to v

2 if k == 0

3 return isConnected(u, v)

4 for each x ∈ {0, 1}n

5 if ExistsPath(u, x, k − 1) and ExistsPath(x, v, k − 1)

6 return True
7 return False

همان G′ یال های و رأس ها که م سازیم G روی از به این گونه را G′ ه شب باشد. G ه شب در α اندازه با t به s از جریان ی f کنید فرض . ۵
با G′ در f ′ معتبر جریان دهید نشان است. ⌊f(e)⌋ و ⌈f(e)⌉ ترتیب به ،e یال هر برای کران پایین و ظرفیت و هستند G یال های و رأس ها

دارد. وجود ⌈α⌉ اندازه
ی ذاریم، ب f(e) با برابر را e یال هر پایین کران و ظرفیت اگر پس داریم. گردش ی کنیم، اضافه ه شب به α جریان با ts یال اگر پاسخ:

صورت طبق را کران پایین ها و ظرفیت ها اگر بنابراین دارند. را هافمن قضیه شرط کران پایین ها و ظرفیت ها این نتیجه در داریم. معتبر گردش
کمتر افتاده اتفاق تغییر چون دهیم، تغییر ⌈α⌉ به α از را ts پایین کران و ظرفیت اگر حال داریم. را هافمن شرط همچنان کنیم، تعریف سوال

است. برقرار همچنان هافمن شرط هستند، صحیح کران پایین ها و ظرفیت ها بقیه و است ١ از
وجود مورد در یا باشیم نداشته پایین کران که است حالت در بیشینه جریان مورد در یا داشتیم درس در که صحیح جریان قضیه که کنید توجه

گرفت. نتیجه صحیح جریان قضیه از را سؤال م ح نم توان و باشیم، داشته پایین کران که شرایط در گردش
هر برای باشد. V روی کامل گراف ی H کنید فرض یرید. ب نظر در را آن یال های روی c : E → Q+ ظرفیت تابع با G = (V,E) گراف . ۶

کنید. تعریف ر) دی سمت در y و است آن سمت ی در x که (برش G در کمینه xy‐برش ی ظرفیت با برابر را w(xy) ،H از xy یال

.w(xy) ≥ min{w(xz), w(zy)} ،x, y, z ∈ V هر برای کنید ثابت (آ)
ترین کوچ وزن با است برابر w(xy) ،x, y ∈ V هر برای دهید نشان باشد. بیشینه وزن با H از فراگیر زیردرخت ی T کنید فرض (ب)

.T در y و x بین مسیر در یال

پاسخ:
به طور .w(zy) ≤ w(xy) بنابراین و هست هم zy‐برش ی برش این ،z ∈ A اگر یرید. ب نظر در را (A,B) کمینه xy‐برش ی (آ)

.w(xy) ≥ min{w(xz), w(zy)} حال هر در پس .w(xz) ≤ w(xy) داریم ،z ∈ B اگر مشابه
و ،P ⊆ T که صورت در .w(xy) ≥ mine∈P w(e) ،y به x از P مسیر برای که کرد ثابت م توان مسیر طول روی استقرا با (ب)

آورد. دست به بزرگتری درخت P یال ترین کوچ حذف و T به xy کردن اضافه با م توان ،w(xy) > mine∈P w(e)

میان ترم آزمون ۶٧٩پاسخ



(٢٢٨٩١) الگوریتم ها آنالیز
[٩٩ [بهار

ساعت ۴ زمان: پایان ترم آزمون

مقصد رأس k و s١, . . . , sk مبدأ رأس k همراه به E روی c مثبت ظرفیت تابع و G = (V,E) شبکه یک ورودی چندتایی جریان مسئله در .١
جمع گراف از یال هر برای باشد، ti به si از معتبر جریان یک fi که به طوری بیابیم f١, . . . , fk جریان k که است این هدف است. t١, . . . , tk

شود. بیشینه جریان k کل جمع و نشود، ظرفیتش از بیشتر یال آن از عبوری جریان k کل
است. حل قابل چندجمله ای زمان در چندتایی جریان مسئله دهید نشان

پارچه از می توانند که محصول n از لیستی همچنین هستند. صحیح اعداد Y و X که دارید X × Y ابعاد به مستطیلی پارچه یک کنید فرض .٢
هر که داریم اختیار در ماشینی است. ci آن فروش قیمت و می کند مصرف ai × bi ابعاد یه پارچه ای iام محصول دارید. اختیار در شوند درست
گونه ای به را داریم اختیار در که پارچه ای می خواهیم شود. درست کوچکتر مستطیل تکه دو تا ببرد عمودی یا افقی می تواند را مستطیلی پارچه
که تعداد هر به محصول یک از می توانیم که کنید توجه ببریم. را سود بیشترین مختلف، محصول های به شده ایجاد تکه های تبدیل با که ببریم

کنیم. تولید داریم دوست
است. ان پی‐تمام مسئله این کنید ثابت (آ)

دهید. ارائه مسئله این برای شبه چندجمله ای الگوریتم یک (ب)
داشته را زرد و سبز قرمز، آبی، رنگ چهار از یکی است ممکن G یال هر باشد. شده داده G = (V,E) وزن بدون جهت دار گراف کنید فرض .٣
یک هستند). بی رنگ گراف رأس |V | − ۴ (بقیه دارد وجود رنگ چهار این از هرکدام با G از رأس یک دقیقاً همچنین باشد. بی رنگ یا باشد
است این هدف است. شده داده هم r شروع رأس یک دارد. قرار بستنی یک هرکدام روی که است شده داده رأس ها از U ⊆ V زیرمجموعه
اگر که دارد وجود قانون این باشد. کمینه می کنیم طی که یال هایی تعداد و برگردیم r به نهایتاً و برداریم بستنی یک حداقل کنیم، شروع r از که

باشیم. کرده عبور است یال آن مانند رنگش که رأسی از باید حتماً آن از پیش کنیم، عبور رنگی یال یک از بخواهیم
دهید. ارائه مسئله این حل برای خطی الگوریتمی

از بخشی خاص حالت این راه حل نوشتن صورت در همچنین کنید. حل ندارند رنگ یال ها که ساده تری حالت برای را مسئله ابتدا راهنمایی:
می گیرید. را نمره

بگیرید. نظر در را زیر صحیح برنامه .۴

minimize ∑
e∈E

cexe +
∑
v∈V

pvyv

s.t ∑
e∈δ(S)

xe ≥ yv ∀S ⊆ V − r, S ̸= ∅, ∀v ∈ S

yr = ١
yv ∈ {٠, ١} ∀v ∈ V

xe ∈ {٠, ١} ∀e ∈ E

است. S در سرشان یک دقیقاً که است یال هایی δ(S) از منظور
شود. مدل برنامه این توسط که کنید تعریف گراف ها روی الگوریتمی مسئله یک (آ)

بنویسید. را آن دوگان و کنید ریلکس خطی برنامه یک به را صحیح برنامه این (ب)

پایان ترم ۶٨٠آزمون



{٠, ١, ٢, ٣, ۴} رنگ های با را G رأس های می توان آیا که است این سؤال و است G = (V,E) گراف یک ورودی نزدیک رنگ آمیزی مسئله در .۵
v رأس رنگ c(v) که ،c(v) = c(u) − ١ (mod ۵) یا c(v) = c(u) + ١ (mod ۵) آنگاه uv ∈ E اگر که کرد رنگ آمیزی گونه ای به

است.
است. ان پی‐تمام نزدیک رنگ آمیزی مسئله دهید نشان

را V که است این هدف می شود. داده ورودی عنوان به w : E → R+ وزن تابع با G = (V,E) گراف یک گراف، کردن چهارتکه مسئله در .۶
باشد. بیشینه هستند بخش چهار این بین که یال هایی وزن جمع که به طوری کنیم افراز مجموعه چهار به

باشد. بهینه جواب ٠٫ ٧۴ حداقل یال هایش وزن جمع که کند پیدا جوابی مسئله این ورودی هر برای که دهید ارائه چندجمله ای الگوریتمی
یک از منظور سؤال این در .s, t ∈ V کنید فرض همچنین بگیرید. نظر در را آن یال های روی c مثبت ظرفیت تابع با G = (V,E) شبکه .٧

است. معتبر st‐جریان یک جریان،
صورت به می توان را G در f ∈ RE جریان هر دهید نشان (آ)

f =
∑
p∈P

λpχp +
∑
c∈C

λcχc (١)

همچنین است. G دورهای همه مجموعه C و ،G در t به s مسیرهای همه مجموعه  P این جا در هستند. نامنفی λiها همه که نوشت
.χp(e) = ٠ صورت این غیر در و e ∈ p اگر فقط و اگر χp(e) = ١ یعنی است؛ p مشخصه بردار χp ∈ RE

کنید. مدل خطی برنامه یک به صورت را بیشینه جریان مسئله قبل، بخش از استفاده با (ب)
غیرصفر ها λi از تا چندجمله ای تعداد فقط الف، بخش صورت به آن فرمول بندی در که دارد وجود f مانند بیشینه ای جریان دهید نشان (ج)

هستند.
هر ازای به و باشد، یک حداقل t به s از مسیر هر (وزن) طول که داد نسبت را we وزن e ∈ E یال هر به گونه ای به می توان دهید نشان (د)

.λp = ٠ آنگاه نیست، مسیر کوتاهترین که باشد t به s از مسیری p اگر بنویسیم، ١ به صورت را f اگر ،f بیشینه جریان
کرد؟ حساب چندجمله ای زمان در را بیشینه جریان مقدار سؤال، این در شده ارائه فرمول بندی از استفاده با می توان چگونه (ه )

پایان ترم ۶٨١آزمون



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

پایان ترم آزمون پاسخ

مقصد رأس k و s١, . . . , sk مبدأ رأس k همراه به E روی c مثبت ظرفیت تابع و G = (V,E) ه شب ی ورودی چندتایی جریان مسئله در . ١
جمع گراف از یال هر برای باشد، ti به si از معتبر جریان ی fi که به طوری بیابیم f١, . . . , fk جریان k که است این هدف است. t١, . . . , tk

شود. بیشینه جریان k کل جمع و نشود، ظرفیتش از بیشتر یال آن از عبوری جریان k کل
است. حل قابل چندجمله ای زمان در چندتایی جریان مسئله دهید نشان

ظرفیت با یال ی ١ ≤ i ≤ k هر برای ابتدا کرد. مدل خط برنامه ی صورت به م توان را مسئله این بیشینه، جریان مسئله مشابه پاسخ:
م کنیم. اضافه si به ti از بینهایت

max
k∑

i=١
fi(tisi)

s.t.
k∑

i=١
fi(e) ≤ c(e) ∀e ∈ E∑

vu∈E
fi(vu)−

∑
uv∈E

fi(uv) = ٠ ∀u ∈ V, ١ ≤ i ≤ k

fi(e) ≥ ٠ ∀١ ≤ i ≤ k, e ∈ E

دلستر مقداری ،t٢ به s٢ از هویج آب مقداری ،t١ به s١ از آب مقداری م خواهیم مثلا که کنید تصور م توانید مسئله این شهو دی تر درک برای
یا مدل سازی معمول روش های باشیم. داشته را مقصدها) و مبدأها (به جز گره هر در مایع هر بقای قانون باید و بفرستیم، ... و t٣ به s٣ از
بنابراین و شوند) قاط باهم مختلف (مایع های بخورد هم به توازن این م شوند باعث استاندارد بیشینه جریان مسئله وریتم های ال از استفاده

نم کنند. کار
پارچه از م توانند که محصول n از لیست همچنین هستند. صحیح اعداد Y و X که دارید X × Y ابعاد به مستطیل پارچه ی کنید فرض . ٢
هر که داریم اختیار در ماشین است. ci آن فروش قیمت و م کند مصرف ai × bi ابعاد یه پارچه ای iام محصول دارید. اختیار در شوند درست
گونه ای به را داریم اختیار در که پارچه ای م خواهیم شود. درست تر کوچ مستطیل تکه دو تا ببرد عمودی یا افق م تواند را مستطیل پارچه
که تعداد هر به محصول ی از م توانیم که کنید توجه ببریم. را سود بیشترین مختلف، محصول های به شده ایجاد تکه های تبدیل با که ببریم

کنیم. تولید داریم دوست
است. ان پی‐تمام مسئله این کنید ثابت (آ)

دهید. ارائه مسئله این برای شبه چندجمله ای وریتم ال ی (ب)
پاسخ:

م کنیم. تحویل مسئله این گیری تصمیم نسخه به را SubsetSum مسئله (آ)
م کنیم تعریف هستند. مثبت صحیح اعداد aiها که باشد SubsetSum مسئله از نمونه ی S = {a١, . . . , an}, t کنید فرض
دوم نوع و ١ × (Mn+١ + M i) ابعاد با اول نوع محصول م کنیم: تعریف محصول نوع دو ai هر با متناظر .M = ١ +

∑
ai

با برابر را پارچه ابعاد همچنین م گیریم. نظر در آن طول مساوی نیز را محصول هر ارزش .١ × (Mn+١ + M i + ai) ابعاد با
م توانید م دهیم. قرار پارچه طول با برابر نیز را هستیم دنبالش به که ارزش و م کنیم تعریف ١ × (nMn+١ +

∑n
i=١ M i + t)

پایان ترم آزمون ۶٨٢پاسخ



از هرکدام از که برید گونه ای به را پارچه بتوان که کرد پیدا دست پارچه بریدن در نظر مورد ارزش به م توان صورت در که کنید تحقیق
شود. t با برابر دوم نوع شده تولید محصول های با متناظر aiهای جمع و شود تولید ی دقیقاً ١ ≤ i ≤ n هر با متناظر محصول دو

آورد دست به x × y ابعاد با پارچه ی از م توان که سودی بیشترین با برابر را D(x, y) زیرمسئله م کنیم. استفاده پویا برنامه ریزی از (ب)
داریم: م کنیم. تعریف

D(x, y) = max{٠, max١≤k≤x−١{D(k, y) +D(x− k, y)},

max١≤k≤y−١{D(x, k) +D(x, y − k)},

max
١≤i≤n

ai≤x, bi≤y

ci}

داشته را زرد و سبز قرمز، آبی، رنگ چهار از ی است ن مم G یال هر باشد. شده داده G = (V,E) وزن بدون جهت دار گراف کنید فرض . ٣
ی هستند). بی رنگ گراف رأس |V | − ۴ (بقیه دارد وجود رنگ چهار این از هرکدام با G از رأس ی دقیقاً همچنین باشد. بی رنگ یا باشد

است این هدف است. شده داده هم r شروع رأس ی دارد. قرار بستن ی هرکدام روی که است شده داده رأس ها از U ⊆ V زیرمجموعه
اگر که دارد وجود قانون این باشد. کمینه م کنیم ط که یال هایی تعداد و برگردیم r به نهایتاً و برداریم بستن ی حداقل کنیم، شروع r از که

باشیم. کرده عبور است یال آن مانند رنگش که رأس از باید حتماً آن از پیش کنیم، عبور رنگ یال ی از بخواهیم
دهید. ارائه مسئله این حل برای خط وریتم ال

از بخش خاص حالت این راه حل نوشتن صورت در همچنین کنید. حل ندارند رنگ یال ها که ساده تری حالت برای را مسئله ابتدا راهنمایی:
م گیرید. را نمره

با BFS اجرای ر دی بار ی با همچنین کنیم. پیدا را d(r, v) ،v ∈ U رأس هر برای تا م زنیم BFS r از بار ی خاص، حالت برای پاسخ:
مقدار دو این جمع که باشد رأس v اگر م زنیم). BFS r از و م کنیم برعکس را یال ها (یا م کنیم پیدا v ∈ U هر برای را d(v, r) ،U مبدأ

است. مسئله جواب r به v مسیر کوتاهترین با v به r مسیر کوتاهترین الحاق باشد، کمینه برایش
از بعد و م کنیم عبور سبز رأس از برسیم، U از رأس ی به بار اولین برای اینکه از قبل بهینه جواب در م دانیم کنید فرض ، کل حالت برای
برای صورت این در نم کنیم. عبور قرمز و آبی رأس های از و کرد خواهیم عبور هم زرد رأس از دیدیم را U از رأس ی بار اولین برای اینکه
به r از مسیری کوتاهترین دارد): BFS ٢ به نیاز خاص حالت مشابه دوم (که کنیم پیدا مسیر کوتاهترین سه است کاف بهینه جواب یافتن
مجاز فقط و م کند عبور U رأس ی از مسیر میانه در که زرد رأس به سبز رأس از مسیر کوتاهترین نم کند، استفاده رنگ یال از که سبز رأس

کند. استفاده زرد و سبز بی رنگ، یال های از م تواند که r به زرد رأس از مسیر کوتاهترین و کند، استفاده بی رنگ یا سبز یال های از است
حالت بهترین و م کنیم امتحان را ن مم حالت  های همه  نم دانیم، را آن ها شدن دیده  ترتیب و بهینه جواب در استفاده مورد رنگ رأس های چون
اجرای زمان کلا پس است O(١) هم حالت ها کل تعداد و دارد O(V + E) زمان به نیاز بالا توضیح مشابه حالت هر م کنیم. انتخاب را

است. خط وریتم ال
کپی هر م دهیم. قرار H در را v رأس از کپی ٣٢ ،v ∈ V رأس هر ازای به که به طوری م سازیم G روی از H گراف ی دوم: راه
r اول کپی از رسیدن مسیر در آیا که م کنند مشخص و هستند ی یا صفر fiها از کدام هر که است (v, fb, fr, fg, fy, fU ) ل ش به
هم H یال های نه. یا کرده ایم عبور U رأس های از ی از همچنین و رنگ رأس های از کدام هر از v از کپی این به (r, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠) یعن
رأس های بین صورت این در .uv ∈ E کنید فرض دقیق تر، به طور م شوند. تعریف سؤال در شده گفته قوانین و G یال های به توجه با
باشد، x یال این رنگ که صورت در یا باشد بی رنگ uv یال اولا اگر م گذاریم یال (v, f ′

b, f
′
r, f

′
g, f

′
y, f

′
U ) و (u, fb, fr, fg, fy, fU )

اینکه یا f ′
x = ١ صورت این در که باشد x با برابر v رأس رنگ اینکه ر م باشند، متناظرشان fi مساوی یا تر کوچ fها ′

i همه ثانیاً و ،fx = ١
.f ′

U = ١ این صورت در که v ∈ U

مسیر ١۶ این بین و کنیم پیدا را (r, fb, fr, fg, fy, ١) رأس های به (r, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠) رأس از مسیر کوتاهترین ،H گراف در است کاف حال
کنیم. انتخاب را کوتاهترین

پایان ترم آزمون ۶٨٣پاسخ



یرید. ب نظر در را زیر صحیح برنامه . ۴

minimize ∑
e∈E

cexe +
∑
v∈V

pvyv

s.t ∑
e∈δ(S)

xe ≥ yv ∀S ⊆ V − r, S ̸= ∅, ∀v ∈ S

yr = ١
yv ∈ {٠, ١} ∀v ∈ V

xe ∈ {٠, ١} ∀e ∈ E

است. S در سرشان ی دقیقاً که است یال هایی δ(S) از منظور
شود. مدل برنامه این توسط که کنید تعریف گراف ها روی وریتم ال مسئله ی (آ)

بنویسید. را آن دوگان و کنید س ریل خط برنامه ی به را صحیح برنامه این (ب)
پاسخ:

کمینه درخت رأس های و یال ها هزینه جمع و باشد r رأس شامل حتماً که کنیم انتخاب G از فراگیر) لزوماً (نه زیردرخت ی م خواهیم (آ)
شود.

بیشتری رأس های ن مم جای تا م خواهیم طرف ی از م شود. طبیع تر نوع به مسئله هستند، منف pvها و مثبت ceها فرض کنیم اگر
بدهیم. هزینه باید یال ها برای ر دی طرف از و م رساند)، ما به سود مقداری رأس (هر باشند درختمان در

(ب)

min ∑
e∈E

cexe +
∑
v∈V

pvyv

s.t ∑
e∈δ(S)

xe ≥ yv ∀S ⊆ V − r, S ̸= ∅, ∀v ∈ S

yr = ١
٠ ≤ yv ≤ ١ ∀v ∈ V − r

٠ ≤ xe ≤ ١ ∀e ∈ E

max ∑
e∈E

re +
∑
v∈V

tv

s.t ∑
S⊆V −r,

v∈S,e∈δ(S)

ZS,v + re ≤ ce ∀e ∈ E

∑
S⊆V −r,

v∈S

−ZS,v + tv ≤ pv ∀v ∈ V

ZS,v ≥ ٠ ∀S ⊆ V − r, v ∈ S

re ≤ ٠ ∀e ∈ E

tv ≤ ٠ ∀v ∈ V − r

{٠, ١, ٢, ٣, ۴} رنگ های با را G رأس های م توان آیا که است این سؤال و است G = (V,E) گراف ی ورودی نزدی رنگ آمیزی مسئله در . ۵
v رأس رنگ c(v) که ،c(v) = c(u) − ١ (mod ۵) یا c(v) = c(u) + ١ (mod ۵) آنگاه uv ∈ E اگر که کرد رنگ آمیزی گونه ای به

است.
است. ان پی‐تمام نزدی رنگ آمیزی مسئله دهید نشان

ذارید. ب ٣ طول به مسیر ی ورودی، گراف در یال هر جای به کنید. تحویل رأس ۵ ‐رنگ آمیزی مسئله از پاسخ:
را V که است این هدف م شود. داده ورودی عنوان به w : E → R+ وزن تابع با G = (V,E) گراف ی گراف، کردن چهارتکه مسئله در . ۶

باشد. بیشینه هستند بخش چهار این بین که یال هایی وزن جمع که به طوری کنیم افراز مجموعه چهار به
باشد. بهینه جواب ٠٫٧۴ حداقل یال هایش وزن جمع که کند پیدا جوابی مسئله این ورودی هر برای که دهید ارائه چندجمله ای وریتم ال

اجرای زمان بودن چندجمله ای اثبات برای مسئله، آن مشابه که کنید توجه .(٢٢ (جلسه بیشینه برش برای محل جستجوی وریتم ال مشابه پاسخ:
کنید. استفاده توجه قابل ارتقای از باید وریتم ال

پایان ترم آزمون ۶٨۴پاسخ



ی از منظور سؤال این در .s, t ∈ V کنید فرض همچنین یرید. ب نظر در را آن یال های روی c مثبت ظرفیت تابع با G = (V,E) ه شب . ٧
است. معتبر st‐جریان ی جریان،

صورت به م توان را G در f ∈ RE جریان هر دهید نشان (آ)

f =
∑
p∈P

λpχp +
∑
c∈C

λcχc (١)

همچنین است. G دورهای همه مجموعه C و ،G در t به s مسیرهای همه مجموعه  P این جا در هستند. نامنف λiها همه که نوشت
.χp(e) = ٠ صورت این غیر در و e ∈ p اگر فقط و اگر χp(e) = ١ یعن است؛ p مشخصه بردار χp ∈ RE

کنید. مدل خط برنامه ی به صورت را بیشینه جریان مسئله قبل، بخش از استفاده با (ب)
غیرصفر ها λi از تا چندجمله ای تعداد فقط الف، بخش صورت به آن فرمول بندی در که دارد وجود f مانند بیشینه ای جریان دهید نشان (ج)

هستند.
هر ازای به و باشد، ی حداقل t به s از مسیر هر (وزن) طول که داد نسبت را we وزن e ∈ E یال هر به گونه ای به م توان دهید نشان (د)

.λp = ٠ آنگاه نیست، مسیر کوتاهترین که باشد t به s از مسیری p اگر بنویسیم، ١ به صورت را f اگر ،f بیشینه جریان
کرد؟ حساب چندجمله ای زمان در را بیشینه جریان مقدار سؤال، این در شده ارائه فرمول بندی از استفاده با م توان ونه چ (ه)

پاسخ:
جریان با مسیر ی حتماً است، مثبت s از خروج خالص جریان اگر م کنیم. استفاده غیرصفر جریان با یال های تعداد روی استقرا از (آ)
یال های همه جریان از را مقدار این و م گیریم نظر در آن یال ی جریان کمترین با برابر را مسیر این با متناظر λ دارد. وجود t به s از مثبت

ی حتماً دارد، وجود مثبت جریان با یال اما است صفر s از خروج خالص جریان که صورت در مشابه به طور م کنیم. کم مسیر این
دارد. وجود مثبت جریان با دور

(ب)
max ∑

p∈P
λp

s.t. ∑
p∈P,e∈p

λp ≤ c(e) ∀e ∈ E

λp ≥ ٠ ∀p ∈ P

دارد. وجود ناصفر متغیر |E| حداکثر پایه ای، جواب هر در و دارد، وجود قبل بخش LP برای پایه ای بهینه جواب ی م دانیم (ج)
است. چندجمله ای م دهد دست به آ بخش اثبات که ناصفری ضرایب تعداد همچنین

یرید. ب نظر در را آ بخش LP دوگان (د)
min ∑

e∈E
c(e)we

s.t. ∑
e∈p

we ≥ ١ ∀p ∈ P

we ≥ ٠ ∀e ∈ E

از محدودیت ی اگر مل، م لنگ شرط طبق باشد. اولیه LP برای بهینه جواب ی λ و دوگان، برای بهینه جواب ی w کنید فرض
(مسیر) محدودیت آن با متناظر متغیر نباشد)، مسیر کوتاهترین w وزن ده طبق متناظر مسیر (یعن نباشد برقرار تساوی به صورت دوگان

باشد. صفر باید اولیه برنامه در
جواب آیا که کند چ و یرد ب را LP ی از جواب ی که باشد داشته وجود چندجمله ای وریتم  ال اگر که گفتیم تمرین حل  کلاس در (ه)
اگر (حت کرد حل بیضوی روش با را LP آن م توان آن گاه برگرداند، را نقض شده محدودیت های از ی نیست اگر و نه یا است شدن
آیا که کنیم چ سترا دای وریتم ال با است کاف داد؛ انجام م توان دوگان برنامه با را کار این باشد). نمایی LP محدودیت های تعداد

نه. یا دارد وجود w وزن ده طبق ١ از کمتر وزن با t به s از مسیری

پایان ترم آزمون ۶٨۵پاسخ



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

ساعت ٢ زمان: اختیاری آزمونک

است. (n٢ ) حداکثر همبند رأس n وزن بدون جهت بدون گراف ی متمایز کمینه برش های تعداد کنید ثابت . ١
کنید فرض هستند. صفر aiها از تا ۵ دقیقاً که م دانیم همچنین .ai ∈ [٠, ١] هر که داریم A = {a١, . . . , an} مجموعه ی کنید فرض . ٢
کنیم. مقایسه آن ها با مقدار لحاظ از را بقیه و کنیم انتخاب را آن ها از تعدادی م توانیم صرفاً ببینیم؛ را aiها مقدار مستقیم به طور نم توانیم

یرید. ب نظر در را وریتم ال این کنیم. پیدا را صفر اعداد جای وزن ها، به روزرسان و تصادف نمونه گیری ایده با م خواهیم

م دهیم. نسبت را ١ وزن aiها همه به ابتدا ٠
م شود. انتخاب وزنش با متناسب احتمال با عنصر هر م کنیم. انتخاب تصادف به طور را A اعضای از عضو ٢٠ شامل S مجموعه ١

م نامیم. H را عنصر ۵ این شامل مجموعه م کنیم. انتخاب را S اعضای بین ترین کوچ عضو پنج ٢
هستند. مساوی یا تر کوچ (S عناصر همه از نتیجه در (و H عناصر همه از که م یابیم را A \ S از عناصری همه شامل V مجموعه ٣

م یابد. خاتمه وریتم ال و م دهیم، خروج را H ،V = ∅ اگر ۴
است). X مجموعه اعضای وزن جمع w(X) از (منظور م کنیم دوبرابر را V اعضای از  هرکدام وزن ،w(V ) ≤ w(A)

١٠ اگر وگرنه، ۵
م رویم. ١ مرحله به ۶

O(lg n) وریتم ال تکرار دفعات تعداد امید دهید نشان باشد. درست ١٢ حداقل احتمال به پنجم گام شرط وریتم، ال تکرار بار هر در کنید فرض
است.

کنید. مقایسه مرحله ۵k از بعد A اعضای کل وزن جمع با را صفر عدد پنج وزن جمع راهنمایی:

اختیاری ۶٨۶آزمونک



(٢٢٨٩١) وریتم ها ال آنالیز
[٩٩ [بهار

اختیاری آزمونک پاسخ

است. (n٢ ) حداکثر همبند رأس n وزن بدون جهت بدون گراف ی متمایز کمینه برش های تعداد کنید ثابت . ١
کند پیدا را برش این کارگر تصادف انقباض وریتم ال اینکه احتمال باشد، کمینه برش ی (S, V \ S) اگر دیدیم ٣ اضافه جلسه در پاسخ:
وریتم ال توسط iام کمینه برش آیا دهد نشان که باشد تصادف ای متغیر Xi و باشیم داشته متمایز کمینه برش k کنید فرض است. (n٢ )−١ حداقل
.X =

∑
Xi صورت این در م شود. داده خروج وریتم ال توسط که باشد کمینه ای برش های Xتعداد کنید فرض همچنین م شود. برگردانده

.k ≤
(
n
٢
) بنابراین .E[X] ≤ ١ یعن م دهد، خروج کمینه برش ی حداکثر وریتم ال اما .E[X] =

∑
E[Xi] ≥ k

(
n
٢
)−١ همچنین

کنید فرض هستند. صفر aiها از تا ۵ دقیقاً که م دانیم همچنین .ai ∈ [٠, ١] هر که داریم A = {a١, . . . , an} مجموعه ی کنید فرض . ٢
کنیم. مقایسه آن ها با مقدار لحاظ از را بقیه و کنیم انتخاب را آن ها از تعدادی م توانیم صرفاً ببینیم؛ را aiها مقدار مستقیم به طور نم توانیم

یرید. ب نظر در را وریتم ال این کنیم. پیدا را صفر اعداد جای وزن ها، به روزرسان و تصادف نمونه گیری ایده با م خواهیم

م دهیم. نسبت را ١ وزن aiها همه به ابتدا ٠
م شود. انتخاب وزنش با متناسب احتمال با عنصر هر م کنیم. انتخاب تصادف به طور را A اعضای از عضو ٢٠ شامل S مجموعه ١

م نامیم. H را عنصر ۵ این شامل مجموعه م کنیم. انتخاب را S اعضای بین ترین کوچ عضو پنج ٢
هستند. مساوی یا تر کوچ (S عناصر همه از نتیجه در (و H عناصر همه از که م یابیم را A \ S از عناصری همه شامل V مجموعه ٣

م یابد. خاتمه وریتم ال و م دهیم، خروج را H ،V = ∅ اگر ۴
است). X مجموعه اعضای وزن جمع w(X) از (منظور م کنیم دوبرابر را V اعضای از  هرکدام وزن ،w(V ) ≤ w(A)

١٠ اگر وگرنه، ۵
م رویم. ١ مرحله به ۶

O(lg n) وریتم ال تکرار دفعات تعداد امید دهید نشان باشد. درست ١٢ حداقل احتمال به پنجم گام شرط وریتم، ال تکرار بار هر در کنید فرض
است.

کنید. مقایسه مرحله ۵k از بعد A اعضای کل وزن جمع با را صفر عدد پنج وزن جمع راهنمایی:
بودن درست بار ۵k از بعد است. وریتم ال پنجم گام شرط بودن درست دفعات تعداد برابر دو حداکثر وریتم ال تکرار دفعات تعداد امید پاسخ:
n(١ + ١١٠)۵k ≤ n(

√
e)k حداکثر عناصر کل وزن جمع همچنین است. ۵ · ٢k حداقل صفر عنصر پنج وزن جمع وریتم، ال پنجم گام شرط

مرحله O(lg n) از بعد اگر و م کند رشد عناصر کل وزن جمع از سریعتر نمایی به طور صفر عنصر پنج وزن جمع √
e < ٢ که آنجا از است.

است. ن غیرمم که م شود بیشتر عناصر کل وزن از صفر عنصر پنج وزن جمع نشود، تمام وریتم ال

اختیاری آزمونک ۶٨٧پاسخ
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