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Esercitazione 1 - Equazioni del moto
per un sistema 1 DOF

1.1 Esercizio a
Si considera la seguente equazione differenziale del secondo ordine:

mẍ+ cẋ+ kx = 0 (1.1)

dove m è la massa del sistema, c è lo smorzamento, k è la rigidezza, x è il grado di libertà.

1.1.1 Punto 1
Impostando m = 2, k = 14, c = 0.4 si chiede di calcolare:

• il polinomio caratteristico e gli autovalori;

• la frequenza naturale del sistema (fn, Hz);

• la parte reale e immaginaria dell’autovalore;

• la frequenza del sistema (f, Hz);

e di descrivere il tipo di moto. Si chiede, inoltre, di verificare i risultati utilizzando il codice MA-
TLAB fornito. Infine, si chiede di svolgere gli stessi passaggi con (m, c, k): (10, 0, 2), (21,−0.1, 4),
(4, 0.2, 3).
Partendo dall’equazione 1.1 si impone la soluzione esponenziale, si calcolano le sue derivate e si
inseriscono nell’equazione precedente.

x = x̄eλt

ẋ = λx̄eλt

ẍ = λ2x̄eλt

mλ2x̄eλt + cλx̄eλt + kx̄eλt = 0

Raccogliendo la quantità x̄eλt si ha:(
mλ2 + cλ+ k

)
x̄eλt = 0

La soluzione si trova ponendo: (
mλ2 + cλ+ k

)
= 0

che rappresenta il polinomio caratteristico.

4
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Figura 1.3: Andamento della risposta in funzione del tempo

Dalla figura 1.3 si nota come il periodo sia circa T = 15.3915s e quindi la frequenza è f = 1
T =

0.06497Hz. La pulsazione è ω = λi = 2πf = 0.40822 rad
s . I risultati sono verificati.

Caso: m = 4, k = 3, c = 0.2

• frequenza naturale: fn = 0.13783Hz;

• parte reale e immaginaria dell’autovalore: −0.025± 0.86566i;

• frequenza del sistema: f = 0.13777Hz.

Dal valore degli autovalori si nota come la parte reale sia negativa e sia presente una parte
immaginaria. Si tratta quindi di un moto periodico in cui l’ampiezza delle oscillazioni diminuisce.

Figura 1.4: Andamento della risposta in funzione del tempo
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Dalle figure 1.5 e 1.6 è possibile notare come cambia il valore della parte reale e immaginaria al
variare di ka. In particolare, si hanno le seguenti zone:

• 0 ≤ ka < 0.4: parte reale negativa e parte immaginaria diversa da zero → risposta armonica
smorzata;

• ka ≈ 0.4: parte reale nulla e parte immaginaria diversa da zero → risposta puramente
armonica (con opportuno valore di ca e ma);

• 0.4 < ka < 1: parte reale positiva e parte immaginaria diversa da zero → risposta armonica
amplificata;

• 1 ≤ ka ≤ 2: parte immaginaria uguale a zero → risposta aperiodica caratterizzata da due
valori reali della soluzione, uno positivo e uno negativo.

Seconda richiesta

Si chiede di trovare il valore di ka con cui si ottiene una soluzione puramente armonica.
Per avere una soluzione armonica si deve avere un valore della parte reale dell’autovalore pari a
zero. Si scrive quindi l’equazione delle radici dell’equazione 1.2:

λ1,2 =
− (c− ca)±

√
(c− ca)

2 − 4 (m−ma) (k − ka)

2 (m−ma)

e si impone uguale a zero il termine all’esterno delle radice:

λr =
− (c− ca)

2 (m−ma)

Si ha quindi che:
c− ca = 0

Per analizzare in che punto della discretizzazione del dominio di ca, compreso tra 0 e 0.3, si ha
un valore simile a c si divide il dominio in 1001 punti, come in MATLAB, e si scrive la seguente
formula:

ca = 0 + (x− 1)
0.3

1000
= c

si trova un valore di x pari a 201 quindi, prendendo la componente del vettore numero 201, si
avranno ka = 0.4, che coincide con il valore trovato nel punto precedente, ma = 0.1 e ca = 0.06.
Per il calcolo della frequenza è necessario calcolare il valore della parte immaginaria dell’autova-
lore inserendo i valori appena trovati nella seguente formula:

λi =

√
(c− ca)

2 − 4 (m−ma) (k − ka)

2 (m−ma)

Il valore della frequenza è quindi:

f =
λi

2π
= 0.0624Hz

Per verificare che i calcoli siano giusti si utilizza il codice Es1a1.m.

9
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Esercitazione 2 - Equazioni del moto
di un sistema 2 DOF

Nel corso di questa esercitazione si considererà la sezione tipica mostrata in figura 2.1. In
particolare:

• P è il centro di taglio. C è il centro di massa. xθ = e− a. La corda, c, è 2b.

• h e θ sono i gradi di libertà rispettivamente traslazionale verticale e rotazionale. kh e kθ
sono le rigidezze delle molle associate ai due gradi di libertà.

• m è la massa della struttura. IP è il momento d’inerzia rispetto al polo P. IP = IC+mb2x2
θ.

Figura 2.1: Sezione tipica

2.1 Esercizio a
Si chiede di dimostrare che le equazioni del moto della sezione tipica sono le seguenti:

m
(
ḧ+ bxθ θ̈

)
+ khh = 0

IP θ̈ +mbxθḧ+ kθθ = 0

Per dimostrare le precedenti equazioni si utilizza l’equazione di Lagrange:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Qi

11
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2.2 Esercizio b
Si considera una sezione tipica avente i seguenti parametri:

• Corda, c = 0.25m.

• kh = 500N
m , kθ = 4000Nm.

• m = 4Kg.

• IP = 0.4Kgm2.

• e = 0, a = 0.

2.2.1 Punto 1
Si chiede di riscrivere le equazioni del moto come

Mẍ+Kx = 0

con x = (h, θ)
T e ẍ =

(
ḧ, θ̈

)T

. Si scrivono le matrici M e K.

M =

[
m mbxθ

mbxθ IP

]

K =

[
kh 0
0 kθ

]
Le equazioni scritte in forma matriciale saranno quindi:[

m mbxθ

mbxθ IP

](
ḧ

θ̈

)
+

[
kh 0
0 kθ

](
h
θ

)
=

(
0
0

)

2.2.2 Punto 2
Si chiede di assumere una soluzione di tipo armonico

(
h = h̄eiωt, θ = θ̄eiωt → x = x̄eiωt

)
e di

dimostrare che ωh =

√
kh
m

e ωθ =

√
kθ
IP

.

Si parte sostituendo nella prima equazione i valori di h e ḧ.

h = h̄eiωt

ḣ = iωh̄eiωt

ḧ = −ω2h̄eiωt

Si ha quindi:
−ω2h̄eiωtm+ h̄eiωtkh = 0

Raccogliendo h̄eiωt si trova:
h̄eiωt

(
−ω2m+ kh

)
= 0

e ponendo pari a zero il termine all’interno delle parentesi:

−ω2m+ kh = 0

13
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Condizioni iniziali: h (t = 0) , θ (t = 0) = (0, 0.1)

Figura 2.4: h (t = 0) = 0 Figura 2.5: θ (t = 0) = 0.1

Le considerazioni sono simili al caso precedente ma in questo caso non si avrà una risposta in h
e si avrà una risposta in θ.

Calcolando il periodo dalla 2.5 si può ricavare la frequenza e la pulsazione, ωk = 2πf = 2π
1

T
=

99.8748
rad

s
che verifica il calcolo svolto al punto precedente.

Condizioni iniziali: h (t = 0) , θ (t = 0) = (0.1, 0.1)

Figura 2.6: h (t = 0) = 0.1 Figura 2.7: θ (t = 0) = 0.1

Essendo i due moti disaccoppiati si trovano gli stessi risultati visti nei due casi precedenti.

2.3 Esercizio c
Si considera una sezione tipica avente i seguenti parametri:

15
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2.3.2 Punto 2
Si chiede di valutare, utilizzando MATLAB, la risposta nel tempo con le seguenti condizioni
iniziali: (h (t = 0) , θ (t = 0)) = (0.1, 0.1).

Figura 2.8: h (t = 0) , θ (t = 0) = (0.1, 0.1)

Come si osserva dalle figure riportate le due equazioni risultano accoppiate a causa del termine
xθ che in questo caso è diverso da zero essendo xθ = 0.65.

2.4 Esercizio d
Le equazioni del moto della sezione tipica con i termini di smorzamento e aerodinamici sono le
seguenti:

m
(
ḧ+ bxθ θ̈

)
+ (ch − cha) ḣ+ (kh − kha)h = 0

IP θ̈ +mbxθḧ+ (cθ − cθa) θ̇ + (kθ − kθa) θ = 0

Si considera una sezione tipica avente:

• ch = 0.25
Ns

m
.

• cθ = 0.01Nms.

• e = 0, a = 0.

2.4.1 Punto 1
Si chiede di riscrivere le equazioni del moto come:

Mẍ+ (C − Ca) ẋ+ (K −Ka)x = 0

con x = (h, θ)
T , ẋ =

(
ḣ, θ̇

)T

e ẍ =
(
ḧ, θ̈

)T

.
Si scrivono le matrici M , C, Ca, K e Ka.

M =

[
m mbxθ

mbxθ IP

]

17
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2.4.3 Punto 3
Si richiede di valutare, attraverso MATLAB, la parte reale e immaginaria degli autovalori
utilizzando i seguenti range:

• 0 ≤ kha ≤ 400;

• 0 ≤ kθa ≤ 4000;

• 0 ≤ cha ≤ 0.4;

• 0 ≤ cθa ≤ 0.05.

Figura 2.9: Parte reale Figura 2.10: Frequenza

In entrambi i grafici i punti superiori appartengono a θ mentre quelli inferiori a h. Dalla figura 2.9
si nota come entrambe le parti reali sono negative (moto smorzato) e successivamente, per due
valori diversi di kha, diventano positive (moto divergente). Dalla figura 2.10 si nota come il valore
di entrambe le curve diminuisce all’aumentare di kha fino a coincidere per valori leggermente
inferiori di kha = 400.

2.4.4 Punto 4
Si chiede di verificare i risultati del punto 2 utilizzando MATLAB.

Figura 2.11: Risposta nel tempo dei due gradi di libertà

19
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Figura 2.12: Valori di kha per cui il moto diventa divergente

Essendo xθ < xh si prende lui come valore. I valori delle varie grandezze saranno (considerando
la componente 201):

• kha = 80.0801N
m ;

• kθa = 800.8008Nm;

• cha = 0.0801Ns
m

• cθa = 0.0100Nms.

Le frequenze saranno pari a:

• fh = 1.63069Hz;

21
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Esercitazione 3 - Stabilità statica
aeroelastica

3.1 Esercizio a - Analisi di divergenza con 1 DOF
Si considera un generico profilo (figura 3.1) avente una molla torsionale posizionata nel centro di
taglio e con le seguenti caratteristiche:

• corda c pari a 0.5m, con c = 2b;

• centro aerodinamico posizionato a xac = 0.25 · c;

• U velocità del flusso libero e α angolo di attacco;

• coefficiente CLα
uguale a 2π;

• lunghezza dell’ala considerata unitaria quindi la superficie è S = 1 · c = c;

• il modulo di taglio G si considera uguale a 28.077GPa.

Figura 3.1: Profilo con 1 DOF

23
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Caso: x0 = 0.5 · c

Figura 3.3: x0 = 0.5 · c

Dal grafico si nota come la rigidezza totale si annulli per un valore di pressione dinamica di
Q ≈ 2.66 · 104Pa.

Caso: x0 = 0.7 · c

Figura 3.4: x0 = 0.7 · c

Dal grafico si nota come la rigidezza totale si annulli per un valore di pressione dinamica di
Q ≈ 1.48 · 104Pa.
Dai grafici si nota come all’aumentare della distanza tra il centro di taglio e il centro aerodi-
namico la pressione di divergenza diminuisca. Questo comportamento è naturale in quanto sta

25
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3.1.4 Punto 4
Si chiede di valutare l’effetto che ha la variazione di densità sulla velocità di divergenza nell’in-
tervallo 0.1 ≤ ρ ≤ 1.225 e con x0 = 0.5 · c.

Figura 3.5: Velocità di divergenza in funzione della densità

Come si vede all’aumentare della densità diminuisce la velocità di divergenza. Analizzando la
formula della velocità di divergenza si capisce il motivo di questo comportamento, infatti si sa
che:

UD =

√
2k

ρSCLα (x0 − xac)

quindi la velocità di divergenza è proporzionale a:

UD ∝
√

1

ρ

e ciò comporta che un aumento di densità generi una diminuzione di velocità di divergenza e
viceversa.

3.1.5 Punto 5
Si chiede di valutare l’effetto che ha la variazione di rigidezza torsionale sulla velocità di diver-
genza nell’intervallo k|L=20m ≤ k ≤ k|L=2m e con x0 = 0.5 · c.

27
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Dal grafico si nota che all’aumentare del valore di x0 la velocità di divergenza diminuisce. Questo
avviene poiché si ha:

UD ∝

√
1

(x0 − xac)

Per valori di x0 che tendono a 0.25 · c si ha che la velocità di divergenza tende ad infinito poiché
a quella coordinata è presente il centro aerodinamico. Ciò che accade fisicamente quando il
valore di x0 aumenta è che, come detto precedentemente, aumenta il braccio di applicazione
della portanza rispetto al centro di taglio con conseguente aumento del momento torcente.

3.2 Esercizio b - Analisi di divergenza con 2 DOF
Si considera un generico profilo (figura 3.8) avente due molle lineari: la prima con rigidezza k1
posizionata al bordo di attacco, la seconda con rigidezza k2 posizionata al bordo di fuga e con le
seguenti caratteristiche:

• corda c pari a 0.5m;

• centro aerodinamico posizionato a xac = 0.25 · c;

• U velocità del flusso libero e α angolo di attacco;

• coefficiente CLα uguale a 2π;

• lunghezza dell’ala considerata unitaria quindi la superficie è S = 1 · c = c;

Figura 3.8: Profilo con 2 DOF

3.2.1 Punto 1
Si chiede di valutare la velocità di divergenza e la posizione del centro di taglio considerando una
densità del flusso pari a 0.875 kg

m3 e le due rigidezze k1 e k2 pari a 1000N
m .

29
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3.2.2 Punto 2
Si chiede di valutare la velocità di divergenza e la posizione del centro di taglio considerando una

densità del flusso di 0.875
kg

m3
e i valori di rigidezza delle molle riportati nella figura 3.9.

Figura 3.9: Valori di rigidezza

Per il calcolo della velocità di divergenza e della posizione del centro di taglio si utilizzeranno le
formule già descritte precedentemente che vengono riportate nuovamente qui di seguito:

x0 =
k2

k1 + k2
c

UD =

√
2k1cx0

ρSCLα
(x0 − xac)

Caso: k1 = 1300
N

m
, k2 = 435

N

m

• Posizione centro di taglio: x0 = 0.1254m

• Velocità di divergenza: UD = 405.6788
m

s

Caso: k1 = 1300
N

m
, k2 = 700

N

m

• Posizione centro di taglio: x0 = 0.1750m

• Velocità di divergenza: UD = 40.6843
m

s

Caso: k1 = 1300
N

m
, k2 = 1400

N

m

• Posizione centro di taglio: x0 = 0.2593m

• Velocità di divergenza: UD = 30.2195
m

s

31
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Figura 3.11: Andamento di VD al variare di k2

Si osserva come all’aumentare del valore di k2 si ha un allontanamento del centro di taglio con

conseguente diminuzione della velocità di divergenza. Per il caso k1 = 1300
N

m
, k2 = 435

N

m
il valore della velocità di divergenza è molto alto poiché la x0 si trova molto vicino al centro
aerodinamico xac.

33
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4.1 Esercizio a - Radici del p-method con aerodinamica sta-
zionaria

4.1.1 Punto 1
Sotto l’assunzione di aerodinamica stazionaria si chiede di dimostrare che le equazioni del moto
della sezione tipica sono le seguenti:

m
(
ḧ+ bxθ θ̈

)
+ khh = −L

IP θ̈ +mbxθḧ+ kθθ = b

(
1

2
+ a

)
L

con L = 2πρ∞bU2θ e MAC = 0.
Per ricavare le equazioni del moto si utilizza l’equazione di Lagrange, è quindi necessario espli-
citare le espressioni dell’energia potenziale e cinetica.
Per l’energia potenziale si ha (trascurando il contributo dato dal peso della sezione):

P =
1

2
khh

2 +
1

2
kθθ

2

Per ricavare l’energia cinetica è necessario stabilire la velocità del punto C in funzione dei gradi
di libertà che si hanno a disposizione (h, θ).
La velocità indotta da θ ha due componenti:

1. verticale V v
θ = Vθ cos θ;

2. orizzontale V o
θ = Vθ sin θ.

Introducendo l’ipotesi di linearità e trascurando la componente orizzontale si trova un valore di
Vθ pari a:

Vθ = θ̇ [(1 + a) b− (1 + e) b] = θ̇ [(a− e) b] = −xθbθ̇

La velocità indotta da h è semplicemente:

Vh = −ḣ

dove il segno negativo è dovuto al fatto che nella figura 4.1 h è diretto verso il basso.
La velocità del punto C sarà dunque:

VC = Vh + Vθ = −ḣ− xθbθ̇

da cui si può ricavare l’energia cinetica.

EK =
1

2
mV 2

C +
1

2
IC θ̇

2

Svolgendo i calcoli si arriva a:

EK =
1

2
mḣ2 +mxθbḣθ̇ +

1

2

(
mx2

θb
2 + IC

)
θ̇2

Sapendo che IP = mx2
θb

2 + IC si ha:

EK =
1

2
mḣ2 +mxθbḣθ̇ +

1

2
IP θ̇

2

35
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4.1.2 Punto 2
Si chiede di riscrivere le equazioni del moto come:

Mẍ+ (K −Ka)x = 0

con x = (h, θ)
T .

Introducendo il modello di aerodinamica stazionaria all’interno delle equazioni del moto si ha:

m
(
ḧ+ bxθ θ̈

)
+ khh = −2πρ∞bU2θ

IP θ̈ +mbxθḧ+ kθθ = b

(
1

2
+ a

)
2πρ∞bU2θ

Poiché tutto ciò che è a destra dell’uguale è moltiplicato per uno dei gradi di libertà si possono
portare a sinistra trovando:

m
(
ḧ+ bxθ θ̈

)
+ khh+ 2πρ∞bU2θ = 0

IP θ̈ +mbxθḧ+ kθθ − b

(
1

2
+ a

)
2πρ∞bU2θ = 0

Scrivendole in forma matriciale si ha:[
m mbxθ

mbxθ IP

]{
ḧ

θ̈

}
+

[
kh 2πρ∞bU2

0 kθ − b
(
1
2 + a

)
2πρ∞bU2

]{
h
θ

}
=

{
0
0

}
dove:

M =

[
m mbxθ

mbxθ IP

]
K =

[
kh 0
0 kθ

]
Ka =

[
0 −2πρ∞bU2

0 b
(
1
2 + a

)
2πρ∞bU2

]

4.1.3 Punto 3
Si chiede si assumere una soluzione esponenziale

h = h̄eλt

θ = θ̄eλt

e di riscrivere le equazioni del moto.
Si calcolano le derivate della soluzione esponenziale:

ḣ = λh̄eλt

ḧ = λ2h̄eλt

θ̇ = λθ̄eλt

θ̈ = λ2θ̄eλt

37
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Seconda equazione

Si considera la seconda delle ultime due equazioni del Punto 3.
Per prima cosa si divide l’equazione per eλt e per mU2:

h̄λ2bxθ

U2
+

θ̄IPλ
2

mU2
+

θ̄kθ
mU2

−
θ̄b2

(
1
2 + a

)
2πρ∞

m
= 0

Raccogliendo
h̄

b
nel primo addendo e sostituendo kh = ω2

hm, kθ = ω2
θIP si ha:

h̄

b

λ2b2xθ

U2
+ θ̄

IPλ
2

mU2
+ θ̄

ω2
θIP

mU2
− θ̄

b2
(
1
2 + a

)
2πρ∞

m
= 0

Essendo
λ2b2

U2
= p2,

IPλ
2

mU2
= r2p2,

ω2
θIP

mU2
=

( r

V

)2

e
b2πρ∞
m

=
1

µ
si ha:

h̄

b
xθp

2 + θ̄r2p2 + θ̄
( r

V

)2

− θ̄

(
1

2
+ a

)
2

µ
= 0

Scrivendo le equazioni in forma matriciale si ottiene:p2 +
( σ

V

)2

xθp
2 +

2

µ

xθp
2 r2p2 +

( r

V

)2

− 2

µ

(
a+

1

2

)

 h̄

b
θ̄

 =

{
0
0

}
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5.1 Esercizio a - Radici del p-method con aerodinamica sta-
zionaria

5.1.1 Punto 1
Si chiede, sotto l’ipotesi di aerodinamica stazionaria

(
L = 2πρ∞bU2θ, MAC = 0

)
, di calcolare gli

autovalori e le frequenze del sistema per i seguenti due set di input:

1. (a, e, c, fh, fθ, m, IP , ρ∞, U) = (−0.3, −0.1, 0.5, 3, 15, 5, 0.1, 0.788, 5);

2. (a, e, c, fh, fθ, m, IP , ρ∞, U) = (−0.2, −0.1, 0.5, 3, 15, 5, 0.1, 0.788, 80).

Si riporta il sistema trovato nell’esercitazione precedente:p2 +
( σ

V

)2

xθp
2 +

2

µ

xθp
2 r2p2 +

( r

V

)2

− 2

µ

(
a+

1

2

)

 h̄

b
θ̄

 =

{
0
0

}

Per il calcolo degli autovalori si deve calcolare il determinante della matrice e porlo pari a zero.
Si ha:

det [−] =

(
p2 +

( σ

V

)2
)
·
(
r2p2 +

( r

V

)2

− 2

µ

(
a+

1

2

))
−
(
xθp

2 +
2

µ

)
·
(
xθp

2
)
= 0

Svolgendo i calcoli si trova:

r2p4+
( r

V

)2

p2− 2

µ

(
a+

1

2

)
p2+r2p2

( σ

V

)2

+
( r

V

)2 ( σ

V

)2

− 2

µ

(
a+

1

2

)( σ

V

)2

−x2
θp

4− 2

µ
xθp

2 = 0

Raccogliendo:

(
r2 − x2

θ

)
p4+

(( r

V

)2

− 2

µ

(
a+

1

2

)
+ r2

( σ

V

)2

− 2

µ
xθ

)
p2+

(( r

V

)2 ( σ

V

)2

− 2

µ

(
a+

1

2

)( σ

V

)2
)

= 0

Si introducono i termini A, B e C per alleggerire la notazione:

A =
(
r2 − x2

θ

)
B =

(( r

V

)2

− 2

µ

(
a+

1

2

)
+ r2

( σ

V

)2

− 2

µ
xθ

)
C =

(( r

V

)2 ( σ

V

)2

− 2

µ

(
a+

1

2

)( σ

V

)2
)

È possibile quindi scrivere l’equazione nel seguente modo:

Ap4 +Bp2 + C = 0

Le soluzioni dell’equazione biquadradica sono quindi:

p1,2,3,4 = ±

√
−B ±

√
B2 − 4AC

2A

41

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 43 di 140

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 43 di 140



Caso (a, e, c, fh, fθ, m, IP , ρ∞, U) = (−0.3, −0.1, 0.5, 3, 15, 5, 0.1, 0.788, 5)

Figura 5.2: Grafico parte reale autovalore al variare della velocità

Figura 5.3: Grafico frequenza al variare della velocità

I risultati che si ottengono dalle figure 5.2 e 5.3 confermano i risultati ottenuti precedentemente.
La velocità di flutter è individuata dall’ascissa in cui la parte reale passa da un valore nullo ad
un valore maggiore di zero ed al tempo stesso la frequenza è diversa da zero. Si ha quindi:

Vflutter ≈ 73
m

s

fflutter ≈ 6.17Hz
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5.1.3 Punto 3
Si chiede di verificare che la velocità di flutter sia corretta attraverso la risposta nel tempo
utilizzando MATLAB.
Si analizzerà prima una velocità leggermente superiore alla velocità di flutter quindi ci si aspet-
ta che entrambi i gradi di libertà divergano essendo le equazioni accoppiate, poi una velocità
leggermente inferiore alla velocità di flutter e quindi ci si aspetta un andamento convergente.

Caso (a, e, c, fh, fθ, m, IP , ρ∞, U) = (−0.3, −0.1, 0.5, 3, 15, 5, 0.1, 0.788, 5)

Figura 5.6: Andamento di h nel tempo Figura 5.7: Andamento di θ nel tempo

Dalle figure 5.6 e 5.7 si nota come prendendo come velocità di flutter Vflutter = 73.045
m

s
entrambi

gli andamenti siano divergenti.

Figura 5.8: Andamento di h nel tempo Figura 5.9: Andamento di θ nel tempo

Dalle figure 5.8 e 5.9 si nota come prendendo come velocità di flutter Vflutter = 72.9459
m

s
entrambi gli andamenti siano convergenti.
La velocità di flutter trovata precedentemente è stata quindi verificata.
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IP θ̈ +mbxθḧ+ kθθ = b

(
1

2
+ a

)
L

Si assume la seguente portanza:

L = 2πρ∞bU

[
Uθ + ḣ− b

(
1

2
+ a

)
θ̇

]

5.2.1 Punto 1
Si chiede di riscrivere le equazioni del moto come:

Mẍ− Caẋ+ (K −Ka)x = 0

dove x = (h, θ)
T .

Per prima cosa si sostituisce l’espressione di L all’interno delle equazioni del moto:

m
(
ḧ+ bxθ θ̈

)
+ khh = −2πρ∞bU

[
Uθ + ḣ− b

(
1

2
+ a

)
θ̇

]

IP θ̈ +mbxθḧ+ kθθ =

(
1

2
+ a

)
2πρ∞b2U

[
Uθ + ḣ− b

(
1

2
+ a

)
θ̇

]
È possibile a questo punto, portando tutti i termini alla sinistra dell’uguale, scrivere le equazioni
in forma matriciale.[

m mbxθ

mbxθ IP

]{
ḧ

θ̈

}
−
[

−2πρ∞Ub 2πρ∞Ub2
(
1
2 + a

)
2πρ∞Ub2

(
1
2 + a

)
−2πρ∞Ub3

(
1
2 + a

)2]{ḣ
θ̇

}
+

+

[
kh 2πρ∞U2b
0 kθ − 2πρ∞U2b2

(
1
2 + a

)]{h
θ

}
=

{
0
0

}
dove:

M =

[
m mbxθ

mbxθ IP

]
Ca =

[
−2πρ∞Ub 2πρ∞Ub2

(
1
2 + a

)
2πρ∞Ub2

(
1
2 + a

)
−2πρ∞Ub3

(
1
2 + a

)2]
K =

[
kh 0
0 kθ

]
Ka =

[
0 −2πρ∞U2b
0 2πρ∞U2b2

(
1
2 + a

)]

5.2.2 Punto 2
Si chiede di calcolare gli autovalori e le frequenze del sistema per (a, e, c, fh, fθ, m, IP , ρ∞, U) =
(−0.3, −0.1, 0.5, 3, 15, 5, 0.1, 0.788, 30).
Si assume la soluzione esponenziale:

h = h̄eλt

θ = θ̄eλt
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Seconda equazione

Per prima cosa si divide l’equazione per eλt e per mU2:

IPλ
2θ̄

mU2
+

bxθλ
2h̄

U2
+

kθ θ̄

mU2
−

(
1
2 + a

)
2πρ∞b2θ̄

m
−

(
1
2 + a

)
2πρ∞b2λh̄

mU
+

(
1
2 + a

)2
2πρ∞b3λθ̄

mU
= 0

Raccogliendo h̄
b dove possibile e sostituendo kθ = ω2

θIP si ha:

IPλ
2

mU2
θ̄+

b2xθλ
2

U2

h̄

b
+

ω2
θIP

mU2
θ̄−

(
1
2 + a

)
2πρ∞b2

m
θ̄−

(
1
2 + a

)
2πρ∞b3λ

mU

h̄

b
+

(
1
2 + a

)2
2πρ∞b3λ

mU
θ̄ = 0

Sostituendo le quantità adimensionali si ottiene:

r2p2θ̄ + p2xθ
h̄

b
+
( r

V

)2

θ̄ −
(
1

2
+ a

)
2

µ
θ̄ −

(
1

2
+ a

)
2p

µ

h̄

b
+

(
1

2
+ a

)2
2p

µ
θ̄ = 0

Scrivendo le equazioni in forma matriciale si ottiene:[
p2 +

(
σ
V

)2
+ 2p

µ p2xθ +
2
µ − 2p

µ

(
1
2 + a

)
p2xθ −

(
1
2 + a

)
2p
µ r2p2 +

(
r
V

)2 − (
1
2 + a

)
2
µ +

(
1
2 + a

)2 2p
µ

]{
h̄
b
θ̄

}
=

{
0
0

}
Per il calcolo degli autovalori si deve calcolare il determinante della matrice e porlo pari a zero.
Si ha:

det [−] = r2p4 +
( r

V

)2

p2 −
(
1

2
+ a

)
2p2

µ
+

(
1

2
+ a

)2
2p3

µ
+ r2p2

( σ

V

)2

+
(rσ)

2

V 4
+

−
(
1

2
+ a

)
2

µ

( σ

V

)2

+

(
1

2
+ a

)2
2p

µ

( σ

V

)2

+
2r2p3

µ
+
( r

V

)2 2p

µ
−

(
1

2
+ a

)
4p

µ2
+

+

(
1

2
+ a

)2 (
2p

µ

)2

−
(
p2xθ

)2
+

(
1

2
+ a

)
2p3

µ
xθ − p2xθ

2

µ
+

(
1

2
+ a

)
4p

µ2
+

+xθ
2p3

µ

(
1

2
+ a

)
−
(
1

2
+ a

)2 (
2p

µ

)2

= 0

Si raccolgono i termini in p4, p3, p2 e p:

p4
(
r2 − x2

θ

)
+ p3

[(
1

2
+ a

)2
2

µ
+

2r2

µ
+

(
1

2
+ a

)
4xθ

µ

]
+

+p2
[( r

V

)2

−
(
1

2
+ a

)
2

µ
+ r2

( σ

V

)2

− xθ
2

µ

]
+ p

[(
1

2
+ a

)2
2

µ

( σ

V

)2

+
( r

V

)2 2

µ

]
+

(rσ)
2

V 4
−

(
1

2
+ a

)
2

µ

( σ

V

)2

= 0

Si introducono i termini A, B, C, D ed E per alleggerire la notazione:

A =
(
r2 − x2

θ

)
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Figura 5.15: Grafico frequenza al variare della velocità

I risultati che si ottengono dalle figure 5.14 e 5.15 confermano i risultati ottenuti precedentemente.
La velocità di flutter è individuata dall’ascissa in cui la parte reale di una coppia di autovalori
passa da un valore negativo ad un valore positivo ed al tempo stesso la frequenza è diversa da
zero. La frequenza di flutter è quella associata all’autovalore che ha parte reale circa zero. Si ha
quindi:

Vflutter ≈ 50.54
m

s

fflutter ≈ 12.82Hz

5.2.4 Punto 4
Si chiede di verificare che la velocità di flutter sia corretta attraverso la risposta nel tempo
utilizzando MATLAB.
Come per l’esercizio precedente si prende sia una velocità leggermente superiore alla velocità di
flutter sia una leggermente inferiore.

Figura 5.16: Andamento di h nel tempo Figura 5.17: Andamento di θ nel tempo

51

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 53 di 140

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 53 di 140



Esercitazione 6 - Sistema
aeroelastico 2 DOF con
aerodinamica di Theodorsen e
Flutter tramite il pk-Method

6.1 Esercizio a - Aerodinamica instazionaria con Theodor-
sen

Si considera la stessa sezione tipica analizzata nella precedente esercitazione di cui si riportano
le caratteristiche:

• P è il centro di taglio. C è il centro di massa. Q è il centro aerodinamico. T è il punto al
terzo quarto della corda. xθ = e− a. La corda, c, è 2b.

• h e θ sono i gradi di libertà rispettivamente di traslazione verticale e beccheggio. kh e kθ
sono i valori delle rigidezze delle molle. ωh e ωθ sono le frequenze naturali disaccoppiate a
velocità dell’aria nulla. U è la velocità dell’aria.

• m è la massa della struttura. IP è il momento d’inerzia rispetto a P . IC è il momento
d’inerzia rispetto a C, ossia IP = IC +mb2x2

θ.

Figura 6.1: Sezione tipica
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Riscrivendole in forma matriciale:[
m+ πρ∞b2 mbxθ − πρ∞b3a

mbxθ −
(
1
2 + a

)
πρ∞b3 + πρ∞b3

2 IP +
(
1
2 + a

)
πρ∞b4a+ πρ∞b4

(
1
8 − a

2

)]{ḧ
θ̈

}
+

−
[

−2πρ∞bUC (k) −2πρ∞UC (k) b2
(
1
2 − a

)
− πρ∞b2U(

1
2 + a

)
2πρ∞b2UC (k)

(
1
2 + a

)
2πρ∞b3UC (k)

(
1
2 − a

)
+

(
1
2 + a

)
πρ∞b3U − πρ∞b3U

]{
ḣ

θ̇

}
+

+

[
kh 2πρ∞bC (k)U2

0 kθ −
(
1
2 + a

)
2πρ∞b2C (k)U2

]{
h
θ

}
=

{
0
0

}
dove:

M =

[
m mbxθ

mbxθ IP

]
Ma =

[
−πρ∞b2 πρ∞b3a(

1
2 + a

)
πρ∞b3 − πρ∞b3

2 −
(
1
2 + a

)
πρ∞b4a− πρ∞b4

(
1
8 − a

2

)]
Ca =

[
−2πρ∞bUC (k) −2πρ∞UC (k) b2

(
1
2 − a

)
− πρ∞b2U(

1
2 + a

)
2πρ∞b2UC (k)

(
1
2 + a

)
2πρ∞b3UC (k)

(
1
2 − a

)
+
(
1
2 + a

)
πρ∞b3U − πρ∞b3U

]
K =

[
kh 0
0 kθ

]
Ka =

[
0 −2πρ∞bC (k)U2

0
(
1
2 + a

)
2πρ∞b2C (k)U2

]

6.1.2 Punto 2
Si chiede di dimostrare che il determinante del pk-Method, utilizzando l’aerodinamica di Theo-
dorsen, è il seguente:∣∣∣∣∣∣p

2 +
(
σ
V

)2 − k2

µ + 2ikC(k)
µ

p2µxθ+k(i+ak)+(2+ik(1−2a))C(k)
µ

p2µxθ+ak2−ik(1+2a)C(k)
µ

8µr2(p2+ 1
V 2 )+4i(1+2a)(2i−k(1−2a))C(k)−k(k−4i+8a(i+ak))

8µ

∣∣∣∣∣∣
Prima equazione

Si considera la seguente equazione:

mḧ+mbxθ θ̈ + khh = −2πρ∞bC (k)U2θ − 2πρ∞bUC (k) ḣ− 2πρ∞UC (k) b2
(
1

2
− a

)
θ̇+

−πρ∞b2ḧ− πρ∞b2Uθ̇ + πρ∞b3aθ̈

Il pk-method prevede di imporre una soluzione puramente armonica per i termini aerodinamici(
x = x̄eiωt

)
mentre una soluzione del tipo x = x̄eλt per i termini strutturali. Per i termini

strutturali si andranno quindi a sostituire le seguenti soluzioni:

h = h̄eλt

ḣ = λh̄eλt

ḧ = λ2h̄eλt
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2πρ∞b3UC (k) iω

mU2
=

2πρ∞b3C (k) iω

mU
=

2C (k) ik

µ

πρ∞b4ω2

mU2
=

k2

µ

Analizzando i termini che moltiplicano θ̄ si ha:

mb2xθλ
2

mU2
=

b2xθλ
2

U2
= p2xθ[

2πρ∞b2U2 + 2πρ∞b3U
(
1
2 − a

)
iω

]
C (k)

mU2
=

(2 + ik (1− 2a))C (k)

µ

πρ∞b3Uiω + πρ∞b4aω2

mU2
=

ki+ ak2

µ
=

k (1 + ak)

µ

L’equazione si può quindi riscrivere nel seguente modo:

h̄

b

[
p2 +

( σ

V

)2

+
2C (k) ik

µ
− k2

µ

]
+ θ̄

p2xθµ+ (2 + ik (1− 2a))C (k) + k (1 + ak)

µ
= 0

Seconda equazione

Si considera la seguente equazione:

IP θ̈+mbxθḧ+kθθ = b

(
1

2
+ a

){
2πρ∞bUC (k)

[
Uθ + ḣ+ b

(
1

2
− a

)
θ̇

]
+ πρ∞b2

(
ḧ+ Uθ̇ − baθ̈

)}
+

−πρ∞b3

[
ḧ

2
+ Uθ̇ + b

(
1

8
− a

2

)
θ̈

]
Come per la prima equazione si sostituiscono le seguenti soluzioni per i termini strutturali:

h = h̄eλt

ḣ = λh̄eλt

ḧ = λ2h̄eλt

θ = θ̄eλt

θ̇ = λθ̄eλt

θ̈ = λ2θ̄eλt

Mentre per i termini aerodinamici:
h = h̄eiωt

ḣ = iωh̄eiωt

ḧ = −ω2h̄eiωt

θ = θ̄eiωt

θ̇ = iωθ̄eiωt

θ̈ = −ω2θ̄eiωt

57

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 59 di 140

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 59 di 140



(
1
2 + a

)
2πρ∞b3UC (k) iω

mU2
=

(
1
2 + a

)
2πρ∞b3C (k) iω

mU
=

ik(1 + 2a)C (k)

µ(
1
2 + a

)
πρ∞b4ω2 − πρ∞b4ω2

2

mU2
=

aπρ∞b4ω2

mU2
=

ak2

µ

Analizzando i termini che moltiplicano θ̄ si ha:

IPλ
2 + kθ

mU2
=

IPλ
2 + IPω

2
θ

mU2
=

IP
mb2

(
λ2b2

U2
+

b2ω2
θ

U2

)
= r2

(
p2 +

1

V 2

)
−
(
1
2 + a

)
2πρ∞b2U2C (k)

[
1 + b

U

(
1
2 − a

)
iω

]
mU2

=
−
(
1
2 + a

)
2πρ∞b2C (k)

[
1 +

(
1
2 − a

)
ik
]

m
=

=

(
1
2 + a

)
C (k) [−2− (1− 2a) ik]

µ
=

1
2 i (1 + 2a)C (k) [2i− (1− 2a) k]

µ

−
(
1
2 + a

)
πρ∞b3

(
Uiω + baω2

)
+ πρ∞b3

[
Uiω − b

(
1
8 − a

2

)
ω2

]
mU2

=

=
πρ∞b3

[(
− 1

2 − a
) (

Uiω + baω2
)
+ Uiω − bω2

8 + baω2

2

]
mU2

=

=
bω

[
1
2Ui− aUi− ba2ω − bω

8

]
µU2

=
k

µ

[
1

2
i− ai− ba2ω

U
− bω

8U

]
= −8k

µ
[k − 4i+ 8a (i+ ak)]

L’equazione si può quindi riscrivere nel seguente modo:

h̄

b

p2xθµ− ik (1 + 2a)C (k) + ak2

µ
+

+θ̄
r2

(
p2 + 1

V 2

)
8µ+ 4i (1 + 2a)C (k) [2i− (1− 2a) k]− k [k − 4i+ 8a (i+ ak)]

8µ
= 0

Scrivendo le due equazioni adimensionali ricavate in forma matriciale si ottiene:p2 + (
σ
V

)2 − k2

µ + 2ikC(k)
µ

p2µxθ+k(i+ak)+(2+ik(1−2a))C(k)
µ

p2µxθ+ak2−ik(1+2a)C(k)
µ

8µr2(p2+ 1
V 2 )+4i(1+2a)(2i−k(1−2a))C(k)−k(k−4i+8a(i+ak))

8µ

{
h̄
b
θ̄

}
=

{
0
0

}

6.1.3 Punto 3
Si chiede, utilizzando MATLAB, di confrontare le condizioni di flutter calcolate nell’esercizio b
dell’esercitazione 5 con il modello utilizzato in questa esercitazione.
I dati da utilizzare sono i seguenti:

(a, e, c, fh, fθ, m, IP , ρ∞) = (−0.3, −0.1, 0.5, 3, 15, 5, 0.1, 0.788)
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Dalla figura 6.3 si nota come la frequenza ridotta del flutter sia1 k ≈ 0.177 e quindi essendo

ω = k
U

b
si ha:

ωflutter ≈ 55.54
rad

s
→ fflutter =

ωflutter

2π
≈ 8.84Hz

La frequenza di flutter risulta essere inferiore rispetto al caso quasi-stazionario (12.82Hz).
Il metodo quasi-stazionario risulta quindi essere più conservativo.

6.2 Esercizio b - Rateo di decadimento
Si chiede di dimostrare che l’autovalore adimensionale (p) può essere definito come:

p = γk + ik

dove γ è il rateo di decadimento delle oscillazioni, ossia:

γ =
1

2π
log

Xt+T

Xt

Si esplicitano Xt e Xt+T :
Xt = x̄eλRt cos (ωt+ ϕ)

Xt+T = x̄eλR(t+T ) cos (ω (t+ T ) + ϕ)

Si scrive il rapporto
Xt+T

Xt
:

Xt+T

Xt
=

x̄eλR(t+T ) cos (ω (t+ T ) + ϕ)

x̄eλRt cos (ωt+ ϕ)
= eλRT cos (ω (t+ T ) + ϕ)

cos (ωt+ ϕ)
= eλRT cos (ωt+ ωT + ϕ)

cos (ωt+ ϕ)

Essendo T =
2π

ω
si ha:

Xt+T

Xt
= eλRT cos (ωt+ 2π + ϕ)

cos (ωt+ ϕ)

Poiché cos (a) = cos (a+ 2π) allora:
Xt+T

Xt
= eλRT

Sostituendo all’interno della formula di γ:

γ =
1

2π
log

Xt+T

Xt
=

λRT

2π
=

λR

ω

Sapendo che p =
λb

U
si esplicita λ:

p =
b

U
(λR + iω) =

b

U
λR + i

ωb

U
=

bω

Uω
λR + i

ωb

U
= γk + ik

1tramite il codice MATLAB fornito si è visto quale autovalore ha la parte reale prossima allo zero nella
condizione di flutter
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Figura 6.5: Andamento di γ al variare della velocità per µ = 40

Figura 6.6: Andamento di γ al variare della velocità per µ = 90

Dai grafici sopra riportati si deduce che un aumento di µ comporta un aumento di velocità di
flutter. Ciò significa che un aumento di massa o una diminuzione di quota fanno si che la velocità
di flutter aumenti.

6.3.2 Punto 2
Si chiede di valutare l’influenza di σ.
Si utilizzano i seguenti dati:

• µ = 10;

• r = 0.5;
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Figura 6.9: Andamento di γ al variare della velocità per σ = 0.9

Dai grafici sopra riportati si deduce che un aumento di σ comporta una diminuzione di velocità
di flutter. Ciò significa che la struttura tende ad andare in instabilità prima quando le frequenze
flessionali e torsionali si avvicinano.

6.3.3 Punto 3
Si chiede di valutare l’influenza della posizione del centro di massa.
Si utilizzano i seguenti dati:

• µ = 10;

• σ = 1
3 ;

• r = 0.5;

• a = 0.0;

• e = [−0.15, 0, 0.15].
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Figura 6.12: Andamento di γ al variare della velocità per e = 0.15

Avendo fissato l’asse elastico a metà della corda si vede come lo spostamento del centro di massa
da una zona anteriore al centro di taglio ad una zona posteriore comporti una diminuzione della
velocità di flutter.
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7.1 Esercizio a - Analisi statica e dinamica di un’ala in
materiale isotropo

Si considera un materiale isotropo con le seguenti proprietà:

• E = 73.8GPa;

• ν = 0.33;

• ρ = 2768
kg

m3
.

Si usano 10 elementi B4 e si imposta un modello di Taylor del quarto ordine (TE4).

7.1.1 Punto 1
Si considera un’ala di lunghezza L = 0.305m. Si chiede di valutare la risposta statica dell’ala
caricata con una pressione uniforme di 1000Pa.
I dati forniti vengono inseriti all’interno del software MUL2_PROGRAM e si seleziona l’analisi
101 (analisi statica). Il risultato grafico1, ottenuto tramite il software ParaView, è mostrato nella
figura 7.2.

Figura 7.2: Risposta statica

Analizzando i dati presenti nel file "POST_POINT.dat" si ottengono i seguenti valori di spo-
stamento verticale (direzione z) al tip:

Punto Spostamento verticale [m]
Punto 1 -0.167795809E-03
Punto 2 -0.167828199E-03
Punto 3 -0.167795809E-03

Tabella 7.1: Spostamenti al tip alare

Gli spostamenti dei punti analizzati in direzione x e y risultano trascurabili.
1Visti i piccoli spostamenti è stato necessario utilizzare un adeguato valore di fattore di scala
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Si tratta del primo modo torsionale rispetto a y.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.7321 · 102Hz.

Quarto modo

Figura 7.6: Quarto modo

Si tratta del terzo modo flessionale rispetto a x.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.1613 · 103Hz.

Quinto modo

Figura 7.7: Quinto modo

Si tratta del secondo modo torsionale rispetto a y.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.2265 · 103Hz.

Sesto modo

Figura 7.8: Sesto modo
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Si tratta del quarto modo torsionale rispetto a y.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.6014 · 103Hz.

Decimo modo

Figura 7.12: Decimo modo

Si tratta del primo modo flessionale rispetto a z.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.6547 · 103Hz.
Diagrammando le frequenze al variare nel modo si ottiene quanto mostrato nella figura 7.13.

Figura 7.13: Andamento frequenze dei primi 10 modi

7.2 Esercizio b - Analisi statica e dinamica di un’ala in
materiale composito

Si considera un materiale ortotropo con le seguenti proprietà:

• EL = 30.5GPa;

• ET = EZ = 10GPa;
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Laminazione −45◦

Punto Spostamento verticale [m]
Punto 1 -0.991437635E-03
Punto 2 -0.959330525E-03
Punto 3 -0.926745407E-03

Tabella 7.3: Spostamenti al tip alare

θ = −0.04877◦

Figura 7.15: Risposta statica laminazione −45◦

Laminazione 0◦

Punto Spostamento verticale [m]
Punto 1 -0.421362502E-03
Punto 2 -0.421432999E-03
Punto 3 -0.421362502E-03

Tabella 7.4: Spostamenti al tip alare

θ = 0◦

Figura 7.16: Risposta statica laminazione 0◦
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• nei casi con fibre a −90◦, 0◦ e 90◦ si ha una flessione pura;

• con la laminazione a 0◦ si hanno gli spostamenti al tip inferiori;

• con laminazioni a ±90◦ si hanno gli spostamenti al tip maggiori;

• con laminazioni a ±45◦ si ha un accoppiamento tra flessione e torsione.

7.2.2 Punto 2
Si chiede di valutare le prime cinque frequenze naturali considerando i seguenti angoli di lami-
nazione:

• 0◦;

• 45◦;

• 90◦.

Laminazione 0◦

• Primo modo

Figura 7.19: Primo modo

Si tratta del primo modo flessionale rispetto a x.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.7183 · 101Hz.

• Secondo modo

Figura 7.20: Secondo modo

Si tratta del primo modo torsionale rispetto a y.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.3977 · 102Hz.
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Laminazione 45◦

• Primo modo

Figura 7.24: Primo modo

Si tratta del primo modo flessionale rispetto a x. È presente una piccola torsione dell’ala al tip.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.4761 · 101Hz.

• Secondo modo

Figura 7.25: Secondo modo

Si tratta del secondo modo flessionale rispetto a x. Anche in questo caso è presente un certo
grado di accoppiamento flesso-torsionale.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.2959 · 102Hz.

• Terzo modo

Figura 7.26: Terzo modo

Si tratta del primo modo torsionale rispetto a y. Presenza di accoppiamento flesso-torsionale.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.4672 · 102Hz.
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• Secondo modo

Figura 7.30: Secondo modo

Si tratta del secondo modo flessionale rispetto a x.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.2574 · 102Hz.

• Terzo modo

Figura 7.31: Terzo modo

Si tratta del primo modo torsionale rispetto a y.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.3801 · 102Hz.

• Quarto modo

Figura 7.32: Quarto modo

Si tratta del terzo modo flessionale rispetto a x.
La sua frequenza naturale è di fn = 0.7209 · 102Hz.

81

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 83 di 140

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 83 di 140



Esercitazione 8 - Risposte dinamiche
nel dominio della frequenza e del
tempo

I seguenti esempi numerici mirano a mostrare gli effetti di alcuni parametri sulle risposte di
un velivolo rigido sottoposto a raffiche discrete e continue. Verranno utilizzati due modelli
matematici per descrivere la cinematica dell’aeromobile, considerando prima solo il grado di
libertà del moto verticale e poi sia il grado di libertà del moto verticale sia il grado di libertà del
beccheggio.

8.1 Esercizio a - Analisi nel dominio del tempo

8.1.1 Punto 1
Partendo dalle equazioni del moto e degli incrementi di portanza dovuti alla raffica si chiede di
trovare le espressioni delle derivate per il modello ad un grado di libertà (heave) e per il modello
a due gradi di libertà (heave/pitch).

Modello ad un grado di libertà

Immaginando che il profilo alare venga investito da una raffica ed assumendo che la variazione
di angolo di incidenza sia piccola (żc, wg << V ) si può scrivere:

∆αg =
żc + wg

V

L’aumento di angolo di incidenza fa si che ci sia un aumento di portanza pari a:

∆L =
1

2
ρV 2Swaw

(
wg + żc

V

)
=

1

2
ρV Swaw (wg + żc)

L’equazione di equilibrio sarà dunque:

mz̈c = −∆L ⇒ mz̈c = −1

2
ρV Swaw (wg + żc) ⇒ mz̈c +

1

2
ρV Swawżc = −1

2
ρV Swawwg ⇒

⇒ mz̈c + zż żc = zgwwg ⇒ mz̈c +∆Lz = −∆Lg

Dove ∆Lz rappresenta la risposta del velivolo, ∆Lg è dovuto alla raffica e dove zż e zgw sono le
derivate aerodinamiche che hanno la seguente struttura:

zż =
1

2
ρV Swaw

83

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 85 di 140

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 85 di 140




