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1.Strutture multistrato e accoppiamenti campi fisici 
 
Piastre e Gusci multistrato sono strutture bidimensionali create sovrapponendo diversi strati finchè non sia 
arriva allo spessore desiderato. Essendo strutture 2D hanno la caratteristica che una delle dimensioni è più 
piccola rispetto alle altre due e di solito si tratta dello spessore. 

Generalmente i materiali differiscono tra uno strato ed un altro delle piastre o dei gusci ma possono essere: 

 Strati omogenei e isotropi 
 strati di composito rinforzato con fibre 
 Funcionally Graded Materials, utilizzati come le struutre multistrato ma senza avere il problema del 

distacco degli strati vicini 
 Configurazioni Sandwich con all’interno schiuma o honeycomb 

I carichi a cui piastre e gusci possono essere sottoposti sono: 

 Carichi meccanici statici e dinamici 
 Carichi termici 
 Carichi igroscopici quindi dettati dall’umidità 
 Carichi elettrici 
 Carichi magnetici 

Il problema degli ultimi due carichi è che sono complicati da calcolare in quanto sono carichi di campo. 

Le Strutture Tipiche che considereremo sono quelle che permettono una soluzione analitica quindi: 

 Piastre multistrato rettilinee 
 Pannelli multistrato sferici caratterizzati da avere 2 raggi di curvatura, Rα e Rβ, diversi da 0 e uguali. 
 Pannelli multistrato cilindrici caratterizzato da avere Rβ infinito 
 Cilindri multistrato caratterizzato da avere Rβ infinito ed essere chiuso 

In particolare studiando il caso di pannello sferico, con delle approssimazioni, passeremo agli altri due. 

In generale le curvature possono variare punto per punto quindi la soluzione non è studiabile in modo 
analitico se non in alcuni particolari casi come questi. 

In tutti i casi si può notare che il Sistema di Riferimento è ortogonale misto perché ho due coordinate 
curvilinee, α e β, e Z che è rettilineo. 

I materiali che considereremo saranno differenti: 

 Materiali omogenei rappresentati solitamente da Titanio e Alluminio 
 Materiali compositi che sono divisibili in 3 categorie: Compositi Fibrosi, Compositi Particellari e 

Compositi Laminati 
 Materiali Sandwich in cui ho due facce rigide che racchiudono un cuore meno rigido 
 Functionally Graded Materials in cui una delle caratteristiche (Elasticità, Proprietà Termiche…) 

varia in una direzione in modo graduale grazie alla variazione di frazione in volume dei costituenti in 
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direzione delle direzione considerata (Es. Spessore). Sono molto usati perché permettono di 
eliminare gli stress dovuti a discontinuità. 

E’ importante sapere che: 

 Omogeneità: proprietà del punto quindi se vario il punto del materiale le proprietà non cambiano se è 
omogeneo e variano se è non omogeneo 

 Isotropia: proprietà della direzione quindi avrò che se fissato un punto le caratteristiche non variano 
in qualsiasi direzione vado allora sarà isotropo e varrà che E e γ sono costanti e definiscono il 
materiale permettendo di trovare anche G=E/2(1+ γ). Se le proprietà variano con la direzione il 
materiale si dirà Ortotropo e in questo caso per calcolare Exy e Gxy in tutte le direzioni dovremmo 
fare più prove sperimentali che sono invece molto più semplici per il materiale isotropo perché li 
basta fare una prova a trazione. 
 

I modelli che considereremo terranno conto dei 4 campi più importanti 
ovvero quello Termico, Elastico, Igrometrico ed Elettrico ma ci saranno 
modelli che permetteranno di calcolarli come incognite del modello e 
altri che invece li imporranno dall’esterno. 

Le possibili interazioni sono: 

 Problema a 3 campi in cui ho accoppiamento Elettro-Termo-
Meccanico 

 Problema a 2 campi in cui ho accoppiamento Elettro-
Meccanico, Termo-Meccanico o Termo-Elettrico 

 Problema a 1 campo in cui non ho accoppiamenti ma sono un 
campo agente. 

Un esempio sono i materiali Piezoelettrici che sono molto importanti perché si deformano se sottoposti ad 
un campo elettrico o generano un campo elettrico se è applicata una deformazione, grazie a questo possono 
essere usati sia come sensori che come attuatori 

2. Materiali e laminazioni tipiche in campo aerospaziale 
 
Leghe Metalliche sono create con l’unione di più elementi di cui almeno uno è un metallo. Esistono in 
generale leghe sostituzionali e interstiziali. Quando si fa una legha si nota che le caratteristiche fisiche del 
materiale come E e G non variano, quello che varia sono le caratteristiche meccaniche ovvero la σrottura o la 
σyeld. 

Le più comuni sono quelle di Titanio e di Alluminio. 

Le leghe di Alluminio costituiscono adesso circa il 60% dei materiali usati per la costruzione dei velivoli. A 
partire dall’allumino si creano leghe per fusione o per lavoro a freddo che sono identificate con dei codici a 
seconda del tipo di elemento che viene messo all’interno. 
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Oss. Quando scrivo σ=C*ɛ allora C è la MATRICE DEI COEFFICENTI non è la MATRICE DI 
RIGIDEZZA. 

Nel caso di compositi C è trovabile analiticamente solo per fibre a 0 e 90° altrimenti si trova numericamente. 

Quando si scrivono le equazioni costitutive di una lamina dobbiamo considerare due ipotesi che vengono 
sempre fatte: 

 La lamina è continua quindi non sono presenti vuoti all’interno 
 La lamina è formata da materiali elastici 

Grazie a queste ipotesi si può scrivere una legge di Hooke anche per i compositi. 

Il più grande svantaggio nell’utilizzo dei compositi è che essi sono sottoposti ai problemi di Delaminazione e 
Debonding che sono metodi di rottura aggiuntivi da considerare. 

La Legge di Hooke generalizzata per un materiale anisotropo è: 

 

 

dove gli stress, i coefficienti elastici e le deformazioni sono riferiti al sistema di riferimo x1, x2, x3 che ha: 

 x1 parallelo alle fibre 
 x2 perpendicolare alle fibre nel piano 
 x3 perpendicolare alle fibre fuori dal piano 

questo sistema di riferimento dovrà poi essere legato 
al sistema di riferimento generale della struttura per 
vedere l’effetto delle fibre. 

Per un composito rinforzato con fibre possiamo 
scrivere la regola della miscela: 

 

 

Questa permette di calcolare le grandezze che ci interessano. 

Possiamo poi calcolare il modulo a taglio per la singola fibra o la matrice: 

 

 

Se invece il materiale è Ortotropo, come detto precedentemente, dovremmo calcolare tutte le grandezze 
ovvero: E1, E2, E3, G12, G13, G23, γ12, γ13, γ23 facendo 3 prove sperimentali a trazione e 3 a taglio. 

Dalla tabella sottostante possiamo notare che molti dei compositi, che sono a partire dalla 4° riga in poi, sono 
ortotropi mentre i materiali puri possono essere considerati isotropi. 
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Le problematiche principali di questi tipi di materiali sono: 

 Processi di produzione 
 Modellizzazione del materiale 
 Modellizzazione di strutture con all’interno questi materiali perché cè il problema che la matrice C 

diventa funzione di Z. 

Abbiamo visto che la caratterizzazione del materiale non è semplice. Per farla si possono usare diversi 
metodi: 

 Regola della Miscela: è un estensione della regola della miscela che conosciamo per i materili 
compositi 

 3D phases micromechanical models 
 Voronoi Cell Finite Element Method (VCFEM) 

Ci sono anche metodi stocastici più complessi. 

I materiali Piezoelettrici funzionano grazie all’effetto piezoelettrico che è in grado di convertire energia 
meccanica ed elettrica in modo lineare in entrambe le direzioni. 

In particolare parleremo di Effetto Piezoelettrico Diretto quando il materiale genera corrente elettrica a causa 
dell’applicazione di uno stress, questo è molto utile per fare dei sensori. 

Parleremo di Effetto Piezoelettrico Inverso quando il materiale crea delle forze a causa della presenza di 
corrente elettrica, questo è molto utile per fare degli attuatori. 

Le applicazioni sono molteplici: 

 Smorzatore di vibrazioni in modo attivo usando i piezoelettrici sia come sensori per rilevarle che 
come attuatori per smorzarle. 

 Adattamento della forma delle superfici aerodinamiche ovvero ali capaci di modificare la propria 
forma i funzione delle condizioni esterne per avere sempre la massima efficienza UTOPIA 

 Controllo attivo di fenomeni aeroelastici. 
 Monitoraggio dello stato di salute del velivolo utilizzandoli come sensori per capire se una cricca si 

sta aprendo o meno o come attuatori per controllarla. 

I materiali piezoelettrici devono essere prima attivati con un campo di polarizzazione, in base alla direzione 
di questo campo le caratteristiche dei materiali varieranno. 

Noi faremo come esempio un materiale attivato in direzione 3 come in 
figura. 

Per i materiali piezoelettrici ci sono poi coefficienti che legano il campo 
elettrico alla deformazione e alla tensione applicata come possiamo vedere 
in tabella: 

 

 

 

 

D = spostamento elettrico 

Per quanto riguarda la polarizzazione in direzione 3 che 
abbiamo considerato la matrice d sarà: 
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I problemi bidimensionali sono tipici di strutture in cui una delle 
dimensioni ha meno importanza quindi piastre e gusci. In questo caso 
solitamente lo spessore ha meno importanza rispetto alle altre due 
direzioni nel piano ovvero x,y o α,β. 

Questa approssimazione è tanto più vera tanto vale che h<<a,b. 

Abbiamo visto che il campo di spostamento in questo caso è: 

 

Se il pannello ha una curvatura in una direzione del piano o in due 
direzioni del piano si usa un sistema di riferimento ortogonale curvilineo 
e possiamo scrivere: 

 

I problemi unidimensionali sono tipici di strutture come aste e travi dove 
due dimensioni, solitamente quelle della sezione, sono trascurabili rispetto 
alla lunghezza. Questa approssimazione è tanto più valida quanto a,b<<l. 

Il campo di spostamento può essere scritto come: 

 

A questo punto, indipendentemente dal tipo di struttura l’equazione deve essere risolta e nel farlo possiamo 
ottenere: 

 Soluzione Esatta 
 Soluzione Numerica con metodi agli elementi finiti (FEM) o il metodo delle differenze finite 

generlizzate (GDQM) 

La Soluzione Esatta è valida solitamente solo sotto alcune ipotesi che riguardano: 

 materiali: possono essere solo isotropi o ortotropi con angoli di 0° e 90°. 
 geometrie: solo piastre e gusci che abbiamo visto prima. 
 carichi: solitamente vengono considerati solo carichi armonici. 
 condizioni al contorno: solitamente viene considerato solo il pannello semplicemente appoggiato. 

La Soluzione Numerica non presenta queste limitazioni ma ha il problema che darà un risultato approssimato 
e quindi accurato della soluzione esatta, inoltre può andare incontro a problemi di natura numerica. 

Quello che viene fatto è quindi di utilizzare la Soluzione Numerica per la maggior parte delle applicazioni 
ingegneristiche ma validare il modello usato numericamente con la Soluzione Esatta. 

4. Visione di insieme sulle teorie e i modelli 
 
I modelli 2D o 3D che possiamo usare per piastre e gusci possono essere sviluppati come: 

 Modelli a Strato Unico Equivalente (Equivalent Single Layer) in cui ho una piastra a N strati che 
sono condensati in un unico strato equivalente, avrò quindi un modello per l’intero multistrato e una 
rigidezza complessiva del sistema 

 Layer Wise Models in cui per ogni strato scrivo una formulazione della piastra (ES Kirchioff) e 
quindi ogni strato avrà la sua matrice di rigidezza. Il problema è che gi strati devono essere tra di 
loro continui e deve esserci congruenza e equilibrio all’interfaccia. 
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Negli approcci asintotici si definisce un parametro di perturbazione δ che di solito è il rapporto tra spessore 
e lunghezza caratteristica (h/a), le equazioni di governo 3D sono espanse in termini di δ. Per esempio le 
equazioni di equilibrio possono essere scritte: 

 

Dove le p sono in genere dei numeri reali. 

Il vantaggio maggiore di questo approccio è che permette di fare un’approssimazione consistente perché tutti 
i termini hanno lo stesso ordine di grandezza siccome dipendono tutti da δ. Ottengo la soluzione 3D se δ 
tende a 0. 

L’introduzione di approcci asintotici a strutture multistrato però introduce alcune difficoltà, per esempio per 
tenere conto dell’anisotropia dei materiali compositi sia nel piano che in direzione dello spessore dobbiamo 
introdurre alcuni parametri meccanici. 

Gli approcci assiomatici sono quelli più usati e i più popolari per creare teorie 2D perché eliminano molte 
problematiche. In questi casi il campo di spostamenti o di tensioni possono essere scritti come: 

 

In questo modo elimino la dipendenza da z perché la metto in F e avrò solo 2 incognite. 

La generica funzione f può rappresentare: 

 Il vettore degli spostamenti u=(u,v,w) nel caso della formulazione gli spostamenti 
 Il vettore delle deformazioni ɛ nel caso della formulazione alla deformazione 
 Il vettore degli stress σ nel caso della formulazione agli stress 
 Sia u che componenti di σ nel caso delle formulazioni miste 

Possiamo introdurre diverse formulazioni variazionali in funzione della formulazione che scegliamo. 
Per esempio: 

 La formulazione agli spostamenti è basata sul Principio degli Spostamenti Virtuali (PVD) 
 Le formulazioni miste possono usare il Reissner’s Mixed Variational Theorem (RMVT). 

Nella prima formulazione alla fine ottengo: 

[K]{u}={F} 

Dove K lo calcolo e F lo so quindi l’unica incognita sono gli spostamenti u. 

Nella seconda formulazione (con il modello misto) ottengo: 

�Kuu Kuσ
Kσu Kσσ�  �

𝑢𝑢
𝜎𝜎𝜎𝜎

� = 𝐹𝐹 

Notiamo che in questo caso la matrice non è solo di rigidezza perché il blocco Kuu lega gli spostamenti ma i 
blocchi Kuσ e Kσu legano spostamenti e tensioni. 

5. Legge di Hooke generalizzata, materiali anisotropi, ortotropi e isotropi. 
Equazioni costitutive 3D, passaggio da sistema di riferimento materiale a 
sistema di riferimento struttura 
 
La legge di Hooke generalizzata è un equazione costitutiva che caratterizza il singolo materiali e la sua 
reazione ai carichi applicati. 
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Considerando la notazione matriciale l’equazione precedente può essere scritta come: 
 

 

 

 

 

 

 

Come abbiamo già detto i termini misti (Cij) sono uguali tra di loro perché stiamo considerando un materiale 
elastico quindi abbiamo 21 coefficienti di rigidezza indipendenti. 

A questo punto consideriamo diversi materiali con piani di simmetria diversi. 

I materiali monoclini fanno si che i coefficienti elastici in un punto hanno lo stesso valore per ogni coppia 
di coordinate. A causa di questo abbiamo che: C14 = 0, C15 = 0, C24 = 0, C25 = 0, C34 = 0, C35 = 0, C46 = 0, C56 
= 0. 

Quindi i coefficienti C indipendenti diventano solo 13 e la matrice è: 

 

 

 

 

 

I materiali ortotropi hanno 3 piani di simmetria mutualmente ortogonali quindi il numero di coefficienti 
elastici indipendenti è 9, la matrice che consideriamo è. 

 

Un esempio di materiali ortotropo è il materiali composito. Notiamo che in questi tipi di materiali le 
componenti normali si tensione sono legati solo a deformazione in direzione normale e le componenti 
tangenziali di tensione sono legate solo a deformazioni tangenziali quindi non c’è nessuna componente 
mista. 

Per caratterizzare il materiali dobbiamo conoscere il valore delle 9 costanti ingegneristiche che ottengo in 
genere con 3 prove a trazione e 3 prove a taglio, queste sono: 
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Se passo alla notazione a singolo indice posso scrivere la matrice T che mi fa passare dal materiale alla 
piastra come: 

 

La matrice R che mi fa passare dalla piastra al materiale è invece: 

 

In forma compatta posso scrivere il tutto come: 

 

 

La stessa procedura per cambiare sistema di riferimento può essere applicata alle componenti di 
deformazione ma quello che otterrò sarà: 

 

 
Possiamo definire la matrice Q di rigidezza in funzione della matrice T e C perché tutto è nello stesso 
sistema di riferimento: 

 

In caso di materiale Ortotropo le relazioni nel sistema di coordinate del problema sono: 

 

 

 

 

 

Notiamo che cambiando sistemi di riferimento nascono delle grandezze come Q16, Q26, Q36 che invece la 
matrice di un materiale ortotropo non dovrebbe avere ma che permettono la nascita di accoppiamenti tra 
componenti di taglio e componenti normali che sono molto importanti perché permettono di avere un GDL in 
più nella progettazione con materiali compositi in quanto scegliendo la staking sequence si riesce ad avere 
gli accoppiamenti voluti. 
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E’ quindi importante soddisfare i requisiti Cz0 per non avere problemi con l’effetto zigzag e la discontinuità 
interlaminare per cui si usano: 

 Formulazioni agli spostamenti in cui le incognite sono gli spostamenti a cui quindi posso imporre le 
condizioni Cz0 che ci interessano, queste hanno il problema che gli stress sono derivati dagli 
spostamenti quindi non è detto che vengano continui 

 Formulazioni miste in cui le incognite sono alcuni spostamenti e alcune tensioni (normali) per cui ad 
esse posso imporre le condizioni Cz0 

Notiamo che in generale per le piastre vale che: 

Notiamo che u(z) e v(z) sono continue in z quindi 
vale la condizione Cz0 e anche ɛxx, ɛyy, ɛxy sono 
continue. 

Invece le deformazioni trasversali sono derivate in z 
quindi le ɛyz ɛxz ɛzz non sono continue in z quindi 
non soddisfano le condizioni Cz0. 

 

 

 

 

 

 

A questo punto posso mettere le ɛ trovate all’interno delle equazioni costitutive e ottenere: 

Notiamo che, come detto prima, gli stress nel piano 
possono essere discontinui mentre quelli trasversi al piano 
devono essere continui. 

Il problema è che le Cxy variano da strato a strato quindi 
sono discontinui da strato a strato, ogni volta poi li si 
moltiplica per delle ɛ che in generale sono discontinue. Se 
riesco a calcolare bene il prodotto tra questi due elementi 
discontinui riuscirei, in linea teorica, a ottenere delle σ 
continue tra strato e strato. 

In verità, come abbiamo detto, avere le σ sul piano (σxx, σxy 
σyy) discontinue va bene perché la fisica del problema è 

quella. 

Per quanto riguarda invece σxz, σyz σzz fuori dal piano se il modello è molto accurato le discontinuità di ɛ e C 
riescono a compensarsi ma nel 90% dei casi questo non avviene anche perché abbiamo termini come σzz che 
hanno 3 termini da compensare per fare si che sia il tutto continuo quindi che sono complicati da avere 
continui. 

Si può notare che le teorie classiche, come quelle basate sulle ipotesi di Cauchy-Poisson-Kirchhoff-
Love, o quelle di Reissner-Mindlin, soddisfano la condizione di continuità interlaminare per gli spostamenti 
ma non la forma a zigzag. Per questo motivo risultano essere inappropriate per lo studio di strutture 
multistrato. In questo caso l’utilizzo di modelli 3D o modelli 2D migliori è necessario. 
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Possiamo calcolare le deformazioni e ottenere: 

Notiamo che i primi due elementi sono lineari in Z quindi 
saranno delle rette tra top e bottom che faranno errori più o 
meno grandi a seconda di quanto è spesso il multistrato. 

Notiamo che in direzione dello spessore non c’è deformazione. 

Si può notare che gli scorrimenti dovute al taglio sono lineari in 
Z e solamente presenti in direzione xy ma nelle facce 
perpendicolari a x e y invece sono nulli, questo è giusto perché 
devono rimanere perpendicolari alla superficie media. 

Non considerare lo scorrimento a taglio è un ipotesi che va bene 
solo se la piastra è molto sottile e monostrato, altrimenti lo 
scorrimento è da considerare. 

 

 
Possiamo vedere dalla figura come appaiono spostamenti e carichi calcolati con il modello CLT considerato 

 

 

 

 

 

 

First order Shear Deformation Theory (FSDT) 

In questo caso si considerano solo le prime due ipotesi di Kirchoff, la terza è rimossa quindi le normali non 
devono per forza rimanere perpendicolari alla superficie media dopo la deformazione, questo permette di 
introdurre lo scorrimento a taglio infatti γxz e γyz sono inclusi nella teoria. 

FSDT è la teoria di Reissner-Mindlin estesa alle strutture multistrato. 

Il campo di spostamenti considerato in questa teoria è: 
 

 

 

 

Questo è spiegato nella figura a fianco dalla quale si nota che: 

 W0 è costante quindi, come nella CLT, tutti i punti si muovono 
della stessa entità 

 La superficie che si deforma rimane rettilinea ma non è più 
perpendicolare alla superficie media perché ruota di γxz e γyz 

Introducendo il taglio avrò 2 GDL in più quindi avremo in totale 5 GDL. 
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Abbiamo detto che per creare le teorie che usiamo possiamo fare assunzioni su deformazioni o stress nel 
piano, vediamo cosa cambia: 

 Imporre le condizioni sulle deformazioni del piano  
(Plane Strain Assumptions) vuol dire partire dalla 
matrice della legge di Hooke generalizzata che 
vediamo in figura che è una 6x6 ed considerare solo i 
contributi legati a σXX, σXY, σYY per cui la matrice 
diventa una 3x3. 

 Imporre le condizioni sugli stress del piano (Plane 
Stress Assumptions) vuol dire imporre σZZ=0, questo 
permette di ottenere una nuova equazione per εZZ che 
posso sostituire nelle equazioni di σXX e σYY che 
ricavo dalla legge di hooke generalizzata e ottenere i 

coefficienti elastici ridotti 

 

Le condizioni sugli stress del piano fanno si che l’equazione costitutiva diventi: 

 

 

 

Questo è quello che ottengo se considero una teoria CLT ma se considerassi la teoria FSDT allora imponendo 
le stesse condizioni otterrei matrici 5x5 e i coefficienti elastici ridotti imponendo σZZ=0. 

Possiamo vedere un esempio della presenza del fenomeno del Poisson Locking usando prima la teoria CLT e 
poi la teoria FSDT: 

Sottolineiamo che il caso è analitico, 
per dimostrare che il fenomeno del 
Poisson Locking non è dovuto a 
fenomeni di tipo numerico. 

Quello che si nota è che con la teoria 
CLT nonostante la piastra diventi 
sempre più sottile comunque l’errore 
sulle ε non va a zero se uso le 
condizioni di deformazioni nel 
piano mentre va a zero se uso le 
condizioni di stress nel piano 
ovvero impongo che σZZ=0. 
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Quindi il sistema di equazioni costitutive con coefficienti elastici ridotti possono essere riscritte: 

 

 

 

 

Per spiegare perché il fenomeno del Poisson Locking accade possiamo prendere per esempio la teoria CLT in 
cui vediamo che lo stress nel piano εxx è lineare con lo spessore e può essere scritto: 

 

Per quanto riguarda invece lo stress in direzione dello spessore εzz notiamo che è uguale a zero infatti: 

 

 
Ma se calcolassimo εzz usando invece la fisica del problema quindi la definizione di coefficiente di Poisson ν 
vediamo che: 

 

Notiamo quindi che c’è una discrepanza perché se calcoliamo εzz usando la teoria CLT otteniamo un valore 
diverso che se lo calcoliamo usando la fisica del problema ovvero il Poisson. Questa discrepanza genera il 
fenomeno del Poisson Locking.  
Può essere eliminata imponendo σZZ=0 perché in quel modo sto forzando εzz

G ad essere lineare e quindi si 
ricollega alla fisica del problema. 

Possiamo notare che se aumento il grado del problema non ho più questo problema perché εzz
G non la ricavo 

più come derivata di una funzione costante ma di funzioni di grado superiore e quindi non si annulla più, 
inoltre si può vedere che se ν tende a 0 il fenomeno scompare perché vale che εzz

G = 0 = εzz
Reale quindi non 

c’è più nessuna discrepanza. 

8. Alcuni esempi di Higher Order Theories (HOTs), teoria del secondo 
ordine con inestensibilità trasversale, teoria del terzo ordine con 
inestensibilità trasversale (Vlasov-Reddy Theory). 
 
Esistono una serie di teorie di ordine superiore che, mantenendo w=0 migliorano le equazione di u e v quindi 
anche il comportamento a taglio migliora perché passa da γ=cost a lineare, quadratica… Il problema è che 
sono sempre teorie Equivalent Single Layer e questo fa si che ci sia il problema dell’effetto a zigzag. 

Alcuni esempi sono: 

Second order theory with transverse inextensibility (7 degrees of freedom in z) 

L’andamento degli spostamenti è: 

Notiamo che abbiamo 7 GDL ma otterremo delle γxz e 
γyz lineari che migliorano il comportamento a taglio. 
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A questo punto possiamo ricavare: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Se poi sostituisco δU, δV, δK con queste grandezze all’interno del PLV e integro per parti posso ricavare gli 
spostamenti che notiamo in questo caso essere 3 perché la teoria CLT ha 3 incognite. 

 

 

 

 

 

 

 
Notiamo che dipendono da Nxx, Nyy, Nxy e Mxx, Myy, Mxy che sono calcolabili usando la matrice di rigidezza. 
Possiamo anche introdurre le matrici A,B,D che rappresentano: 

 A rigidezza assiale 
 B rigidezza flessionale 
 D rigidezza agli effetti accoppiati di flessione e 

trazione 

Alla fine ottengo: 

 

 

 

 

 

 

Riassunto in: 
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Come prima anche in questo caso introduco le matrici A,B,D con in aggiunta i termini che dipendono dallo 
scorrimento a taglio: 

 

 

Dove K è il fattore di correzione del taglio che è dovuto al fatto che il taglio non è costante e le matrici A45, 
A44, A55 sono legate anche esse allo scorrimento a taglio. 

Ottengo alla fine le equazioni costitutive che possono essere scritte in forma compatta come: 

 

 

 

 
 

Notiamo che rispetto al caso CLT il caso FSDT ha dei termini aggiuntivi dovuti al taglio ma le equazioni 
sono formalmente le stesse solo con 5 incognite. Anche in questo caso posso sviluppare il prodotto matriciale 
e ottenere le 5 equazioni funzioni di A,B,D e degli spostamenti sostituendo a ε le equazioni degli spostamenti 
derivate in modo opportuno. 

In generale, sia per le FSDT che per le CLT l’utilizzo delle matrici A,B e D che hanno un significato fisico 
può essere omesso perché le teorie successive utilizzano matrici di rigidezza generiche anche se non per 
forza con termini collegati ad un significato fisico. 

Questo fa si che in generale si possano scrivere le equazioni geometriche come: 

FSDT 

CLT 

 

 

 

 

 

 

Da esse le relazioni costitutive sono: 

 

 

 

 

 

 
Posso ricavare le equazioni di governo sostituendo le equazioni costitutive nella soluzione geometrica come 
fatto le altre volte e ottenere: 

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 31 di 170

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 31 di 170



33 
 

K=5/6 vale per una sezione omogenea e isotropa ma se cambiano la geometria, i carichi o la laminazione il 
valore di K da usare è diverso. In generale però usare K=5/6 come prima approssimazione va sempre bene 
perché essendo <1 migliora il risultato. 

Si può poi notare che se mettiamo K=infinito posso passare dalla soluzione FSDT fatta normalmente da 
Nastran alla CLT perché sto intrinsecamente dicendo che le γ sono nulle. 

10. Modelli strutturali ESL e LW, teorie ZigZag physically o kinematic 
based 
 
Di solito si aggiungono termini quadratici e cubici (z2 o z3) al modello degli spostamenti per migliorare la 
soluzione del modello.  
In particolare quello che può essere fatto è. 

 Aggiungere elementi a u e v per migliorare l’approssimazione del taglio e svincolarsi dal fenomeno 
del Poisson Locking 

 Aggiungere elementi a w per non avere più εzz nulla ma che assume un valore variabile 

Facendo così, come abbiamo detto, ci si svincola dal concetto delle matrici A, B, D e si ottengono generiche 
matrici di rigidezza. 

Aumentando l’accuratezza dei termini in u,v e w però non si risolve il problema dello studio dell’effetto Zig 
Zag perché comunque stiamo studiando sempre la piastra con un modello Equivalent Single Layer. 

Per introdurre l’effetto ZigZag dobbiamo considerare due tipologie di teorie: 

 Kinematic-based ZigZag Theories che in genere sono teorie molto semplici da sviluppare e 
implementare in cui si impone una forma dell’effetto ZigZag, quindi vengono solitamente utilizzate 
ma per alcuni schemi di laminazione, carichi o condizioni al contorno possono dare dei problemi. 

 Phisically Based ZigZag Theories che sono più complicate delle precedenti ma avendo un 
approccio al problema più legato alla sua fisica sono più generali e hanno un range di applicazione 
più elevato. 

Le Kinematic-based ZigZag Theories sono teorie in cui alle equazioni cinematiche degli spostamenti 
aggiungo un equazione che introduce l’effetto ZigZag. Un esempio tipico di questo e l’aggiunta della 
funzione ZigZag di Muramaki che è definita come: 

 
 

Dove ζk = (2zk)/hk con zk che è la coordinata nello spessore e hk è lo spessore dello strato. Questa funzione è 
lineare a tratti nella coordinata zk dello spessore, ha ampiezza unitaria per ogni strato e la derivata assume 
segni opposti in strati adiacenti. Quindi ho tante rette che variano inclinazione strato su strato. 

Abbiamo che quindi l’ultimo termine delle equazioni degli spostamenti è la funzione di Muramaki, gli 
spostamenti posso scriverli: 

 

 

 

In questo modo vediamo che l’effetto ZigZag lo introduco con solo 3 GDL in più e costa molto poco ma va 
in difficoltà in alcuni casi come abbiamo visto. 

La Phisically Based ZigZag Theories si basa su aggiungere delle ipotesi fisiche sulla continuità degli 
spostamenti e degli stress in direzione trasversale e il rapporto tra stress trasversali e spostmenti. 
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Quello che si ottiene dal punto di vista delle matrici di rigidezza e che esse risultano parzialmente sommate. 

10.2 Come creare un modello strutturale 2D analitico 
 
I passi per creare un modello degli spostamenti 2D sono 4: 

1. Creare un opportuna modello variazionale degli spostamenti 
2. Sostituire le equazioni costitutive appropriate 
3. Sostituire le relazioni geometriche appropriate 
4. Sostituire un appropriato modello cinetico 

Alla fine arrivo a scrivere le equazioni che possono avere: 

 Soluzione analitica ottenuta sostituendo le soluzioni armoniche e integrando per parti per ottenere 
una soluzione in forma chiusa 

 Soluzione numerica sostituendo le funzioni di forma nel piano nel caso degli elementi finiti 

Quindi: 

Step 1: Principio dei lavori virtuali 

In generale vale che: 

 

 
Nel caso di una piastra o guscio multistrato: 

 

 

Dove: 

 

 

 

 

 
Step 2: Equazioni Costitutive 

Se ϑ=0 o ϑ=90 ho che Q45 = 0 e Q13=Q23=Q36=0 e 
quindi posso ricavare le soluzioni in modo analitico. 

 

 

 

 

 

Posso anche scriverle: 
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Notiamo che: 

 

  
 

Dove compaiono dei termini che integrati in z diventano dei numeri, questi li definisco con E e sono: 

Se scrivo l’equazione componente per componente ottengo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Questo sarà moltiplicato per uno spostamento u che posso scrivere in forma armonica come: 

u=Ucos(α�x)·sen(β�y) 

dove 𝛼𝛼� = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑎𝑎⁄   e 𝛽̅𝛽 = 𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑏𝑏�  con m e n che sono l’ordine della semionda 

Di questa u io farò le derivate in x e y e mi rimarranno dei seni e dei coseni che devo poter raccogliere, posso 
raccoglierli solo se ϑ = 0 o ϑ = 90 altrimenti non riesco e i termini Q45 e Q15 diventano diversi da 0 e io non 
posso trovare la soluzione analitica. 

Per ottenere la soluzione analitica si suppongono piastre e gusci semplicemente appoggiati e variabili di tipo 
armonico e otteniamo: 

 

 

 

Con α e β quelli di prima. 

Se invece risolvessi il tutto usando l’analisi FEM al posto di quella analitica come fatto adesso avrei che 
ui=Ni·ρi dove ρi è la funzione di forma. Quindi con il FEM trovo gli spostamenti del nodo ma io devo essere 
in grado di calcolare lo spostamento in qualsiasi punto della piastra, anche che si trova ad una data distanza 
dal nodo ma con lo spostamento sul del nodo riesco a fare tutto. 

Quando uso l’analitico invece ho una forma di spostamento che dipende da x e y quindi mi basta sostituire e 
trovare lo spostamento nel punto di coordinate x e y che voglio. 

Questo è importante perché quando confronto FEM e analitico devo farlo nello stesso punto. 

Inoltre quando faccio l’analisi Modale con FEM è facile perché in un colpo solo calcola autovalori e 
rispettivi autovettori e conosco sia la frequenza che al forma di tanti modi di vibrare, se faccio l’analisi 
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11. Teorie classiche e avanzate 1D, modelli trave e asta. Modello trave di 
Eulero-Bernoulli a confronto con modello trave di Timoshenko. 
 
Se dobbiamo fare il modello 1D abbiamo più scelte. I codici commerciali usano il modello di Timoshenko 
per le aste quando si seleziona BEAM come un elemento finito 1D ma esistono altri modelli possibili come il 
modello SPRING (Molla) e TRUSS (Asta) per modellizzare un elemento 1D. 

Elemento finito SPRING 

E’ un elemento finito 1D che ha 2 nodi, in ogni nodo ci sono forze e spostamenti. 

F=ku 

Dove: 

 K = rigidezza assiale che decido io 
 F = forza applicata lungo la molla 
 u = spostamento lungo l’asse della molla 

Dal modello si ottiene questa matrice: 

 

 

 

Elemento Finito TRUSS 

Anche in questo caso si tratta di un elemento finito 1D avente 2 nodi, in ogni nodo ci sono forze e 
spostamenti. 

F=ku 

Dove: 

 K = rigidezza assiale che è data dalle proprietà elastiche 
del materiale e dalle proprietà geometriche dell’elemento 

 F = forza applicata lungo l’elemento 
 u = spostamento lungo l’asse dell’elemento 

Dobbiamo quindi trovare K e per farlo scriviamo: 

Da cui ricaviamo che il modello usa come matrici: 

 

 

 

Elemento Finito a TORSIONE 

Anche in questo caso ho un elemento finito 1D che però 
tiene conto della torsione dell’asta. 
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Notiamo che è sempre un elemento 1D perché tutto è scritto in funzione della lunghezza e le altri dimensioni 
le esprimo con integrali che diventano i momenti di inerzia. 

Teoria della trave di Eulero-Bernoulli 

Esiste una forte analogia con il modello piastra di Kirchoff perché le ipotesi sono le stesse ma traslate su una 
trave che quindi avrà: 

 Sezione che rimane perpendicolare alla superficie media nella deformata, il che significa che la 
rigidezza a taglio è infinita 

 Sezione che rimane rettilinea 
 Spostamento in z è costante e uguale in tutti i punti 

Da queste ipotesi deriva il modello di spostamento che è: 

 

Teoria della trave di Timoshenko 

In questo caso c’è una forte analogia con il modello piastra di 
Reissner-Mindlin perché le ipotesi sono le stesse ma, come 
prima, traslate sulla trave. Quindi avremo che, rispetto alla 
teoria della trave di Eulero-Bernoulli, sarà tolta l’ipotesi sulla 
perpendicolarità della sezione che permetterà di avere 
scorrimenti a taglio. 

Il modello di spostamento sarà: 

 

 

 

Così come successo con le piastre c’è la possibilità di creare modelli trave più precisi per quanto riguarda la 
previsione degli scorrimenti a taglio aggiungendo termini di ordine superiore al modello di spostamento. 

12. Equazioni costitutive 3D per problemi multicampo 
 
Anche in questo caso vogliamo calcolare le equazioni geometriche e di equilibrio al fine di ricavare le 
equazioni del modello 3D generale che poi specializzerò per i gusci sferici, aggiungeremo però i carichi 
termici e i carichi igroscopici. 

Equazioni costitutive per un’analisi termo-meccanica delle piastre 

L’accoppiamento tra il campo meccanico e termico possono essere determinate usando la funzione 
dell’energia libera di Gibbs G e la densità di Entalpia termodinamica H. 

Dove: 

η e la variazione di entropia per unità di volume 
ϑ è la sovratemperatura rispetto alla temperatura di    
riferimento T0 
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Lega la T e le ε 
perché α è il vettore 
dei coefficienti di 
dilatazione termica. 

 

Matrice dei coefficienti di conduttività 

 

 
Equazioni costitutive per l’analisi elasto-termo-igroscopica delle piastra 

Nel caso di analisi elasto-termo-igroscopica di una piastra multistrato la componente della deformazione ε è 
data come una somma algebrica tra: 

 εU = parte elastica della deformazione 
 εϑ = parte termica della deformazione 
 εM  = parte igroscopica della deformazione 

 

 
Notiamo che poi c’è un comportamento analogo tra campo termico e igroscopico infatti si vede che: 

 

quindi la parte igroscopica della deformazione è data da un coefficiente di dilatazione igroscopica · contenuto 
di umidità (calcolato in percentuale o numero) da considerare. 

Dove il contenuto di umidità è un numero adimensionale che può essere fornito come numero o percentuale 
ed è definito come: 

 

 
Dove: 

 WC è la massa dell’umidità 
 WD è la massa del materiale secco 
 Wtot Materiale = WC+ WD 

Data la concentrazione di umidità c, il volume V, la densità del matriale secco ρd possiamo scrivere un’altra 
formula per determinare M: 

 

  
Se raggruppiamo il coefficiente di espansione dovuta all’umidità possiamo ottenere un vettore 6x1: 

 
 

Combinando le equazioni precedenti è possibile ottenere un’equazione generale per i componenti di 
deformazione per un analisi elasto-termo-igroscopica che è: 

 
 

Se poi questi termini li sostituisco nella lege di Hooke in un sistema di riferimento (α,β,z) posso ricavare σ. 
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I termini diversi sono quelli legati al campo elettrico quindi: 

 
Matrice di Permittività Dielettrica 

 

Matrice di conducibilità Elettrica 

 

Matrice dei Coefficienti PiezoElettrici 

 

Anche in questo caso posso dividere tutto in variabili dovute alle equazioni costitutive (indicate con C) e 
variabili dovute alla geometri (indicate con G) e poi separare le componenti nel piano (p) e fuori dal piano 
(n). Da questo ricavo: 

 

Dove le Q,e,ε,λ,p sono tutti elementi delle matrici viste prima che hanno lo stesso significato. 

Analizzati questi casi ci basta eliminare delle parti per analizzare casi più piccoli come: 

 Caso Meccanico in cui tolgo tutti i termini tranne quelli meccanici 
 Caso Elettro-Meccanico in cui tolgo i termini termici dal caso elettro-termo-meccanico 
 Caso Termo-Meccanico in cui tolgo i termini elettrici dal caso elettro-termo-meccanico 

Oss. 

Possiamo notare che nei modelli Parzialmente Accoppiati o 
Disaccppiati mi servono solo le prime due equazioni del caso termo-
meccanico (indicate a destra) perché una è per la Temperatura e l’altra 
per lo Spostamento MA non introduco nessun coefficiente K di 
accoppiamento. 

Quindi quando studio il sistema Disaccoppiato devo risolvere: 

[K][u] = Pϑ 

Se il sistema è Accoppiato devo risolvere: 

�Kuu Kuϑ
Kϑu Kϑϑ

� �uϑ�=P 

Perché ci sono tutti i termini di accoppiamento tra temperatura e spostamento 
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Notiamo che se χ=90° allora viene che il prodotto scalare è nullo come deve essere. 

 

I versori sono poi indicati: 

 

 

Dove il terzo versore deve essere perpendicolare al piano creato da iα e iβ per cui viene messo il prodotto 
vettoriale ma non è detto che sia perpendicolare ad entrambi, questo succede solo se sin χ=1 che infatti si ha 
per χ=90°. 

Per definire le superfici si usano due forme quadratiche: 

Prima forma quadratica 

Se consideriamo due punti (α,β) e (α+dα,β+dβ) arbitrariamente vicini uno rispetto all’altro e tutti e due 
presenti sulla superficie l’incremento del vettore r nel muoversi da uno all’altro è: 

 
 

Se consideriamo tutte le equazioni precedenti possiamo poi ricavare il quadrato della lunghezza dell’arco: 

 

che notiamo ha anche il termine in mezzo perché non è detto che χ=90°. 

Questa forma determina la lunghezza infinitesimale, l’angolo tra le curve, l’area della superficie… quindi 
determina la geometria intrinseca della superficie MA non la superficie stessa. 

Seconda forma quadratica 

L’idea è definire un vettore perpendicolare alla superficie e uno parallelo per determinare la superficie curva. 
Definiamo t come il vettore tangente alla curva: 

 

 
La derivata di questo vettore è: 

 

 
Dove 1/ρ è la curvatura della curva e N e il versore della normale alla curva. 

Da qua possiamo ricavare l’espressione della seconda forma quadratica che è: 

 

Dove L,N,M sono coefficienti della forma mentre α e β sono le curvature considerate costanti. Possiamo 
quindi dire che: 

 

 

Quando A,B,Rα e Rβ sono dati posso determinare univocamente una curva. 

13.2 Relazioni Geometriche 
 
Fino ad adesso abbiamo sempre visto relazioni del tipo ε=[D]u. 
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Dove consideriamo che 𝐻𝐻𝛼𝛼 = �𝑔𝑔1 e Hβ=�g2 . 

Se faccio tutte le sostituzioni ottengo: 

Notiamo che le deformazioni sono più 
complicate di quelle ottenute per la piastra 
perché nascono dei termini accoppiati tra 
la rigidezza data dalla curvatura e quella 
che avevo sulla piastra. 

Es 
In eα ho il termine di du/dα che avevo 
nella piastra ma gli altri sono accoppiati. 

 

 

Se consideriamo queste equazioni geometriche e introduciamo l’ipotesi che, oltre ad avere raggio di 
curvatura costante come tutti i gusci, anche che Rα=Rβ otteniamo le equazioni per il guscio sferico. In questo 
caso vale che A=B=1 e eα=εαα eβ=εββ ez=εzz quindi: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dove possiamo vedere che: 

Notiamo che le equazioni generali per il guscio sferico degenerano nelle equazioni generali per il guscio 
cilindrico se Rα o Rβ sono infiniti e degenerano nella equazioni per le piastre se sia Rα che Rβ sono infiniti. 

Possiamo quindi scrivere le relazioni per il guscio cilindrico come: 
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Dove i simboli rappresentati sono: 

 

Da questo sistema di 3 equazioni di equilibrio per i gusci sferici possiamo fare delle considerazioni: 

 a1=a2 nella terza equazione perché il raggio di curvatura è costante 

 

 

Questo perché A=B=1 per i gusci sferici quindi in Hα e Hβ non c’è più. 

Possiamo quindi riassumere le equazioni di equilibrio per un guscio sferico in: 

 

 

 

 

 

Notiamo che ci sono i termini aggiuntivi puramente geometrici, a destra ci sono le forze inerziali che sono 
scritte come densità·volume·accelerazione dove il volume lo definisco moltiplicando Hα e Hβ. Anche in 
questo caso nei codici si utilizzano le curvature al posto di Rα  e Rβ. 

Se mettiamo che Rα o Rβ vanno ad infinito che corrisponde ad avere Hα=1 o Hβ=1 ottengo le equazioni per il 
guscio cilindrico 

 

 

 

 

 

Se poi introduco le ipotesi che sia Rα che Rβ vanno ad infinito ottengo le equazioni della piastra che 
conosco. Notiamo che sono 3 equazioni in 6 incognite che posso risolvere se uso la legge di Hooke che mi 
permette di scrivere tutto in funzione degli spostamenti e passare da 6 a 3 incognite. 
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Possiamo scrivere le equazioni di equilibrio e otteniamo: 

 

 

 

 

Se sostituiamo all’interno delle equazioni di equilibrio le relazioni costitutive e geometriche abbiamo 
otteniamo le 3 equazioni di equilibrio nelle 3 direzioni: 

1° equazione 

 

 

 

2° equazione 

 

 

 

3° equazione 

 

 

 

 

Queste sono equazioni differenziali a coefficienti NON costanti perché notiamo che Hα e Hβ sono f(z) così 
come i coefficienti C. Per ottenere delle equazioni ai coefficienti costanti che si possano risolvere ogni strato 
k è diviso in l strati matematici dove si considerano i coefficienti C costanti e dove Hα e Hβ sono facilmente 
calcolabili nello strato mediano per ogni strato matematico. 

Facendo così ottengo la forma chiusa dell’equazione ipotizzando: 

 Piastra o guscio semplicemente appoggiati 
 Forma armonica della soluzione 

Dove  α�=mπ/a  β�=mπ/b 

 

 

L’alternanza di seni e coseni in questo modo è data dal fatto che la piastra è semplicemente appoggiata e 
funziona perché se mi metto ad α=0 allora avrei v=0 e w=0 e soddisfo il fatto che sia semplicemente 
appoggiata su quel lato, lo stesso vale per β=0 sostituendo w=0 e u=0. 

Avere un campo di spostamenti definito in questo modo fa si che lo spostamento sarà massimo a metà del 
lato. 
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Di fatto è come se stessimo considerando un modello misto perché ricavo sia gli spostamenti che le sue 
derivate.  
Applicando il ragionamento al sistema di equazioni differenziali precedente arriviamo a: 

 
 

 

 

Che può essere sintetizzato in: 

 

Dove: 

 

 
possiamo scrivere, rimaneggiando l’equazione che: 

 

 

 

In caso di geometria piana quindi con raggio di curvatura Rα e Rβ infiniti abbiamo che alcuni coefficienti A 
sono nulli, questi poi variano da geometria a geometria. 

La soluzione dell’ultima equazione differenziale può essere travata con il Metodo della Matrice 
Esponenziale in cui: 

 

Dove zj è lo spessore di ogni strato dal bottom al top. La Matrice Esponenziale è calcolata con zj=hj per ogni 
strato j come: 

 

 

Dove il numero di termini dello sviluppo da considerare lo decido in base allo spessore dello strato hj, in 
genere se lo spessore è piccolo ci si ferma al termine con h2, altrimenti si aggiunge qualche termine ma si è 
notato che fermandomi a h2 si riesce a calcolare quasi sempre tutto. 

Se considero j=Nlayer allora la matrice di trasferimento T sarà grande Nl-1 perché essa contiene tutti i 
collegamenti tra gi starti precedenti (j-1) e successivi (j), essa è calcolata imponendo la continuità 
interlaminare in termini di equilibrio e congruenza tra tutti gli strati. 

b=bottom 

t=top 

 

Per trovare le equazioni di continuità devo prendere le equazioni costitutive che sono ottenute dalla legge di 
Hooke imponendo le relazioni geometriche del guscio e poi imporre che quello che succede al top di uno 
strato è uguale a quello che succede al bottom di quello precedente. 

Facendo cosi la continuità per lo stress trasversale σαz è data da: 
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Le condizioni al contorno date dalle ultime due equazioni sono identicamente soddisfatte dal campo di 
spostamenti scritto in forma armonica come abbiamo fatto per trovare la soluzione analitica. 

Sostituendo le forme armoniche degli spostamenti abbiamo che per ogni strato: 

 

 

 

 

Possiamo poi calcolarle per il bottom del primo strato e il top dell’ultimo per calcolare le condizioni al 
contorno che devono essere rispettate: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Queste possono essere anche scritte in forma matriciale come: 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

In forma compatta le equazioni che esprimono la condizioni di free stress al top e al bottom dell’intero 
guscio le scrivo come: 
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Una forma chiusa delle equazioni di equilibrio per i gusci è ottenuta solo quando per ogni strato C16, C26, C36, 
C45 sono pari a zero. 

Sostituendo le relazioni geometriche nelle equazioni costitutive ottengo: 

 

 

 

 

Le equazioni indefinite di equilibrio scritte per l’analisi statica quindi senza forze di inerzia e carico 
applicato per i gusci sferici sono: 

Da esse sostituendo le relazioni costitutive e geometriche ottengo le 3 equazioni indefinite di equilibrio: 

1° equazione 

 

 

 

2° equazione 

 

 

 

3° equazione 
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E si ottengono le equazioni per la continuità degli stress trasversali σαZ, σβZ, σZZ e quelle di equilibrio degli 
spostamenti tra top e bottom degli strati adiacenti. 

Da queste configurazioni arriviamo a scrivere le relazioni tra gli spostamenti del bottom dello strato j e del 
top dello strato j-1 che sono: 

 

 

 

Come prima quindi si introduce la matrice T per ogni interfaccia. Introducendo anche la matrice A** che 
lega top e bottom dello strato j: 

 

possiamo legare top dell’ultimo strato con bottom del primo e in generale tutti gli strati tra di loro. 

Quello che cambia rispetto al caso di analisi modale è che le strutture sono semplicemente appoggiate ma 
non sono con carichi applicati nulli per cui: 

 

 

 

Dobbiamo quindi imporre le condizioni di carico all’ultimo e al primo strato usando le equazioni di 
equilibrio dove M identifica l’ultimo strato: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Queste possono anche essere scritte in forma matriciale e in forma compatta come: 

 

 

Dove M e 1 rappresentano rispettivamente l’ultimo e il primo strato: 
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Notiamo che: 

 Se m,n=n,m allora i risultati con analisi fatti sia con analisi FEM che analitica sono uguali per i due 
casi 

 Se a/h cresce comincio a fare errori più grandi perché il modello FEM usa il modello FSDT che ha 
come ipotesi che la piastra sia sottile e se essa non è più rispettata perchè a/h è grande allora fa degli 
errori 

 I casi che vediamo in cui è indicato che w=0 sono dei modi di vibrare membranali per cui la piastra 
si muove sono nel piano e infatti l’errore con il modello FSDT è molto piccolo. 

Per ottenere questi risultati il calcolo che è stato fatto è di fare l’analisi modale delle varie piastre per valori 
di spessore diverso richiedendo le prima 10 frequenze di vibrazione, poi per ognuna di esse dalla deformata e 
dal numero di semionde nelle due direzioni principali posso ricavare n e m che metto nel modello analitico 
3D per calcolare le frequenze anche con esso. 

Per esempio: 

n=1  n=1  n=2 
m=1 m=2        m=2 

 

 

   
Possiamo vedere che: 

 

 

 

 

 

 

 
All’aumentare sia di m che di n la frequenza cresce in tutti i casi questo perché se n o m crescono vuol dire 
che in una direzione ho più semionde nello stesso spazio di conseguenza la frequenza deve per forza 
crescere. 

14.2.2 Cilindro con due strati isotropi 
 

In questo caso: 

n è nella direzione dell’altezza del cilindro mentre m è nella direzione della circonferenza 

a/h=1000 a/h=10 
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Facciamo adesso il confronto di altre 3 geometrie. 

 

 

 

 

 

 
Notiamo che non è presente il pannello sferico perché siamo interessati all’analisi del Cylindrical Bending 
che si ha quando uno tra m e n è nullo in modo da avere la semisinuoide solo in una direzione e nell’altra 
direzione invece non si ha nessuno spostamento. 

In questo contesto il guscio sferico non ha senso di essere trattato perché anche se metto m=0 e n=0 
comunque è presente già una curvatura in entrambe e le direzioni. 

14.2.4 Cylindrical Bending di una piastra isotropa ad uno strato 
 
Se consideriamo solo il primo modo che ottengo per ogni coppia di m e n e confronto i risultai del caso 3D e 
del FEM vedo che alcuni modi di vibrare con il FEM non ci sono, questo non è dovuto ad inesattezze del 
codice ma al fatto che se impongo alcune condizioni al contorno come per esempio che su tutti e 4 i lati w=0 
alcuni modi di vibrare non si instaureanno mai nel FEM perché dovrebbero staccarsi i lati 

Es. 

Il modo con n=0 e m=1 è fatto come nella figura a destra ma se metto che w=0 
in tutti i lati con i codici FEM non lo troverò mai. 

Per trovare questi modi anche con i codici FEM devo variare le condizioni di 
vincolo e mettere w=0 a due a due sui lati. 

Notiamo che però se il modo in questione è un modo planare come nel 
caso del modo per (n,m)=(0,1) o (1,0) del caso a a/h=20, anche se 
faccio un analisi FEM con i 4 lati con w=0 lo trovo nonostante sia un 
cylindrical bending. 

Nei casi in cui questo non avviene dovrei modificare il modello. 

Vediamo adesso cosa succede se aumento la lunghezza della piastra 
nella figura a destra. 
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Consideriamo i risultati di spostamento adimensionalizzati. 

14.2.7 Piastra isotropa con uno strato 
 
Siccome è monostrato notiamo che non abbiamo l’effetto ZigZag ma l’effetto dello spessore che aumenta gli 
errori rispetto alla FSDT è sempre presente. 

Se diagrammiamo gli spostamenti e i carichi abbiamo che: 

 

 

 

 

 

 

Notiamo che: 

 siccome lo spessore è grande rispetto alla dimensione della piastra allora lo spostamento w non è 
costante come dovrebbe essere secondo la FSDT ed inoltre gli spostamenti u e v non sono lineari. 

 σαZ e σβZ vanno da 0 a 0 perché non ho pα e pβ e c’è il tipico andamento di σ che a metà ha il valore 
massimo e poi si comporta come una campana 

 σαβ è un po’ positivo e un po’negativo quindi le fibre sono un po compresse e un po tese 
 σZZ non è calcolabile con la FSDT perché è molto variabile mentre secondo la FSDT dovrebbe 

rimanere costante 

14.2.8 Piastra a due strati isotropi 
 
In questo caso vediamo che i grafici sono: 
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Notiamo che: 

 σαZ e σβZ variano molto tra pelli e cuore ma notiamo che l’andamento non è simmetrico perché 
vediamo che le condizioni di carico al top e al bottom sono diverse e poi ho il cuore spesso e soffice 
che distribuisce il carico 

 σσβ e σZZ hanno delle discontinuità perché il cuore è soffice e quindi i carichi di taglio sono piccoli 
 σαα e σββ  hanno delle discontinuità perché ho dei carichi da una parte e dall’altra no 

14.2.11 Guscio sferico con 3 strati 
 
Gli andamenti sono: 

 

 

 

 

 

 

Notiamo che: 

 σαZ e σβZ hanno delle variazioni di pendenza quando cambio strato 
 σσβ viene continua 
 σαα e σββ sono discontinue 

14.2.12 Pannelli FGM 
 
Vediamo che usando materiali FGM che posso usare sia per metterli dentro ad un pannello sandwitch che 
facendo dei pannelli che passano gradualmente da una caratteristica all’altra notiamo che le considerazioni 
che posso fare sono le stesse per cui: 

 Se il materiale è isotropo l’andamento è sempre continuo. 
 Nei pannelli sandwitch grazie ai materiali FGM non c’è l’effetto ZigZag. 
 Se i carichi sono gli stessi a top e bottom allora l’andamento delle σαZ e σβZ è simmetrico, altrimenti 

no. 
 Se ho un materiale composito ho delle discontinuità alle interfacce 
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Facendo tutte le sostituzioni abbiamo che: 

Notiamo che K è un matrice 3x3,     le incognite sono u e le σ perché è un 
modello misto, le variabili Kuu, Kuσ, 
Kσu, Kσσ non sono delle matrici di 
rigidezza. 

 

 
Questo modello è bello perché mi permette di calcolare direttamente la σZZ 

che è bello. 
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Dove i termini C16, C26, C36, C45 sono nulli perché stiamo considerando un caso ortotropo con angoli pari a 0° 
o 90°. 
A partire dalla matrice C posso definire λi che cono i Coefficienti di Accoppiamento Termomeccanico i quali 
legano C e μ: 

 

 

 

A questo punto impongo la soluzione armonica per avere la soluzione in forma chiusa, notiamo che la scrivo 
sia per i tre spostamenti ma anche per la T che notiamo avere due funzioni seno e quindi si comporta come la 
w, avrà di conseguenza sempre un massimo nel centro della piastra. 

 

 

 

 

Sostituendo questo nelle equazioni costitutive ottengo un sistema di equazioni differenziali del 2° ordine con 
dentro gli spostamenti, la temperatura e le derivate in Z, è quindi un sistema di Z anche perché devo poterlo 
collegare agli FGM. 

Alla fine arrivo quindi alle stesse equazioni che avevo nel caso non ci fosse un accoppiamento termo-
meccanico ma ad esse sono aggiunti dei termini che dipendono da J e da ϑ o le sue derivare che 
rappresentano le variazioni di temperatura e i flussi di calore (le derivate). 

 

 

 

 

Anche in questo caso devo trasformare questo sistema in un sistema di equazioni differenziali a coefficienti 
costanti, per farlo introduco le interfacce matematiche e poi devo diminuirne di uno l’ordine di derivazione 
facendolo diventare un sistema di equazioni differenziali del primo ordine e per farlo devo raddoppiare il 
numero di variabili. 

Dopo la divisione in interfacce matematiche il sistema è: 

 

 

 

Dove notiamo che ϑ e ϑ,z li sto considerando come se fossero dei carichi esterni, sono dei termini noti da 
dover mettere. 

Dopo aver introdotto le nuove variabili per diminuire il grado del problema abbiamo che posso scrivere le 
equazioni in modo matriciale come: 
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Possiamo notare che nella continuità di σZZ c’è anche la temperatura ϑ perché fa parte dell’equazione di 
equilibrio in Z. 

Imponendo la continuità degli spostamenti e dei carichi alle interfacce arrivo a scrivere che: 

 

 

 

 

Dove compare T11 che è il termine moltiplicativo di ϑ, questo è l’unico termine in più della continuità 
interlaminare. 

Posso scrivere l’equazione in modo più compatto come: 

 

A questo punto impongo, come nel caso precedente, le condizioni al contorno che noto anche in questo caso 
essere soddisfatte automaticamente per quanto riguarda gli spostamenti. Per quanto riguarda i carichi 
imporrò che quelli meccanici sono nulli all’estremità per cui rimane solo la variazione di T.  

 

 

Alla fine ottengo che gli spostamenti sono: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dove posso notare che la prima riga è simile a quello che succedeva per il caso elastico mentre la T11 
riguarda quello che c’è sotto ovvero la seconda parentesi, in particolare la seconda parentesi in verità sta 
moltiplicando una matrice 6x6 con un'altra 6x6 e un vettore 6x1 quindi alla fine quello che ottengo è un 
vettore 6x1 degli spostamenti. 

Posso scrivere tutto in modo compatto come: 

 

che può essere anche scritta in modo diverso a partire dal sistema: 

�Bt
MUtM=0

Bb1Ub1=0
 

Sostituendo la prima equazione otteniamo: 
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Se consideriamo già una piastra sandwitch con alluminio e PVC vediamo che l’andamento della temperatura 
è: 

 

 

 

 

 

 

 

Notiamo che: 

 Caso Spesso: il profilo nel caso di Fourier 2D non tiene conto dello spessore e quindi fa un errore 
rispetto al caso 3D ma tiene conto della variazione di K33 (conducibilità) del materiale. 
Il caso 3D tiene conto sia dello spessore che della variazione di materiale. 

 Caso Sottile: il profilo assunto lineare è errato anche in questo caso mentre siccome lo spessore è 
piccolo il profilo 2D e 3D coincidono. 

Nel caso 3D l’equazione di Fourier posso scriverla come: 

 

Se il sistema di coordinate è ortogonale e rettilineo allora il flusso di calore è: 

 

 

Facendo un po di passaggi posso scrivere tutto in funzione di Hα e Hβ: 

 

 

Alla fine ottengo l’equazione finale di Fourier dove all’interno di ogni layer j posso calcolare il k di 
conducibilità: 

 
 

Per potere risolvere questa equazione e trovare l’andamento di ϑ che mi interessa ipotizzo che possa avere un 
andamento esponenziale per cui: 

 

dobbiamo poi trovare il valore di s per lo strato j che è: 

 

 

Determinando s1 e s2 posso quindi scrivere il valore di ϑj con questa approssimazione: 
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Nella definizione delle deformazioni quelle meccaniche non cambiano e le deformazioni igroscopiche hanno 
la stessa forma delle deformazioni termiche, i coefficienti di umidità sono nelle stesse posizioni dei 
coefficienti di espansione termica e le percentuali di umidità sono messi al posto della sovratemperatura. 

La legge di Hooke non cambia ma adesso abbiamo le deformazioni meccaniche e igroscopiche al posto delle 
deformazioni meccaniche e termiche. 

I coefficienti di accoppiamento termo-meccanico sono sostituiti dai coefficienti di accoppiamento igro-
meccanico. 

Un carico igroscopico equivalente è considerato al posto del carico termico equivalente per ottenerlo 
imponiamo dei contenuti di umidità sulla facce esterne che ci permette di determinare il profilo di umidità 
interna analogamente a quanto fatto con il profilo di temperatura. 

16.4 Analisi Igro-Elastica di strutture multistrato 
 
Anche in questo caso dobbiamo determinare l’andamento del contenuto di umidità e per farlo abbiamo 3 
possibilità in analogia con quello fatto per la temperatura: 

 Risoluzione della Legge di diffusione dell’umidità di Fick 3D 
 Risoluzione della Legge di diffusione dell’umidità di Fick 2D 
 Imposizione di un profilo di umidità lineare nulla struttura multistrato 

Le leggi di Fick possono essere scritte: 

 

 

 
Come con Fourier la legge 1D considererà solo l’effetto del materiale mentre le legge 3D considererà sia 
l’effetto dello spessore che del materiale perché considera la diffusione in tutte e 3 le direzioni. 

Vediamo che il metodo di risoluzione è lo stesso per il caso di Fourier e dell’analisi termo-elastica, quello 
che cambia è solo la forma dell’equazione per cui avremo che quello che bisogna fare sarà: 

 Imporre una soluzione all’equazione differenziale che varia per i casi 3D e 1D 
 Imporre la continuità dei flussi all’interfaccia  
 Aggiungere le condizioni esterne per ottenere tutti i valori dei coefficienti di umidità strato per strato. 

Faremo questo su equazioni diverse che saranno: 

 Equazione di Fick 3D scritta in α,β,z: 
 
 
 

 Equazione di Fick 1D: 
 
 
 

 Soluzione lineare assunta a priori 

Notiamo che siccome le equazioni e i metodi di soluzione sono le stesse del caso termo-elastico allora posso 
fare l’analisi dell’umidità su Patran e Nastran mettendo i coefficienti idrostatici al posto di quelli termici. 

16.5 Esempi di soluzione 
 
Possiamo considerare i risultati ottenuti per quanto riguarda un analisi termo-elastica per diverse tipologie di 
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16.5.2 Piastra mono-strato isotropa in titanio 
 
I risultati in termini di tensione e spostamenti sono: 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Se diagrammo i risultati avrò che: 

Notiamo che: 

 Se è presente l’effetto dello spessore la soluzione 1D e 3D sono diverse così come anche quella 
lineare che coincide con quella 1D ma se il cilindro è sottile allora tutte le soluzioni coincidono. 
Anche quella lineare perché si tratta di un materiale isotropo monostrato. 

 L’andamento delle σ è più o meno complicato ma non ho nessun carico a top e bottom. 
 w e σZZ sono diverse dal lineare perché il carico è di campo, quando h questi carichi quindi non potrò 

mai applicare la CLT o la FSDT. 

16.5.3 Pannello sandwitch cilindrico pelle di Al e dentro in PVC 
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 Notiamo che: 

 Il modello lineare è come quasi sempre sbagliato 
 I modelli 3D e 2D nel caso spesso sono distanti come mi aspettavo ma in entrambi i casi noto che il 

modello 1D descrive comunque una curva e non una retta come fatto nei casi precedenti. 
Questo in verità è perfettamente normale e all’interno del modello perché esso costruisce 
l’andamento delle grandezze con un pezzetto lineare per ogni sottostrato matematico ma se per ogni 
sottostrato le grandezze variano perché sono in un FGM allora ogni pezzetto lineare avrà pendenze 
diverse e quindi alla fine la curva che verrà fuori non è una retta. 

 Notiamo questo effetto del FGM che fa variare le proprietà in modo graduale anche nel grafico di W 
che non ha nessun effetto ZigZag. 

16.5.5 Pannello sandwitch cilindrico in FGM con p=1 
 
In questo caso, siccome p=1, a legge che regola il passaggio tra materiale ceramico e metallico è lineare 
infatti: 

 

 

 

 

 

Notiamo che il coefficiente di conduzione del calore varia molto tra metalli e ceramici, in questo caso 
diminuisce di circa 5 volte. 

Il risultato che ottengo è: 
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Con questo tipo di modello inoltre posso anche considerare e risolvere il problema inverso ovvero calcolare 
la T che si genera internamente al pezzo se è sottoposto ad un carico meccanico, di solito però questo non 
viene mai fatto perché si tratta di pochi centesimi di grado in analisi statiche che non sono apprezzabili 
sperimentalmente. 

Se considero l’accoppiamento inoltre è come se la Ktermomeccanica definisca una rigidezza maggiore della 
Kmeccanica, in verità gli effetti sono molto piccoli ma notiamo che le frequenze proprie ne sono influenzate 
e quindi la ftermomeccanica<fmeccanica Un altro effetto secondario è quello che facendo un’analisi 
termomeccanica e una solo meccanica, a parità di carico, lo spostamento misurato dall’analisi 
termomeccanica sarà minore perché parte dell’energia sarà usata per l’aumento di temperatura del pezzo. 

16.6.1 Step per ottenere un modello termo-meccanico disaccoppiato/parzialmente accoppiato 2D 
 
Notiamo che se vogliamo creare un modello 2D i passaggi sono gli stessi: 

 Principio variazionale 
 Sostituzione delle equazioni costitutive 
 Sostituzione delle relazioni geometriche 
 Sostituzione in un modello 2D 
 Soluzione analitica o agli elementi finiti, noi come sempre faremo la soluzione analitica. 

I passi da seguire sono: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Il Principio dei Lavori Virtuali è il principio variazionale che usiamo e notiamo essere uguale a prima ma le ε 
sono solo meccaniche mentre le σ introducono anche un accoppiamento termico. Questo è il motivo per cui 
si dicono parzialmente accoppiate. 

 

 

 

 

 

 

  
Notiamo che nel modello c’è l’accoppiamento termomeccanico perché è presente λ che è strettamente legato 
ai coefficienti di espansione termica. 

I valori delle matrici Q e dei vettori α e λ sono poi espressi a seconda del materiale. 
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Utilizzando l’equazione di Fourier in coordinate curvilinee arrivo a scrivere l’equazione dell’andamento 
della temperatura che dipende dalle incognite CK che sono costanti per ogni layer K. 

 

Quindi per ogni strato k ho due incognite, se ho un numero N di strati allora abbiamo bisogno di 2N 
equazioni per determinare le incognite. 

Avrò che queste equazioni sono: 

 Equazioni al bottom e al top della superficie che forniscono già le due condizioni di estremità: 
 
 
 
 
 

 Equazioni di equilibrio della temperatura per ogni interfaccia e equazioni di equilibrio del flusso di 
calore all’interfaccia 
 

 
 
 

 

Risolvendo il sistema otteniamo i 2N coefficienti CK di cui avevamo bisogno e possiamo scrivere per ogni 
strato che la temperatura è: 

 

Quindi conosco il profilo di temperatura che mi serve perché il sistema è disaccoppiato. 

16.6.2 Step per ottenere un modello termo-meccanico accoppiato 2D 
 
L’accoppiamento termo-meccanico è dovuto al fatto che nella termoelasticità, che è una branca della 
meccanica che si occupa degli effetti del calore sulla deformazione e gli stress dei corpi elastici, le 
deformazioni e gli stress sono prodotti non solo da forze meccaniche ma anche da variazioni di temperatura. 

I processi termoelastici non sono reversibili perché anche se la parte elastica lo è la parte termica è 
dissipativa quindi parte dell’energia viene persa durante il trasferimento di calore.  

Notiamo che poi gli effetti del campo di temperatura sul campo di deformazione non è un fenomeno 
unidirezionale ma si possono considerare anche gli effetti del campo di deformazione sulla temperatura che 
però sono solitamente trascurabili. Se però considero un sistema totalmente accoppiato questo posso farlo 
perché ho Δε che è funzione di ΔT e viceversa. 

In genere l’accoppiamento e trascurabile e si possono dividere temperatura e deformazione e valutarle 
separatamente, in questo caso il problema diventa un problema parzialmente accoppiato. 

Noi vogliamo studiare un sistema totalmente accoppiato dove sia la temperatura che gli spostamenti sono 
variabili primarie nelle equazioni di governo termo-meccaniche. 

Questo modello totalmente accoppiato permette di analizzare alcuni problemi che sono di particolare 
interesse per il campo aeronautico e spaziale in un modo molto efficiente e semplice senza dover trovare un 
profilo di temperatura da applicare al corpo. 

Anche in questo caso si lavora in condizioni di equilibrio per cui il transitorio è già terminato. Notiamo che 
le soluzioni per il caso disaccoppiato e accoppiato sono praticamente le stessse. 
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 Quando impongo le temperature sulle superfici non metterò più la parte dell’entropia η perché 
imponendo le temperature essa non varia  

 Per quanto riguarda i carichi meccanici voglio vedere cosa succede se applico un carico meccanico 
in presenza di ΔT, facendo cosi il pezzo a destra non ci sarà più perché non cè un flusso termico. 

Dopo le opportune sostituzioni ottengo le equazioni di governo che sono riassunte in: 

 

 
 

Notiamo che a differenza del caso disaccoppiato sono presenti delle matrici K che tengono conto degli 
accoppiamenti tra u e ϑ. Ho poi i carichi inerziali e i carichi esterni. 

A questo punto per trovare la soluzione analitica impongo un andamento sinusoidale agli spostamenti e alle 
temperature 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Posso veder tre esempi di applicazione del modello accoppiato. 

Piastra isotropa sottile (a/h=5) con sovratemperatura applicata al top e al bottom 

In questo caso c’è una piccola 
differenza tra Fourier 3D 
disaccoppiato e il sistema 
accoppiato, danno praticamente gli 
stessi risultati. 

 

 
Piastra con due strati compositi (90°/0°) con un carico meccanico di -200000Pa applicati al top 

Notiamo che anche in questo caso 
la differenza tra accoppiato e 
disaccoppiato e praticamente nulla, 
se considero il caso accoppiato si 
sposta un po’ di più perché un 
po’dell’energia la sto usando per 
creare un ΔT. 
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Il lavoro fatto da uno stress σ11 può essere scritto come: 

 

se considero tutte le componenti di stress posso dire che in forma compatta il lavoro è: 

 

Il lavoro interno totale può essere ottenuto integrando sul volume del corpo: 

 

Possiamo poi ottenere in modo analogo la forma duale di questa come: 

 

Notiamo che nella prima forma la variabile primaria è δu che è legata a δε e la variabile secondaria è σ 
mentre nella seconda forma la variabile primaria è δσ mentre quella secondaria è ε.  

Il simbolo δ è detto OPERATORE VARIAZIONALE. 

C’è un analogia tra l’operatore variazionale e l’operatore di differenziale totale infatti se prendiamo una 
F(x,u,u’) allora: 

 

Se considero poi x fissato allora dx=0 e posso scrivere la variazione di F come: 

 

Siccome δu è piccolo posso trascurare i termini di potenza superiore e ottengo: 

 

Quindi se considero x fissata c’è un analogia tra δ e d. Inoltre possiamo vedere che anche le leggi per 
effettuare le operazioni sono le stesse: 

 

 

 

 

 
 

Se poi G è una funzione di molte variabili dipendenti G(u,v,w) allora la variazione totale è la somma di 
variazioni parziali: 

 

Possiamo definire il funzionale come un integrale ad estremi definiti, che quindi ha come risultato un 
numero, in cui gli integrandi sono funzioni di variabili dipendenti tra di loro. 
Per esempio: 

 
 

Dove le variabili sono u,u’,u’’ e tutte dipendono da x quindi sono dipendenti tra di loro, si nota che poi I(u) è 
un numero che dipende dalla scelta di u. 

Si definisce poi un funzionale come lineare se vale:  
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Notiamo che in questa espressione sono presenti due parti: una parte variazionale e il suo coefficiente. Dove 
u e detta variabile primaria e il suo coefficiente è detta variabile secondaria. 

Possiamo vedere che la specifica della variabile primaria sul punto di bordo crea le condizioni al contorno 
essenziali o geometriche mentre la specifica della variabile secondaria sul punto di bordo crea le condizioni 
al contorno naturali o sulle forze. 

Se usiamo il lemma fondamentale del calcolo variazionale otteniamo: 

 
 

se poi u(a)=ua e δu(b) sono arbitrari: 

 
 

Siccome sia δu che δu(b) sono arbitrari allora l’espressione sopra implica che sia l’equazione integrale che e 
condizioni al contorno sono pari a zero separatamente: 

 

 

 
Notiamo che la prima equazione saranno le Equazioni di EuleroLagrange mentre la seconda equazione 
saranno le condizioni al contorno che possono poi essere sulle variabili primarie o secondarie quindi naturali 
o sul carico. 

17.3 Principio dei lavori virtuali 
 
Tutto quello che ho detto precedentemente posso applicarlo al PVD. 
Nel PVD definisco il lavoro come L=σ·δε.  

Posso dire che il Lavoro Virtuale Esterno è: 

 
 

Se considero l’ipotesi di corpo rigido allora il lavoro virtuale interno δU è nullo perché un corpo rigido non 
ha nessuna deformazione e tutti gli spostamenti avvengono ugualmente in ogni punto. 

 
 

Ma in caso di corpo in equilibrio statico la somma delle forze è nulla. 

Questo fa si che, con queste due ipotesi, il lavoro virtuale totale δU+δV dovuto agli spostamenti virtuali è 
nullo. Questo è conosciuto come il Principio dei lavori virtuali. Possiamo poi notare che questo vale anche 
per i corpi deformabili ma solo se δU=-δV. 

Notiamo che le condizioni al contorno Γu e Γσ sono scollegate tra di loro e la loro somma è il bordo totale. 

Possiamo infine affermare che il Principio dei Lavori Virtuali dice che: 
se un corpo continuo, sia rigido che deformabile, è in equilibrio il lavoro virtuale di tutte le forze che si 
muovono attraverso uno spostamento virtuale è nullo: 

   
Questo principio è indipendente da qualsiasi legge costitutiva e si può applicare sia se il corpo è elastico che 
non elastico. 

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 93 di 170

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 93 di 170



95 
 

17.3.1 Principio di minimo dell’energia potenziale totale 
 
Lo posso considerare come un caso speciale di PVD che funziona sia con corpi linaeri che non lineari 
elastici. Per i corpi elastici secondo questo principio posso definire una densità di energia di deformazione 
U0 tale che: 

 
 

Posso poi scrivere il PVD e sostituire queste grandezze ottenendo: 

 
 

In cui il primo integrale è pari a: 

 
 

Dove U è il funzionale dell’energia di deformazione interna che vale: 

 
 

Supponendo che possiamo anche scrivere un potenziale che descrive la variazione virtuale di lavoro fatto da 
forze di volume e superficie: 

 
 
 

Si ottiene che il principio dei lavori virtuali diventa: 

 
Dove π è l’energia potenziale totale del corpo. Con questa equazione posso scrivere il PLV come un minimo 
del potenziale totale. Tra tutti i possibili spostamenti, quelli che soddisfano le equazioni di equilibrio in modo 
esatto sono quelli che rendono l’energia potenziale totale minima: 

 
Quindi dato un problema gli spostamenti ammissibili li chiamo 𝑢𝑢� e tra questi u saranno gli spostamenti che 
minimizzeranno l’energia potenziale totale. 

Il Principio di Hamilton è una generalizzazione del Principio dei Lavori Virtuali alla dinamica dei sistemi 
per cui vengono considerate anche forze come la forza di inerzia. Considerando anche la forza di inerzia 
nasce la necessità di immettere anche l’energia cinetica oltre all’energia potenziale totale nel principio. 

Quando introduco lo spostamento virtuale in un sistema dinamico in cui c’è anche la forza di inerzia devo 
tenere conto che la u=f(x,t) quindi dipende anche dal tempo oltre che dallo spazio, questo fa si che le 
condizioni al contorno varino. Posso definire delle condizioni al contorno dicendo che δu=0 per qualsiasi 
istante di tempo ma in x definiti oppure dire che δu=0 per qualsiasi valore di x ma in intervalli di tempo 
definiti. 

Quello che sto facendo è aggiungere il termine: 

 
 

al PLV, questo termine è pari a ∫ ρ·accelerazione dVv =ma ovvero è il termine di forza di inerzia che lavora 
con lo spostamento virtuale δu dove δu(x,t) quindi devo fare attenzione alle condizioni al contorno. 
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 Soluzioni Forti in cui risolvo direttamente le equazioni differenziali quindi la soluzione che ottengo è 
valida punto per punto, ottengo una soluzione puntuale 

 Soluzioni Deboli in cui ho relazioni integrali per cui non soddisfo l’equazione punto per punto ma 
rispetto un principio, come quello di minima energia per tutto il corpo, ottengo in questo caso una 
soluzione integrale. 

Con i metodi variazionali noi mettiamo delle soluzioni che otteniamo facendo date ipotesi e applicando dati 
criteri all’interno del principio variazionale per cui non arriviamo manco alle equazioni di governo. Saranno 
quindi metodi diretti che mi danno una soluzione in forma debole perché sarà una soluzione frutto di un 
calcolo integrale. 

Noi poi vogliamo che la soluzione goda della proprietà di convergenza e che sia consistente per cui che 
succeda che all’aumentare del numero N di termini con cui approssimo la soluzione aumenti l’accuratezza e 
la precisione della soluzione. 

Possiamo dire che le equazioni di governo del problema fisico sono anche esse approssimate perché 
comunque nel modello geometrico o dei carichi faccio sempre delle approssimazioni che non lo rendono 
perfettamente uguale alla realtà, poi quando lo risolvo posso introdurre eventuali altri errori se uso metodi 
variazionali o posso fare una soluzione esatta che però come detto sarà la soluzione esatta di equazioni di 
governo affette da errore. 

I principi variazionali che considereremo saranno: 

 Metodo di Ritz 
 Metodo dei Residui Pesati in cui sostituisco una soluzione approssimata al problema che fa si che, 

rispetto alla soluzione esatta, ci sia un residuo che posso usare per ottenere le incognite. Si chiama 
dei residui pesati perché al fine di ottenere abbastanza equazioni introduco dei pesi per ogni 
incognita presente nel residuo e poi derivo rispetto alle diverse incognite per ottenere tante 
equazioni. 

17.4.1 Metodo di Ritz 
 
Le soluzioni esatte possono essere ottenute solo in casi particolari come nel caso di piastre isotrope o con 
angoli di 0° e 90° per cui si usano metodi approssimati come questo. 

Il metodo di Ritz è basato su principi variazionali come quello che si usa nel PLV o nel principio di minima 
energia e genera una soluzione in forma debole siccome, come detto, sostituisco delle forme di soluzione 
direttamente nel principio variazionale. 

Secondo questo metodo si scrive che possiamo approssimare lo spostamento u nel PLV con questa forma 
approssimata: 

 
 

Dove poi devo calcolare le Cj=coefficienti di Ritz tale che il potenziale totale sia minimo. Per farlo faccio 
delle derivate parziali di Cj. Per farlo devo conoscere ϕj che sono le funzioni di approssimazione e la ϕ0 che 
invece sono le funzioni che permettono di rispettare al contorno. 

In generale il problema è il calcolo di ϕj che varia ogni volta che varia il carico e la geometria del problema, 
questo è il motivo per cui è stato introdotto il metodo FEM in cui, grazie all’introduzione della Mesh di 
elementi molto semplici come triangoli o rettangoli le funzioni ϕj sono facili da calcolare e sono sempre le 
stesse per ogni tipo di problema e le chiamo funzioni di forma. 

Sostituendo l’equazione di UN nell’equazione di Π(u) che devo minimizzare fa si che il problema si trasformi 
nella minimizzazione di una funzione del tipo Π(Cj) per cui ci saranno tante equazioni algebriche di 
parametro Cj che devo calcolare. 
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 Aumentando il valore di N le equazioni che contengono Cj che ho calcolato per casi con N minore 
non varieranno ovviamente aggiungendo una equazione in più poi la soluzione ovvero i valori dei 
coefficienti Cj che troverò saranno diversi. 

 Se le equazioni algebriche risultanti sono simmetriche anche A sarà simmetrica quindi sarà più facile 
da risolvere. 

 Se il principio variazionale, come il PLV, è non lineare in u allora anche il sistema di equazioni 
elgebriche sarà composto da equazioni non lineari in Cj, questo in verità non è un problema perché 
esistono molti metodi numerici per risolverle come quelli di Newton o Newton-Raphson. 

 Siccome il campo di spostamenti è approssimato allora anche le deformazioni ε saranno 
approssimate e siccome poi le σ sono ricavate in postprocessing usando le equazioni costitutive 
allora anche essi saranno approssimati. 

 Le equazioni di equilibrio del problema sono soddisfatte solo nel senso dell’energia, non nel senso 
delle equazioni differenziali come abbiamo detto. 

 Lo spostamento calcolato con il metodo di Ritz, aumentando il numero N di equazioni converge alla 
soluzione esatta in questo modo: 

 
vediamo che quindi è convergente monotona ma arriva dal basso questo perché in generale le 
soluzioni numeriche sono più rigide del caso reale. 

 Il metodo di Ritz può essere applicato a qualsiasi problema che può essere risolto in forma debole 
quindi posso applicarlo ai problemi strutturali solo se posso scrivere un principio dei lavori virtuali 
per quel problema, ci saranno dei metodi che generalizzeranno Ritz anche per problemi per cui non è 
necessario per forza poter scrivere il PLV. 

17.4.2 Metodo dei Residui Pesati 
 
Consideriamo un equazione nella forma: 

 
 
 

Dove la A(u) è un equazione di secondo grado per cui devo scrivere due condizioni al contorno che saranno 
sugli spostamenti u e sulle loro derivate quindi sugli stress. 

 
 

Anche in questo caso cerchiamo una soluzione numerica del tipo: 

 
 

Vediamo che se calcoliamo A(UN)-f allora ottengo un numero diverso da 0 perché la soluzione con UN è 
approssimata, chiamo questa differenza residuo RN. 

 
 

Se considerassi solo questa equazione però avrei una sola equazione che non mi permette di trovare Cj, 
passiamo quindi alla forma integrale: 

 

Si chiama metodo dei residui pesati perché è importante scegliere bene le funzioni di peso ψi per determinare 
nel modo esatto le incognite Cj. 

In generale le funzioni ϕj e ϕ0 devono rispettare tutte le caratteristiche che avevano anche nel caso del 
metodo di Ritz eccetto che in questo caso devono rispettare tutte le condizioni al contorno quindi sia 
condizioni sugli spostamenti che sulle loro derivate quindi sui carichi perché sono presenti entrambe. 
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17.4.4 Metodo dei minimi quadrati 
 
In questo caso quello che viene fatto è minimizzare il quadrato del residuo. 

 
 

Questo posso scriverlo anche come: 

 
in cui ho il residuo e la derivata del residuo che rappresenta il peso 

Infatti: 

 

quindi le funzioni peso, usando questo metodo, sono fatte così con 𝜕𝜕𝑅𝑅𝑁𝑁
𝜕𝜕𝐶𝐶𝑖𝑖

 che però è una funzione di ϕi per cui 

posso scrivere che ψi= A(ϕi). 

Sostituendo tutto ottengo un funzionale che mi da due condizioni al contorno perché una sarà sulla velocità e 
l’altra sulla posizione. 

 
 

17.4.5 Metodo di collocazione 
 
In questo caso il residuo sarà funzione di un certo numero di incognite e può essere scritto come: 

 
Notiamo che stiamo ponendo il residuo a 0 in alcuni punti dove il N di punti e pari al numero di incognite, 
come abbiamo detto precedentemente. 

Posso scriverlo in forma integrale usando il delta di Dirac: 
 

 
Usando il delta di Dirac sto dicendo che il valore della funzione va a 1 solo nei punti xi che ho scelto io, in 
quei punti sto imponendo che il residuo è nullo. 

17.4.6 Conclusioni 
 
In generale abbiamo detto che i principi variazionali come il PLV sono usati per ottenere le equazioni di 
governo, nel nostro caso delle piastre, mentre i metodi variazionali come quelli di Galerkin o di Ritz sono 
usati per ottenere le soluzioni approssimate di queste equazioni di governo, nel nostro caso sempre per 
problemi di piastre o di aste. 

In generale in tutti i metodi variazionali lo step più dispendioso è la selezione delle funzioni ϕi che diventa 
sempre più complicato man mano che la geometria diventa complessa o discontinua. Queste limitazioni sono 
superate dal modello FEM che usa funzioni di forma sempre trovate in modo simile a ϕi ma, grazie 
all’introduzione della mesh, analizza sempre gli stessi elementi che possono essere rettangoli o triangoli per i 
quali le funzioni di forma sono molto più semplici. 
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Equazioni del moto  

 

 

 

 

 

 

 

Se avessi che l’accelerazione fosse nulla otterrei le equazioni indefinite di equilibrio. 

Equazioni costitutive che scrivo per il materiale isotropo 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dove IIε è l’invariante di deformazione che è dovuto al fatto che se io allungo il materiale in una direzione, 
che potrebbe essere la direzione x allora si accorcia in direzione y e z. 

 

Inverso delle equazioni costitutive che quindi legano ε e σ per un materiale isotropo al contrario delle 
equazioni costitutive 

 

 

 

 

 

 

 

 

Stress in termini di spostamenti sono le leggi di Hooke scritte in funzione degli spostamenti sostituendo 
ε=du/dx 
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Le equazioni fondamentali che abbiamo determinato sono quindi: 

 

 

 

Possiamo poi dire che: 

 
Dove L è una matrice di rigidezza e f è il vettore dei carichi quindi vale 0 se faccio un analisi vibrazionale 
mentre ü è il vettore delle accelerazioni che vale 0 se faccio un analisi statica. 

Il processo e le equazioni che vengono usate nel caso statico sono: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Il processo e le equazioni che vengono usate in un caso dinamico sono: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Notiamo che nel caso dinamico lo spostamento è solo funzione del tempo poi abbiamo le legge di hooke nel 
rombo sotto dove c’è Q che dipende dal tempo. 

Vediamo adesso alcuni esempi per capire se le equazioni possono ricavare i casi fisici che ho già studiato. 

18.1 Vibrazioni longitudinali di un asta 
 
Il vettore degli spostamenti u ha solo un componente diverso da 0 che dipende da x e t:   
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Grazie a queste ipotesi le prime due equazioni del moto possono essere scritte come: 

 
 

Se f = 0 e T = G ho le vibrazioni libere della membrana: 

 
 

Dove  è la velocità di propagazione dell’onda, noto che essa dipende da quanto tiro la membrana 

quindi dalla tensione applicata. 

18.3 Corda vibrante 
 
Considero adesso il caso di vibrazioni di una corda longitudinale. In questo caso ho solo v diverso da 0 
quindi: 

 
L’equazione diventa: 

 
 

Da cui ricavo la velocità di propagazione dell’onda che dipende dalla tensione della corda (T) dopo aver fatto 
le opportune sostituzioni. 

 
 

18.4 Onde elastiche 3D 
 
Le tre equazioni del moto in termini di spostamenti possono essere scritte nei modi seguenti se considero che 
le forze di volume sono nulle (fx = fy = fz = 0) 

 
 
 
 
 

usando gli operatori che conosco l’equazione può essere riscritta come: 

 
 

Da questo caso possiamo ricavare due soluzioni particolari: 

 Onde irrotazionali o onde di espansione 
 Onde di pura rotazione 

18.4.1 Onde di espansione 
 
Le onde di espansione sono irrotazionali, di conseguenza, sono anche chiamate onde irrotazionali. 
Le componenti ωx ωy ωz possono essere definite come: 
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I collegamenti tra le variabili meccaniche e statiche (stress interni S e forze esterne F) e i collegamenti tra 
variabili cinematiche (spostamenti u e deformazioni e) è possibile usando una formulazione del principio del 
lavoro virtuale che è duale per i due casi. 

L’equazione costitutiva è: 

 
Dove C contiene i coefficienti elastici. 

Le equazioni generatrici che si solito devo risolvere saranno invece nella forma: 

 
Da qui posso ottenere il vettore degli spostamenti nodali in modo molto semplice facendo l’inverso di K: 

 
Questa equazione è l’equazione finale dei Metodi degli spostamenti o Metodo dell’equilibrio che si usa come 
ultima equazione un’equazione di equilibrio e poi da li, attraverso gli spostamenti posso determinare le 
tensioni e le deformazioni. 

Il metodo duale a questo è il Metodo delle forze o Metodo di Congruenza in cui l’ultima equazione è 
un’equazione di congruenza per cui partirò da un’equazione di equilibrio e scriverò le equazioni di 
congruenza. 

Un esempio di questo è: 

 Metodo degli spostamenti (o equilibrio) lo uso quando uso il PLV per calcolare gli spostamenti in un 
punto. 

 Metodo delle forze (o di congruenza) lo uso quando uso il PLV per calcolare l’iperstatica. 

I principi variazionali che uso abbiamo visto che possono essere visti come principi di soddisfazione di un 
minimo di energia potenziale. 

 

 

 

Noi cerchiamo il minimo dell’energia potenziale totale. 

Alcuni esempi sono i principi stazionari del potenziale di Reissner o del potenziale di Hu-Washizu. 

Questi principi variazionali sono usati per creare dei Metodi agli spostamenti. 

Il Principio variazionale duale sono principi di minimo del potenziale complementare totale: 

 

 

 

  
Questi principi variazionali sono usati per creare Metodi alle forze. 

Le equazioni: 

 
sono quelle usate per trovare la soluzione del problema degli spostamenti. 

Nel caso si usi il metodo delle forze ci sono 4 equazioni che sono duali alle precedenti 4. 
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Quello che sto facendo è: 

Devo trovare dei modi per legare le due colonne, un 
metodo e scrivere che σ=Cε e che F=Ku ma 
vedremo che esse possono essere sostituite dal PLV. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Le equazioni di equilibrio che scrivo si basano sul fatto che lo stress nella molla causato dalle forza esterne 
deve dare un sistema equilbrato. 

 In forma compatta: 

 

 

A questo punto applico il Principio dei Lavori Virtuali.  

Il sistema con le forze esterne Fi e le forze interne Xi è un sistema equilibrato per cui posso scrivere: 

 
 

Dove i due sistemi sono indipendenti. 

Il lavoro virtuale esterno posso definirlo come: 

 
 
 

Il Lavoro virtuale interno lo definisco come: 

 

 

 

Se applico il principio dei lavori virtuali ottengo: 

 

Questo può essere dimostrato in 4 modi: 

1) Comincio dalla definizione di lavoro virtuale esterno:  
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Questo permette di imporre le condizioni di equilibrio: 

Il vettore δu è arbitrario e l’ultima relazione deve essere vera per ogni variazione δu1 δu2 quindi mettendo 
alternativamente δu1 o δu2 nulle ottengo le equazioni di equilibrio: 

 
 
 

Abbiamo quindi dimostrato che il Principio dei Lavori Virtuali è una formulazione alternativa dell’equilibrio 
ed è equivalente a scrivere le equazioni di equilibrio. 

In forma compatta posso scrivere: 

 
 
 

Nella soluzione reale consideriamo una variazione auto-equilibrata dello stress interno δX1, δX2, δX3 che è in 
grado di equilibrare le forze esterne F1 e F2. Questo vuol dire che X1+δX1, X2+δX2, X3+δX3 devono 
soddisfare le seguenti equazioni: 

 
 

Per cui se il sistema era in equilibrio senza avere applicato nessuna variazione dei carichi allore anche se 
applico una variazione di carichi δXi deve rimanere in equilibrio. 

In forma matriciale posso scrivere: 

 
 
 
 

Che può essere scritto come: 

 
  
 
 

Se considero, per ipotesi, che esista solo la variazione di carico δX3 allora questa determina una reazione δR 
nel nodo 3 dell’elemento 3. Possiamo quindi scrivere: 

 
il lavoro virtuale esterno è: 

 
mentre il lavoro virtuale interno posso scriverlo come: 

 
Per cui nel caso in esame in cui applico un’unica forza il principio dei lavori virtuali può essere scritto come: 

Questo principio, come abbiamo detto, è una forma alternativa di congruenza. E’ quindi equivalente alle 
equazioni di congruenza. 

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 113 di 170

© Proprietà riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 113 di 170


	Appunti_Modellazione_Parte1
	1.Strutture multistrato e accoppiamenti campi fisici
	2. Materiali e laminazioni tipiche in campo aerospaziale
	3. Modellazione 3D,2D e 1D numerica e analitica: significato generale
	4. Visione di insieme sulle teorie e i modelli
	5. Legge di Hooke generalizzata, materiali anisotropi, ortotropi e isotropi. Equazioni costitutive 3D, passaggio da sistema di riferimento materiale a sistema di riferimento struttura
	6. Effetti e complicazioni derivanti dalle strutture multistrato: anisotropia nel piano e trasversale, effetti zigzag, continuità interlaminare, Cz0 requirements, condizioni di equilibrio e congruenza
	7.Teorie classiche 2D, Love First Approximation Theories (LFATs), Love Second Approximation Theories (LSATs), assunzioni di Cauchy-Poisson-Kirchhoff-Love per shell sottili, Classical Lamination Theory (CLT) basata su ipotesi di Kirchhoff, First order ...
	7.2 Poisson Locking

	8. Alcuni esempi di Higher Order Theories (HOTs), teoria del secondo ordine con inestensibilità trasversale, teoria del terzo ordine con inestensibilità trasversale (Vlasov-Reddy Theory).
	9. Equazioni di governo per CLT e FSDT
	9.2 Considerazioni sul Fattore di Correzione al Taglio K

	10. Modelli strutturali ESL e LW, teorie ZigZag physically o kinematic based
	10.1 Layer-Wise Model
	10.2 Come creare un modello strutturale 2D analitico

	11. Teorie classiche e avanzate 1D, modelli trave e asta. Modello trave di Eulero-Bernoulli a confronto con modello trave di Timoshenko.
	12. Equazioni costitutive 3D per problemi multicampo
	13. Geometria, relazioni geometriche ed equazioni 3D di equilibrio per gusci in coordinate miste curvilinee ortogonali, casi particolari di gusci cilindrici e piastre
	13.1 Geometria
	13.2 Relazioni Geometriche
	13.3 Equazioni di equilibrio

	14. Sviluppo di un modello shell 3D esatto per analisi statiche e di vibrazioni libere. Considerazioni su alcuni risultati
	14.1 Analisi Statica
	14.2 Comparazione tra 3D esatto e 2D Fem
	14.2.1 Piastra isotropa uno strato
	14.2.2 Cilindro con due strati isotropi
	14.2.3 Cilindro Sandwitch con pelle isotropa (Al) e cuore in PVC
	14.2.4 Cylindrical Bending di una piastra isotropa ad uno strato
	14.2.5 Cylindrical bending in una piastra in composito 90 /0 /90 /0
	14.2.6 Cylindrical bending in un guscio in composito cilindrico 90 /0 /90
	14.2.7 Piastra isotropa con uno strato
	14.2.8 Piastra a due strati isotropi
	14.2.9 Cilindro isotropo con 3 strati
	14.2.10 Pannello sandwitch cilindrico
	14.2.11 Guscio sferico con 3 strati
	14.2.12 Pannelli FGM
	14.2.13 Considerazioni


	15. Modelli 2D agli spostamenti e modelli 2D misti: PVD vs. RMVT
	16.  Analisi igro-termo-elastiche di strutture multistrato, modelli 2D e 3D
	16.1 Problema della conduzione di calore
	16.3 Analogie e differenze dei modelli termo-elastici
	16.4 Analisi Igro-Elastica di strutture multistrato
	16.5 Esempi di soluzione
	16.5.1 Cilindro isotropo con due strati in Al e Ti
	16.5.2 Piastra mono-strato isotropa in titanio
	16.5.3 Pannello sandwitch cilindrico pelle di Al e dentro in PVC
	16.5.4 Pannello sandwitch cilindrico in FGM con p=2
	16.5.5 Pannello sandwitch cilindrico in FGM con p=1

	16.6 Analisi accoppiate
	16.6.1 Step per ottenere un modello termo-meccanico disaccoppiato/parzialmente accoppiato 2D
	16.6.2 Step per ottenere un modello termo-meccanico accoppiato 2D


	17.Principi dei lavori virtuali: spostamenti e lavori virtuali, operatore variazionale ed equazioni di Eulero, Principle of Virtual Displacements (PVD).
	17.2 Lemma fondamentale del calcolo variazionale
	17.3 Principio dei lavori virtuali
	17.3.1 Principio di minimo dell’energia potenziale totale

	17.4 Metodi variazionali
	17.4.1 Metodo di Ritz
	17.4.2 Metodo dei Residui Pesati
	17.4.3 Metodo di Galerkin
	17.4.4 Metodo dei minimi quadrati
	17.4.5 Metodo di collocazione
	17.4.6 Conclusioni


	18. Equazioni dell’elasticità. Equazioni, teoremi e metodi di soluzione di sistemi discreti. Forma generale del principio di Hamilton
	18.1 Vibrazioni longitudinali di un asta
	18.2 Vibrazioni di una membrana
	18.3 Corda vibrante
	18.4 Onde elastiche 3D
	18.4.1 Onde di espansione
	18.4.2 Onde di distorsione

	18.5 Equazioni, Teoremi e metodi di soluzione per sistemi discretizzati
	18.5.1 Un esempio

	18.6 Lavoro di deformazione e energia elastica
	18.7 Principi variazionali
	18.7.1 Principio di stazionarietà dell’energia potenziale totale
	18.7.2 Principio di minimo dell’energia potenziale totale
	18.7.3 Principio variazionale di Reissner
	18.7.4 Principio variazionale di Hu-Washitsu
	18.7.5 Principi variazionali duali



	Appunti_Modellazione_Parte2
	1. Introduzione al metodo degli elementi finiti, campo di spostamento, approccio agli spostamenti, discretizzazione della struttura, modello di spostamento.
	1.2 Modello di spostamento

	2. Matrice di rigidezza dell’elemento finito triangolare: modello di spostamento, funzioni di forma, relazione deformazioni-spostamenti nodali, campo tensionale, matrice di rigidezza dell’elemento, carichi nodali equivalenti.
	3.Matrice di rigidezza dell’elemento finito rettangolare: funzioni di forma e osservazioni.
	4. Elementi finiti di ordine superiore e dettagli sull’approccio agli spostamenti.
	4.1 Elementi triangolari
	4.2 Elementi rettangolari
	4.3 Rappresentazione schematica delle formule

	5.Applicazioni degli elementi finiti: preliminari, discretizzazione FEM, elemento finito piastra FSDT, elemento finito piastra ottenuto tramite il PVD, elemento finito shell ottenuto tramite PVD e fenomeni numerici di shear and membrane locking.
	5.1 Generalizzazione e utilizzo del PVD
	5.2 Modello con Shear e Membrane Locking corretti
	5.2.1 Correzione dello shear e membrane locking
	5.2.2 Esempi


	6. Matrici di rigidezza e inerzia strutturale FEM per elemento Q4 Reissner-Mindlin, funzioni di forma e calcolo Jacobiano, metodo di integrazione di Gauss (punti e pesi di Gauss, ordine di integrazione), shear locking e rimedi (integrazione ridotta e ...
	6.1 Calcolo matrice di rigidezza strutturale Ms
	6.2 Calcolo della matrice di rigidezza KS
	6.3 matrici e funzioni di forma
	6.3.1 Integrazione di Gauss

	6.4 Shear Locking
	6.4.1 Rimedi allo Shear Locking

	6.5 Calcolo della matrice di rigidezza strutturale [Ms]

	7. Analisi lineare agli elementi finiti di piastre e gusci compositi: introduzione.




