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1.Strutture multistrato e accoppiamenti campi fisici

Piastre e Gusci multistrato sono strutture bidimensionali create sovrapponendo diversi strati finche non sia
arriva allo spessore desiderato. Essendo strutture 2D hanno la caratteristica che una delle dimensioni ¢ piu
piccola rispetto alle altre due e di solito si tratta dello spessore.

Generalmente i materiali differiscono tra uno strato ed un altro delle piastre o dei gusci ma possono essere:

>
>
>

>

Strati omogenei e isotropi

strati di composito rinforzato con fibre

Funcionally Graded Materials, utilizzati come le struutre multistrato ma senza avere il problema del
distacco degli strati vicini

Configurazioni Sandwich con all’interno schiuma o honeycomb

I carichi a cui piastre e gusci possono essere sottoposti sono:

Carichi meccanici statici e dinamici

Carichi termici

Carichi igroscopici quindi dettati dall’umidita
Carichi elettrici

Carichi magnetici

Il problema degli ultimi due carichi & che sono complicati da calcolare in quanto sono carichi di campo.

Le Strutture Tipiche che considereremo sono quelle che permettono una soluzione analitica quindi:

>
>
>
>

Piastre multistrato rettilinee

Pannelli multistrato sferici caratterizzati da avere 2 raggi di curvatura, R, e Rg, diversi da 0 e uguali.
Pannelli multistrato cilindrici caratterizzato da avere Rg infinito

Cilindri multistrato caratterizzato da avere Rg infinito ed essere chiuso

In particolare studiando il caso di pannello sferico, con delle approssimazioni, passeremo agli altri due.

In generale le curvature possono variare punto per punto quindi la soluzione non é studiabile in modo
analitico se non in alcuni particolari casi come questi.

+» Multilayered plates ** Multilayered spherical panels  «* Multilayered cylindrical panels <+* Multilayered cylinders

In tutti i casi si puo notare che il Sistema di Riferimento € ortogonale misto perché ho due coordinate
curvilinee, o e B, e Z che é rettilineo.

| materiali che considereremo saranno differenti:

>
>

Materiali omogenei rappresentati solitamente da Titanio e Alluminio

Materiali compositi che sono divisibili in 3 categorie: Compositi Fibrosi, Compositi Particellari e
Compositi Laminati

Materiali Sandwich in cui ho due facce rigide che racchiudono un cuore meno rigido

Functionally Graded Materials in cui una delle caratteristiche (Elasticita, Proprieta Termiche...)
varia in una direzione in modo graduale grazie alla variazione di frazione in volume dei costituenti in
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direzione delle direzione considerata (Es. Spessore). Sono molto usati perché permettono di
eliminare gli stress dovuti a discontinuita.

E’ importante sapere che:

» Omogeneita: proprieta del punto quindi se vario il punto del materiale le proprieta non cambiano se &
OMOgeneo e variano se € Non 0mogeneo

» lIsotropia: proprieta della direzione quindi avro che se fissato un punto le caratteristiche non variano
in qualsiasi direzione vado allora sara isotropo e varra che E e y sono costanti e definiscono il
materiale permettendo di trovare anche G=E/2(1+ y). Se le proprieta variano con la direzione il
materiale si dird Ortotropo e in questo caso per calcolare E,y € Gyy in tutte le direzioni dovremmo
fare pil prove sperimentali che sono invece molto pit semplici per il materiale isotropo perché i
basta fare una prova a trazione.

I modelli che considereremo terranno conto dei 4 campi pit importanti Hastic
ovvero quello Termico, Elastico, Igrometrico ed Elettrico ma ci saranno 2 R -
modelli che permetteranno di calcolarli come incognite del modello e 65 9'%
altri che invece li imporranno dall’esterno. 5;’ a%
'S - |
Le possibili interazioni sono: f e %fa
'3 mechanical o
» Problema a 3 campi in cui ho accoppiamento Elettro-Termo- ocousng %
Meccanico ?

» Problema a 2 campi in cui ho accoppiamento Elettro-
Meccanico, Termo-Meccanico o Termo-Elettrico

» Problema a 1 campo in cui non ho accoppiamenti ma sono un
campo agente.

Thermo-electric coupling

Un esempio sono i materiali Piezoelettrici che sono molto importanti perché si deformano se sottoposti ad
un campo elettrico o generano un campo elettrico se € applicata una deformazione, grazie a questo possono
essere usati sia come sensori che come attuatori

2. Materiali e laminazioni tipiche in campo aerospaziale

Leghe Metalliche sono create con I’unione di piu elementi di cui almeno uno & un metallo. Esistono in
generale leghe sostituzionali e interstiziali. Quando si fa una legha si nota che le caratteristiche fisiche del
materiale come E e G non variano, quello che varia sono le caratteristiche meccaniche ovvero la crottura o la
oyeld.

Le piu comuni sono quelle di Titanio e di Alluminio.

Le leghe di Alluminio costituiscono adesso circa il 60% dei materiali usati per la costruzione dei velivoli. A
partire dall’allumino si creano leghe per fusione o per lavoro a freddo che sono identificate con dei codici a
seconda del tipo di elemento che viene messo all’interno.

Major Alloying Element Wrought Cast
None (99% + Aluminium) 1XXX I1XXX0
Copper 2XXX 2XXX0
Manganese 3XXX

Silicon 4XXX 4XXX0
Magnesium 5XXX 5XXX0
Magnesium +Silicon 6XXX 6XXX0
Zinc 7XXX 7XXX0
Lithium XXX

Unused 9XXX0
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Oss. Quando scrivo c=C*¢ allora C & la MATRICE DEI COEFFICENTI non é la MATRICE DI
RIGIDEZZA.

Nel caso di compositi C € trovabile analiticamente solo per fibre a 0 e 90° altrimenti si trova numericamente.

Quando si scrivono le equazioni costitutive di una lamina dobbiamo considerare due ipotesi che vengono
sempre fatte:

» Lalamina e continua quindi non sono presenti vuoti all’interno
» Lalamina e formata da materiali elastici

Grazie a queste ipotesi si puo scrivere una legge di Hooke anche per i compositi.

Il pit grande svantaggio nell’utilizzo dei compositi & che essi sono sottoposti ai problemi di Delaminazione e
Debonding che sono metodi di rottura aggiuntivi da considerare.

La Legge di Hooke generalizzata per un materiale anisotropo é:

Ll
0i = Cjj ¢

dove gli stress, i coefficienti elastici e le deformazioni sono riferiti al sistema di riferimo xi, X2, X3 che ha:

» Xy parallelo alle fibre

> X, perpendicolare alle fibre nel piano /’
> Xs perpendicolare alle fibre fuori dal piano

guesto sistema di riferimento dovra poi essere legato g r:
al sistema di riferimento generale della struttura per —
vedere I’effetto delle fibre. 7

Per un composito rinforzato con fibre possiamo
scrivere la regola della miscela:

E; = modulus of the fiber. E,, = modulus of the matrix,
vs = Poisson’s ratio of the fiber. v, = Poisson’s ratio of the matrix.
vy = fiber volume fraction, v, = matrix volume fraction,
E1l — E,,I"“f + Em Uy Vig = VU + VU
[ Ej- B Gy = Gf(}',,, -
B Ef Um + E-mf-"f ‘ B Gfl"‘m + Gmf"f

Questa permette di calcolare le grandezze che ci interessano.

Possiamo poi calcolare il modulo a taglio per la singola fibra o la matrice:

Ef Em

PYFEE— Gm Y
2(14+vy) 2(1 + vy)

Se invece il materiale & Ortotropo, come detto precedentemente, dovremmo calcolare tutte le grandezze
ovvero: Ei, E, Es, Giz, Gis, Gas, V12, V13, 23 facendo 3 prove sperimentali a trazione e 3 a taglio.

Gy =

Dalla tabella sottostante possiamo notare che molti dei compositi, che sono a partire dalla 4° riga in poi, sono
ortotropi mentre i materiali puri possono essere considerati isotropi.
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Le problematiche principali di questi tipi di materiali sono:

» Processi di produzione

» Modellizzazione del materiale

» Modellizzazione di strutture con all’interno questi materiali perché cé il problema che la matrice C
diventa funzione di Z.

Abbiamo visto che la caratterizzazione del materiale non e semplice. Per farla si possono usare diversi
metodi:

» Regola della Miscela: € un estensione della regola della miscela che conosciamo per i materili
compositi

» 3D phases micromechanical models

» Voronoi Cell Finite Element Method (VCFEM)

Ci sono anche metodi stocastici piu complessi.

I materiali Piezoelettrici funzionano grazie all’effetto piezoelettrico che € in grado di convertire energia
meccanica ed elettrica in modo lineare in entrambe le direzioni.

In particolare parleremo di Effetto Piezoelettrico Diretto quando il materiale genera corrente elettrica a causa
dell’applicazione di uno stress, questo &€ molto utile per fare dei sensori.

Parleremo di Effetto Piezoelettrico Inverso quando il materiale crea delle forze a causa della presenza di
corrente elettrica, questo € molto utile per fare degli attuatori.

Le applicazioni sono molteplici:

» Smorzatore di vibrazioni in modo attivo usando i piezoelettrici sia come sensori per rilevarle che
come attuatori per smorzarle.

» Adattamento della forma delle superfici aerodinamiche ovvero ali capaci di modificare la propria
forma i funzione delle condizioni esterne per avere sempre la massima efficienza> UTOPIA

» Controllo attivo di fenomeni aeroelastici.

» Monitoraggio dello stato di salute del velivolo utilizzandoli come sensori per capire se una cricca si
sta aprendo 0 meno o come attuatori per controllarla.

I materiali piezoelettrici devono essere prima attivati con un campo di polarizzazione, in base alla direzione
di questo campo le caratteristiche dei materiali varieranno.

Noi faremo come esempio un materiale attivato in direzione 3 come in
figura.

Per i materiali piezoelettrici ci sono poi coefficienti che legano il campo
elettrico alla deformazione e alla tensione applicata come possiamo vedere
in tabella:

piezoelectric converse  direct

coefficient effect effect
a c—a D E-ae
d e—d £ D=do
b e=b'D E£=bo
e og=e'£E D=c¢cc

D = spostamento elettrico

Per quanto riguarda la polarizzazione in direzione 3 che 0 0 0 0 “IJ--"- 0
abbiamo considerato la matrice d sara: d=| 0 0 0 doyy 0 0O

dz; dzz dzz 0 0 0
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| problemi bidimensionali sono tipici di strutture in cui una delle 3
dimensioni ha meno importanza quindi piastre e gusci. In questo caso

solitamente lo spessore ha meno importanza rispetto alle altre due

direzioni nel piano ovvero x,y o0 a.,p. d

Questa approssimazione é tanto pil vera tanto vale che h<<a,b. B '
Abbiamo visto che il campo di spostamento in questo caso é:
u = Fi(z)ui(z,y)

Se il pannello ha una curvatura in una direzione del piano o in due v:ﬂ — ' /x
direzioni del piano si usa un sistema di riferimento ortogonale curvilineo ' ~
e possiamo scrivere:

u = Fi(2)u,(o,3) R,

I problemi unidimensionali sono tipici di strutture come aste e travi dove
due dimensioni, solitamente quelle della sezione, sono trascurabili rispetto
alla lunghezza. Questa approssimazione é tanto piu valida quanto a,b<<I. ;

Il campo di spostamento pud essere scritto come:

u = F;(z.y)u;(z)

A guesto punto, indipendentemente dal tipo di struttura I’equazione deve essere risolta e nel farlo possiamo
ottenere:

» Soluzione Esatta
» Soluzione Numerica con metodi agli elementi finiti (FEM) o il metodo delle differenze finite
generlizzate (GDQM)

La Soluzione Esatta ¢ valida solitamente solo sotto alcune ipotesi che riguardano:

» materiali: possono essere solo isotropi o ortotropi con angoli di 0° e 90°.

» geometrie: solo piastre e gusci che abbiamo visto prima.

» carichi: solitamente vengono considerati solo carichi armonici.

» condizioni al contorno: solitamente viene considerato solo il pannello semplicemente appoggiato.

La Soluzione Numerica non presenta queste limitazioni ma ha il problema che dara un risultato approssimato
e quindi accurato della soluzione esatta, inoltre puo andare incontro a problemi di natura numerica.

Quello che viene fatto & quindi di utilizzare la Soluzione Numerica per la maggior parte delle applicazioni
ingegneristiche ma validare il modello usato numericamente con la Soluzione Esatta.

4. \Visione di insieme sulle teorie e 1 modelli

I modelli 2D o 3D che possiamo usare per piastre e gusci possono essere sviluppati come:

» Modelli a Strato Unico Equivalente (Equivalent Single Layer) in cui ho una piastra a N strati che
sono condensati in un unico strato equivalente, avrd quindi un modello per I’intero multistrato e una
rigidezza complessiva del sistema

» Layer Wise Models in cui per ogni strato scrivo una formulazione della piastra (ES Kirchioff) e
quindi ogni strato avra la sua matrice di rigidezza. Il problema é che gi strati devono essere tra di
loro continui e deve esserci congruenza e equilibrio all’interfaccia.
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Negli approcci asintotici si definisce un parametro di perturbazione 6 che di solito € il rapporto tra spessore
e lunghezza caratteristica (h/a), le equazioni di governo 3D sono espanse in termini di 8. Per esempio le
equazioni di equilibrio possono essere scritte:

E'\: = E;:‘,iﬂl + El\idjt—l o i, o E\: t'i'“\ "

Dove le p sono in genere dei numeri reali.

Il vantaggio maggiore di questo approccio & che permette di fare un’approssimazione consistente perché tutti
i termini hanno lo stesso ordine di grandezza siccome dipendono tutti da §. Ottengo la soluzione 3D se &
tende a 0.

L’introduzione di approcci asintotici a strutture multistrato perd introduce alcune difficolta, per esempio per
tenere conto dell’anisotropia dei materiali compositi sia nel piano che in direzione dello spessore dobbiamo
introdurre alcuni parametri meccanici.

Gli approcci assiomatici sono quelli pit usati e i pit popolari per creare teorie 2D perché eliminano molte
problematiche. In questi casi il campo di spostamenti o di tensioni possono essere scritti come:

.f'f“--f- z) = f| (v, -”Fl(i} .fj("l- f}F_’(i} iy ,f..\("'--'f}r.\ (2)

In questo modo elimino la dipendenza da z perché la metto in F e avrd solo 2 incognite.
La generica funzione f puo rappresentare:

> |l vettore degli spostamenti u=(u,v,w) nel caso della formulazione gli spostamenti
> 1l vettore delle deformazioni € nel caso della formulazione alla deformazione

» |l vettore degli stress o nel caso della formulazione agli stress

» Sia u che componenti di o nel caso delle formulazioni miste

Possiamo introdurre diverse formulazioni variazionali in funzione della formulazione che scegliamo.
Per esempio:

» La formulazione agli spostamenti & basata sul Principio degli Spostamenti Virtuali (PVD)
» Le formulazioni miste possono usare il Reissner’s Mixed Variational Theorem (RMVT).

Nella prima formulazione alla fine ottengo:
[KKu}={F}
Dove K lo calcolo e F lo so quindi I’'unica incognita sono gli spostamenti u.

Nella seconda formulazione (con il modello misto) ottengo:

kou kool o) =F

Notiamo che in questo caso la matrice non ¢ solo di rigidezza perché il blocco Kuu lega gli spostamenti ma i
blocchi Kuo e Kou legano spostamenti e tensioni.

5. Legge di Hooke generalizzata, materiali anisotropi, ortotropi e isotropi.
Equazioni costitutive 3D, passaggio da sistema di riferimento materiale a
sistema di riferimento struttura

La legge di Hooke generalizzata & un equazione costitutiva che caratterizza il singolo materiali e la sua
reazione ai carichi applicati.
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Considerando la notazione matriciale I’equazione precedente puo essere scritta come:

( ai ) [ Cii Cia Ciz Ciy Cis Cig 1( €] ) ( l'TI]' )
T3 Co Cay Coz Cyy Chs Oy €2 o -l_u'

) 03 \ _ (_‘v,'{l C.‘u C:s:s C'sy (_f:aa (._':-'.1'. ) €3 Sy fT':: '
ay Cyp Ci Cyy Cyy Cys 16 €4 fflf
a5 Cs O 2 Css Chy Cs; Csg €5 a _'—,'

. 76 i Cl1 62 Ces Cer Css Cas 1 U %% \ fTE“ )

Come abbiamo gia detto i termini misti (Cjj) sono uguali tra di loro perché stiamo considerando un materiale
elastico quindi abbiamo 21 coefficienti di rigidezza indipendenti.

A questo punto consideriamo diversi materiali con piani di simmetria diversi.

I materiali monoclini fanno si che i coefficienti elastici in un punto hanno lo stesso valore per ogni coppia
di coordinate. A causa di questo abbiamo che: C14=0,C15=0,C2=0,Cs =0, C31 =0, C35 =0, Cs6= 0, Css
=0.

Quindi i coefficienti C indipendenti diventano solo 13 e la matrice é:

Foi ¥ T € G 0 0 Ca Tl
02 Ciz Cop Cyg 0 0 Oy €2
T3 Cig Cog Cyz 0 0 Oy €3

< — e :

le > ” ” ” (’l.| (‘l-_: I] 4 ,fl :'
05 0 0 0 Ci Cs5 0 €
\ I‘T“ J L ('lli {'_lp, (";., () “ ["'lh 4 | Eg )

I materiali ortotropi hanno 3 piani di simmetria mutualmente ortogonali quindi il numero di coefficienti
elastici indipendenti & 9, la matrice che consideriamo é.

(o ) ([ Cyy Ca Ciz 0 0 0 (e
o Cp Coo Cos 0 0 0 €
T3 Cyy C 23 Cyy 0 0 0 £3

o ( 0 0 0 Cu 0 0 |[Ye
o= 0 0 0 0 Cs5 0 €5

Los) L0 0 0 0 0 Culle)

Un esempio di materiali ortotropo é il materiali composito. Notiamo che in questi tipi di materiali le
componenti normali si tensione sono legati solo a deformazione in direzione normale e le componenti
tangenziali di tensione sono legate solo a deformazioni tangenziali quindi non c¢’e nessuna componente
mista.

Per caratterizzare il materiali dobbiamo conoscere il valore delle 9 costanti ingegneristiche che ottengo in
genere con 3 prove a trazione e 3 prove a taglio, queste sono:

Ey, Es, E3, Gas, Gi3, Gha, Via, Vi3, Vag
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Se passo alla notazione a singolo indice posso scrivere la matrice T che mi fa passare dal materiale alla
piastra come:
[ 0p ) [ cos?o sin’e 0 0 0 —sin 2¢ o )
Oyy sin¢ cos* g 0 0 0 sin 2¢ 03
) o i | 0 0 1 0 0 0 o3 |
o [ 0 0 0 cos¢ sing 0 oy
s I 0 0 (0 —sing coso 0 o5
[ Oy singcos@ —singcosg 0 0 0 cos’p —sin?o L 76 )
La matrice R che mi fa passare dalla piastra al materiale & invece:
[ oy | [ cos?o sinfé 0 0 0 sin 20 F s )
0y sin®o cos’o 0 0 0 — 8in 20 Oy
< 03 - 0 0 1 0 0 0 : Ozs >
o 0 0 0 cos@ —sino 0 s
o5 0 0 0 sing coso 0 o P
| @ | —singcos® singcoso 0 0 0 cos’¢ — sin“¢ \ Oy

In forma compatta posso scrivere il tutto come:

{U}ﬁ - [T]{"T}m ; {U}m =

La stessa procedura per cambiare sistema di riferimento puo essere applicata alle componenti di
deformazione ma quello che otterrd sara:

{e}p = [B]" {e}nm {e}m = [T]" {e}p

Possiamo definire la matrice Q di rigidezza in funzione della matrice T e C perché tutto € nello stesso
sistema di riferimento:

(@] = [T][C][T]"

In caso di materiale Ortotropo le relazioni nel sistema di coordinate del problema sono:

Rl{c}, -

il

'

o i

T Qun Qi Qi 0 0 Qi €rx
Ty iz Qe Qxn 0 0 Q% Eyy
0. Qs Quy Qs 0 0 Qs €.

\ @, 0 0 0 Qu Qs 0 |Y % (
o 0 0 0 Qp Qi 0 Yo

\ Pzy J | @is Qs Qa 0 0 Qe | | Yoy )

Notiamo che cambiando sistemi di riferimento nascono delle grandezze come Qis, Q26, Q36 Che invece la
matrice di un materiale ortotropo non dovrebbe avere ma che permettono la nascita di accoppiamenti tra
componenti di taglio e componenti normali che sono molto importanti perché permettono di avere un GDL in
pit nella progettazione con materiali compositi in quanto scegliendo la staking sequence si riesce ad avere
gli accoppiamenti voluti.
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E’ quindi importante soddisfare i requisiti Cz0 per non avere problemi con I’effetto zigzag e la discontinuita
interlaminare per cui si usano:

» Formulazioni agli spostamenti in cui le incognite sono gli spostamenti a cui quindi posso imporre le
condizioni CzO0 che ci interessano, queste hanno il problema che gli stress sono derivati dagli
spostamenti quindi non € detto che vengano continui

Formulazioni miste in cui le incognite sono alcuni spostamenti e alcune tensioni (normali) per cui ad

Notiamo che in generale per le piastre vale che:

€xp

Eyy

Exy

€yz

esse posso imporre le condizioni Cz0

N ﬂ = f(u(z)) itisC?
oz - .
= o = f(v(2) itis C?
dy 2
dv  Ou y -
dx " dy = f(u(z),v(2)) itisC?
=200 tisn't OO
z 9y 2
- i)u t % it isn't C°
S
= ((;i it isn't (‘f:}

Notiamo che u(z) e v(z) sono continue in z quindi
vale la condizione Cz0 e anche &xx, &y, &xy SONO
continue.

Invece le deformazioni trasversali sono derivate in z
quindi le &y, &x; € Non sono continue in z quindi
non soddisfano le condizioni CzO0.

A questo punto posso mettere le € trovate all’interno delle equazioni costitutive e ottenere:

ZZ

quella.

_ kK k

- CI]F.J‘J' + CIL
ko _k ke k

- ("2] €ra + ("2‘_ + ( 23€; 2

+ Cfyek,

vy

vy

. Wk
= Cgge Ty
kK
x = C'44rr;
Crr(‘_
.‘.
01361.1 + 023{:1;:; + 0 3€2 2

Notiamo che, come detto prima, gli stress nel piano
possono essere discontinui mentre quelli trasversi al piano
devono essere continui.

Il problema é che le C,y variano da strato a strato quindi
sono discontinui da strato a strato, ogni volta poi li si
moltiplica per delle € che in generale sono discontinue. Se
riesco a calcolare bene il prodotto tra questi due elementi
discontinui riuscirei, in linea teorica, a ottenere delle o
continue tra strato e strato.

In verita, come abbiamo detto, avere le o sul piano (oxx, oxy
oyy) discontinue va bene perché la fisica del problema é

Per quanto riguarda invece oy, oy, 0z, fuori dal piano se il modello € molto accurato le discontinuita di e e C
riescono a compensarsi ma nel 90% dei casi questo non avviene anche perché abbiamo termini come o, che

hanno 3 termini da compensare per fare si che sia il tutto continuo quindi che sono complicati da avere
continui.

Si pud notare che le teorie classiche, come quelle basate sulle ipotesi di Cauchy-Poisson-Kirchhoff-
Love, o quelle di Reissner-Mindlin, soddisfano la condizione di continuita interlaminare per gli spostamenti
ma non la forma a zigzag. Per questo motivo risultano essere inappropriate per lo studio di strutture
multistrato. In questo caso I’utilizzo di modelli 3D o modelli 2D migliori & necessario.
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Possiamo calcolare le deformazioni e ottenere:

Notiamo che i primi due elementi sono lineari in Z quindi
saranno delle rette tra top e bottom che faranno errori piu o
meno grandi a seconda di quanto é spesso il multistrato.

Oy Ovy Oy
N Notiamo che in direzione dello spessore non c¢’e deformazione.
cw 0 Si puo notare che gli scorrimenti dovute al taglio sono lineari in
E.=—= AR
= A Z e solamente presenti in direzione xy ma nelle facce
- - - - -2 perpendicolari a X e y invece sono nulli, questo é giusto perché
ou ov_ ouy, 0O TN - . - . -
Yy, =—t—=—+ -2z devono rimanere perpendicolari alla superficie media.
Yooy ox oy ox éxey _ _ _ _ _
v ow owe o Non considerare lo scorrimento a taglio & un ipotesi che va bene
Vo =—+—= —0_—~0_9 solo se la piastra @ molto sottile e monostrato, altrimenti lo
o oo ox ox scorrimento & da considerare.
. ov  ow ow, oW,
"-fﬁ‘: = -1_ - = - + = = 0
oo oy oy oy

Possiamo vedere dalla figura come appaiono spostamenti e carichi calcolati con il modello CLT considerato

i | “F vy

CLT el FSI¥] CLT

] [t I 7

o

T A j : 7

Dispincemants Tira nswd i & 10Es sk

First order Shear Deformation Theory (FSDT)

In questo caso si considerano solo le prime due ipotesi di Kirchoff, la terza & rimossa quindi le normali non
devono per forza rimanere perpendicolari alla superficie media dopo la deformazione, questo permette di
introdurre lo scorrimento a taglio infatti yx. € yy, sono inclusi nella teoria.

FSDT e la teoria di Reissner-Mindlin estesa alle strutture multistrato.

Il campo di spostamenti considerato in questa teoria é:

w(x,y.z2) = wlz.y) + 2®,.(x,y) .
= tplxr,y) + '.‘[‘_;J.'i--". y) .

= wolz,7) .

Questo é spiegato nella figura a fianco dalla quale si nota che:

» W, e costante quindi, come nella CLT, tutti i punti si muovono
della stessa entita :

» La superficie che si deforma rimane rettilinea ma non é piu "
perpendicolare alla superficie media perché ruota di yx € yy. %

Introducendo il taglio avro 2 GDL in piu quindi avremo in totale 5 GDL. 4
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.F[ .U|-n'(. y -
(Il: * (l::" L] (li—(IL-
]. 1249 ] f"|-_:.f"r-_1|_
II‘.'_' =5 =¢
( 22 ( 2 ( 23 C 33 C W
] — 19179
('l: : ('Il (:'-_-.*. , Css Css (rru . (-'lih ('lili - {‘ffl'i '
Abbiamo detto che per creare le teorie che usiamo possiamo fare assunzioni su deformazioni o stress nel
piano, vediamo cosa cambia:
> Imporre le condizioni sulle deformazioni del piano Constitutive equations for a generical isotropic material
(Plane Strain Assumptions) vuol dire partire dalla r 1 Ta. @ - = = g
o Cin Che Chs ] ] ] i

matrice della legge di Hooke generalizzata che
vediamo in figura che & una 6x6 ed considerare solo i Tuy Cz Cn Cs 0 0 0 o
contributi legati a oxx, oxy, oyy per cui la matrice o Cis Cuy Cyg 0 0 O
diventa una 3x3.

» Imporre le condizioni sugli stress del piano (Plane
Stress Assumptions) vuol dire imporre 6zz=0, questo 7, 0 0 0 0 Ciu 0 €
permette di ottenere una nuova equazione per ezz che
posso sostituire nelle equazioni di oxx € cyy che
ricavo dalla legge di hooke generalizzata e ottenere i

02z = Ci3 8 FCas Eyy+c33 £,=0 €22 = — Exx — Eyy

Le condizioni sugli stress del piano fanno si che I’equazione costitutiva diventi:

- - -
Ozx C 11 C] 2 0 €xx
Tyy = C]? C22 0 Eyy with OII =Chn - (C'n’ Clo=Cr2 — % Coo=Coy — E‘-,::‘:.Crm,: Coi.
Oxy 0 0 Cgg €xy

Questo é quello che ottengo se considero una teoria CLT ma se considerassi la teoria FSDT allora imponendo
le stesse condizioni otterrei matrici 5x5 e i coefficienti elastici ridotti imponendo ¢z2=0.

Possiamo vedere un esempio della presenza del fenomeno del Poisson Locking usando prima la teoria CLT e
poi la teoria FSDT:

> One isotropic layered plate (simply supported) with transverse mechanical loading applied at Sottolineiamo Che II caso e analitico,
the top (bi-sinusoidal). Poisson ratio 1=0.34, transverse displacement w = wlOER" per dimostrare che il fenomeno del

qat

midsurface for different values of thickness ratio a//: Poisson Locking non é dovuto a
fenomeni di tipo numerico.

a/h  CLT... Er% CLT,. Er% 3D

2 20010 667 27238 547 60107 Quello che si nota & che con la teoria
4 20009 443 27238 242 35958 CLT nonostante la piastra diventi
10 20000 302 27238 494 28655 sempre piu sottile comunque I’errore
100 20009 265 27238 005 27252 sulle € non va a zero se uso le
1000 20000 265 27238 000 27238 condizioni di deformazioni nel
piano mentre va a zero se uso le
C'LT,__: Classical Lamination Theory with classical constitutive equations (only plane condizioni di stress nel piano
strain). C'LT},__: Classical Lamination Theory with plane stress constitutive equations. ovVvero impongo che Gzzzo.
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Quindi il sistema di equazioni costitutive con coefficienti elastici ridotti possono essere riscritte:

Oxx — §ll£xx+§125yy

Oyy = glzfxerszEyy

Oyz — 944sz

Oxz = QESYXZ

Oxy — Qﬁﬁ}fxy
Per spiegare perché il fenomeno del Poisson Locking accade possiamo prendere per esempio la teoria CLT in
cui vediamo che lo stress nel piano exx € lineare con lo spessore e puo essere scritto:

G 9u_

Exx 3 Ug v~ Z Wo xx
Per quanto riguarda invece lo stress in direzione dello spessore &;; notiamo che € uguale a zero infatti:

G _9w_
Ezz 5,

Ma se calcolassimo &, usando invece la fisica del problema quindi la definizione di coefficiente di Poisson v
vediamo che:

£ oC EE.,C

Notiamo quindi che c’e una discrepanza perché se calcoliamo &, usando la teoria CLT otteniamo un valore
diverso che se lo calcoliamo usando la fisica del problema ovvero il Poisson. Questa discrepanza genera il
fenomeno del Poisson Locking.

Puo essere eliminata imponendo 6zz=0 perché in quel modo sto forzando &,,® ad essere lineare e quindi si
ricollega alla fisica del problema.

Possiamo notare che se aumento il grado del problema non ho piti questo problema perché £,,° non la ricavo
pit come derivata di una funzione costante ma di funzioni di grado superiore e quindi non si annulla piu,
inoltre si puo vedere che se v tende a 0 il fenomeno scompare perché vale che £,,° = 0 = £,,°%¥¢ quindi non
c’e piu nessuna discrepanza.

8. Alcuni esempi di Higher Order Theories (HOTS), teoria del secondo
ordine con inestensibilita trasversale, teoria del terzo ordine con
inestensibilita trasversale (VIasov-Reddy Theory).

Esistono una serie di teorie di ordine superiore che, mantenendo w=0 migliorano le equazione di u e v quindi
anche il comportamento a taglio migliora perché passa da y=cost a lineare, quadratica... Il problema e che
sono sempre teorie Equivalent Single Layer e questo fa si che ci sia il problema dell’effetto a zigzag.

Alcuni esempi sono:
Second order theory with transverse inextensibility (7 degrees of freedom in z)
L’andamento degli spostamenti €:

u(x,y,z) =u,(x,y)+z®_(x,y)+z"¥_(x,y) Notiamo che abbiamo 7 GDL ma otterremo delle yx.
V06, 7, 2) = v, (%, 1) + Z(DJ__()C, 1)+ ZE‘PJ__(x, ) vyz lineari che migliorano il comportamento a taglio.

w(x,y,z) =w,(x,y)
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A questo punto possiamo ricavare:

Noyy 6 | Opy My E | Ozz

2 M =/ <o z dz
Ny, ¢ = Tyy ¢ dz vy N vy
_h M, T\

Ny 2 | Oy zy zy

In-plane force resultants per unit of lenght

Moment resultants per unit of lenght

- 3
- h . ) L -
Nun 2 ) Tnn ﬂ!ﬂn _ [? ] Onn > da
V. - 7 2 M Lo
‘wns —%‘ Ons AVing -7 ns
Force resultants per unit of lenght on the boundary

Moment resultants per unit of lenght on the boundary

Iy % 1 N !21-.

I % = / z 3 podz Qn = / Opns dz
_h o _k

P 2 |z

Mass moments of inertia resultants Transverse force resultants per unit of lenght
ass S a resultants

Se poi sostituisco oU, 8V, 8K con queste grandezze all’interno del PLV e integro per parti posso ricavare gli
spostamenti che notiamo in questo caso essere 3 perché la teoria CLT ha 3 incognite.

swp: T Mer o8 Mew T Moy A+ = 1o

Notiamo che dipendono da Nxx, Nyy, Nxy e Mxx, Myy, Myy che sono calcolabili usando la matrice di rigidezza.
Possiamo anche introdurre le matrici A,B,D che rappresentano:

» Avrigidezza assiale

i
= : 7 = 5
> B rl_gl_dezza fles_smnal(_e o _ (Aéj’Bij, ng) = \ Qﬁj(l,z, z%)dz
» Drigidezza agli effetti accoppiati di flessione e -3
trazione
Alla fine ottengo:
. 0
Npa A A A E.(M) By, By B Cglr)
Nyy ¢ = | A2 Asx A uLl;} + | Bia Bay B eﬁfy’
Nay A Az Ase) | 4L Big Bas Bes] | 4L)
My Bu Bz B E%’ Dy D Dyl (e
My, » = | Biz Bya Bgg eLy’ + | D1z Day Dy rw
M., Bis Bw Bes :}-;g} Dy Dy Deg] | 44y

Membrane strains Bending strains
Riassunto in:

) ‘ Membrane strains
()-8 ] {4

Bending strains
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Come prima anche in questo caso introduco le matrici A,B,D con in aggiunta i termini che dipendono dallo
scorrimento a taglio:

. _ . . - - 0
{ Tys }“') _ l@m QasJ W) f { Qy } — K Agr Ags ".-"1{{:)
Txz Q-I-F; Q."J? ) “yi.ﬂz) (2 L. L A 45 A 35 “fE-l:]

Dove K ¢ il fattore di correzione del taglio che & dovuto al fatto che il taglio non é costante e le matrici Auss,
Aus, Ass Sono legate anche esse allo scorrimento a taglio.

Ottengo alla fine le equazioni costitutive che possono essere scritte in forma compatta come:

7 o)z 1
(0} |- [l Jfo] | =}
o] LB100121 ] o

Notiamo che rispetto al caso CLT il caso FSDT ha dei termini aggiuntivi dovuti al taglio ma le equazioni
sono formalmente le stesse solo con 5 incognite. Anche in questo caso posso sviluppare il prodotto matriciale
e ottenere le 5 equazioni funzioni di A,B,D e degli spostamenti sostituendo a ¢ le equazioni degli spostamenti
derivate in modo opportuno.

In generale, sia per le FSDT che per le CLT I’utilizzo delle matrici A,B e D che hanno un significato fisico
puo essere omesso perché le teorie successive utilizzano matrici di rigidezza generiche anche se non per
forza con termini collegati ad un significato fisico.

Questo fa si che in generale si possano scrivere le equazioni geometriche come:

Ou FSDT

— 2zw

s T e = 1””.” -+ U

).x O.xy

Da esse le relazioni costitutive sono:

Tyx (21 1 (i..} 12 (|.) L6 Err
Tyy Q12 Qo Qg Eayy
’7_1‘;; = (L} 16 (-;.) 26 f.) 66 Y Ty

Posso ricavare le equazioni di governo sostituendo le equazioni costitutive nella soluzione geometrica come
fatto le altre volte e ottenere:
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K=5/6 vale per una sezione omogenea e isotropa ma se cambiano la geometria, i carichi o la laminazione il
valore di K da usare € diverso. In generale pero usare K=5/6 come prima approssimazione va sempre bene
perché essendo <1 migliora il risultato.

Si pud poi notare che se mettiamo K=infinito posso passare dalla soluzione FSDT fatta normalmente da
Nastran alla CLT perché sto intrinsecamente dicendo che le y sono nulle.

10. Modelli strutturali ESL e LW, teorie ZigZag physically o kinematic
based

Di solito si aggiungono termini quadratici e cubici (z2 o z%) al modello degli spostamenti per migliorare la
soluzione del modello.
In particolare quello che pud essere fatto é.

» Aggiungere elementi a u e v per migliorare I’approssimazione del taglio e svincolarsi dal fenomeno
del Poisson Locking
» Aggiungere elementi a w per non avere pill €z, hulla ma che assume un valore variabile

Facendo cosi, come abbiamo detto, ci si svincola dal concetto delle matrici A, B, D e si ottengono generiche
matrici di rigidezza.

Aumentando I’accuratezza dei termini in u,v e w pero non si risolve il problema dello studio dell’effetto Zig
Zag perché comungue stiamo studiando sempre la piastra con un modello Equivalent Single Layer.

Per introdurre I’effetto ZigZag dobbiamo considerare due tipologie di teorie:

» Kinematic-based ZigZag Theories che in genere sono teorie molto semplici da sviluppare e
implementare in cui si impone una forma dell’effetto ZigZag, quindi vengono solitamente utilizzate
ma per alcuni schemi di laminazione, carichi o condizioni al contorno possono dare dei problemi.

» Phisically Based ZigZag Theories che sono piu complicate delle precedenti ma avendo un
approccio al problema piu legato alla sua fisica sono piu generali e hanno un range di applicazione
piu elevato.

Le Kinematic-based ZigZag Theories sono teorie in cui alle equazioni cinematiche degli spostamenti
aggiungo un equazione che introduce I’effetto ZigZag. Un esempio tipico di questo e I’aggiunta della
funzione ZigZag di Muramaki che e definita come:

Z(z) = (-1)*¢

Dove (= (2z«)/h« con z che € la coordinata nello spessore e hy e lo spessore dello strato. Questa funzione e
lineare a tratti nella coordinata z dello spessore, ha ampiezza unitaria per ogni strato e la derivata assume
segni opposti in strati adiacenti. Quindi ho tante rette che variano inclinazione strato su strato.

Abbiamo che quindi I’'ultimo termine delle equazioni degli spostamenti & la funzione di Muramaki, gli
spostamenti posso scriverli:

u= Foug + Fuy + ... + Fyuy + Fzugz
v= Ffyve + Fivi + ... + Fxn ey + Fz vz
i = F| in -+ Fl uy + - F_\' wy + FZ wgz

In questo modo vediamo che I’effetto ZigZag lo introduco con solo 3 GDL in piu e costa molto poco ma va
in difficolta in alcuni casi come abbiamo visto.

La Phisically Based ZigZag Theories si basa su aggiungere delle ipotesi fisiche sulla continuita degli
spostamenti e degli stress in direzione trasversale e il rapporto tra stress trasversali e spostmenti.
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Quello che si ottiene dal punto di vista delle matrici di rigidezza e che esse risultano parzialmente sommate.

10.2 Come creare un modello strutturale 2D analitico

| passi per creare un modello degli spostamenti 2D sono 4:

1. Creare un opportuna modello variazionale degli spostamenti
2. Sostituire le equazioni costitutive appropriate

3. Sostituire le relazioni geometriche appropriate

4. Sostituire un appropriato modello cinetico

Alla fine arrivo a scrivere le equazioni che possono avere:

» Soluzione analitica ottenuta sostituendo le soluzioni armoniche e integrando per parti per ottenere
una soluzione in forma chiusa
» Soluzione numerica sostituendo le funzioni di forma nel piano nel caso degli elementi finiti
Quindi:
Step 1: Principio dei lavori virtuali

In generale vale che:

/ [ﬁfi 18 pc + Je:ﬂr.a*r,mrﬂ-’ = —aL'"™ + 4L
Jv

Nel caso di una piastra o guscio multistrato:

Ny Ny

Ny . .
B e KT ok c KT e 1 ~erk S erk
L{/ / (depcope r‘rc”_(_.a'“(.irﬁih.:a‘_;; L.\Lm 4 L.u_'_

Jog J Ay

k=1 I [}

k=1 k=1
Dove:
= N is the number of layers, £2; and Aj are in-plane and thickness integration domains,
respectively
> dLE and 6L are the inertial and external virtual works at the k'™-layer level
> The subscripts 11 and p in stresses and strains indicate out-plane and in-plane components

&> Superscript I indicates the layer and the superscript A’ the transpose

> Subscript (+ indicates the geometrical relations and (' the constitutive ones

Step 2: Equazioni Costitutive

r ok 7 [ Qf QY Qb 0 0 Q, 1T ok 7 Se 9=009=90 ho che Q5 = 0 e Q13=Q23=Q36=0 e
' quindi posso ricavare le soluzioni in modo analitico.
‘Ti;y Oty Q8 Q3 0 0 Q5 *'ijy
ak, Qs Qb Q0 0 Qk %,
gl o 0 0 @k @y o Ak
ot 0 0 0 Qh Qh 0 ||k
ot Qs Q% Q% 0 0 Qf ks
Posso anche scriverle: k k k k
o, - . €y k_ Ak k Gk _k
F Q;; Q; " I Up(" (2}')]]6;)(:' i (Jpn €6
I k k k - k k _k ko _k
Ty (Jn-p (en.n. €n Tnc = anepr'.‘ 2 Q'nn(:n(.'
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Notiamo che: = ' Bl e g o % ,
‘l‘ T = / { - ‘Up I:Q;Ip}-'}-‘ul!_Q;m}f'{hﬁuflu +Q,J?l}ru’f:£_-‘l
Ay

= D"'.”[(QL}FI—F',DP-Q- Q-:\;” FTFADNQ EE (?”, r D,.»F_ )

F D?:-w[-‘r I’QEI.};‘D;. + Qi”f\UuU T Qi‘;”Drr: f‘;'} dz
Dove compaiono dei termini che integrati in z diventano dei numeri, questi li definisco con E e sono:
Egrs = __J'. FFs dzy, Ek.':s = [ F - Fedzg Epre,= [ Fr Fy dzgy EByr,, = [ Fr, F,, dz

.‘nk 1n -\x ..‘[;,

Se scrivo I’equazione componente per componente ottengo:

J(krs (% Oy — 2K 8:8y ~ €180 ) Briza: -+ Qs Bkrs,
ity (—Q%:0rz — (Q% + Q¥)0:0y — QE0yy) Errs + Qi Ekr.s,
KT (QE0z + QK:0))Ekr,s — (Q%30; + Q%50y) Egrs,
Khra — (—EB. —(QF+ 0%)8:0; — QL8 B+ Qs Birs,
K:L'l:-‘ = ( r_Jf;“'J_ I }“'h")f'”n ('u)'.zl‘.:”.!f.unEﬁ'r-* ' rl-)i-l'E—"'-'.‘.
Kirs = (Q5:0: + Q%,8,)Exr,s — (QE:0: + Q30y)Exrs,
Kgo' = (Q%30z + Q360y) Ekr,s — (QE50r + QEs0y) Eira,
KEr - (QY60r + Q%30y) Ekr.s — (Q:0; + Q%,0y) Egrs,
Rirs (~QFsBsx — 20588y ~ Q%8 ) Birs + Q% Eirye

Questo sara moltiplicato per uno spostamento u che posso scrivere in forma armonica come:
u=Ucos(ax)-sen(By)
dove @ = M"/y e f ="/, conm e n che sono I’ordine della semionda

Di questa u io faro le derivate in X e y e mi rimarranno dei seni e dei coseni che devo poter raccogliere, posso
raccoglierli solo se 3 =0 0 3 = 90 altrimenti non riesco e i termini Qs e Q15 diventano diversi da 0 e io non
posso trovare la soluzione analitica.

Per ottenere la soluzione analitica si suppongono piastre e gusci semplicemente appoggiati e variabili di tipo
armonico e otteniamo:

Uy = wrcos(ax)sen(Fy)
vr = vrsen(our)cos(Gy)
wy = wesen(ar)sen(3y)

Con a e B quelli di prima.

Se invece risolvessi il tutto usando I’analisi FEM al posto di quella analitica come fatto adesso avrei che
ui=Ni-pi dove pié la funzione di forma. Quindi con il FEM trovo gli spostamenti del nodo ma io devo essere
in grado di calcolare lo spostamento in qualsiasi punto della piastra, anche che si trova ad una data distanza
dal nodo ma con lo spostamento sul del nodo riesco a fare tutto.

Quando uso I’analitico invece ho una forma di spostamento che dipende da x e y quindi mi basta sostituire e
trovare lo spostamento nel punto di coordinate x e y che voglio.

Questo e importante perché quando confronto FEM e analitico devo farlo nello stesso punto.

Inoltre quando faccio I’analisi Modale con FEM e facile perché in un colpo solo calcola autovalori e
rispettivi autovettori e conosco sia la frequenza che al forma di tanti modi di vibrare, se faccio I’analisi
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11. Teorie classiche e avanzate 1D, modelli trave e asta. Modello trave di
Eulero-Bernoulli a confronto con modello trave di Timoshenko.

Se dobbiamo fare il modello 1D abbiamo piu scelte. | codici commerciali usano il modello di Timoshenko
per le aste quando si seleziona BEAM come un elemento finito 1D ma esistono altri modelli possibili come il
modello SPRING (Molla) e TRUSS (Asta) per modellizzare un elemento 1D.

Elemento finito SPRING

E’ un elemento finito 1D che ha 2 nodi, in ogni nodo ci sono forze e spostamenti.

F=ku
Dove:
» K =rigidezza assiale che decido io Fy K Fo
> F = forza applicata lungo la molla Y < Lo

» U =spostamento lungo I’asse della molla

Dal modello si ottiene questa matrice:

F K, - K# u,

- s v
F; -K, K, u;

Elemento Finito TRUSS

Anche in gquesto caso si tratta di un elemento finito 1D avente 2 nodi, in ogni nodo ci sono forze e
spostamenti.

F=ku
Dove:

» K =rigidezza assiale che é data dalle proprieta elastiche 2 3

del materiale e dalle proprieta geometriche dell’elemento '
» F =forza applicata lungo I’elemento :
» U =spostamento lungo I’asse dell’elemento AE —_

LAY
|
|
(o]
11
>

Dobbiamo quindi trovare K e per farlo scriviamo:

O':Eg g:u:f_{ ag=Fe=
L L

Da cui ricaviamo che il modello usa come matrici:
|Fi| EA[1 -1 [, |

1",[ Li-1 1 1”:_[

Elemento Finito a TORSIONE

Anche in questo caso ho un elemento finito 1D che pero T. 1y J.G 2 T
tiene conto della torsione dell’asta. — A
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Notiamo che € sempre un elemento 1D perché tutto é scritto in funzione della lunghezza e le altri dimensioni
le esprimo con integrali che diventano i momenti di inerzia.

Teoria della trave di Eulero-Bernoulli

Esiste una forte analogia con il modello piastra di Kirchoff perché le ipotesi sono le stesse ma traslate su una
trave che quindi avra:

» Sezione che rimane perpendicolare alla superficie media nella deformata, il che significa che la
rigidezza a taglio € infinita

» Sezione che rimane rettilinea

» Spostamento in z & costante e uguale in tutti i punti

Da queste ipotesi deriva il modello di spostamento che é:

{h )
iy =y (x)— :d—::
i, =0
iy = wy(x)

Teoria della trave di Timoshenko

In questo caso c’e una forte analogia con il modello piastra di
Reissner-Mindlin perché le ipotesi sono le stesse ma, come
prima, traslate sulla trave. Quindi avremo che, rispetto alla
teoria della trave di Eulero-Bernoulli, sara tolta I’ipotesi sulla
perpendicolarita della sezione che permettera di avere
scorrimenti a taglio.

Il modello di spostamento sara:

i, = Uy (X)— Z¢h(X)
u, =0
iy =, (x)

Cosi come successo con le piastre c’e la possibilita di creare modelli trave pil precisi per quanto riguarda la
previsione degli scorrimenti a taglio aggiungendo termini di ordine superiore al modello di spostamento.

12. Equazioni costitutive 3D per problemi multicampo

Anche in questo caso vogliamo calcolare le equazioni geometriche e di equilibrio al fine di ricavare le
equazioni del modello 3D generale che poi specializzerd per i gusci sferici, aggiungeremo pero i carichi
termici e i carichi igroscopici.

Equazioni costitutive per un’analisi termo-meccanica delle piastre

L’accoppiamento tra il campo meccanico e termico possono essere determinate usando la funzione
dell’energia libera di Gibbs G e la densita di Entalpia termodinamica H.

G(eij,0) = ogijeij — b , Dove:

Hie;;.0.0;) = Gle;;.0) — F(1;) . nelavariazione di entropia per unita di volume
9 é la sovratemperatura rispetto alla temperatura di
riferimento To
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h
Al LegalaTelee o " Qun Q2 Qis 0 0 Qg
A perché o é il vettore - Qu Qn Qm 0 0 Qp
k_ ok ok A3 dei coefficienti di . ; ko | @3 Qo3 Quy 0 0 G
A'=Q" « 0 ; i . o 3 . Q 0 0 0 Qu Qp 0
0 dilatazione termica. 0 0 0 0 Op On O

0
Ao 0 Qi Qs Qi 0 0 Qs
0 1* Matrice dei coefficienti di conduttivita
K11 K12
Kk k1o koo 0

0 0 K33
Equazioni costitutive per I’analisi elasto-termo-igroscopica delle piastra

Nel caso di analisi elasto-termo-igroscopica di una piastra multistrato la componente della deformazione ¢ ¢
data come una somma algebrica tra:

» gy = parte elastica della deformazione
» gy = parte termica della deformazione
» ewm = parte igroscopica della deformazione
Nk kT _

Tz T

I

v
u

= (e F_Jf_f €-- ’Irﬁ_-_ T €g T €0y

Notiamo che poi ¢’ un comportamento analogo tra campo termico e igroscopico infatti si vede che:
ko _ .k k ko ok k .k T _ ko qk
€t = (€qam €35M €z2Mm V3:M YazMm Yagm) = —B° M
quindi la parte igroscopica della deformazione é data da un coefficiente di dilatazione igroscopica - contenuto
di umidita (calcolato in percentuale o numero) da considerare.

Dove il contenuto di umidita € un numero adimensionale che puo essere fornito come numero o percentuale
ed e definito come:
W —-W, Wy+ W, =Wy W,

dd
M= ——— = (100) = - * (100)) = —
w, 40w 17 (100) = 37,

x (100)

Dove:

>  Woceé la massa dell’umidita
> Whpe la massa del materiale secco
> Wiot Materiale = Wc+ Wp

Data la concentrazione di umidita c, il volume V, la densita del matriale secco pq possiamo scrivere un’altra
formula per determinare M:

. . r.i' ¢
W, = / cdV Wy= / padv Wmp M= =5 x (100) = = x (100)
Ny Jv (i (i

Se raggruppiamo il coefficiente di espansione dovuta all’umidita possiamo ottenere un vettore 6x1:

B" = (31, B3 B33 00 Biy)"

Combinando le equazioni precedenti é possibile ottenere un’equazione generale per i componenti di
deformazione per un analisi elasto-termo-igroscopica che é:

EL" _ Ef'_; - aﬂ‘ Hﬁ.’ . ﬁﬂ' lelﬁ.r

Se poi questi termini li sostituisco nella lege di Hooke in un sistema di riferimento (a,f3,z) posso ricavare .
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| termini diversi sono quelli legati al campo elettrico quindi:

1 12 l:l ) - - - - - - -
e"— | £12 E2 O Matrice di Permittivita Dielettrica
0 0 =43
Kyp K 0 :
wF = | Kip ke O Matrice di conducibilita Elettrica
0 0 kg
0 0 0 eq e 0 1° ) ) o o
F=| 0 0 0 co €0 D Matrice dei Coefficienti PiezoElettrici
€31 €32 eag (0 0 ess

Anche in gquesto caso posso dividere tutto in variabili dovute alle equazioni costitutive (indicate con C) e
variabili dovute alla geometri (indicate con G) e poi separare le componenti nel piano (p) e fuori dal piano
(n). Da questo ricavo:

[-

o= Qe+ Qe — e — el E T o

ho = Qb ko + Qh ek — eMTER, — STEk Ak

nd feul gl il
I E k. &k sk ook E ol k nk
D;n’ —— ||,;.l pls T L J.'-" T Cppepsy T & _r*n'f""l. L .P‘;*‘I\l ;
K i k i i _i I ok ek : k nk
I'l_l = €pn€n; + Cpnpnq -.”;frm_ FE L &n H D0
- (| i ! & L E
W= A ey _,'l.:l € P, o o P f Juf v
] i i
Ry = KppUpe + Kpn W
i L k i I
h [Tl | P T Sl )

Dove le Q,e,&,A,p sono tutti elementi delle matrici viste prima che hanno lo stesso significato.
Analizzati questi casi ci basta eliminare delle parti per analizzare casi piu piccoli come:

» Caso Meccanico in cui tolgo tutti i termini tranne quelli meccanici
» Caso Elettro-Meccanico in cui tolgo i termini termici dal caso elettro-termo-meccanico
» Caso Termo-Meccanico in cui tolgo i termini elettrici dal caso elettro-termo-meccanico

Oss.

Possiamo notare che nei modelli Parzialmente Accoppiati 0 b QF 4 Qr e \ Eigh
. s . . .. £ € pld mEnG — pv o
Disaccppiati mi servono solo le prime due equazioni del caso termo- ; p ol b A \kg
. . ; \ , o~ =g v A
meccanico (indicate a destra) perché una é per la Temperatura e I’altra m dnp€pcr T Quntnc '

per lo Spostamento MA non introduco nessun coefficiente K di e =X o+ Ay e+ X0
accoppiamento. hy = kg O5: + KonOhe |
Quindi quando studio il sistema Disaccoppiato devo risolvere: hy = K f.,..dff_ + K e

[K][u] = Ps

Se il sistema & Accoppiato devo risolvere:
Kuu KuS u_
[Ks)u K&s] {9} =P

Perché ci sono tutti i termini di accoppiamento tra temperatura e spostamento
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PR Notiamo che se ¥=90° allora viene che il prodotto scalare € nullo come deve essere.
W N

A B

COS X

| versori sono poi indicati:

?-;tr: r .I' > it 'iu X i.i
_:‘p“ —:!!_], 'fr_—

"8
A " B o sin y

Dove il terzo versore deve essere perpendicolare al piano creato da i, € ig per cui viene messo il prodotto
vettoriale ma non é detto che sia perpendicolare ad entrambi, questo succede solo se sin =1 che infatti si ha
per yx=90°.

Per definire le superfici si usano due forme quadratiche:
Prima forma quadratica

Se consideriamo due punti (o,p) e (o+da,B+dp) arbitrariamente vicini uno rispetto all’altro e tutti e due
presenti sulla superficie I’incremento del vettore r nel muoversi da uno all’altro é:

dr = 7 da + 7 3d3
Se consideriamo tutte le equazioni precedenti possiamo poi ricavare il quadrato della lunghezza dell’arco:

di - di = ds* = A*da® + 2AB cos y da dB + B*d3*
che notiamo ha anche il termine in mezzo perché non e detto che ¥=90°.

Questa forma determina la lunghezza infinitesimale, I’angolo tra le curve, I’area della superficie... quindi
determina la geometria intrinseca della superficie MA non la superficie stessa.

Seconda forma quadratica

L’idea é definire un vettore perpendicolare alla superficie e uno parallelo per determinare la superficie curva.
Definiamo t come il vettore tangente alla curva:

df3

dr’ , da

=T +7T,
ds “ds "ds

La derivata di questo vettore é:
d7 - N

Z - P
Dove 1/p & la curvatura della curva e N e il versore della normale alla curva.
Da qua possiamo ricavare I’espressione della seconda forma quadratica che é:

Lda?® + 2Mdad3 + Ndj3*?

Dove L,N,M sono coefficienti della forma mentre o e  sono le curvature considerate costanti. Possiamo
quindi dire che:

1 L 1 N

R, X R, B
Quando A,B,R. e R sono dati posso determinare univocamente una curva.

13.2 Relazioni Geometriche

Fino ad adesso abbiamo sempre visto relazioni del tipo e=[D]u.
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: : 3 . 3
F:i({')___izdyf Uy i—1.23
" B0 \ /G 29; < da \/gx
1 7 0 (L',)+ 0({.'j)]
Yii = gi= g;— 2
o V995 1% 3a 5 N/ G5 93 da; \\/g;

Dove consideriamo che H,, = /g € Hg=,/g, .

Se faccio tutte le sostituzioni ottengo:

1 ( L éht U«
4 (1+2z/R,)\Ada ! A

) i,
1 w o an 1 v U
L :,m,]('.m Pa T BOg " '}f})'
w
f forma Y
oz
X A1+ z2/R,) O [ 1 ‘ | B(l+z/Ry) 0 [ v
= B(1+ 2/Rg) 08 LA(1 + 2/R.)] 7 A(1 + 2/R.) 8a LB(1 + z/R;)
1 th e i " ]
0™ AQ1 + z/R,) Pa halir g f"'jn-_-[_-m F2/Ra))
| i T v
_ B(1 + 2/ Ry)— | ] _
"= BT+ R 88 TV e | B+ /Ry

A 1
__.._’j_‘ ; _f_)‘
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Notiamo che le deformazioni sono piu
complicate di quelle ottenute per la piastra
perché nascono dei termini accoppiati tra
la rigidezza data dalla curvatura e quella
che avevo sulla piastra.

Es
In e, ho il termine di du/da che avevo
nella piastra ma gli altri sono accoppiati.

Se consideriamo gueste equazioni geometriche e introduciamo I’ipotesi che, oltre ad avere raggio di
curvatura costante come tutti i gusci, anche che R,=Rg otteniamo le equazioni per il guscio sferico. In questo
caso vale che A=B=1 e e,=¢qq €g=¢pp €=, quindi:

L 1 ouF .
€ =——
e H, da
O L
9% Hs 03

b

E. .. —

== az

E 1 ok
oo = U
ed T H, da
e 1 out
“= H, Oa
ko Lowk |

N Hy 03

Dove possiamo vedere che:

wh

HF!RH '

w”

HjRJ"

1 du*
Hs; 95 °
Ju u”
0z H.R,'
ok ok

h/2

(14 —) = (14 =5y,

Hy
RII lﬁ,rl

. s _ ki
Hz=1(1+ R;:_:-z-il } $l.

H.
Rj '

Notiamo che le equazioni generali per il guscio sferico degenerano nelle equazioni generali per il guscio
cilindrico se R, 0 Rgsono infiniti e degenerano nella equazioni per le piastre se sia R, che Rg sono infiniti.

Possiamo quindi scrivere le relazioni per il guscio cilindrico come:

ok
koo 1 du
2 = - Ba
[ -f..“'i
€ 1.4 e
o
f:JLnl""
€2z = "an.

w* -k LE + ﬂ
T W , o« H, 8a a3
& 1 owt o

) ouw* ok

B2 88 ' Bz
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Dove i simboli rappresentati sono:

£1, Eo coordinates in middle surface of shell

t coordinate normal to middle surface

Ty, 5, 1 unit vectors in directions of £p, t,, L
By Ay 3, 5 mﬁt?g?]m linesr element (squetions (2)
Ry Ro mrincipal radii of curvature

] - aleplacement vector (U = UjE; + Uptp + Wa)
¥ body—force vectar (1_? = F1ty + Fotp + Fgﬁ)
€1, €25 & componsnts of direct strain

719 Tl-;-’ ?'25 components of shearing strain

gy, 9p, Ot ccmponsnts of direct stress

T2, 1‘1;, 72; components; of shearing stresa

Da questo sistema di 3 equazioni di equilibrio per i gusci sferici possiamo fare delle considerazioni:
» ai;=a nella terza equazione perché il raggio di curvatura é costante
_ Y. _ ‘Y. p—p . p—p..
) Ho = (1+5):Hg = (1 +4): Ri=Ra: Ry=Rg:
-) 01=0qq: 02=0BR. 07=0zz T12=0qR: T17=0uz: T27=0Bz
Questo perché A=B=1 per i gusci sferici quindi in H, e Hg non c’é piu.

Possiamo quindi riassumere le equazioni di equilibrio per un guscio sferico in:

dak do* dek. 2H; H
H;—2% + Hy,—=~ + HoH3—2% 4 - + =)ok, = p"H . Hyii*
" da " a3 R - ( R, : R4 o = 0 Halt g4
da* . dak . dok_ op H
Hs—2E + H,—E2 4+ H Ha—L2 + (52 + =2)ok, = pfFH Heb"
o [ Js] 0z Ry f o
I tIJFIf'. |- i .-','n*.';‘ o :'i.r:r" .”, k ”I;, ke [f.fj | I”u‘,l I LH, I w e
i - a " na ¥ [i _”Ir _n—lj.' T\ Y = { aur
da a3 9z R, o~ R R, T Rg'lx = P Hallpl

Notiamo che ci sono i termini aggiuntivi puramente geometrici, a destra ci sono le forze inerziali che sono
scritte come densita-volume-accelerazione dove il volume lo definisco moltiplicando H, e Hg. Anche in
questo caso nei codici si utilizzano le curvature al posto di R, e Rg.

Se mettiamo che R, 0 Rg vanno ad infinito che corrisponde ad avere H,=1 0 Hg=1 ottengo le equazioni per il
guscio cilindrico

dok, ks agk 2 .
.:u Ht I Hn (15 s e Ht ik
B T % gg T 9z ' R, Cm = P Halt,

{'}J:f" 3 aot (’th’;} 1
/ = H‘I; + Hri — + —G—k_ = }*.an"‘k §
da a3 3> R.. 8z = F

dok_ Aok dak. 1, 1

— = T Hn—""- T i —o = -"—fo‘-.- ES )}‘:Hn-fi-!k -
da a3 gz B, ™ ! B, =t

Se poi introduco le ipotesi che sia R, che Rg vanno ad infinito ottengo le equazioni della piastra che

conosco. Notiamo che sono 3 equazioni in 6 incognite che posso risolvere se uso la legge di Hooke che mi
permette di scrivere tutto in funzione degli spostamenti e passare da 6 a 3 incognite.
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Possiamo scrivere le equazioni di equilibrio e otteniamo:

('er_”“rl_ {-JFTI. 3l (_’)(T_'_; }H; H .
+H,——+H,H (L e = pp(2)H L H iy .
" Oa 5] aGE R, R4 Tazk = Pk( ”'L
do,, d7 33 Do 3. 2H, H;
H + H, +H.,H LN i R il: =m(z)H. H .
o R 2z TR, TR, 8k= P 10k
(;i(]"r I f)1T 3-J- (}(T H,’ H,, Hi H
H =L H, — + HoHs—— — — 0ok — — .+ —— )0 = pp(2)Ho H 510
" da a3 t)_ _R,.(T : R,a‘“' {Rl - Rs )7z2k = Pi(2) ok

Se sostituiamo all’interno delle equazioni di equilibrio le relazioni costitutive e geometriche abbiamo
otteniamo le 3 equazioni di equilibrio nelle 3 direzioni:

1° equazione

HCfssi(2) ('."\".,-,.[:])”L | ( 'ssi(2)H g I ("","\;.-!;f{:]h'“)”f. ; (f'm.{:'lHg)wl.””.

H, k= R.Rg3 R, j H,
Coor(z)H, C i g o g v e CCuk(2)Hy - Cigel(2)
(7‘” ,- )m,.,;.r f (( sk (2) HoH r) TP (( 126(2) + Clgr ,})r,m 7 ( 0. } R,
[ 1E- 'A” C '_',_', (2N
Li 7 J | !:[ ])rr'k._,. | (( vl 2V H g 4 Casie( 2 IH;)N';,._,, = Pp{2 VH, H ziiy. .
alfla (]
2° equazione ( HoCy(2)  Cygplz ]) _ ((‘_H;,y-_ \Ha | Caal .-,JHT)“_ ‘ (('....;..:.:Jf-f ), .
H, 12 R.R; R, R, ks ., Lan
Caop(2)H,, 99 % Cyp(z)H, | Cygp(z)
—_— | g - (. o - Charlz) + Cipr( 2 L oy/d T T -
(FB5—= ) ers + (Cas(2) HaHi Yo ss + (Craud2) + Coor(2) ks + (7 4 N
Cosr(2)Ha  Chrak(z) i
_;_;,nHJ 1 l;‘,[ )u';,_..' t+ (( el 2)Hy + Cog( 2 }'H..)H'.r.-..j: = pr(z)Ho H 50, .
i) i ik k:
3° equazione ((I*L:U‘-(:) + Cagie(2)  Crpl(2)Hs  2C12(2) r."_J‘_!R(-:)Hn)”_ n ( - Cssel(z)Hp + Ciar(z)
R.Rs B.Rg H.,R2 R.Rj H3R? ’ H. R, Ry
C H.ﬂ-(c}H.i (u;[«' (‘[U.(-::]H.\ (_‘2.'{!.-(:] 32 ( ]Hn (‘IZI‘(":) o
H.R. R, Juwat (- H:R; = R.  HsRs R, ot
Clgpl(2)H Coapl2) H ' ' g
( : *}_E, s + m!?; )“‘1. .+ (C;',;'.x.[ VH g + Ciaglz)Hy )”A s ((44;.-(-'"}1'{” +( zr;k-liJHu)f'ﬁ.-i:_

(c';.;g-(:}%

x

)H‘A..m, -+ (('44;'.[ H—)u;. 39 + (Cr;;;;;'.( '_'JH“H_,-) Wi oo = Ptz ) Hy H gy, .

Queste sono equazioni differenziali a coefficienti NON costanti perché notiamo che H, e Hg sono (z) cosi
come i coefficienti C. Per ottenere delle equazioni ai coefficienti costanti che si possano risolvere ogni strato
k e diviso in | strati matematici dove si considerano i coefficienti C costanti e dove H. e Hg sono facilmente
calcolabili nello strato mediano per ogni strato matematico.

Facendo cosi ottengo la forma chiusa dell’equazione ipotizzando:

» Piastra o guscio semplicemente appoggiati
» Forma armonica della soluzione

wj(a, 3.2) = Uj(z)e“"cos(aa)sin(33) .  Dove G=mm/a B=mm/b
vila, 3,2) = l}i 2 )¢ "--ISEHH_HI]F'H,Hl 3 B

”'.I[“‘ - E— ”'f[".]lJ“".-;ﬁn[nnil.-.-ir.‘[ 331

L’alternanza di seni e coseni in questo modo é data dal fatto che la piastra € semplicemente appoggiata e
funziona perché se mi metto ad a=0 allora avrei v=0 e w=0 e soddisfo il fatto che sia semplicemente
appoggiata su quel lato, lo stesso vale per =0 sostituendo w=0 e u=0.

Avere un campo di spostamenti definito in questo modo fa si che lo spostamento sara massimo a meta del
lato.
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Di fatto e come se stessimo considerando un modello misto perché ricavo sia gli spostamenti che le sue
derivate.
Applicando il ragionamento al sistema di equazioni differenziali precedente arriviamo a:

As; 0 0 0 0 0 U; 0 0 0 A 0 0 U,
0 Ay 0 0 0 0 Vi 0 0 0 0 455 0 Vi
0 0 Ay 0 0 0 W 0 0 0 0 0 Ap, W,
0 0 0 Az 0 0 Ul | T | —Ay  —Ay —Ay —AL 0 —As; g

00 0 0 Ay 0 v “Az; —As;  —Ag 0 —Awy; —Auy v
00 0 0 0 A, W Ay —Any —Ai; —A; —Air A W

Che puo essere sintetizzato in:

U
D,— = AU,
Dove:
CL =r17i vi wi it vit wir
E_U and U/=[UT VI WJ uyJ' vI' wi'].

possiamo scrivere, rimaneggiando I’equazione che:

DU, = AU, . - B
U' =D 'A, U, . with A} =D; A,
U, =AU, .

In caso di geometria piana quindi con raggio di curvatura R, e Rg infiniti abbiamo che alcuni coefficienti A
sono nulli, questi poi variano da geometria a geometria.

La soluzione dell’ultima equazione differenziale puo essere travata con il Metodo della Matrice
Esponenziale in cui:

Ui(z;) = exp(A}z;)U ;(0)

Dove z; e lo spessore di ogni strato dal bottom al top. La Matrice Esponenziale é calcolata con zj=h; per ogni
strato j come:

A2 AY AN
J 2 . 3 J N
o Jf.'.;- T Y Jf.f.j + ...+ T“_;

AT =« .:';;['A:; h;) = I+ A; hj+

!

Dove il numero di termini dello sviluppo da considerare lo decido in base allo spessore dello strato h;, in
genere se lo spessore & piccolo ci si ferma al termine con h?, altrimenti si aggiunge qualche termine ma si &
notato che fermandomi a h? si riesce a calcolare quasi sempre tutto.

Se considero j=Nyer allora la matrice di trasferimento T sara grande Ni-1 perché essa contiene tutti i
collegamenti tra gi starti precedenti (j-1) e successivi (j), essa € calcolata imponendo la continuita
interlaminare in termini di equilibrio e congruenza tra tutti gli strati.

b ¢t h_ bt b=Dbottom
H.J; — ”_l.'-—]. - ll_.l: — J'J-_L . i _.'. — ”__,l'—l .
h t b 15 b 1

Oe2j = Ozzj—1: Tazj = Oqzj—1- iz Iz —1°

t=top

Per trovare le equazioni di continuita devo prendere le equazioni costitutive che sono ottenute dalla legge di
Hooke imponendo le relazioni geometriche del guscio e poi imporre che quello che succede al top di uno
strato & uguale a quello che succede al bottom di quello precedente.

Facendo cosi la continuita per lo stress trasversale o, € data da:

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 55 di 170



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55/B - Torino / Pagina 57 di 170

57

0.y =0nq-=03.-=0 for z=-h/2,+h/2 or Z=0,h,
w=19v=0, 0,,=0 for a=0.a.
w=u=0, o33=0 for 3=005>.

Le condizioni al contorno date dalle ultime due equazioni sono identicamente soddisfatte dal campo di
spostamenti scritto in forma armonica come abbiamo fatto per trovare la soluzione analitica.

Sostituendo le forme armoniche degli spostamenti abbiamo che per ogni strato:

i ( ’1.'1,3 . ( r|;",‘l . =z '_1_'5. . ( ._1,’. . .
cxi( ) == 1 Wi—B-3 yry 84 g oe W
Oe(8) = =G Vit AR Pt T TR T G We
. s 7V ’ Cyy
Ty, i I /S0 o s 7 .. B
78(%) Hal5) 4 ¥ CMiYe— g p
Gy con, s oo Cssj .
i3 = a—L T 55 e — . L
Fasji®) I&H)J+L”h“ Hdﬂﬁtj

Possiamo poi calcolarle per il bottom del primo strato e il top dell’ultimo per calcolare le condizioni al
contorno che devono essere rispettate:

Chlang o Chranvg o Casng o, Cogn
oty = —0—EUN, + w5 WA, — B2 Vo, + o WA, + Caav, WY, . = 0.
zzNL ! ”I,-I N ”;'.n IH:'J Ni H' ]; N XN N,z
( O
t |ll\; v -4 ll\|I o
s = —U + Ve . — Ve =
Ll 14 WL NLE™ PRy, %
Clssn , . ChssnN
rT:I_\-{ = ”r’li\{ *-(.’.T.\';rs\,__' -

aer, M=

P Cl 31 ++F (-,l-'%l - (Zil rf ’El - -i

(T__‘_:l — ; I ! ; ‘” ’ . ; l..l}+ ; ﬁ ! - (— LII !
“HD H'R, ' T iR,

i =C441 (144 " Caa1
o,y =3F—W 4+ VY. — ——V7" =10

& gy ot g

i (1.-1.-I . - ( '_'— %) -
ol = a— WP+ CosnU?P LUt =0,

I bl ~ g,

Queste possono essere anche scritte in forma matriciale come:

. & e B Uny(hw,)
—a—re —A=e (grpstaRs) O 0 Cuy, I‘-I'.};_U;_xf} "
i i H (havy )
0 oML B 0 Cun, 0 t-’“h[!::J} - [ i ]
#es B _ Ny~ L 0
B 0 apr Csin, 0 0 1‘1 {; : [!;_\;_
_\_{_[ 'i-\-l.}
[ UL (0) ]
~Cl3) 3C23 €z Coagy 4100
b iH_’; (H,’;I?,. cl HE R, ) 0 0 O H}[[ ) 0
_ Cul 3Can » ! _
: HOR; Jﬁz 0 G 0 vio) | - ﬁ
_H,';}:’]u () a ijil Cam 0 0 I;(UJ
L Wi(0)

In forma compatta le equazioni che esprimono la condizioni di free stress al top e al bottom dell’intero
guscio le scrivo come:

B\",_[hl\'{'} U\-L[h.\-{'j =1,
B,(0) U,.(0) =
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k = vk A Ll k wh k k
Oaa = (li Oy CI)Ff1+(—]‘]F +(|f1 Jnf‘ (Tf._ — ( 11."‘;. + ( Il Texz
k Kk - e k kK ok
nj"i_(ljfuu_(—".’f‘f‘f—'_(—’if :_'_(’(: lad » ﬂ“. = =Y - O 55 Yoxz 9
& ; ok k ; : i =
__—(ls.m"'(>s‘ﬁ+(ii" + C36Ya8 {__(“' .'.(. ..(,h-”Jr(“,,"_'.{ (u- .l.r‘

Una forma chiusa delle equazioni di equilibrio per i gusci € ottenuta solo quando per ogni strato Cis, C2s, Css,
Cas sono pari a zero.

Sostituendo le relazioni geometriche nelle equazioni costitutive ottengo:

. vk e
Ck (8, Ck ck k Ci k &k Cly &
Eo_ bk 11k 12, A 12,k ~k g — T4k o _ o
o = g e TR, Y a, R, O =" Hyz - 4% " Ry
. Ok ck, ., Ck s, A - = e o
k 12 _ K 12 k 22 _k 2 K i Kk ok 5 a0 k
TFas = u o+ w ; + +(',H . a.. = I —l'f.-l-uﬂ— W .
WTH, T H.R, H; Has P ' e ”,,i c =R Ha R
Ck ck Ck ck cE %
k 3 1 k 33 23k ek k - <66 ;
0. = Tlni"_.. ”“]ﬁi,“ w” + T.:"'..-S + ﬁ'f:'; w” + Caaw; Tag = H—':"‘ h; : g .

Le equazioni indefinite di equilibrio scritte per I’analisi statica quindi senza forze di inerzia e carico
applicato per i gusci sferici sono:

dok dak dor! 2H5(z)  Halz), 4
3(2)—=22 2)——— + H,(2)F dk ” L=,
Hg(z)—— 30 + Ha(z) 33 Huo(z)Hs(z) e R, + R )0 -
dal s Dol daf,  2H.(z) . Hs(2) 4
2 il 2)—= 2 2 = (= - =0,
Ha(z) L Hq(z2) 38 + Ha(z)Hp(z2) PR ik Rs T R. )o .
derk dak. do*.  Hs(z) .  Ho(z) . Ha(z) Ha(z), .

-+ Ha(2)Hp(2)—= - - s+ (—— + —=—)at, =0,
tHal2)Hp(2) 5= = —p —%a = —p %8+ (g R, 0z

4 [« T SR 2 » i
fff{,} Sc }'!’in('} 93

(014
Da esse sostituendo le relazioni costitutive e geometriche ottengo le 3 equazioni indefinite di equilibrio:

1° equazione

Uj ovex ™

1Cnsk(2)  Crsr(2) Case(2)Hg  Cssi(z)Ha Chw(z)Hpa
R H,.n,,)”* F( R, TR, Jue + i, )

(
(M)”L..;.r + (('.'..‘.x.('-"JH.,H.r) tp,zz + (('l-_u.(‘-} +('n:'.x(?}) Vkad + (
C'

H
Chn(z)Hp ('uJ.-I';J+
Hp H.R. R,
ok (2 H Clamn(z )
k(= 8 4 i ‘J)H'}.-.n + ((“1:5;\-(:)HJ + ('.s.r,h-[-?l'Hf) Wiz = pel2)HaHgily,

H. R 258
2° equazione ( HoCyn(2) ("44;..{-.}) \ (('44;..{:}!4,. 1 f',u,:;l'_:.}Hf)rR_ : (('.,-.,-;,_(;}Hf)r_ﬂ 1.
H:RZ  R.R; R, R i,
C_}:;i};ff,. ('1;;:.(;J)“|L_”f i ((".;.u.-f._:)H“ i (-.3‘%_(:)Hﬂ),,“_’_t = pplz) Ho H 3oy, .
3° equazione ((*L:u.‘(-?) + Casiz)  Cuwlz)Hg  2C1(z) sza-[-?J_Hn)_“u_ + ( Cosnl(2)H N Char(z)
R.Ra k. R H, R R.Rjs H;R?, H.,R, Ry
T s (-G Rl S0 SR Gl
( J"i‘ /s + C‘;W-;?i}Hﬂ) W,z + ( a2 g 4+ Claplz )H!)”L az (C-L.u.-(-?)Hn- + Cz:n.-[ﬁ)Hn)f'A-, 32+

(C‘_.—,_.-.,r,.(:.:}g:)uf,g..,.(, + (( 14k (2 )H )fu, a3 + ((“:{_;L.(.‘;)H“H_I)H'g.‘:_: = o (2)H H iy, .
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E si ottengono le equazioni per la continuita degli stress trasversali 6.z, 6pz, 62z € quelle di equilibrio degli
spostamenti tra top e bottom degli strati adiacenti.

Da queste configurazioni arriviamo a scrivere le relazioni tra gli spostamenti del bottom dello strato j e del

top dello strato j-1 che sono: v 1 L0 0 0 0 o0 1Yy 1
V ] 1 0 1] 0 0 V
W 0 0 1 0 0 0 W
L I I A N S N P | O U
v’ 0O Ty 175 0 Ty 0 V!
W' Iy T To 00 Ty W

b t

Come prima quindi si introduce la matrice T per ogni interfaccia. Introducendo anche la matrice A** che
lega top e bottom dello strato j:

Ui(hly= A" U (0)
possiamo legare top dell’ultimo strato con bottom del primo e in generale tutti gli strati tra di loro.

Quello che cambia rispetto al caso di analisi modale é che le strutture sono semplicemente appoggiate ma
non sono con carichi applicati nulli per cui:

w=v=0; oxqz=0 IIor o=0a,
w=u=0, o50=0 for [F=00b,

Cor=P:y Ooz=DPDa, O8:=D3 for = =h/2.+h/2 or :z 0.h.

Dobbiamo quindi imporre le condizioni di carico all’ultimo e al primo strato usando le equazioni di
equilibrio dove M identifica I’ultimo strato:

o __Ci M K WM — ()11 M C3 WM 4 cMwM = py
=t Hur . H-:f’pr: HH -HJJR$ ‘
Vo f('ﬂ” Moy oMyM 544 VM — pM
Tpzt =1 ij HuR; !
[ =
‘|_|" — A n” M ('""rf ‘u’ : 55 I.-.” p‘l!
Tzt =0 Wit HoRo © 7~ fot
Cl cl ( 1 Cl
1 13 rrl 13 -1 23 y-1 23 rl v] 71 1
ol = — Ul + W — v+ wl4+clwl = pL.
b = O Ve TR TP HaRg 07 337bz = Tt
Ci 'l .
l 1 14 =1 v 1 14 =1 |
ol =B-Uw} 4LV} - =4 yl = pL.
o Py, T MM T Ry :
L . L
| 55 -1 vl rl ah rl 1
a. ., = Wy + Celly, — —220] = P
T R e T

Queste possono anche essere scritte in forma matriciale e in forma compatta come:

BM(M) H,, UY(0) = PM
B'(0) UY0) = P}

Dove M e 1 rappresentano rispettivamente I’ultimo e il primo strato:

Py P,
P¥= | PY | Pi=] B
PM P.,
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Notiamo che:

» Se m,n=n,m allora i risultati con analisi fatti sia con analisi FEM che analitica sono uguali per i due
casi

» Se a/h cresce comincio a fare errori pit grandi perché il modello FEM usa il modello FSDT che ha
come ipotesi che la piastra sia sottile e se essa non € piu rispettata perché a/h é grande allora fa degli
errori

» | casi che vediamo in cui é indicato che w=0 sono dei modi di vibrare membranali per cui la piastra
si muove sono nel piano e infatti I’errore con il modello FSDT & molto piccolo.

Per ottenere questi risultati il calcolo che é stato fatto ¢ di fare I’analisi modale delle varie piastre per valori
di spessore diverso richiedendo le prima 10 frequenze di vibrazione, poi per ognuna di esse dalla deformata e
dal numero di semionde nelle due direzioni principali posso ricavare n e m che metto nel modello analitico
3D per calcolare le frequenze anche con esso.

Per esempio:

n=1 n=1
m=1 m=2
L
Possiamo vedere che:
[EICET]
20 | el — a/h=1000 12000
00 10
T 1 3 N

All’aumentare sia di m che di n la frequenza cresce in tutti i casi questo perché se n o m crescono vuol dire
che in una direzione ho piu semionde nello stesso spazio di conseguenza la frequenza deve per forza
crescere.

14.2.2 Cilindro con due strati isotropi

2DFE] 3D  Mode man [ A% R, /h=100 o

R., /h=1000 10.76 10.76 [ 10.1 (.0 fa /=5
3.518 | 3518 ] 181 | 000 1164 11.65 I 121 | -pp 033 40a0 ! 4.1
3.538 3.540 | 20.1 0,06 12.78 12.77 I 8.1 0.0% “"r’ '_’"f'f']_ ! 6,1
4810 3.812 | 291 0.05 = s H6.53 AT | 21
3.835 3.834 1 16.1 (.03 !"."3_[ H'fi'_’ : ”_'] 014 56,01 56,99 I{w=0)] 2,0
1,950 1,263 I 24.1 0,09 Ao bt . 16,1 '”']r] B2 A A2.01 | 5.1
L5485 1583 I 141 0.04 18.93 18.92 | 6.1 005 20 13 A7 810 1 1.2
4837 | 4841 1 2.1 |wos 218 21.86 I 121 023 9019 | 8082 I 0.1
5.511 5.516 I 251 .09 22.53 22.56 I 18.1 0.13 0150 091.32  [[w=0) 0.1
5.020 5917 I 12.1 0.05 22.96 297 I 12.2 -4 on68 05,04 1 6,2
5.265 6.271 I 30.1 41.10 23.12 23.20 I 16.2 .34 .93 5.1 | 22

In questo caso:

n € nella direzione dell’altezza del cilindro mentre m & nella direzione della circonferenza
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Facciamo adesso il confronto di altre 3 geometrie.

x or y can be cylindrical
bending directions

curved direction u

cannot be in cylindrical

bending

cannot be in cylindrical

curved direction u

bending

65

Notiamo che non é presente il pannello sferico perché siamo interessati all’analisi del Cylindrical Bending
che si ha quando uno tra m e n € nullo in modo da avere la semisinuoide solo in una direzione e nell’altra
direzione invece non si ha nessuno spostamento.

In questo contesto il guscio sferico non ha senso di essere trattato perché anche se metto m=0 e n=0
comungue € presente gia una curvatura in entrambe e le direzioni.

14.2.4 Cylindrical Bending di una piastra isotropa ad uno strato

Se consideriamo solo il primo modo che ottengo per ogni coppia di m e n e confronto i risultai del caso 3D e
del FEM vedo che alcuni modi di vibrare con il FEM non ci sono, questo non é dovuto ad inesattezze del
codice ma al fatto che se impongo alcune condizioni al contorno come per esempio che su tutti e 4 i lati w=0
alcuni modi di vibrare non si instaureanno mai nel FEM perché dovrebbero staccarsi i lati

Es.

Il modo con n=0 e m=1 e fatto come nella figura a destra ma se metto che w=0

in tutti i lati con i codici FEM non lo troverd mai.

Per trovare questi modi anche con i codici FEM devo variare le condizioni di

vincolo e mettere w=0 a due a due sui lati.

i
i1
1,0

M

“a/h=100)

121.3
121.3
194.0

124
126

D FE 2D FE(CR)

23.68

23.08

.68

0068

D GDG 2D CDO(CB)

2367

2367

95407

0567

2160
2160

3843

2D FE(C.B

2D GO 2D GDOCBY)

Notiamo che per0 se il modo in questione € un modo planare come nel

caso del modo per (n,m)=(0,1) o (1,0) del caso a a/h=20, anche se
faccio un analisi FEM con i 4 lati con w=0 lo trovo nonostante sia un

cylindrical bending.

Nei casi in cui questo non avviene dovrei modificare il modello.

1 I 120.8 n7.7 117.8
L0 I 120.8 urT 1175
11 I LG 241 240,16
02 1 T Wit 1700
20 1 177.2 0.7 170.0
1,2 I 1.0 U GIENI]

2.1 1 G40 W, (E NI
2.2 I L] " 9.0

1 I R3] 1041
10 I (80 L1
1.3 I 164 174 1164
il I 164 1174 1164
23 I 196 511 1496
3.2 I 106 il 14096
01 10 (w=0 1383 584 158,

1.0 1II (w=0 1553 1584 1553
4 I L1 1780 =05

0 I 1821 - ] 1=05

| Analytical A1 Tt wlels. Frequeney £

Convergence of the 2D GDOIC B.) solution io the iheorstical cylindricsl bending
T

Tz

Vediamo adesso cosa succede se aumento la lunghezza della piastra
nella figura a destra.
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Consideriamo i risultati di spostamento adimensionalizzati.

14.2.7 Piastra isotropa con uno strato

Siccome & monostrato notiamo che non abbiamo I’effetto ZigZag ma I’effetto dello spessore che aumenta gli
errori rispetto alla FSDT € sempre presente.

Se diagrammiamo gli spostamenti e i carichi abbiamo che:

Benchmark 1-ah=4
\ T, tress companant T, sress comporant

09 \

08 A o8

; \ o
08

§os \ ﬁ::‘

04 \

03 \

0z|
o
0.2
- . N .
. (] [T (1 [0 [}

i, stress component 5, $tross component T, , $tess component T_ svess component

o8}

Notiamo che:

» siccome lo spessore & grande rispetto alla dimensione della piastra allora lo spostamento w non é
costante come dovrebbe essere secondo la FSDT ed inoltre gli spostamenti u e v non sono lineari.

» oaz € opzvanno da 0 a 0 perché non ho p, e pg e c’e il tipico andamento di o che a meta ha il valore
massimo e poi si comporta come una campana

» 0,p € Un po’ positivo e un po’negativo quindi le fibre sono un po compresse e un po tese

» ozz non e calcolabile con la FSDT perché € molto variabile mentre secondo la FSDT dovrebbe
rimanere costante

14.2.8 Piastra a due strati isotropi

In questo caso vediamo che i grafici sono:

Banchmark 2 - ahed 7, $iress component 7, VeSS component

i 5
asp B~ od
o 08
art or
osh 04 T =

H

0 005 01 018 02 02 03 038 04 048

&, e component
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Notiamo che:

...............................

> 0,z € opz variano molto tra pelli e cuore ma notiamo che I’andamento non & simmetrico perché
vediamo che le condizioni di carico al top e al bottom sono diverse e poi ho il cuore spesso e soffice

che distribuisce il carico

» oo € 6zz hanno delle discontinuita perché il cuore é soffice e quindi i carichi di taglio sono piccoli

» o4 € opg hanno delle discontinuita perché ho dei carichi da una parte e dall’altra no

14.2.11 Guscio sferico con 3 strati

Gli andamenti sono:

Benchmark 5 - Rafhed

or
)

oo
)

5
Ros 504

\ ]

u \ 03

02 \ (¥

a1 \ B

o — 0

L] 0] 10 50 = -
e

G, stress companent

Jrp— 7, stess componem

o

Notiamo che:

3, stress component

09
08

08

L

03
02

o1

72 3iress compoment

69

500

» oaz € opz hanno delle variazioni di pendenza quando cambio strato

» oop Viene continua
»  Oqq € opp SONO discontinue

14.2.12 Pannelli FGM

Vediamo che usando materiali FGM che posso usare sia per metterli dentro ad un pannello sandwitch che
facendo dei pannelli che passano gradualmente da una caratteristica all’altra notiamo che le considerazioni

che posso fare sono le stesse per cui:

» Se il materiale é isotropo I’andamento & sempre continuo.
» Nei pannelli sandwitch grazie ai materiali FGM non c’é I’effetto ZigZag.
» Se i carichi sono gli stessi a top e bottom allora I’andamento delle c.z e oz € simmetrico, altrimenti

no.

» Se ho un materiale composito ho delle discontinuita alle interfacce
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First step: Reissner Mixed Variational Theorem (RMVT)

In general
T T P | ’ . cre
/(_r!EpUer(_- + 0€rcOnm + 00 0 (€ng — €nc))dV = —0L™ + 0L
Jv
In case of a multilayered plate or shell:

Ny . Nj

s kT _k s KT _k - KTk k i srk o, sk
E {[ / (0€p0 T pe + 0€pnaOuny + 00y (€ne — €nc Jd dzy } E (=L, +0L;)
k=1 Y Ak k=1

> 0L* and §LF are the inertial and external work of a /" layer

in
> The subscripts 1 and p in stresses and strains indicate out-plane and in-plane components

> Superscript & indicates the layer and the superscript 1 the transpose

> Subscript (' indicates the geometrical relations, ' the constitutive ones, 1/ means that the

variable is assumed (modelled)

Secend step: Constitutive equations

Constitutive equations for PVD model were:
0’;';(_-3 = Q;pegG + Q;ne:‘;G 0';(—« = Q’;peg(; + Q;ﬂ 6:;(-7
ai(‘ = Qf;p‘i?c + inne:ﬁ(:’ aifx?\-f = Qi‘;pE:j('}‘ + Qrk;uel:('.“
In case of RMVT:
UJ;;C = Qﬁpeﬁc + Q:naﬁﬂ\f
che = Qb + Quachn
with:
Q:p - Q::p - Q:jn :leka:y Q-::n - QﬁuQ:fik
Q,tn - ?I!‘lk inp Qtn an&k

Third step: Geometrical relations

Geometrical relations are substituted where the subscript G appears (example for the plate
geometry):

fg(: = [e

ke f_.k T
zxe Ty Tyl T

Dyu* e =]
9, 0 0 00 a, a. 0 0

D,=|0 3, 0| Dupa=|0 0 3| Dn-=|0 . 0

Fourth step: 2D ESL, LW or ZZ madels

ou”(r.y. z) = Felz }lrfuif(,r. y) u’{“{.r. y.z) = Fr(z Iui(.r. y)

O_Uim(i’e Yy, z) = FS(:)JJﬁﬂ“(I, y) O‘ﬁ(i y,2) = Ff(z)gi;i;!f(f-. y)

Facendo tutte le sostituzioni abbiamo che:

u Notiamo che K & un matrice 3x3, le incognite sono u e le o perché é un
modello misto, le variabili Ky, Ky,
K. K_|w | e K, K,)[u] { i}+{ e} :?Sl;a;c;;on sono delle matrici di
=0} +{pf K K el -

Xz ou ki

Questo modello ¢ bello perché mi permette di calcolare direttamente la 62z
che é bello.
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Dove i termini Cis, C26, Cas, Cas Sono nulli perché stiamo considerando un caso ortotropo con angoli pari a 0°
0 90°.

A partire dalla matrice C posso definire A; che cono i Coefficienti di Accoppiamento Termomeccanico i quali
legano C e w:

."'\'l' =‘f'i{'];fi t {';'Jhl; } f'f_”'if .

\Ill‘ = ( J.“” o FE_;]I"} . (.-j.-“'l;:. 3

A = Chapl + (-'E;.”E + Claus .
A guesto punto impongo la soluzione armonica per avere la soluzione in forma chiusa, notiamo che la scrivo
sia per i tre spostamenti ma anche per la T che notiamo avere due funzioni seno e quindi si comporta come la
w, avra di conseguenza sempre un massimo nel centro della piastra.

k e &y - . 3y
u (o, D, 2) = U™ 2Veos(ova ) sinl 3 1),
Eio. S P = Ry
v (a. B3, z) = V*(z)sin(aa)cos(33) ,
5 : e NG -
w(ev, 8, 2) = W¥(2)sin{aa)sin( 53

0% (a, B. z) = 6% (2)sin(aa)sin(B35)

Sostituendo questo nelle equazioni costitutive ottengo un sistema di equazioni differenziali del 2° ordine con
dentro gli spostamenti, la temperatura e le derivate in Z, & quindi un sistema di Z anche perché devo poterlo
collegare agli FGM.

Alla fine arrivo quindi alle stesse equazioni che avevo nel caso non ci fosse un accoppiamento termo-
meccanico ma ad esse sono aggiunti dei termini che dipendono da J e da 9 o le sue derivare che
rappresentano le variazioni di temperatura e i flussi di calore (le derivate).

A ()UF + AB(2)VE + AB(e)WP 4+ A§()UE + AB (o)W + AB(2)UE,
AF()U* + AF()VE + AF ()W + Al (2)VE + AT, (2)WE + ARy (2)VE, 4
AR (2 UF + AL )V + Ak ()W 4 Ak (o) Uk *-4’17'1.-?.1"-'.-‘- + Ak (2)WE 4+ A2

Anche in questo caso devo trasformare questo sistema in un sistema di equazioni differenziali a coefficienti
costanti, per farlo introduco le interfacce matematiche e poi devo diminuirne di uno I’ordine di derivazione
facendolo diventare un sistema di equazioni differenziali del primo ordine e per farlo devo raddoppiare il
numero di variabili.

Dopo la divisione in interfacce matematiche il sistema é:

AJUT 4 ALV ¢ AW L AJUS 4 AAWE 4+ AU, 4+ e =0,

ALUT 4 ARV 4 AJWI - AV 4 A W 4 ALV e =0,

Al U7+ Al VI 4 AJ W7 4 AL UL 4 ALV 4 A WL+ AW, + Jle), + Je) =0,

Dove notiamo che 9 e 9,z li sto considerando come se fossero dei carichi esterni, sono dei termini noti da
dover mettere.

Dopo aver introdotto le nuove variabili per diminuire il grado del problema abbiamo che posso scrivere le
equazioni in modo matriciale come:

ol o6 0 0 0v D 28] 0 0 0 Al 0 0 % 0 0 00 0 0] el

o 4, o o o oV 0 0 0 0 A 0 Ve 0o 0 000 0||g

0o o y 0 0 0 1] 0 0 0 0 0 Al W7 ' 0 o0 0000|]|a
Ay g o .

0 0 o A o 0 [8g) A A -A -4 0 ~AL ut - 0o oooo o

4 1 0 1, —A] Vi Jboo o0 o0o0l|o

0 0 0 0 _1—;3 0 Vi
0 0 0 0 0 Ayl |n 7 P
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Possiamo notare che nella continuita di ozz ¢’ anche la temperatura 9 perché fa parte dell’equazione di
equilibrio in Z.

Imponendo la continuita degli spostamenti e dei carichi alle interfacce arrivo a scrivere che:

U1 r1 0o o0 o0 o o1 WUl 0O 00 0 0 07 %Yreyp!
V 0 1 0 0 0 0 v 0 0 0 0 0 0 e

Wi _Jo o 1t o o o0 W 0O 00000 0

U W 0 T, Ty 0 0O U T1lo 000 0 0 0

Vv’ 0 T. T= 0 Ts O V' 00 0 0 0 0
wl lm om0 0 T W, @ 00 0 0 0 0l,

Dove compare T11 che € il termine moltiplicativo di 9, questo & I’unico termine in piu della continuita
interlaminare.

Posso scrivere I’equazione in modo piu compatto come:

f‘-_l.- _l 1-_1.. -_l
Ul = iUl +@T) J@;‘)

A guesto punto impongo, come nel caso precedente, le condizioni al contorno che noto anche in questo caso
essere soddisfatte automaticamente per quanto riguarda gli spostamenti. Per quanto riguarda i carichi
imporro che quelli meccanici sono nulli all’estremita per cui rimane solo la variazione di T.

w=v=0, caa=0 for a=0.a, B;‘tf{;;‘f _: p}‘l-' =)

wi=u=0, ogg =0 for 3 =0.b. B}L‘T% o P‘;l, =i

Alla fine ottengo che gli spostamenti sono:

UM - ('I MpM=1M gaeld \._,.F'.'-:_\:..lnm ASITLE ge )("1|. ]
(4 MM AN ATTplA el
A ] "-"nf LM A ! A** l.i.:' l}. e
A U‘I‘}"’ 1 \.'J... M—1
7* A
AMM-LM geeM | goe
A .U-J-.!\J‘ l-\;.l 4%
1 NI‘,HMI \.‘“ \f — I-I';J"-- \.I'WIH;‘.;

Dove posso notare che la prima riga é simile a quello che succedeva per il caso elastico mentre la Ty
riguarda quello che c’é sotto ovvero la seconda parentesi, in particolare la seconda parentesi in verita sta
moltiplicando una matrice 6x6 con un'‘altra 6x6 e un vettore 6x1 quindi alla fine quello che ottengo é un
vettore 6x1 degli spostamenti.

Posso scrivere tutto in modo compatto come:
M 1
Ui =HpUy + He
che puo essere anche scritta in modo diverso a partire dal sistema:
{B{"' utM=0
Bb'Ub'=0

Sostituendo la prima equazione otteniamo:
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Se consideriamo gia una piastra sandwitch con alluminio e PVC vediamo che I’andamento della temperatura

Temperature profiles for a thick (R /h=10) sandwich shell
1 A
Padl|
09 ‘._‘.‘-,',4
- "y -
0.8 R i e
e -
i ’_— A
P
I" A
0.6 -
L Pz - 6,
- g #
N 05 o o -==610
r 4 - -
04 ” ks (-JCZID
s “’
’ -
03 ’ L
’ ,
f ’ 2
0.2 e
Feld
01f¢
i
OI L L i L J
] 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

K]

Notiamo che:

oer

08F

07

08f

05F

03r

02r

Temperature profiles for a thin (R /h=1000) sandwich shell

01 02 03 04 05 06 07 08 09
o[K]

» Caso Spesso: il profilo nel caso di Fourier 2D non tiene conto dello spessore e quindi fa un errore

rispetto al caso 3D ma tiene conto della variazione di Ks; (conducibilita) del materiale.

Il caso 3D tiene conto sia dello spessore che della variazione di materiale.
» Caso Sottile: il profilo assunto lineare & errato anche in questo caso mentre siccome lo spessore €

piccolo il profilo 2D e 3D coincidono.

Nel caso 3D I’equazione di Fourier posso scriverla come:

‘C‘.q;ul. wo,ug) =0

Se il sistema di coordinate & ortogonale e rettilineo allora il flusso di calore é:

1[0 [a J [a J
Vig=—=|—|—a1 ) +- —q2 | + -
a | duy \ ay g \ ag Juy

] -

Facendo un po di passaggi posso scrivere tutto in funzione di H, e Hg:

1 [ (HoaHs 1 889\ & O (HaHp
H.H; |0a\ Ha JH_J_)+J_(—H

1

o4 ] ‘
Ky—— — + ki 3 )
*Hs08 2022

1 di
Iy :
w;

Alla fine ottengo I’equazione finale di Fourier dove all’interno di ogni layer j posso calcolare il k di

conducibilita;
920 - 926 920
*J el ] -
"1 paz R o T2 T v

Per potere risolvere questa equazione e trovare I’andamento di 9 che mi interessa ipotizzo che possa avere un

andamento esponenziale per cui:

O (z) = O} exp(s72)

dobbiamo poi trovare il valore di s per lo strato j che e:

. 19
j f .‘-.‘T-"rﬁ 2 4 kg2
519 == V’ -
= [ pomd

3

Determinando s1 e s2 posso quindi scrivere il valore di 9 con questa approssimazione:

& (z) = (—)'i'."l expl --r T) = (—}'{';2 expl( .~Ji z),
(—}J( )= ,";n'{r'u.-.'."l-_ t.; z) 4 ,“'-"i'_;.-:;-.rr!'.lr'i z).
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Nella definizione delle deformazioni quelle meccaniche non cambiano e le deformazioni igroscopiche hanno
la stessa forma delle deformazioni termiche, i coefficienti di umidita sono nelle stesse posizioni dei
coefficienti di espansione termica e le percentuali di umidita sono messi al posto della sovratemperatura.

La legge di Hooke non cambia ma adesso abbiamo le deformazioni meccaniche e igroscopiche al posto delle
deformazioni meccaniche e termiche.

I coefficienti di accoppiamento termo-meccanico sono sostituiti dai coefficienti di accoppiamento igro-
meccanico.

Un carico igroscopico equivalente é considerato al posto del carico termico equivalente per ottenerlo
imponiamo dei contenuti di umidita sulla facce esterne che ci permette di determinare il profilo di umidita
interna analogamente a quanto fatto con il profilo di temperatura.

16.4 Analisi Igro-Elastica di strutture multistrato

Anche in questo caso dobbiamo determinare I’andamento del contenuto di umidita e per farlo abbiamo 3

Sl =

» Risoluzione della Legge di diffusione dell’umidita di Fick 3D
» Risoluzione della Legge di diffusione dell’umidita di Fick 2D
» Imposizione di un profilo di umidita lineare nulla struttura multistrato

Le leggi di Fick possono essere scritte:

>
7 322 = 1D version of the Fick moisture diffusion equation (material layer effect)
A 9?4 A : : : e : . .
f/']"l o2 + & é: 2 +2 f‘~ — =0 3D version of the Fick moisture diffusion equation (also thickness layer effect)
= ¥ z*

Come con Fourier la legge 1D considerera solo I’effetto del materiale mentre le legge 3D considerera sia
I’effetto dello spessore che del materiale perché considera la diffusione in tutte e 3 le direzioni.

Vediamo che il metodo di risoluzione € lo stesso per il caso di Fourier e dell’analisi termo-elastica, quello
che cambia ¢ solo la forma dell’equazione per cui avremo che quello che bisogna fare sara:

» Imporre una soluzione all’equazione differenziale che varia per i casi 3D e 1D
» Imporre la continuita dei flussi all’interfaccia
» Aggiungere le condizioni esterne per ottenere tutti i valori dei coefficienti di umidita strato per strato.

Faremo questo su equazioni diverse che saranno:

» Equazione di Fick 3D scritta in o,,z:

P.
( lrfllﬂ} ooy

o

» Equazione di Fick 1D:

a2 k . a2 Py
PM, (Dhy PM | PM

n"}i} HYen " Bz y

FM
—=1

oz«

TN

» Soluzione lineare assunta a priori

Notiamo che siccome le equazioni e i metodi di soluzione sono le stesse del caso termo-elastico allora posso
fare I’analisi dell’umidita su Patran e Nastran mettendo i coefficienti idrostatici al posto di quelli termici.

16.5 Esempi di soluzione

Possiamo considerare i risultati ottenuti per quanto riguarda un analisi termo-elastica per diverse tipologie di
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16.5.2 Piastra mono-strato isotropa in titanio

I risultati in termini di tensione e spostamenti sono:

Ra/h 2 1HH1
AD(#,) 13,270
Anie. 1) - 4 i
306 3D -1.7140 13.274

aDa,y
D, 1D
RISIEON)

anie,)
AD(@. 1D
ane. a0

an(d,)
an(d., 11
40( 31

D)
Al 11y
JD(a,

N

00000
| 00000
|| D.ooa0

b 21059

T.008E

| | -5.0008

-1.7024

\"lﬂ_:ull at {oo =a/2, =10, =

00000 00000 00006
0.0000 O 0000 OO
0000 LX) L
Sl at (0 =a/2
13,444 2
6.3250 13444 2
(314 L3 451
w10 at |
s
00502
21001 -1,1261
aaa [ L0TDa] at (o = /2 /
- -1, 2448 AN
015481
-0.1879

[EAEI]
0.0000
0.0000

f2 z=1)

0040
-0.074T

CLO000
0.0000
(L0000

14118
14118
111,18

007
-0.1117
-0.1170

-0.0361
10,0351
-0,0364

Se diagrammo i risultati avro che:

B5: temperature 0 for R, /=2

3 04

06

., ALTESS COmpORETL

T
(401
(0,301

15 temmparature & for K,

12000 -10000 -B000 -6000 -3000 -2000 O

o P0]

Notiamo che:

» Se e presente I’effetto dello spessore la soluzione 1D e 3D sono diverse cosi come anche

2000 400 6000

81

oz lPPal at (a=0, 5=0, : =+h/4
.'![!HF“‘; 00000 0.0000 0.0000 00000 DO
A0 1D) | 00000 0.0000 00000 D000 (AN
D30 | 00000 00000 L0000 10000 L0000
= e —
D8, 08436 00015 00171 06241 %10 OATT=? 00324102
DA 1D) | 08436 -00115 -001T4 -06241x10~2 _011TTx102 00324102
3D(A.3D) | -66.928 01246 -0.0321 -0.8098x1072 012071072 0030102
aa:[10Pa] at (a=w/2. F=0,z=-h/1)
.SI_JHF“) (000 0.0000 0.0000 0.0000 L0000 OLO000
D10 | 00000 0.0000 00000 DL LN OO0
ADE.3D) [ 00000 00000 (.0000 L0000 DO L0000
Tat ( 73 B=bj2. = = —h/4)
(A, ) TR0 -3.8665
3D(6,.1D) | 346.96 BN

14,887

-285.50

-01.627

u displacement component

"

w displacement component

guella

lineare che coincide con quella 1D ma se il cilindro é sottile allora tutte le soluzioni coincidono.
Anche quella lineare perché si tratta di un materiale isotropo monostrato.
» L’andamento delle o & pitu 0 meno complicato ma non ho nessun carico a top e bottom.
» W e ozz sono diverse dal lineare perché il carico e di campo, quando h questi carichi quindi non potro

mai applicare la CLT o la FSDT.

16.5.3 Pannello sandwitch cilindrico pelle di Al e dentro in PVC

R,/h 2 10 20 W0 o
T u[107"m) ot (a =0, 3=b/2, : =
aba, | 10,134 -6.2106 07010 14818 128.61
ADPAD) | 10547 -6.0658 17.534 144.94
3D(#:,3D) | -10,428  -6.0160 17,530 144.94
V10T at (o 0
ana, (0000 0.0000 00000 06000 00000 0.0000
AD(6.AD) | 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000
3D(4,.30) | 00000 00000 00000 00000 00000 00000
. 0~"m] at (a =a/2, §=0/2, z=0)
3D(8,) 5 5 80,030
JD(0.1D) | 30068 12099 90,160
ID(A.3D) | 3 17870 42,112 90.159
Jat fa=a
38,
3D(#..1D)
3D(0..3D) |
D(8,) 58276 5.080% 18100 4.8103
3D(#..1D) 08660 01630 -0.0221 -0.0839 -0.0936
3D(9.3D) | 37887 06018 01018 -0.0369 -D.O0S63  -0.0941

aDia,)
apia..1D)

aD(6,)
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aD(d,)
abia. 1D
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00000 00000 00000 00000 00000 0000
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00000 00000 00000 00000 00000 00000
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08540 04130 02036 00808 00403
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!

R I

Notiamo che:

» Il modello lineare € come quasi sempre shagliato

» | modelli 3D e 2D nel caso spesso sono distanti come mi aspettavo ma in entrambi i casi noto che il
modello 1D descrive comungue una curva e non una retta come fatto nei casi precedenti.
Questo in verita & perfettamente normale e all’interno del modello perché esso costruisce
I’andamento delle grandezze con un pezzetto lineare per ogni sottostrato matematico ma se per ogni
sottostrato le grandezze variano perché sono in un FGM allora ogni pezzetto lineare avra pendenze
diverse e quindi alla fine la curva che verra fuori non € una retta.

» Notiamo questo effetto del FGM che fa variare le proprieta in modo graduale anche nel grafico di W
che non ha nessun effetto ZigZag.

16.5.5 Pannello sandwitch cilindrico in FGM con p=1

In questo caso, siccome p=1, a legge che regola il passaggio tra materiale ceramico e metallico é lineare
infatti:

B2: volume fraction of the ceramic phase B heat conduction coefficient

0 R G R y 0 L =
L. 2 02 23 04 0S5 0F o7 o8 09 1 L 5 10 15 20 25
& [Wmi

Notiamo che il coefficiente di conduzione del calore varia molto tra metalli e ceramici, in questo caso
diminuisce di circa 5 volte.

Il risultato che ottengo eé:

B2: temperature # for I, /h=100 1
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Con questo tipo di modello inoltre posso anche considerare e risolvere il problema inverso ovvero calcolare
la T che si genera internamente al pezzo se é sottoposto ad un carico meccanico, di solito pero questo non
viene mai fatto perché si tratta di pochi centesimi di grado in analisi statiche che non sono apprezzabili
sperimentalmente.

Se considero I’accoppiamento inoltre € come se la Ktermomeccanica definisca una rigidezza maggiore della
Kmeccanica, in verita gli effetti sono molto piccoli ma notiamo che le frequenze proprie ne sono influenzate
e quindi la ftermomeccanica<fmeccanica Un altro effetto secondario € quello che facendo un’analisi
termomeccanica e una solo meccanica, a parita di carico, lo spostamento misurato dall’analisi
termomeccanica sara minore perché parte dell’energia sara usata per I’aumento di temperatura del pezzo.

16.6.1 Step per ottenere un modello termo-meccanico disaccoppiato/parzialmente accoppiato 2D

Notiamo che se vogliamo creare un modello 2D i passaggi sono gli stessi:

» Principio variazionale

» Sostituzione delle equazioni costitutive

» Sostituzione delle relazioni geometriche

» Sostituzione in un modello 2D

» Soluzione analitica o agli elementi finiti, noi come sempre faremo la soluzione analitica.

| passi da seguire sono:

First step: Principle of Virtual Displacements (PVD)
In general
/' (d€] o e + el qoa)d) SL™ 4 6L*
Jv
In case of thermal stress analysis
Ni Ni

Ni .
S [ Gebiah - o)+ sek(ahy - obodtuda) = - oLk + Yok
=1 J Ay

k=1 k=1
N7 is the number of layers, 2 and Ay are in-plane and thickness integration domains
GL¥ and AL* are the inertial and external virtual works at the &'"-layer level
1> Superscript A indicates the layer and the superscript 1" the transpose
Subscript (& indicates the geometrical relations and (” the constitutive ones

1> Subscript d indicates the mechanical part of stresses, subscript f indicates the thermal part of

stresses

Il Principio dei Lavori Virtuali € il principio variazionale che usiamo e notiamo essere uguale a prima ma le €
sono solo meccaniche mentre le ¢ introducono anche un accoppiamento termico. Questo & il motivo per cui
si dicono parzialmente accoppiate.

Second step: Constitutive equations

> Stresses for thermal stress analysis have two parts, a mechanical part denoted with the
subscript d and a thermal one denoted with the subscript :
abe =ab - ok =QF b+ Q) ek - AT
aho=ot, ok, = Qﬁp Egc; + QL b — AL TH
> The coefficients )\z and )\f‘l are linked to the coefficients of thermal expansion c‘né‘; and aﬁ by
Ap = App + A = Qpp g + Qpy

k k k k k k k
A = )'np +Apn = an y, =+ Qo

Notiamo che nel modello c’é I’accoppiamento termomeccanico perché é presente A che e strettamente legato
ai coefficienti di espansione termica.

I valori delle matrici Q e dei vettori o e X sono poi espressi a seconda del materiale.
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Utilizzando I’equazione di Fourier in coordinate curvilinee arrivo a scrivere I’equazione dell’andamento
della temperatura che dipende dalle incognite C* che sono costanti per ogni layer K.

s [k . g o R y mrry . nRTY
To(x,y. 2) = [CF cosh (s1z) + C3 sinh (s52)] sin ( ) sin (7—)

a 0
Quindi per ogni strato k ho due incognite, se ho un numero N di strati allora abbiamo bisogno di 2N
equazioni per determinare le incognite.

Avro che queste equazioni sono:

» Equazioni al bottom e al top della superficie che forniscono gia le due condizioni di estremita:

~1 1 1 ~1 _- 1
Toot = C cosh (5] z0t) + Cy sinh (57 2pot)

ltop = C7" cosh ("?I '-rop) +( 2\” sinh ("'1M -'it'.'.f-a)

» Equazioni di equilibrio della temperatura per ogni interfaccia e equazioni di equilibrio del flusso di
calore all’interfaccia

f{ cosh {_.-J," 2 : ) 4+« i sinh {.-fl" -¥) (;‘ F1 cosh (w’l I f g fi Hlsinh f’; ' f =0

S K¥ [CF cosh(s¥=F) + €8 sinh(s%20)]
AR [OF+ cosh (s5+1541) + OFH sinl (s5+1:5441)] = 0
Risolvendo il sistema otteniamo i 2N coefficienti CX di cui avevamo bisogno e possiamo scrivere per ogni
strato che la temperatura €:
T.(z) = C¥ cosh (s} z) + C¥ sinh (s} z) with k=1,....] N
Quindi conosco il profilo di temperatura che mi serve perché il sistema é disaccoppiato.

16.6.2 Step per ottenere un modello termo-meccanico accoppiato 2D

L’ accoppiamento termo-meccanico & dovuto al fatto che nella termoelasticita, che & una branca della
meccanica che si occupa degli effetti del calore sulla deformazione e gli stress dei corpi elastici, le
deformazioni e gli stress sono prodotti non solo da forze meccaniche ma anche da variazioni di temperatura.

| processi termoelastici non sono reversibili perché anche se la parte elastica lo € la parte termica &
dissipativa quindi parte dell’energia viene persa durante il trasferimento di calore.

Notiamo che poi gli effetti del campo di temperatura sul campo di deformazione non € un fenomeno
unidirezionale ma si possono considerare anche gli effetti del campo di deformazione sulla temperatura che
perd sono solitamente trascurabili. Se perd considero un sistema totalmente accoppiato questo posso farlo
perché ho Ae che é funzione di AT e viceversa.

In genere I’accoppiamento e trascurabile e si possono dividere temperatura e deformazione e valutarle
separatamente, in questo caso il problema diventa un problema parzialmente accoppiato.

Noi vogliamo studiare un sistema totalmente accoppiato dove sia la temperatura che gli spostamenti sono
variabili primarie nelle equazioni di governo termo-meccaniche.

Questo modello totalmente accoppiato permette di analizzare alcuni problemi che sono di particolare
interesse per il campo aeronautico e spaziale in un modo molto efficiente e semplice senza dover trovare un
profilo di temperatura da applicare al corpo.

Anche in questo caso si lavora in condizioni di equilibrio per cui il transitorio e gia terminato. Notiamo che
le soluzioni per il caso disaccoppiato e accoppiato sono praticamente le stessse.
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» Quando impongo le temperature sulle superfici non mettero piu la parte dell’entropia n perché

imponendo le temperature essa non varia
» Per quanto riguarda i carichi meccanici voglio vedere cosa succede se applico un carico meccanico

in presenza di AT, facendo cosi il pezzo a destra non ci sara piu perché non ce un flusso termico.

Dopo le opportune sostituzioni ottengo le equazioni di governo che sono riassunte in:

Kuu Knﬂ lll _ pll + pe
Ko K /l0) [0 |0
Notiamo che a differenza del caso disaccoppiato sono presenti delle matrici K che tengono conto degli
accoppiamenti tra u e 9. Ho poi i carichi inerziali e i carichi esterni.

A questo punto per trovare la soluzione analitica impongo un andamento sinusoidale agli spostamenti e alle

temperature
Governing equations: closed form

> Navier-type closed form solution is obtained via substitution of harmonic expressions for the
displacements and temperature as well as considering the following material coefficients equal

zero: Q15 = Qag = Qas = Qus = Dand Ag = 2 =0
> The following harmonic assumptions can be made for the variables, which correspond to simply

supported boundary conditions:

;.. g mwry . /iy :
T Z({-T} L‘l}H( ; ) hlll( 5 ) . bk =1.N;,

m.n

mmar
{

oh = Z [Y‘f].&'in( t

nw
) (‘{':h( J) . T=1t"hbr.
b
m.n

PR T ek ke s T . nwy .
(wi.67) :Z ._UT_.H]_)HU( p; ) .-\m( ; ) . r=2N.

m,n

where UF VF TWE 0% are the amplitudes

Posso veder tre esempi di applicazione del modello accoppiato.
Piastra isotropa sottile (a/h=5) con sovratemperatura applicata al top e al bottom

In questo caso ¢’é una piccola
differenza tra Fourier 3D | /
disaccoppiato e il sistema ) r ' ol e
accoppiato, danno praticamente gli el '
stessi risultati.

$an
&

and  0ole 2
0K]

|mm]

Piastra con due strati compositi (90°/0°) con un carico meccanico di -200000Pa applicati al top

ID(TM]) - @

Notiamo che anche in questo caso » 4 o -
la differenza tra accoppiato e N Ger ; '
disaccoppiato e praticamente nulla, i i . i
se considero il caso accoppiato si "
sposta un po’ di pit perché un = ' ‘
po’dell’energia la sto usando per i}

creare un AT. N A e e ws om
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Il lavoro fatto da uno stress c11 pud essere scritto come:

ondaodrs - éenydry = 166 1dv

se considero tutte le componenti di stress posso dire che in forma compatta il lavoro é:
(o1 -0e11 + don  degn + - -+ a1 - 20219)du = 0y - beyjdu

Il lavoro interno totale pud essere ottenuto integrando sul volume del corpo:
oU = f Tij (56-;,‘;' dv

o, 7 08
Possiamo poi ottenere in modo analogo la forma duale di questa come:

5U* = f eiy B0y du
- QO - - - - - - - -
Notiamo che nella prima forma la variabile primaria & 6u che é legata a d¢ e la variabile secondaria é ¢

mentre nella seconda forma la variabile primaria & 6o mentre quella secondaria € «.
Il simbolo & e detto OPERATORE VARIAZIONALE.

C’é un analogia tra I’operatore variazionale e I’operatore di differenziale totale infatti se prendiamo una
F(x,u,u’) allora:

aF OF I
dF = —dx + —d
oz T BT o
Se considero poi x fissato allora dx=0 e posso scrivere la variazione di F come:
aF OF 1P 10*°F "
= o + du)? + = ou’)? +
OF =50 0 5w wz{ + 2552 )
Siccome du é piccolo posso trascurare i termini di potenza superiore e ottengo:
oF _ OF _,
oF Ju (’)u’bu

Quindi se considero x fissata c’e un analogia tra 3 e d. Inoltre possiamo vedere che anche le leggi per
effettuare le operazioni sono le stesse:

8(Vu) = V(bu)

i ( /;a " rfﬂ) = \/(;M: d)

S(F £ I I—q’"f"\i(‘f‘)
S ) =6F) Fo+ Fy 0F;

Fa8 81 01D
sy =L (22

(. Fy ) Fy : ( F3 ,]
S(F)" =n(F)" " 6F,

Se poi G ¢ una funzione di molte variabili dipendenti G(u,v,w) allora la variazione totale & la somma di
variazioni parziali:

oG = 8,G + 6,G + 6,0

Possiamo definire il funzionale come un integrale ad estremi definiti, che quindi ha come risultato un
numero, in cui gli integrandi sono funzioni di variabili dipendenti tra di loro.
Per esempio:

L
Hu) = / [n.n.{;r) Fbu'(a) + e () dr
Jo

Dove le variabili sono u,u’,u” e tutte dipendono da x quindi sono dipendenti tra di loro, si nota che poi I(u) &
un numero che dipende dalla scelta di u.

Si definisce poi un funzionale come lineare se vale:  I(wu + v} = al(u) + 31{v)
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Notiamo che in questa espressione sono presenti due parti: una parte variazionale e il suo coefficiente. Dove
u e detta variabile primaria e il suo coefficiente é detta variabile secondaria.

Possiamo vedere che la specifica della variabile primaria sul punto di bordo crea le condizioni al contorno
essenziali o geometriche mentre la specifica della variabile secondaria sul punto di bordo crea le condizioni
al contorno naturali o sulle forze.

Se usiamo il lemma fondamentale del calcolo variazionale otteniamo:

) oF d /dF
G = —— | =) =0 <xr<l
ou dr (c’)u") 0ina<a ’

se poi u(a)=ua e du(b) sono arbitrari:

b rar d foF, ¢ R -
0= ‘/.,. tf:jrr " dr (Hrr-")] du dr + (J'}PI.’,), l': ulb)

Siccome sia du che du(b) sono arbitrari allora I’espressione sopra implica che sia I’equazione integrale che e
condizioni al contorno sono pari a zero separatamente:

OF i il
——r—(L =0, a<zr<bh
ou’ J

aFy
(. | =0 atz=10b
el

u dr

Notiamo che la prima equazione saranno le Equazioni di EuleroLagrange mentre la seconda equazione
saranno le condizioni al contorno che possono poi essere sulle variabili primarie o secondarie quindi naturali
o sul carico.

17.3 Principio dei lavori virtuali

Tutto quello che ho detto precedentemente posso applicarlo al PVD.
Nel PVD definisco il lavoro come L=c-5¢.

Posso dire che il Lavoro Virtuale Esterno é:

6V = —[Fy  6u; + Fy - fug+ - + F, - 6u,] = — S F, - bu,

Se considero I’ipotesi di corpo rigido allora il lavoro virtuale interno U e nullo perché un corpo rigido non
ha nessuna deformazione e tutti gli spostamenti avvengono ugualmente in ogni punto.

K T

oV = —ZF,’-&U,‘ = - (ZFA,) 'rSl.l
t=1 i1

Ma in caso di corpo in equilibrio statico la somma delle forze é nulla.

Questo fa si che, con queste due ipotesi, il lavoro virtuale totale U+3V dovuto agli spostamenti virtuali €

nullo. Questo e conosciuto come il Principio dei lavori virtuali. Possiamo poi notare che questo vale anche
per i corpi deformabili ma solo se sU=-5V.

Notiamo che le condizioni al contorno I, e [, sono scollegate tra di loro e la loro somma é il bordo totale.

Possiamo infine affermare che il Principio dei Lavori Virtuali dice che:
Se un corpo continuo, sia rigido che deformabile, & in equilibrio il lavoro virtuale di tutte le forze che si
muovono attraverso uno spostamento virtuale é nullo:

oU + 6V =W =0

Questo principio € indipendente da qualsiasi legge costitutiva e si pud applicare sia se il corpo é elastico che
non elastico.
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17.3.1 Principio di minimo dell’energia potenziale totale

Lo posso considerare come un caso speciale di PVD che funziona sia con corpi linaeri che non lineari
elastici. Per i corpi elastici secondo questo principio posso definire una densita di energia di deformazione
Uo tale che:

ally Ay

or o = -
s J lo]

€ij

Posso poi scrivere il PVD e sostituire queste grandezze ottenendo:

- B - :
/ r U(‘\g'” dv — l-/ fodu, dv+ t,bu; ds
1 L.\‘:‘;',' L4 e

In cui il primo integrale & pari a:

[ &g dv = 60U
Jay

Dove U é il funzionale dell’energia di deformazione interna che vale:

' —f [y du

Supponendo che possiamo anche scrivere un potenziale che descrive la variazione virtuale di lavoro fatto da
forze di volume e superficie:

oV = — [[ f dudv+ /ﬁ t-bu ds
= — [[ fibu; dv + / t,éu; d.‘s]

Si ottiene che il principio dei lavori virtuali diventa:

U+ OV =8U+V)=861T=0

Dove = € I’energia potenziale totale del corpo. Con questa equazione posso scrivere il PLV come un minimo
del potenziale totale. Tra tutti i possibili spostamenti, quelli che soddisfano le equazioni di equilibrio in modo
esatto sono quelli che rendono I’energia potenziale totale minima:

[T{u) < I[I{u)

Quindi dato un problema gli spostamenti ammissibili li chiamo # e tra questi u saranno gli spostamenti che
minimizzeranno I’energia potenziale totale.

=10

Il Principio di Hamilton é una generalizzazione del Principio dei Lavori Virtuali alla dinamica dei sistemi
per cui vengono considerate anche forze come la forza di inerzia. Considerando anche la forza di inerzia
nasce la necessita di immettere anche I’energia cinetica oltre all’energia potenziale totale nel principio.

Quando introduco lo spostamento virtuale in un sistema dinamico in cui ¢’e anche la forza di inerzia devo
tenere conto che la u=f(x,t) quindi dipende anche dal tempo oltre che dallo spazio, questo fa si che le
condizioni al contorno varino. Posso definire delle condizioni al contorno dicendo che du=0 per qualsiasi
istante di tempo ma in x definiti oppure dire che du=0 per qualsiasi valore di x ma in intervalli di tempo
definiti.
Quello che sto facendo € aggiungere il termine:

d%*u

— -du dV
J[\ p ot?
al PLV, questo termine ¢ pari a fv p-accelerazione dV =ma ovvero ¢ il termine di forza di inerzia che lavora
con lo spostamento virtuale 6u dove du(x,t) quindi devo fare attenzione alle condizioni al contorno.
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» Soluzioni Forti in cui risolvo direttamente le equazioni differenziali quindi la soluzione che ottengo é
valida punto per punto, ottengo una soluzione puntuale

» Soluzioni Deboli in cui ho relazioni integrali per cui non soddisfo I’equazione punto per punto ma
rispetto un principio, come quello di minima energia per tutto il corpo, ottengo in questo caso una
soluzione integrale.

Con i metodi variazionali noi mettiamo delle soluzioni che otteniamo facendo date ipotesi e applicando dati
criteri all’interno del principio variazionale per cui non arriviamo manco alle equazioni di governo. Saranno
quindi metodi diretti che mi danno una soluzione in forma debole perché sara una soluzione frutto di un
calcolo integrale.

Noi poi vogliamo che la soluzione goda della proprieta di convergenza e che sia consistente per cui che
succeda che all’aumentare del numero N di termini con cui approssimo la soluzione aumenti I’accuratezza e
la precisione della soluzione.

Possiamo dire che le equazioni di governo del problema fisico sono anche esse approssimate perché
comungue nel modello geometrico o dei carichi faccio sempre delle approssimazioni che non lo rendono
perfettamente uguale alla realta, poi quando lo risolvo posso introdurre eventuali altri errori se uso metodi
variazionali o posso fare una soluzione esatta che perd come detto sara la soluzione esatta di equazioni di
governo affette da errore.

I principi variazionali che considereremo saranno:

» Metodo di Ritz

» Metodo dei Residui Pesati in cui sostituisco una soluzione approssimata al problema che fa si che,
rispetto alla soluzione esatta, ci sia un residuo che posso usare per ottenere le incognite. Si chiama
dei residui pesati perché al fine di ottenere abbastanza equazioni introduco dei pesi per ogni
incognita presente nel residuo e poi derivo rispetto alle diverse incognite per ottenere tante
equazioni.

17.4.1 Metodo di Ritz

Le soluzioni esatte possono essere ottenute solo in casi particolari come nel caso di piastre isotrope o con
angoli di 0° e 90° per cui si usano metodi approssimati come questo.

Il metodo di Ritz e basato su principi variazionali come quello che si usa nel PLV o nel principio di minima
energia e genera una soluzione in forma debole siccome, come detto, sostituisco delle forme di soluzione
direttamente nel principio variazionale.

Secondo questo metodo si scrive che possiamo approssimare lo spostamento u nel PLV con questa forma
approssimata:

N
ur Uy = Z(.‘J,’,\j + &0
j=1

Dove poi devo calcolare le Cj=coefficienti di Ritz tale che il potenziale totale sia minimo. Per farlo faccio
delle derivate parziali di C;. Per farlo devo conoscere ;j che sono le funzioni di approssimazione e la ¢o che
invece sono le funzioni che permettono di rispettare al contorno.

In generale il problema ¢ il calcolo di ; che varia ogni volta che varia il carico e la geometria del problema,
guesto & il motivo per cui € stato introdotto il metodo FEM in cui, grazie all’introduzione della Mesh di
elementi molto semplici come triangoli o rettangoli le funzioni ¢; sono facili da calcolare e sono sempre le
stesse per ogni tipo di problema e le chiamo funzioni di forma.

Sostituendo I’equazione di Uy nell’equazione di M(u) che devo minimizzare fa si che il problema si trasformi
nella minimizzazione di una funzione del tipo N(C;) per cui ci saranno tante equazioni algebriche di
parametro C;j che devo calcolare.
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» Aumentando il valore di N le equazioni che contengono C; che ho calcolato per casi con N minore
non varieranno ovviamente aggiungendo una equazione in piu poi la soluzione ovvero i valori dei
coefficienti C; che trovero saranno diversi.

» Se le equazioni algebriche risultanti sono simmetriche anche A sara simmetrica quindi sara piu facile
da risolvere.

» Se il principio variazionale, come il PLV, & non lineare in u allora anche il sistema di equazioni
elgebriche sara composto da equazioni non lineari in Cj, questo in verita non & un problema perché
esistono molti metodi numerici per risolverle come quelli di Newton o Newton-Raphson.

» Siccome il campo di spostamenti & approssimato allora anche le deformazioni € saranno
approssimate e siccome poi le ¢ sono ricavate in postprocessing usando le equazioni costitutive
allora anche essi saranno approssimati.

» Le equazioni di equilibrio del problema sono soddisfatte solo nel senso dell’energia, non nel senso
delle equazioni differenziali come abbiamo detto.

» Lo spostamento calcolato con il metodo di Ritz, aumentando il numero N di equazioni converge alla
soluzione esatta in questo modo:

Uy <l << Uy < Uy, < wlexact), for M > N
vediamo che quindi é convergente monotona ma arriva dal basso questo perché in generale le
soluzioni numeriche sono piu rigide del caso reale.

» Il metodo di Ritz pu0 essere applicato a qualsiasi problema che pud essere risolto in forma debole
quindi posso applicarlo ai problemi strutturali solo se posso scrivere un principio dei lavori virtuali
per quel problema, ci saranno dei metodi che generalizzeranno Ritz anche per problemi per cui non €
necessario per forza poter scrivere il PLV.

17.4.2 Metodo dei Residui Pesati

Consideriamo un equazione nella forma:
Alu) = fin Q

By(u)=4on ', Ha(u)=gonly

Dove la A(u) & un equazione di secondo grado per cui devo scrivere due condizioni al contorno che saranno
sugli spostamenti u e sulle loro derivate quindi sugli stress.

i i dar’ I
Alu) = -c;_.r (ad—;J , Bi{u) =u, Balu) = ﬂ%

Anche in questo caso cerchiamo una soluzione numerica del tipo:
.
Un =) cips+ o
i=1
Vediamo che se calcoliamo A(Un)-f allora ottengo un numero diverso da 0 perché la soluzione con Uy €
approssimata, chiamo questa differenza residuo R.

N
Ry =4 (Z Ciwj - vn) —f#0

7=1
Se considerassi solo questa equazione pero avrei una sola equazione che non mi permette di trovare Cj,
passiamo quindi alla forma integrale:
/ GiRN(civgi, [) dx =0, i = 1,2,--- N
2
Si chiama metodo dei residui pesati perché é importante scegliere bene le funzioni di peso i per determinare
nel modo esatto le incognite C;.

In generale le funzioni ;e o devono rispettare tutte le caratteristiche che avevano anche nel caso del
metodo di Ritz eccetto che in questo caso devono rispettare tutte le condizioni al contorno quindi sia
condizioni sugli spostamenti che sulle loro derivate quindi sui carichi perché sono presenti entrambe.
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17.4.4 Metodo dei minimi quadrati

In questo caso quello che viene fatto € minimizzare il quadrato del residuo.
min I(c;) = / |R.’\'(";_r'- ©js J:”‘.‘- dx
Lt

Questo posso scriverlo anche come:

ARy
/21?_\-.;(-}..,:,‘_;_} N gx —0,i-1,2-.N
Ja de;

in cui ho il residuo e la derivata del residuo che rappresenta il peso

Infatti:
ORN
T A

= A(y;)

ORpy
ac;

quindi le funzioni peso, usando questo metodo, sono fatte cosi con che pero € una funzione di ;i per cui

posso scrivere che yi= A(i).

Sostituendo tutto ottengo un funzionale che mi da due condizioni al contorno perché una sara sulla velocita e
I’altra sulla posizione.

1w = M [Al) — f]2d0 + /| [By(u) — a7 dl + [r [Ba(x) — §]? dl"}
17.4.5 Metodo di collocazione

In questo caso il residuo sara funzione di un certo numero di incognite e pud essere scritto come:

Rn(x' et {o}. ) =0, (i=12---.N)

Notiamo che stiamo ponendo il residuo a 0 in alcuni punti dove il N di punti e pari al numero di incognite,
come abbiamo detto precedentemente.

Posso scriverlo in forma integrale usando il delta di Dirac:
[ 8(x — x')Ry(x. {c}h {o}. ) dx =0, (i=1.2-- N)
Sl

Usando il delta di Dirac sto dicendo che il valore della funzione va a 1 solo nei punti x; che ho scelto io, in
quei punti sto imponendo che il residuo & nullo.

17.4.6 Conclusioni

In generale abbiamo detto che i principi variazionali come il PLV sono usati per ottenere le equazioni di
governo, nel nostro caso delle piastre, mentre i metodi variazionali come quelli di Galerkin o di Ritz sono
usati per ottenere le soluzioni approssimate di queste equazioni di governo, nel nostro caso sempre per
problemi di piastre o di aste.

In generale in tutti i metodi variazionali lo step piu dispendioso é la selezione delle funzioni «; che diventa
sempre piu complicato man mano che la geometria diventa complessa o discontinua. Queste limitazioni sono
superate dal modello FEM che usa funzioni di forma sempre trovate in modo simile a ¢; ma, grazie
all’introduzione della mesh, analizza sempre gli stessi elementi che possono essere rettangoli o triangoli per i
quali le funzioni di forma sono molto pit semplici.
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Equazioni del moto

wi
e = - 8 . 0% . _ 8w .
fi=fr=—|ub ﬁ:a;, b= 0= =5 =i =[u v @]
pil
f; are the inertial forces and |1 is the mass density
ds, Ot Or, .
+ ==+ —E + f =puil
az dy 2 fimm
8m+3ffy+ vaz+f = ud D'o=f-pi oOT D'g=f-pi
dz dy dz v #
ar,, 07, 8o, ..
Zar oy T T2y f =)
az dy 0z fi=#

Se avessi che I’accelerazione fosse nulla otterrei le equazioni indefinite di equilibrio.

Equazioni costitutive che scrivo per il materiale isotropo

0,=2Ge, + M, I“=£I+Ey+6, G- £ A= vE
0, = 2Ge, + \I,, Al+w) (1+2)(1-2y)
- First Lamé constant (or elastic shear
0,=2Ge, + M|, , ‘ oo
modulus) and second Lamé constant
Ty = Gy Ter =G T, =Gy,

First deformation invariant

For isotropic materials

g
“
T
Q
¥
>
.
-
)

o 0 ) 0 0 0
oy by G+ A o 0 0 £, A 2G+ ) A 0 0 0
all » S N O S I o=Ce o1 2=Ce
wll o 0 o coolfy| |0 o o & o o
- o 0 0 0G0 0 0 0 o G 0
., 0 0 o 00 Gl 0 0 L L

Constitutive operator or matrix of elastic coefficients

Dove Ii.€ I’invariante di deformazione che é dovuto al fatto che se io allungo il materiale in una direzione,
che potrebbe essere la direzione x allora si accorcia in direzione y e z.

Inverso delle equazioni costitutive che quindi legano € e o per un materiale isotropo al contrario delle
equazioni costitutive

901 v v
€= E{U: V(U‘."' 0',)] £, F "B E o 0 0 a,
1 I 1 v
g, = E[a”—v(cr:+:r,)] £, “E E "E 0 0 0 LA
1 v v 1 1
ELEEtox_V(Uz+UyJJ & "E "E E L o,
Ny = Tl O V2= Tl G My = R/ " 0 0 o L oo oll.
£ (e : ¥
1 |
Tae 0 0 0 0 A 1} T
1
Wl L0 0 0 00 Sl
E c-! o

C-lis the inverse of the constitutive operator
e=C'o

Stress in termini di spostamenti sono le leggi di Hooke scritte in funzione degli spostamenti sostituendo
e=du/dx
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Le equazioni fondamentali che abbiamo determinato sono quindi:

e=Du - Congruence equation
Do =1f — pii wm) Equilibrium equation
o=Ce # Constitutive equation

Possiamo poi dire che:

Lu=f—pui
Dove L é una matrice di rigidezza e f & il vettore dei carichi quindi vale 0 se faccio un analisi vibrazionale
mentre U € il vettore delle accelerazioni che vale 0 se faccio un analisi statica.

Il processo e le equazioni che vengono usate nel caso statico sono:

Calonna delle Colonna delle
YARIABIL VARILARBILI
STATICHE GEOMETRICHE

Equasriona londamentale

Vettore delle forze
i volumae

Equariona &
congruenza

=

Equazione
2 1 di
equiiono

Equazione coslituliva

as=Ce [}
Vettore uollod Vettore dnl'u L
companent di tensione componer
di daformazione {
—
Figura A.L. Schema delle variabili ¢ delle equazionl del problema dell’equilibrio elastico formu-
lat per il solide clastico tridimensionale.

Il processo e le equazioni che vengono usate in un caso dinamico sono:

Colonna dello Colonna dalle
VARIABILI VARIABILI
DINAMICHE CINEMATICHE

Eguazione del molo

Variabile -l Varlabile di
configurazione

Da=i- a
I

'y
|
a=Cc e
Q =pu
/

Quaniita di molo Densita Velocita

Figura A.2. Variabili ed ioni del problema di equilibrio dinam ic

Notiamo che nel caso dinamico lo spostamento € solo funzione del tempo poi abbiamo le legge di hooke nel
rombo sotto dove c’é Q che dipende dal tempo.

Vediamo adesso alcuni esempi per capire se le equazioni possono ricavare i casi fisici che ho gia studiato.

18.1 Vibrazioni longitudinali di un asta

Il vettore degli spostamenti u ha solo un componente diverso da 0 che dipende da x e t:
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2y & w
= — S ] 0
0, ot? w7

Fu _
otz a2

Qo

Grazie a queste ipotesi le prime due equazioni del moto possono essere scritte come:

Pw  Fw _ dw
G( “““—)*fg'ﬂatz

6?+ dy?

Sef=0eT=G ho le vibrazioni libere della membrana:

w  w & w w . Fw_ 13w
T (E N ay? ) T ar By & ot

Dove <=77x € lavelocitadi propagazione dell’onda, noto che essa dipende da quanto tiro la membrana

quindi dalla tensione applicata.

18.3 Corda vibrante

Considero adesso il caso di vibrazioni di una corda longitudinale. In questo caso ho solo v diverso da 0
quindi:

wl'=[u v w]= [0 wv(z,2) 0]

L’equazione diventa:

& 5 - -
5{; = ;:‘tf +a(z.) 9= fy/u c=+/G/u

Da cui ricavo la velocita di propagazione dell’onda che dipende dalla tensione della corda (T) dopo aver fatto
le opportune sostituzioni.

18.4 Onde elastiche 3D

Le tre equazioni del moto in termini di spostamenti possono essere scritte nei modi seguenti se considero che

le forze di volume sono nulle (fx = f, = f, = 0)
= a_z.:i
K5

o O R &
(A~G)F;&+Gv-u=ﬂ¥f

()\"'G)g*fl—‘*' GV'u
dr

P u

o1
A+ @)L 2= gy——
( ) 9z + GV w qu’]t‘!

usando gli operatori che conosco I’equazione puo essere riscritta come:
4 u
ot?

Da questo caso possiamo ricavare due soluzioni particolari:

(M+ @) grad divu + GV3u =

» Onde irrotazionali o onde di espansione
» Onde di pura rotazione

18.4.1 Onde di espansione

Le onde di espansione sono irrotazionali, di conseguenza, sono anche chiamate onde irrotazionali.
Le componenti ox ®y ®, possono essere definite come:

_1fow dv =l(?£‘._2"fi) wzl(f’_”_a_“)
“’=‘5<E'E)‘ “wTa2\a8: az) Y 2\6z By
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I collegamenti tra le variabili meccaniche e statiche (stress interni S e forze esterne F) e i collegamenti tra
variabili cinematiche (spostamenti u e deformazioni e) € possibile usando una formulazione del principio del
lavoro virtuale che & duale per i due casi.

L’equazione costitutiva e:
S =Ce
Dove C contiene i coefficienti elastici.

Le equazioni generatrici che si solito devo risolvere saranno invece nella forma:

ku=F

Da qui posso ottenere il vettore degli spostamenti nodali in modo molto semplice facendo I’inverso di K:
u=k-'F

Questa equazione é I’equazione finale dei Metodi degli spostamenti o Metodo dell’equilibrio che si usa come

ultima equazione un’equazione di equilibrio e poi da li, attraverso gli spostamenti posso determinare le
tensioni e le deformazioni.

Il metodo duale a questo é il Metodo delle forze o Metodo di Congruenza in cui I’ultima equazione &
un’equazione di congruenza per cui partirod da un’equazione di equilibrio e scrivero le equazioni di
congruenza.

Un esempio di questo é:

» Metodo degli spostamenti (o equilibrio) lo uso quando uso il PLV per calcolare gli spostamenti in un
punto.
» Metodo delle forze (o di congruenza) lo uso quando uso il PLV per calcolare I’iperstatica.

I principi variazionali che uso abbiamo visto che possono essere visti come principi di soddisfazione di un
minimo di energia potenziale.

nm=o+H

Total potential energy / \

. . Potential of the external loads: H = —F Tu
Elastic potential energy

Noi cerchiamo il minimo dell’energia potenziale totale.

Alcuni esempi sono i principi stazionari del potenziale di Reissner o del potenziale di Hu-Washizu.

Questi principi variazionali sono usati per creare dei Metodi agli spostamenti.

Il Principio variazionale duale sono principi di minimo del potenziale complementare totale:
=% Ry

Total complementary potential energy / \

Potential of the constraint reactions where R is the
vector of the constraint reactions and ) is the vector
of the displacements imposed in the coustraints.

Complementary energy

Questi principi variazionali sono usati per creare Metodi alle forze.

Le equazioni:
e=Du . D's-F. S=Ce and ku=F
sono quelle usate per trovare la soluzione del problema degli spostamenti.

Nel caso si usi il metodo delle forze ci sono 4 equazioni che sono duali alle precedenti 4.
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Quello che sto facendo é:

Devo trovare dei modi per legare le due colonne, un
ascendente discendente metodo e scrivere che 6=Ceg e che F=Ku ma
Variabile Nimicble & vedremo che esse possono essere sostituite dal PLV.
sorgente configurazione
Equazione di DsS-F | e=Du Equazione &
plenee BS=F ‘
Variabile s Vanabile ,
secondaria primale |
/ '
AN / |

Variabili intermadie

Figura 1.4. Colonne delle variabili geometriche e statiche.

Le equazioni di equilibrio che scrivo si basano sul fatto che lo stress nella molla causato dalle forza esterne
deve dare un sistema equilbrato.

X=X =h 1 -10 | X, £ -1 S
= X ; 2 X X5
X, - Xy=F o1 1| |x|-|F B=le 1 #_m%w—ﬂ*_;,#w
X; Equilibrium or balance operator X 2 X
: X, 4—0—»"2p X e—01pp
In forma compatta: y
Nodo Nodo
BS = F Figura 1.3. Sforzi applicati ai nodi e¢d .llemolrl;_w - T

m) D’s=F
B=DT

A questo punto applico il Principio dei Lavori Virtuali.

Il sistema con le forze esterne Fi e le forze interne X; & un sistema equilibrato per cui posso scrivere:
DTS =F EEp  Eqilibriom

e=Du # Congruence
Dove i due sistemi sono indipendenti.

Il lavoro virtuale esterno posso definirlo come:
6LQ=FTux [F] Fz] Uy =F|U|+F202=I.|TF
Uy

Il Lavoro virtuale interno lo definisco come:

8L;=STe= [X, X, X;] |e | =Xe,+Xye, + Xses=eTS
€y

€3

Se applico il principio dei lavori virtuali ottengo:

/ T
\5L'=f6Li ) Fu-sTe =) Fruy + Fyu =X|e|+X:fz+x3e3,

Questo puo essere dimostrato in 4 modi:

1) Comincio dalla definizione di lavoro virtuale esterno:
6L, = FTu=S"Du where FT = (DTS]T = ST(DT)T =STp
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Fibou, + Fbu, = X, be, + X,b6e;, + X;be4
Questo permette di imporre le condizioni di equilibrio:

be, = bu,, Ode, = du, — bu,, bey = —bu, — (Fy — X, + Xy)bu, + (Fy — X, + X3)bu, =0
Il vettore du é arbitrario e I’'ultima relazione deve essere vera per ogni variazione dul du2 quindi mettendo
alternativamente dul o 6u2 nulle ottengo le equazioni di equilibrio:

bu#0 ebu, =0 NEEP F-X, +X,=0

buy =0 e u, #0 ‘ Fy—X,+Xy=0

Abbiamo quindi dimostrato che il Principio dei Lavori Virtuali € una formulazione alternativa dell’equilibrio
ed e equivalente a scrivere le equazioni di equilibrio.

In forma compatta posso scrivere:
FT-8™D =0
FTéu=S"Déu mmmp (F'-S'D)su=0 mmm) fu?0 =) or
F=D'S

Nella soluzione reale consideriamo una variazione auto-equilibrata dello stress interno X1, Xz, 6X3 che € in
grado di equilibrare le forze esterne F1 e F2. Questo vuol dire che X1+6X1, Xo+6Xz, X3+6X3 devono
soddisfare le seguenti equazioni:

Xl + 6.X1 —Xz —6X2 = F]

X, +8X, - X, —6X;=F,

Per cui se il sistema era in equilibrio senza avere applicato nessuna variazione dei carichi allore anche se
applico una variazione di carichi 6X;deve rimanere in equilibrio.

In forma matriciale posso scrivere:
’ \

X, 6X,

I -1 0 1 -1 0
X |+ X,

0o 1 -1 0 1 -1
N X, 6X,

Che puo essere scritto come:

85X,

1 -1 0 0 T

} X, =[] =) DTS =0 68T =[8X, 8X; 6X5]

o 1 —1f] 0
86X,

Se considero, per ipotesi, che esista solo la variazione di carico X3 allora questa determina una reazione 6R
nel nodo 3 dell’elemento 3. Possiamo quindi scrivere;

F,=0,F,=0, 8X,0X,,0R=48X;
il lavoro virtuale esterno é:
L, = Fiu; + Fouy +8X3u;3 =0 -u; + 0 -uy + §Rn=6Rn
mentre il lavoro virtuale interno posso scriverlo come:
6L, = 6X e, + 6X e, + 6X e, = 6STe = ¢T4S
Per cui nel caso in esame in cui applico un’unica forza il principio dei lavori virtuali pud essere scritto come:
6L, =6L, wmmp O6Rn=06Xe, +8X e, +6Xse; mmmp ORn=6STe mmmp 5Rn=e’iS

Questo principio, come abbiamo detto, & una forma alternativa di congruenza. E’ quindi equivalente alle
equazioni di congruenza.
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