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1 RAPPRESENTAZIONE DI NUMERI

1.1 RAPPRESENTAZIONE DEI NUMERI SUL CALCOLATORE
SISTEMA FLOATING POINT

bissata la base P di un sistema di numerazione, la rappresentazione floating point lvongda mobile) normalistata diun nume.
so reale consiste nell'usare una opportuna potenza dopo in modo da non avere né parte intera e nei rari dopo la virgola .
123, 4567 → Q 1234567 • 103

.

Su un calcolatore fissiamo :
a)BEN

+

, p>, e ,
la base del sistema di numerazione

adt EIN +
, numero di cifre di mantissa a disposizione sul calcolatore

sai « 0 e uso
, rispettivamente limite monismo e massimo entro cui può variare la caratteristica .

L'insieme dei numeri rappresentabili sutale calcolatore è chiamato snsseme dei numeri macchina ( floating point) :
Ilpit , L , v) - { o} U { ✗Eh :X- ± di de . . . dt.pe } con msdndi.dz : mantissa

sso perloftp.t , ↳ Wsfo } U { ✗ c- A : ustusÈ
,

di p-s.pe } osdssp-1 e di -10 { ssa per -
Lses V : caratteristica

APPROSSIMAZIONE DI UN NUMERO REALE CON UN NUMERO DI MACCHINA
Non è possibile rappresentare alcun numero [a farlo lo zero] minore in valore assoluto a ✗non sp

" ! Per aggirare questa
limitazione lo standard IEEE754 prevede una rappresentazione devozionalistata . Quando e - L, la condizione di $0 può
essere abbandonata e quindi vengono accettalo p-tamap-i.pt

Un insieme di numeri reali è rappresentato da un numero di macchina, in base alla vicinanza .
Ssa a un numero reale e ☒ la sua approssimazione/nodi macchina : a - 1-1PM . pe

,

• 1-1)sina.pe
l'errore assolutoè Eastà- ✗ 1 ,

l'errore relativo è Ers
* ✗ I
1×1

i ✗ $0

Le tecniche di approssimazione (per lostandard IEEE754-2008) già ultimato sono:
a) arrotondamento→ approssima con modi macchina 1mm.

) più vicino; se il numero cade esattamente a metà strada tra due
n.sn .

consecutivi
, approssima con quello con cifra meno significativa pari .

b) troncamento→ tagliatutte le cifre della mantissa dopo lat -esima_

ERRORI COMMESSI
con troncamento tutte le mantissa melma , mi tp

- t) vengono approssimato con mismo ,
l'errore commessoè m- mi < p

-t

ed è sempre positivo. Con arrotondamento tutte le mantissa che cadono su Im , - Ipit, mi + I pit) vengono approssimate con
me

,

l'errore commessoè Im- mi HIP -te può essere sia positivo che negativo.
L'arrotondamentoè sicuramente più oneroso dal puntodi vista di istruzioni del microprocessore , ma provocaun'errore metà
degli altri ed è sicuramente più conveniente dal punto di vista dell' accuratezza .
L' errore assoluto viale hi-✗ I sintomi per p

"
troncamento

;
là-✗ 1- IntimiBest Beit arrotondamento.

L'errore relativo è
là-✗ I

<
pe
-t

1×1 pe
- i
< È
"
- : Em troncamento; Yjffl ÉKP

"

pe
- i
< % P" t s : Em arrotondamento

eps : =p
"
è l'epsilondi macchina . Em è la precisione dimacchina , è mia caratteristica dell'aritmeticadi macchina e

rappresenta la massima precisione relativa di calcolo raggiungibile sul calcolatore , due quantità la cui differenzarelativasia minore della precisionedi macchina sonoda considerarsi sudistiuguali per il calcolatore .

Standard IEEE : MATLAB di default utilizza una doppia precisione : 64 bot cosi ripartiti : 1 bot per se seguo + 11bit per la
caratteristica 1- 52 bit per la mantissa . In floating point 0, di de . . . dtpe ,

con l' Golden bit di -1 sempre per cui non

greco memoria per rappresentarlo , su questo modo ho 53Gt per la mantissa . Em- Ip
"t.jo"» - z "

" "
- z

-

sta 1ó?

In MATLAB : format short stampa a schermo fino alla 4
^

cifra decimale , sonoperfare grafico di visualizzazione
format long stampa 16 cifre decimali, che èil massimo rappresentabile .

L'overflow è l'errore dovuto al tentativodi rappresentare numeri come > U. L'nnderflow è l'errore dovutoal tentativodi
^
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n

2 SISTEMI LINEARI

2.1 RICHIAMI DI ALGEBRA LINEARE
consideriamo sistemi comare quadratiche nequazsamiannrnaagmtoebeugoshtfh- b. dove AERI

""

matrice deicoefficienti
,
bed" vettore [colonna] detteranno noti , ✗ EN

" vettore [colonna] soluzione_ La soluzione è 4- A-
'

b. A-
'
è un

formalismo _

A
"
- invia slaomandoinvsrguònsaresoloselamalrtaè diagonale . Seilsskmaèben posto dettato,

aè quindi una matrice snverltbaononsongolarefasingeare-sde.tlA)so]

MATRICI CON STRUTTURE PARTICOLARI
Una mahiaasdoce diagonale se asjsoseoss

'

Una matrice Asiatica triangolare superiore se asjsosessj.trtangdoresnferooreseasjsose.si,
Proprietà malrtcodoagonah : una matrice diagonale Dèrwrrshbieesedss #otto , gli elementi di D-

'
sono % ;

la moltiplicazione DA sssealalesoghe ,
Adsosealale colonne

- n

Def AER
""

ssdoaapodomsnawza diagonale /diagonale dominante germoglia sotto -1 , . . .in Iaaf > %, lasjl
analoga definizione per predominanza diagonale per colonne . sai

DEF AER"
"

simmetrica sedia positiva se HAN> o ttxso
PROPAGA"" simmetrica è definita positiva« Isla) >o ti-1, . . .in

NORME DI VETTORI E MATRICI
Def Lamorna dovettero /malata) è una funzione Il .tt : Vari (v- B" permetto , HA

"""

permaloso) taloche .

a) parso ltxev
Wham - Ihnen Fichtner
Saintynsnxnthyntxyc-rldimgloanr.ca triangolare)
perdoname donatrice sulla BRENAN NBN PAPER"" (submdhglocattnotà)

Norme divdtoogsìonsato :

•
norma 1 Mani - %

,

lui
• mohmadeucbdealgeltrale.MN- LÉKÓ

"
• nonna @fdelmassimottxllssmatxsl

cerchi di cerchiato corhodi

norma 1 nonna 2 Norman

Negli spazi didomensone finita, le norme sono equivalenti comandi MATLAB
Norme di matricepiù usato : noantri)
•
norma 1hAM - Max ; È

,

Iasjl norma verticale norma)

• norma 2/euclidea/spettrale MAN -SHAM cangia) - maxsthlbl
• norman/del massimo Natta - mais §! lasjl nonna aromatica
• norma di d-robenoows NANE (%

, :[ as;)
"

NAAN
Ogni norma dovettero 1. tlvaudnauuamrmadi matrice : Mann - mai tlaxllvssug
I. Nn è detta norma normale/indotta nxnv-1 nxnr.io

MIN

NANA èsnddtada Nulla per * -1,2 ,

Harp nonè naturale , infatti HIN -1 paragoniamo mattine - tu
fanormasnddtaèsl massimoallungamento chelamalrtaageoaaadunvettoredasuda nello spazio.
PROP compatibilità : D. Nn eh .hr sono detto compatibilisem-xhvsm-hnhxtlvfaixfenozmes.atmatrice e vettore sono compatibili _

NUMERO DI CONDIZIONAMENTO

soperhosbab : bi-doislssdomatx-bdinantaax-sbtib.soa.tv/sx-x ,
allora AIK-sdsbtib-s-taixsbto.ba

Aitxsob ⇒ il- A-' Jb
.

Usando due norme compatibili :
3
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do le prove Kragle e K colonne diA .
TH Soa A una matrice di ordine n - Sean è non singolare per K-1, . . .

,
n -1 allora -3 ! la fattorizzazione WdiA .

Le matrici a diagonale dominante per sigla oper colonne e le matrici sommatoda defunto positive soddisfano leipotesidel
teorema precedente. Se anche Aè singolare , ma det IAN-10 ,

K -1
.
. .

.

,
n-1 esiste comunquela fallironoazioneLU, con la matrice

U che avrà un elemento uso nullo
.

PUOING
tassaA una matrice di ordine n

,
allora esiste unamatrice di permutazione Ppercui sipuòottenere la fatturazione ludi

A
,
cioè PA - LU.

Sedurante l'eliminazione di Gauss al passo K -esimo risulta aria
"!0

,
si scambiano due equazionisu modo chese nuovo

elemento pivot ami
"
-0 sia diverso da zero ; la scelta è sempretra le equazioni che seguono la K

- esima
.

Il K- esimo passo puòessere rappresentato come AN - Ma Pu A
""
.
Posto EM' si ha U- MPA⇒ LUSMÌMIPA⇒WSPA

,

il sistemaonsrzoale Ax- b equivale a Lux- Pb , posto ys UN si ottiene ly-pb-sssosdvelyspb.gr soaavarey ,
ndo ysi risolve Unsy per ricamare ✗ .
Comando MATLAB : [Liv ,

P} s la (A) fattoriaazione PASW
a-A) b metodo eliminazione di Gauss con gooding parziale

seA è simmetrica e definita positiva, essendo l'eliminazione gaussiana stabile senza govdong, sipuòsfruttare lasimmetriadi A per ridurreal costo computazionale del calcolo della fattoriaazione usandola fattoriaazione di choloskg anziche la
fattoriaazione LU .
☒ Battonaazione di Cholesry .Sia A una matrice di ordine in simmetrica e definita positiva , allora esiste un'unica matrice
tgsug R conelementi diagonali positivo tale da A- R'R
Il costo computazionale della fatturazione di Cholesruy è off)
comando natia B RschollA)

,
il comando assume che ti sia simmetrica definitapositiva e usasolo la parte trgsuf

Unaltra fattoriaazione è la fatturazione QR (qrla)) : Qèortogonale, Rèttgsey ; questafattoriaazione è moltostabilema
anchegòu costosa della fattoriaazione PA -W

.

2.3 METODI ITERATIVI
Per sistemi con matrici dense i metodi diretti sono generalmentepreferibili I medie dimensioni ~ 10710s)
Per sistemi con matrici sparse e di ordine elevato, o metodi direttidiventano impraticabili a causa del follow , per
cui non può essere sfruttata la sparata della matrice . Una matrice si dice sparsa se neelementi$0 « noelementitotali .
Per matta densa di ordine elevato si utilizzano metodi detrattori

"

ad hoc " .
I metodi donativi lasciamo inalterata la struttura di A e costruiscono una successione infausta di vettori {✗ '"' {µ, o ,
che sotto opportune ipotesi converge alla soluzione × . Èimportante considerare :D condizioni di applicabilità , io) costo
computazionale , sai i problemi connessi alla convergenza ( convergenza si/no e velocità di convergenza) .
DEF Una successione di vettori {✗"

'↳ o
di ☒ si dice convergono ad un vettore ✗ fa

"

se esisteuna norma per cui

figg mi
"
- xD-o tondogaudentemento dalla norma utilizzata} e in tal caso sipone Ggg ✗

'"
- ×

Grazie all'equivalenza delle norme su In se una successione di vettori converge su una norma di B? allora converge
in toto le norme di RT. Ss ricorda che {È"} viso è una successione di vettori ,µ ✗

'"
- ✗ Muso è una successione numerica

.

La condizione di convergenza su una qualunque norma di Rt
"

si traduce in una condizione di convergenza per componenti:

fogna ✗
'"
- ✗⇒ Ggg ✗s'" - as to - 1

,
. . .

,
n

Ttt ssa AGR
""

,
si consideri la successione di matrici su cui se K - esimo termine è À" : =-D

"
.
Indicando con fla ) se

saggio spettrale di A ,
si fa figg A

"
- o ⇐flat 1 . Si ricorda chegia )- max Hilal

1 E SE N

PROP Per ogni norma di matrice compatibile con una norma di vettore si ha 91A)E HAN .

METODI ITERATIVI STAZIONARI
Dato un sistema Ax- b con det (A)$0; data una stima smsasale ✗

' ° ' della soluzione ✗ del sistema lineare
,
si costruisce una sacca

gadora { ✗""Ho che - aspra . converga ad × ,
risolvendo ad donazione dei sistemi lineari moltopù semplici ; ogni
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TEST DI ARRESTO
Un metodo iterativofozmhannasuoasssanesnfowtadsdoraloxk.ci necessario stabilire nnmadogersntonampereslgroad.
mento di generazione delle dorate ,

cioè stabilire un criteriodi arresto delle donazioni : sesrpotosse calcolare l'errore
e
'"
- ×

'"
- ✗ assifermoabbe quando DeMille sufficientemente piccola, maferfarlo occorrerebbe conoscere la soluzione

esatta dainveaè l'incognita ,
sconsiderata distanza /assoluta oselahtvatraduestosar.am successive esraonfras

tomo comma tolleranza ; siarrestaslgroassostorahvo quando
a) primaria
pxirtp

' tdrd b) DX"""_ rylkiplotolan

Strada alternativaperdefsmsrenntostdsarreshconsssknel controllo del residuo dell'equazione : serxèlasolwzsenesi
ha b- Ansa

,
dato un qualunque vettore è sidefnisaressduodelsnhlomaloneara direttore 2- b-AÌ ; quindi

a-o ☒ è la soluzione del sistema lineare

Melky
ssndtchesessdnogsaolonan garantisce errore pedo panetta)

"""

Non
- Inogniaasoqnalssastostdiarashsinsoè

sempre indispensabile prevedere meno massimo d'iterazioni .

METODI DEL GRADIENTE

Ssaasimmdrocaedefomtaposshma , lasolurzùonedelsrskmalonearaaxsbguòossoa caratterizzata comel'nnoaoguntod
minimo del funzionale ]:B

"
-Atto -1×7×-276 _ Infatti TJtx-ax-b-FJW-almaktahe.msamache, quando

punti stazionari coincidono con eventuali soluzioni delsostemaloneare .
Est J:B?> A Jtx) - IH ✗e Ada -Hills)b

%
,

LÌ -14003M¥.lt?HixzkA&/-poojb-IlA,:tx+IriAl:,h-bisAH!x.b,
"¥È È - Ale ,

:) - be ⇒tosarlo

È
, 18¥ - AB, :) - b}

ESZ J:b> RI JIN - { axe-bxaona.HR ~> parabola
E3 J: AIR Tirisfal DAY) - [✗ g) b → paraboloide

Jèun funzionale quadratico, ladorazione - tttxiè ortogonale alle loneedolovelloesappesentaladorezoaagoùragadadi
discesa

.

Sondando - Itta)- b-AXsrtxi.ssaxr.GR/nfsssahoeassrsystadaxklungo ladorazione - B-txdonnpassotk :

aka - an - dritta) - ✗ktdrstxk) _

Per semplicità dtnotar-ionerfxrd-rk.QusnohJtxrtdr.ru) - fluttuantiAttrattiva)t
- tartara )

' b- Invitanti trrriarrttrrririxri- a:b -

drihib-Jtxrd-drrrirrtfhirriarnseanetaleche.fmrriarr - ✗ rihirrsaanegahvoegoùgrandegossbolean modulo, si avrebbe lamaggoorsodwzsone
possibile diJmnovemdasrnelladorezoonerk -
plain determina considerato rappresenta una parabola p-plai-%d2IArr-xrrtrr.com concavità

verso l'alhogerchoaèsmmelrtaadefsmtagosihvaequondoperdefsmh-oonerrias.ir >oihxè
Aaa
""""

fossato snob - Axn . Le soluzioni sono di -0 deserta"

•

evitarli

g ,
rifare

> °

↳
'

" Il voloadtmalegerlamsnorssduzsoneposololeditièolgtmedioi -
'"""

ariani

dgassggrdaeffdtuareper.se metodo del gradiente sono :

datore
, ferreo 1) calcolare 2k- b-Axn

2) calcolare aviaria!
3)calcolare ✗ktsixkttrrk

Perrsdwoaoilnodo prodotti matrice - vettore :

dahoko.rosb-axo.gr K>o 1) calcolare 7k - Ark
rien2) calcolare dk -
aria

. 7
3)calcolare ✗ritillkttikrk
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2

1

Gli autovaloridi A appartengonoall'unione dei cerchidi Gershgoonpercolonnetta ) EÈ ci = :C,
e quando appartengono

all'snssemeprnc
ciò è possibile perchiAeat hanno lo stessospettro.

→ Idi Gershgoasn . Ogni componente connessa diR contiene tantoautovalori quanti sono o cerchi che la compongono
Inseme formato da una sola componente connessa Insieme formato da due componenticonnesse

✗ x÷÷⑤ ✗e "?⃝- ✗ = ✗NX e

DEF Una matrice si dice soducobole se esiste una matitadi permutazione P tale che PAP'è pap'= An An

triangolare a blocchi . Ah e Azz matta quadrato . 0 Aa

si noto che la soduasbolotai di una matrice A può essere sfruttata nellafasedi risoluzione di un sistema lineare Ax- b in
ab essa sia matrice dei coefficienti A b ⇒ {Anais be

Anas - b, - Asa X2

THAIdi Gershgoon - Sea è invalicabile ed -37 EOR ⇒ 1 E Ors ke; analogamente 7AEOC⇒ A Eocs

IN SINTESI
RICHIAMI DI ALGEBRA LINEARE
• Norme di matricepiù usato :
- norma 1 HAN - Max ; È

,

Iasjl norma verticale
- norma 2/euclidea/spettrale MAN -SHAM con 81B) - maxi theB) I
- norma a/del massimo Natta - mais §! lasjl nonna arostonhalo
- norma di d-robenoons MAN p - (%

, §, as;)
"

• Numero di condizionamento K (A)- NANNA
_ ' N 171per normenaturali) comando MATLAB and (A)

METODI DIRETTI
• Eliminazione gaussiana . Datoun sistema lineare Axsb le seguentioperazioni conducono adun sistemaequivalente(con stessa soluzione) : 1) scambiaredue equazioni ;D moltiplicare un'equazione perunoscolare; 3) sostituire
un'equazione con una combinazione lineare della stessa ediun'altra equazione- Ss passa da Ax- b a Anna-

b'"

conÀnitrgsng .
• I-dtoosaazaonew.si fattorina A-LU con l '. trgsnf ,

U : trgny . Il sadomaso soave nel seguente modo: Aa - b»
Lux - b

, posto ysltx si ottiene Lysb - Ss risolve Lysb per ricavare y ; ndo y si risolve Uxsy per ricavare a _
• Pudong . Sofattorina PA - W , josh EM' si ha U- MPA» LUSMÌMPA⇒WSPA

,
il sistemaonsrzoale Ax- b equivale a

Lux- Pb
, posto ys Un si dona ly-pb-sssosdvelyspb.gr ricavarey ,

ndo ysi risolve ltxsyprsoaarrarex .
Comando MATLAB : [Liv ,

P} s la (A) fattoriaazione PASLU
a-A) b metodo eliminazione di Gauss con gsvdtng parziale

METODI ITERATIVI
• Metodi donatori stazionari

.

Axslmtnrsb ⇐ ma - - Nx + b. Dato ✗ '"'
,
si calcola ✗

'""
in modo da soddisfare

✗
""is

- M
-in ✗ ' " ' +M' b , posto B- - M

-' N (matrice d'iterazione)e c-Mi b si ha ✗
'" " is Bx'"+ c

Nel metodo di Jacob si considera se seguente splitting diA : Ast+Dtf
. A D f) e si pongono n- D e NsEtf

⇒BE - D" Ietf)
, su forma compatta xlktds-m-inr.lk' + n-

1 b ⇒ ✗
"""
• d-

' (b - E✗ '"' _ fxlk))
Implementazione su MATLAB del comando di Jacobo : Aib assegnati, Ho assegnato

Msdoagldoagla ) ) ;
ns A- M ;

for ks 1 : m MAX

✗ new - MI lb - N☒ xD) ;
<condizione per arrestare

le donazioni >

✗lo - ✗nervi 9
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3 APPROSSIMAZIONE DI DATI E FUNZIONI
SI applica quando :o) si hanno Iris, ys) si vogliono approssimare con una funzione tale che ys - ftxs)

b) data una funzione la si mole approssimare con una più semplice , come un polinomio.
Data fe F-C

"

fa, b) I spassodi funzioni a dimensioni infinito ) occorre :

b) individuare un sottofondo f-m di funzionidi dimensione fondo ,
come : polinomi algebricidi grado ne Pmldimlpmsmt) ,

funzionipolinomiali a tratti costituito da ritratti Pmi , funzioni sglone di ordine a $2 , polinomitrigonometria t.tw .

d) individuare un criterioper determinare fm E Fm .
come : autoregolazione, minimo quadrato.

56 noto che don F - noelementodella base di Fm - n° parametri che sndoniduafmE F- no condizione da imporre . Nel caso
dell' autoregolazione, le condizioni di autoregolazione sono tanto quanto a modo InxD ,

e il grado massimodel polinomio che
si può costruire è quando n .

don F- n +1

3.1 INTERPOLAZIONE POLINOMIALE
La normadifunzione è Afro - Max lftxil dove la ,

b) è l'intervalloin cuor si vuole approssimaref.
✗C- fa, b)

Doo convergenza . Dati {Fm }m⇒ e {fm} E F-, se Gyong -frutta - o sodio che si ha convergenza /uniforme) di fm a f.
BASE MONOMIALE
sono assegnatisdalttxays.am . . .

,
n ; ns sono dettinodi ; si vuole costruire il polinomiopiùErm che autoregola i dati , tale

che pnlxsisys ;
si serve pntx) nella forma pntx) - È erit " i questo corrisponde a considerare la base suonanoale

Plus spam {1 , Xixi, . .
. ix
" } - la 11 , × ,

re
,

. . .

,
MI - < 1 , × ,

sì
, . . . it

" >
.

Imponendo il criterio di interpolazione si fa pntxs) - ys ⇒ È Cries
" -ys ,

si hanno n ti eq lineari nelle incognite cu ,

che si traduce nel sistema Acsy con A E Pint"
"""'

,
e C- puti

, y C- Anti.
PROP ssa A la matrice di Vandermonde l comando MATLAB Vander ) , se i modi ns sono distinti, si può dimostrare che

A è invertibile .
Se i modi sono distinti, se polinomio interpolante esiste ed è unico, in linea diprincipio i coefficienti si possonodeterminarerisolvendo il sistema lineare Ac -y
J ! polinomio interpolante ⇐ invertebrati di A

BASE DI LAGRANGE
1 sei sk

Ilpolinomio interpolante è nella forma pnlx) - È calato dal lutto) - In
• { o se s $ K - Imponendo le condizioni

kso
d' interpolazione pntxs) - yo ⇒ È calata ) -ys ⇒ co estasi -ys ⇒ cs sys

Ugolinomio lato deve alterarsi intuitoi nodi tranne ✗ v.
, quando la txisaat .ttla-✗n ) - costwww.xi . . . la-✗ ii.IN -✗ riti

. . .
Han)

;
deve anche valere 1 nel modo Nn

, quindi la tivù -costHadtaxi . . .lk:Xmila?#riti . . . IXian) , per cui si
ha

g.µ ,
In H-✗s) Es 3 mado Hoi dè ; tu , µ) ; the , DI

Inter - xD la ex) -
' """ ""d

; Gea) -
""""""i ladri - '

""""""
⇒ pdwsyoldxityldxty.tw

Ha-✗itta- ad Hi-xè Hiki ' www.xd

CONDIZIONAMENTO
Susano ys s dati dell'interpolazione ,

e Tgs - y stato dei datiperturbati sia pntx) il polinomio che sntorgdasdaltys ,
e puto

se polinomio che autoregola sdaltys . Si definisce costantedi Lebesgue An - NÉ laWIll * , dipende solo dai nodi.
ponno -Prix) -È!Yu -Hath ⇒ Iputti -punk& IN / latoHAYEK È!lieto ⇒ npn-pnna-NKNE.llr.HNa ⇒ Npn-Palladino In

Ss ha Mpm -Putta non a

µ papa
⇐ Nn

pyp ,
i
dove " PoiÈ% è la perturbazione relativa sui gelarono,

NN

pyp,
è laperturbazione relativa sui dati,

Npn ha

quindi non funge da nodi condizionamentoper il problema dell'interpolazione polinomiale

CONVERGENZA
DEF Errore d'interpolazione : Ento - fini - più ,

dovefui : funzione da interpolare, più : polinomio interpolante
TH Se f ECla, b) (funzione continua su di b) allora Nenna E 11+1 n ) qnyygyullf - q ha ,

dove II trim) dipende solo daimodi,
11
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µ+già )» : armatura di & nel ×
Se☒ tutte sufficientemente piccolo Clf) èun' approssimazionedella curvatura globale di

fan fa, b) .
Comando MATLAB : a) a -polyfittxiy ,

n ) ; yyspolyvallaixx); × : rettore dei nodi m : gradopolinomio interpolante
b) yysghhatxiyixx); y: vettoredelle ordinate, Ax : vettore dei puntiin cui calcolare la ghisa

I limiti dell' interpolazione sono : interpolazionepolinomiale globale non adatta per n grandi; interpolazione in generale non adatta
per dati sperimentali (moltidatie affetto da errore) .

3.3 METODO DEI MINIMI QUADRATI
si fusa aprono un modelloper i dati an uno spazio di dimensionemltgsaamenlom.cn) : sonom funzioni linearmente

indipendenti fm INsci di txt cadde) t . . . + cm danno
Y ^ serrava la setta formata daipunti fmtxi tale che fa la distanza tra yefm sia la minima possibileUn - •

( sommariamente distanze segui mondopossibile)

% : .

• DEF 8mWè la miglior approssimazione nel senso dei minimi quadrati
i, È In

> ×
non E
can% Homini-È- IgmÈ II.iridato -È - non hac-di:c C-Bm

÷
MAc-Mi è il funzionale quadratico convesso, quando il minimo del sistema è assuntoin corrispondenza degli zeri del

gradiente rifattac-ytl? - lac-D' lac - y) - 2%0Atac + IVY- ytAc)⇒macigni-Atac- My so ⇒Atac - Ny è dettosistema
delle equazioni normali.

PROP ssa MA simmetrica sonodefinitapositiva; se le colonne di A sono linearmente indipendente, MA è simmetrica definita
positiva . Se dritti sono loneaarmentoondigendentte snodo sono distinti, sicuramente le colonnedi A sono linearmente
sndogendenlt.

Gli svantaggi di questo approccio sono : è costosocostruire ATA , Agramante è molto mal condizionata. L'alternativa campi
torsionale è l'uso della fattoriaazione QRIQ : ortogonale, R : trgsy) .

Sesi smgonessero le condizionidi interpolazione Èincaduta)sys to ,
si otterrebbe il sistema sovradimensionato Acsy chenon

avrebbe soluzione in senso classico
.

Questo approccio corrisponde in generale ad un metodo per trovare una soluzione del
sistema sovsadetorminato nel sensodei monismo quadrati .
Il comando backslash di MATLAB risolveun sistema lineare sorsaddormsmaho nel senso dei minimi quadrati; sette a rango
pieno ,
il comando c- Aly fornisce la soluzione del problema .

Comando MATLAB : a)golyfit sedutopolinomiali, vuole smargiasso × : vettore dei nodi
, y

: vettore delle ordinate
,
m grado delpolinomio

b) fst

3.4 DERIVAZIONE NUMERICA
APPROSSIMAZIONE DERIVATA PRIMA

Approssimazione con polinomiodi Saylor arrestata a I ordine con sestodi Lagrange :
ftp.ftxdtftxdfy.xdtffgt.E-sseshds Lagrange , con xsss ×.

Ssa ✗sxoth ⇒ ftxothsftxotf
' that If " Ig) li ⇒gywsftxothi-ftxd.TN

→errore = 01h) con G-EExo ix.+ h]

h approssimazionecon differenzesu avanti

ssa ✗sito- h-sftxo-hsftxd-fhxdhtfgnlg.fi ⇒ ftp.jsfttd-flho-hi-fgryg.pt
→ errore -9h) con 5. E [% - h

,
xD

a approssimazione con differenze all'indietro

Approssimazione con polinomiodi Taylor arrestata al Bordone con restodi Lagrange :
ftx) - ftxotf 'nato-00) + If

"
W la-✗d' t ! f " G) ex- Xo) }

con rxsxoth-ftxothisftxdtftxdhtf.fm/dht%f4&h } {ftp.thtffxo.hsoftxdt?hIJB+)tfMS.I ⇒
con x-xo-h-sflxo-hi-ftxd-ftxdhtfgnlxdh-%f4es.li
go.IN/d-hi-8lk-hi+%1fMes+)tfMes-Nli*
c-→ onore , api)

attesamozione condifferenza centrale

se h viene sceltotroppo grande si hannostime pocoaccurato, se troppogrado si ha cancellazione numerica, il besttrade - off
,}è ha Femtid
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4 QUADRATURA NUMERICA
sia l'integrale definito [ fluida ,

si ha difficoltà nel calcolarlo se :&no è nata soloper punti perfino non è individuabile
una primitiva elementare , ad es fini - up 1- xD ,

che serve molto in calcolo della probabilità quando si gestiscono
variabili aleatorie normali

.

Se formula di quadratura numerica consentono di approssimare l'integrale definito usando i valori difar puntiassegnati
[ ftxdx =È

,
wsfirs) dove ns : mado

,
Ws : poss.

Le formule d'interpolazione sono correlato all'interpolazione polinomiale ,
la quadratura composita all'interpolazione polinomiale

a tratti .

4.1 FORMULE INTERPOLATORIE
Fossalta

,
S - 1

, .
.
.

,
in modo distinto c-[a, b) ,

sia pn . , ho
-È fcxs) lsix) dove esco :S -esimopolinomio diLagrange

associato al modo ns ; se polinomio interpolante f nei modi xs è[ fin da =[ pn.io da -È ftxsif! lstxidn con

wssf! Giada .

Si parla di formule chiuse se a eb sono tra snodo , aperto altrimenti.

FORMULE DI NEWTON-COTES
ses nodi sono equidistanti le formule interpolatae sonodetto di Newton- cola ( quadratura interpolante sumodi equidistanti _
•

ns 1 un solo modo
- rettangolo : se nodo è uno dei due estremi indifferentemente finire poco - fla) ⇒[fai da = ÈÈ f là
- puntomedio : nododato dalla media degli estremi gixrpdx) -giàb) ⇒|!fluidaal b-a) f [%)

Tu ¥
a.
n - 2

,
snodi sono gli estremi

trapezio fino xp, ex) - fia) :-& +8lb) !! ⇒[ finda= b
? Ila) + È Il b) =

b
? Gia tflb))

à à à à
a. ns3

,
i nodi devono essere equidistanti, quando si salgono gli estremi e il punto medio e _

•¥
f.di Cavaliers - Sampson finoa pdx) - fia)

'""H-b)
«a)µ. d)

+f (b) '×
-a)Ho

⇒
la-c) (a-b)

+ f(c)
la -a) la- b)

( b -a) lb - c)

|! finodans !gia+4 b
: fico +

b-•
flb) - bj ( fla) +481c) tflb))6

là ¥, né Tu né :}

Non si ritiene di doverfar crescere I grado del polinomio rispetto a 3 perche si avrebbe un' approssimazione errata , su quel
caso si preferisce alternare una funzione polinomiale attratti.

ERRORE DI QUADRATURA
Def Errore di quadratura . Dato una formula di quadratura l'erroreè Rn -Èfinda- È, WIND ,

considerando la formula
interpolataa Rnsf!Amo- pn.ir/Idx-fabEnlwdx .
Se Rn so la formula di quadratura si dice esatta .

PROP Una formula di quadratura interpolataa costruita su n modi è sicuramente esatta pertutti polinomi di grado - n-1
lento -oltre [a, b) )

Questa proprietà suggerisce un altro approccio per determinare i pesidiuna formula interpolata , fossato modo . So angora
che la formula di quadratura [giàda × fino ftxs) sia esatta su una base dello spazio dei polinomi di grado n-1 ,
1 , × , È,

.
. .

,
✗
n - 1

IN" '

{
Wi t We t . . . + Wn - |! 1 da • b.a

fini= ✗ With t War + . . . + wn ✗n s [ ad× - Il b'- al) sistema lineare din equazioni nelle
°

: noncogito Ws con i -1
,
.
.
.

,
n

☒=×
""

Wille
""

twerk
""

+ . . .
+ Won Kim

'
-[ un-' da - In Ibm- an)

PROP & formule di Newton - cola costruito su n nodi sono esatte per polinomi di grado fino a d- n - 1 sen è pari , e
d-n se nei dispari . 15
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p

5 EQUAZIONI NON LINEARI

Saaf :B→ ☒ ,
si vogliono ricavare le soluzioni ftp.o detto serie radio

.

In generale non esiste una formularisolutiva
,
cioè non esiste un metodo diretto ma soloiterativo . ci sono due aspetti da analizzare : convergenza e velocità di

convergenza .
Il caso non lineare presenta diverse criticità rispettoal caso lineare : la convergenza dipende in modo critico dalla
scelta di no

,
i metodi possono convergere a punto che non sono le soluzioni cercato . Qualunque metodo si intenda

applicare, sarà sempre necessario effettuare uno studiopreliminare della funzione in mododa locali ora leeventualiradici
.

5.1 METODO DI BISEZIONE
TH Esistenza degli zeri per funzioni continue . Sefece[a. b) e flaifl b) < o ⇒ 3- ce la, b) t.c.fr) - e
su questo th si basa il metodo di bisezione : ssa la, b) l'intervallo in aria isolata la radice ✗☒ e m -

•¥
,
si hanno

due possibilità : a) se flm) è discorde con fla) , a* Ela , m]
b) se flmi è discorde con flb) , ✗

☒ E [mi b)
✗
☒ continua ad essere l'unica radice nel nuovointervallodi arroganza dimezzata ; si procedaiterativamente dimenando
ad ogni passo l'anguria dell' intervallo.
L' errore è la - tiri ✗ ☒ le brighe - ba - ao

eµ
, per il th

del doppio confronto oseria ¥¥9 , quindi Gry ex - oindipendentementedall' autovoallo smtzoale .
DEF Il metodo di bisezione è globalmente convergente, poiche la convergenza è sempre garantita , qualunque sia la stima
anszsale della soluzione.

Si
suppone di voler garantire un errore assoluto inferiore ad una certa tolleranza E. Èpossibilestabilire se ne massimo

di donazioni necessarie a soddisfare tale richiesta . Se si garantisce %¥: - E si garantisce e a SE .

Def sia fin } una successione convergente a un limite *. Ssa en star -✗* 1
,
se esistono p> 1 e una costante c>o lo< 1 se

p- 1) tale che GIA %:p = c (⇒ era, - Neri) ) allora si dice che la successione converge con ordine p :

p
-1 convergenza lineare, p - e convergenza quadratica, Kp< 2 convergenza superlavoro .

Se c'è convergenza lineare, Gfg % < 1
, quando -per il th della permanenza del segno- asintoticamente l'errore deve

diminuire monotonocemento Ieri+ , < eri . Il metodo di bisezione non garantisce la deacrescita monotona dell'orig
se

, quando la velocità di convergenza è sublimare .

se METODO DI NEWTON o DELLE TANGENTI
ssa f :B→ ☒ . ✗EA te . fino - e . Ilmetodo di Newton sfrutta informazioni siasul valore difini che dilitio ,

sia ✗ x la
8h ^ stima corrente della soluzione difiato ,

si approssima localmente f conseglimando di layla

⇒Ì di ordine 1, cioè con la setta tangente passante peril punto txn , fini) :
fino a rr.to - fait& irrita-✗ K ); si cercano i punti su cui Ruthsa : ftxntf' lui ti-Xk) - o

i ¥ £ ⇒ ✗sua - &
"")

✗µ: :*
g,µ

con KSQ 1 .
. . _

A ssa felon un intorno della soluzione ✗ *, se la successioneHa } generata dal metodo di Newton converge a
✗
*
e f

'☒$0
,
allora l'ordine di convergenza è 1almeno) p-2 .

It Saafeci[a. b) chiusoe Comitato ,
se :DIla) Ilb) < o
d) fino>oltre[a. b)of

'
nototre[a. b) (nonsi azzera maian [a

, b) )

auf " ho sottoEfa, b)ofHisoltrela, b) ( non cambia segno aula, b) )
ai %%, < b-a e § !%, < b-a

allora fino -0 ha un'unica radice ✗ * in [a, b)e il metodo di Newton converge a à Kaela, b) -
Ttt Saafeci[a. b) chiusoe Comitato ,

se :DIla) Ilb) < a
17d) fino>oltre[a. b)of

'
nototre[a. b) (nonsi azzera maian [a

, b) )
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•Sia {an } una successione convergente a un limite *. Ssa en star -✗* 1
,
se esistono p> 1 e una costante c>o lo< 1 sepsi)

tale che Gfg %:p = c (⇒ era, - Neri) ) allora si dice che la successione converge con ordine p.
Nonè garantito la deacrescita monotona dell'errore , quando la velocità di convergenza è sublimare .

METODO DI NEWTON O DELLE TANGENTI
• ssa an la stima corrente della soluzione difuso ,

si approssima localmente f conseplananoo di bugler di ordine 1,
cioè con la setta tangente passante peril punto lui, fiori) : fino a rr.to - fino+giardinieri; si cercano spenti su cui
Ruthsa : ftxvtf' tu ti-Xk) so ⇒ ✗sua - &

"")

f' (✗µ)
con K so, 1 .

. . .

•ssa felon un intorno della soluzione ✗ *, se la successione {an } generata dal metodo di Newton converge a ✗* e
&☒$0

,
allora l'ordine di convergenza è 1almeno) p-2 .

Saaf Eeta , b) chiusoe comodato
,
se :Dfiaflb) so ; d) fino>oltre[a. b)of

'notataE[a. b)(nonsi azzeraMason [a, b) );
auf " ho sottoEfa, b)ofHisotticheb) ( non cambia segno on Lab) ); di §:L, < b-a e § !%, < b-a , allora fino - o ha

'

un'unica radice ✗ * aula, b) e il metodo di Newton converge a a
* Ho c- fa, b) .

•Si cerca ✗nu tale che ftkitftxwtxw.hn) -o ⇒ F
'www.t.s-ftxrdtttttrdxn ⇒ ✗un

- (f'NNN - Ftxrtxn
.

Per evitare
ilprodotto matrice- rettore Flavia : f' txrj so - flan e ✗un

- Un ts

comando MATLAB : a) faero b) fsobve

PROBLEMA DI PUNTO fisso
• secondo il metodo delle dorate successive o delle detrazioni dipunto fisso, datore di ✗mi dirai
se / d' 1×+01<1 ⇒ esiste un intorno Idi ✗* tale che la successione per} converge sera EI .se/qtx*ip1 il metodo delle
dorate successive non può convergere
si
suppone di trovare la,

b) tale che : si ¢ c-C
' lab)µ) ¢ : lab) → la, b)¥) 7k 1 tale che 101

' txikkttxEla, b) ; allora esiste
uno e un solo punto fossein [a, b) e il metodo delle dorate successive converge adesso tra C- la, b) .
•Ordine di convergenza⇒ ilpromo ordine

di derivato di & che non si annulla su ✗ * .

19
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