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AMALIR IS ORAL ¢ Il teorema

I/ Teorema n o teorema di Buckingham

Ogni grandezza fisica ha opportune dimensioni r:speﬁo alle I.II"II‘|'Cl di rnlsura delle grandezze
fondamentali che per la meccanica sono tre. | fronce W, fonaheasa L, Feompn ™

Adottata la terna M, L, T e le corrispondenti unitd kg, m, s una grandezza fisica Q, della
meccanica avra il seguente legame dimensionale:

|\'J: f .L; - =A \1]‘(\_'.
> Esempio: | B e ESFORENT = DIMENBIOKC
C%r;sid:erlz;n‘onl\a‘ 2ref5mnep: '[p]'__'m_'l poiche B iEks o i
sara

[pl= kgt md. 52

Un discorso analogo si pud fare anche per altre grandezze O, O;, ecc.

D Do Do FONLOMELSTRNE
Quesito preliminare: ," L T M- RERIVATA
é possibile assumere un 'altra terna di grandezze come terna di grandezze fondamentali ?
Ad esempio, scegliere:j;ﬁ L, T, anziché M) L, T ? (e qui se ne & cambiata una sola, M->F, ma

potrei cambiarle tutte e tre)

Si puo dimostrare che se fisso l'attenzione su tre grandezze Q;. Qe Q3 che hanno rispetto a
M, L, T)le dimensioni TERy

r \""
(D)1= || %e B 1B \
<L T ASTER R D0 T
[@1-[1%2 TR=2u8z] SHSUEIRR: 0 -
e 4
. [f_}- -.I D( 3 i% EY \ X’E )
si pud rispondere affermativamente al pr‘ecedenfe quesﬁo se vale la seguente relazione
CETERR | T COEsS oy By & |/ T
EL SISt DIRETTO % B, X% 7! O) > 2T D PaNES VR ! aQ Wik
- & y =" Y (o), \ LYy ESTENE o | -
;j O<3 P"s 5'-3 - FAR 22 OHE OO Jé =K

. - . I —F Dl RiFefirt .
Questo perché, non solo occorre che Q) O, e O; siano esprimibili in termini di L, M e T, ma

attraverso la nuova terna di grandezze fondamentali si deve anche poter esprimere M, L e T.
Per capire questa condizione necessaria e suffluen?e scriviamo
(®s]= [H] NJP] [IE*
(0.]- [T [LIR [TF%
e ne prendiamo i logaritmi | Qs) - [W]% [P [T]%
(Qu] = o, g [M]+ BﬂﬂgL] EJJ?wU U SONT W . S
ig (@)= ot A [M] ¢, dog [L]+%; Ay [T] i *;)‘ Pl Mt s e
Aog [@s] = "‘akgt“_l*?’suj[L]*K Aeg (1] e
Per esprimere . bop [M], &gl L], Lo [T {n- famaione d £eg (@], A5LQ; ], sl @3], excorre che s

Ay B X
A2 B2 Xo | £0O
1 Ay Ba X3
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Il teorema

(1) [P]‘ [\P]q[]—]b ’-U]c

di dimensioni a, b, c.

Poiché la terna p, L, ed U & dimensionalmente indipendente, una relazione del tipo (1), vale per
qualunque grandezza, nessuna esclusa. Gli esponenti « ,b, ¢ cioe le dimensioni di u (in questo
caso) rispetto alle unita di misura di p, L, ed U si determinano scrivendo

KBJ_ m‘-»l‘ 3'.& i (Kg m_3)8. mb‘ (m.:{‘L)c

e quindi e &
4= -da+b+e
T

dasenia =1, b=l =1
Allora il rapporto tra u e P 1t U € Oh NOMXO PUrO.
UNE SEeAE it
Sia y una grandezza fisica che compare in un fenomeno fisico, funzione di altre g}gmndezze:
F ENIO
y = \Q(®4|®z;@3,®4|®5) M4 A
1 2 2 I i
GEOHMDL. ok .

nell'ipotesi che O, 0., e Q;)siano della stessa specie di quelle assunte per costruire la nuova
terna di grandezze fondamentali e quindi siano dimensionalmente mdlpendenh possiamo

SCF‘[_VET‘_S?- e o f»'«;(, N HODD TTC. \d 2D fLsn. A, ORI
: ] Q 4 5
{ L‘j m(G)-leziQ%;——_@»_—-— Qz Qfaf .______.[;2_——6-(95@1
& A —‘\'Jd o{5 bQ L
[ 3 '\) < "}(’ Q Q & Q GP
2/ _ QA teens ' i 4
“ H . ADIHEDIONH D

in cui 0{4:@4!254 oMo X0k in I‘ntﬂo e T4
R _
sla oh uvero Puemo —4 Ny
QJdd Q&ﬂu Q_;&t

e or, Pn, ¥n O wely in ede Che
D —— sian 0N Noers PO —» Neg

Q«us Qzﬂb QBGP’

Potremo allora scrivere
i -‘_- o, r

conuiniodo ontto, (s, NORHAWDD A
?{:ﬁ-nrg e _t P [/ % Q (@/% QSJ N‘“ 5) _ A1 p) S wl\r u“‘“}f (

moN [__f-'_‘s‘.-‘,‘.'. WD

. ) - - [’ ( ‘-‘ ! 0 [\ ’
La precedente si pué trasformare nella forma e Kot s LR CAOED X0 M= MERNON 3
4 oly Py ¥ )
'Q.J 'Qz '®3H= ? (®4a®a;®3;N4!N‘5)

QU QY @™
concui oly Bd U4 om bﬁ&(jh in medo dhe ADIMERY
sia On nomero PUQ — Ny _
Q oly Q [EN Q3 QTH' Qaﬁg'stﬂ

Il primo membro dipende dimensionalmente da 0,0 O; secondo il prodotto®; per omogeneita
dlmensmnale la dipendenza del secondo membro da 0,0, Qs deve ridursi al prodotto
ng Q, Ro Q&‘* Po&aam allora scrivere

’ NH'Q-r _sz&y_ G)sxﬂ = Q'lgy‘ Qzau'Qagg‘(P(N“fNG)
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Il teorema
ho) )

ESEMPIO

sia F= PP OUDR) ng Pormn trsocaha i Newten (MY,

g, D
Sceghaﬁ'\ao come grandezze indipendenti. Sono effettivamente indipendenti perché con esse
non & possibile scrivere un numero puro.
Scriviamo

F (& LS ___/L"____. o) B 3
Frore P OR = g (e ggE s MO YY)

Calcoliamo - &, % e oy, Pi) %4 in modo che

. - =
pLOR D ¢ FFOR S

siano due numeri puri.

Dato che:
(F1- gt w872
[P« wg'm>®
[O]= md.57¢
(D)= m

pOSSIGmO scrivere:
) glels? = Kg™.m

SERN
{ d= =3+ B Y e Ejg
e 5= 2

2) %4.“‘_4‘5__’5 & @%J‘M-Sﬁ,‘mﬁ_ts—ﬁd‘ m‘s:{
d=d .
N R T T ‘ézj
e —_ﬁlﬂl %9= 4
Risulta quindi: F 4 pid ad
____$ TE f"’ b2 ( ; ﬁ‘_U_—*b P .U,b)
PO 7

Il primo membro ha le dimensioni di una forza, infatti il prodotto‘ha le dimensioni di una
forza. Per omogeneita dimensionale anche il secondo membro deve avere le dimensioni di una
forza. Risultera quindi:

Frorg PUONDT = ploot ()
con N QUL
1= pub P ‘F:DLL LP(M)
n=>5 Fres
m=3,

quindi numeri puri = 2.
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Xr SR S o e
\\_/ ~ N

(3 1) (B H8D 1) teorema applicazioni
L v

F & anche funzione della dimensione della perturbazione superficiale indotte dal movimento
del corpo.

In questo caso si deve considerare anche la GRAVITA"
F- 9(pUD ) RESTSTENZA D'ONDA

Prendendo come terna fondamentale

i= I J)U.U‘a.b“)‘>_: (‘PI(?E_
gt $ g
L'argomento della funzione al secondo membro ¢& il numero di Froude Fr. Possiamo quindi
scrivere:

er= ¥'(F)

Se il corpo & a profonditd intermedia, intervengono sia u che g. Quindi

F“CPCS)’U" b, ﬂ f}.‘)

e si avranno #-3=3 gruppi adimensionali:

Cpvs U'(FU Qe)

In questo caso si avrd resistenza d'attrito, resistenza di scia e resistenza d'onda.
I risultati sperimentali si riportano in coordinate spaziali e non piane.

-

Immaginiamo di dover valutare il coefficiente di resistenza di un corpo che avanza nelle
condizioni viste,

Questo coefficiente di resistenza Cr pud essere funzione di Re, del solo Fr e
contemporaneamente anche di Re.

L'ideale sarebbe fare delle prove con il corpo reale, ma questo spesso & impossibile perché il
corpo verra realizzato solo quando le sue caratteristiche al trascinamento saranno certe e
saremo sicuri di non doverlo modificare. Si eseguiranno allora delle prove su un modello il cui
costo non & eccessivo.

Immaginiamo che il modello si debba costruire rispettando una certa scala geometrica 4, ad
esempio 1/30.

> Se Cr dipende solo da Re, in modello e in originale dovremo rispettare tale numero
\Pﬁ‘ Oe’ bt: - \Pm' Dm' Ul’h
o P
8

——

J
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Il teorema m: applicazioni

Ma, in genere, il liquido non si pué cambiare, Po=fm, Moo= . Ror o

cioe 4
%m*oo‘a.

Riducendo in modello le dimensioni del corpo, nelle prove su modello questo deve avanzare pid
velocemente per rispettare Re.

> Se Cr dipende solo da F7, si avra analogamente

Uo - Um
cioé Jﬂ‘& R
' Om _ JOm_
da cui o s

i

(_)m—_- L}UJ ‘f;)’ﬂ-

> Se Cr dipende da Re e da Fr e lavoriamo con lo stesso liquido in modello e con

l'originale, per rispettare le due condizioni

Om. _ D Om _ VO
o S S -~ ) -~
deve essere\X. Questo significa che devo lavorare su un modello uguale al prototipo, quindi
lavorare in scala 1:1.
= bm
Per soddisfare le due relazioni, senza avere ¥ occorre lavorare con liquidi diversi in modello e
nell'originale. %

Devo avere J)DL)DBQ . M’L L)“__ < SOn
Ho }'-{I"" L(ﬂ_E: v m
UeDo o Ondm
Uo Om

On_ . Dy = Ymn
O By W

Ricordando che .

B Dy Y _, (m)a!"':% iy %a

-\ O;
= b G D S5 (U’@L)Qs e - (R

L=}

Lavorare in modelli con liquido diverso da quello dell'originale ci permette teoricamente di
soddisfare le due relazioni (*).

In pratica € impossibile soddisfare le due relazioni perché & molto difficile trovare un liquido
da utilizzare in modello che ci permette di soddisfare la

(R (W7
con scale delle lunghezze plausibili.
A=4/30 ,
Se, per esempio, ', deve essere ( g_)i’-‘/z - U
20 Nrd

U = Vo (’2{25)3/2 = QOO&d - Yo

Se WtA0CmYs (acque. a 20°C), Up= 6,440 “ w5,
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Dispensa 3

DISTRIBUZIONE DI VELOCITA PER IL MOTO TURBOLENTO UNIFORME IN
CONDOTTO CIRCOLARE

Consideriamo una tubazione del commercio: se esaminiamo la sua superficie interna vediamo una
situazione come quella in figura.

Q
—)L—“WWJ‘/\WW\-M

La superficie interna presenta delle asperitd che sono pili 0 meno pronunciate, inclinate in modo
casuale, un po’ nel verso della corrente, un po’ nel verso contrario alla direzione della corrente.

Per ogni condotta noi possiamo definire un parametro che viene detto scabrezza della condotta ¢
in genere viene indicato con &. Cos’¢ ¢ ? ¢ ha le dimensioni di una lunghezza, ¢ un parametro che
deve essere valutato per via idraulica.; £ non & né I’altezza media delle punte, né il valore massimo,
né il valore minimo di tale altezza. & tiene conto dell’altezza delle punte, ma anche del loro
orientamento secondo la corrente o contro corrente.

Q

AMAMNNNANNY ~

NANNANNNNNNNNNNNNNNN

Le scabrezze delle due tubazioni riportare in figura sono diverse.

Nikuradse ha sperimentato su tubazioni rese scabre in modo artificiale incollando sulla parete
interna della tubazione dei granelli di sabbia a diametro costante.

0000000000000000000 N

-
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Dispensa 3

D R .
Consideriamo il rapporto —; tale rapporto vale 2 sull’asse e tende all’infinito alla parete; il
Yy

tende all’infinito alla parete e a valori molto piccoli verso il centro, analogamente

rapporto
Y u,

£
accade per —.

Dly

Supponiamo che esista una zona lungo il raggio, gia esterna allo strato di moto di transizione, in cui

D . ; o - £
— sia ancora molto grande in modo da non provocare alcuna variazione di — e invece e —

y U, yu., y

siano gia talmente piccoli da non influire sul valore di — : abbiamo supposto quindi che ci sia
u,

autosimilitudine completa nei tre parametri. Scriviamo quindi, secondo la simbologia
dell’autosimilitudine:

M ®(e0,0,0)=c
Us

L 4 bl ; U
La precedente dice che se fosse vera I’autosimilitudine completa, nella zona considerata —
u.

sarebbe costante; questo in totale disaccordo con i valori sperimentali che denotano una crescita

della velocita dalla parete al centro. Ne risulta che lavorando sulle U non & possibile considerare
I’autosimilitudine completa nei tre rapporti adimensionali. In particolare non si pud considerare

e £ . Infatti noi sappiamo che il fluido
yu. y

¢ viscoso e per questo aderisce alla parete dove le particelle hanno quindi velocita nulla; la velocita

¢ massima in centro. Esiste quindi un gradiente di velocita che ¢ massimo alla parete e nullo in

centro dove I’effetto della viscosita ¢ sempre molto debole. Dire che c¢’¢ autosimilitudine nel

I’autosimilitudine completa nei rapporti adimensionali

parametro vuol dire trascurare I’effetto della viscosita e in particolare I’effetto della parete

Y U
dovuto alla viscosita sulla distribuzione della velocitd., Per un tubo di scabrezza assoluta &,

considerare autosimilitudine nel rapporto — wvuol dire non considerare 1’effetto dovuto alla
y
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