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Teoria della misura

Argomenti della lezione
Premessa
< Osservazione scientifica e logica della sperimentazione

Grandezze fisiche

< Definizione operativa, unita di misura, analisi dimensionale

La misura

< Definizioni, incertezze di misura, caratteristiche della misura e degli strumenti

I numeri...
< Prefissi e notazioni, cifre significative, esempi

Analisi statistica
< Media aritmetica - Distribuzione Gaussiana

Propagazione delle incertezze
< Somme e differenze - Prodotti e quozienti - Funzioni di una variabile

bl

di dati e ri
< Uso di grafici — Linearizzazione - Metodo dei minimi quadrati

Teoria della misura

Osservazione Scientifica

Quanto & alta la torre Eiffel?

. Qual & I'eta dell'universo?

E’ piu beilo un quadro astratto o uno figurativo?

E’ pili veloce la luce nel diamante o il suono nel ferro?

Profuma pit una violetta o una rosa?

E' pits caldo in cima al Cervino o accanto alle piramidi di Gizah?
E’ pit musicale un /a (440.0 Hz) o un do ( 261.6 Hz)?

NO O A O N

Sono tutte domande che ¢i possiamo porre

#a_ nande: quelle suscettibili di una
nspnﬂa..mamnalma (1, 2, 4 6) mm&unmmmmmmo
dopo aver stabifito uoa opportuna unita di misura.

< El-difficile bilire—Lunita di_misura_di_hellezza__di_profuma o _di_musicalita
(anche se e possibile stabilire relative scale).

Teoria della misura

Metodo sperimentale (galileiano) Premessa |

“Dal mondo del pressappoco all’ universo della precisiope”

Strumenti Metodo )

sasbi Individuadione della problematica
< Schematizzazione: concetto di model ipotes

“una navigazione senza bussola’ ¥
&  Misura Previsione da verificare

. ) Esperiment per verificars fa previsione

- (azior entale penment pe previ
%+ Leggi Risutati
& Previsione fnterpretazione e condlusioni

i Lipotesi non & confermata; | Llipciest & confermata;

7

Siifuppd di una
teodia

Espenmenti ulterian”
suggent dai isultat

& Panciplo.

Teoria della misura

Teoria della misura

Argomenti della lezione
Premessa
< Osservazione scientifica e logica della sperimentazione

Grandezze fisiche
+ Definizione operativa, unita di misura, analisi dimensionale

La misura
< Definizioni, incertezze di misura, caratteristiche della misura e degli strumenti

i numen,..
% Prefissi e notazioni, cifre significative, esempi

Analisi statistica
% Media aritmetica - Distribuzione Gaussiana

Propagazione delle incertezze
< Somme e differenze - Prodotti e quozienti - Funzioni di una variabile

Presentazione di dati e risuitati
< Uso di grafici - Linearizzazione - Metodo dei minimi quadrati

Teoria delia misura

Quello che la fisica é

O Sperimentazione sulla natura a tutti i livelli, dai complessi ai pii elementari,

effettuata partendo dalla nozione di .misua. (quantitativa, riproducipile) e dalla
a fisica attraverso il processo di misura

(tenuto conto degli errori siste i e delia lita
dell'apparato)

Teoria della misura

Logica della sperimentazione (1)

-)

= osservazione di un processo, di up fenomeno. o di una
operazione

Teoria della misura
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Misura: definizione operativa di grandezza

le; per parare di grandezza fisica

H-pi dimisura & ¢ fond

Esempi: massa, forza, lunghezza di un segmento, durata di un intervallo
temporale ...

di misura

/,G:gi Ag [G]’- uniti
grandezza . ™~

misura incertezza

G: grandezza, g: numero puro che esprime il rapporto con f'unita di misura [G]
Esempio:

lunghezza = 3.5 metri

Teoria della misura

Unita di misura delle grandezze fondamentali

ione d

Teoria della misura

Dimensioni delle grandezze fisiche Grandezze fisiche &
O una lunghezza, uno spessore, una distanza, unc spazio percorso Ax sono tutte
grandezze fisiche omogenee con una lunghezza, cioé hanno tutti la stessa

dimensione che si indica con [L] — si prescinde dal valore numerico

0 allo stesso modo una qualsiasi superficie (cerchio, quadrato etc.) &€ omogenea
con il quadrato di una lunghezza e si indica con [L?] — sia 15 km?2 che 0.7 ym?, etc

O il tempo misurato a partire da un istante iniziale t; ed un intervallo di tempo t
sono omogenei con un tempo: [T]

QO in generale in meccanica:

[G]=[L"M'T]__cona, B,y = (+v,%,0)

Q tutte le relazioni in fisica devono essere dimensionalmente corrette; qualsiasi
sia la combinazione di grandezze che compare nella relazione, ie dimensioni a dx
dell'= devono essere le stesse di quelle a sx deli'=:

V= [sf] = [LT]

Teoria della misura

Sistemi di unita di misura

Non & conveniente scegliere un’unita di misura per ognuna di esse. Conviene
invece sfruttare le correlazioni tra le varie grandgzze, fissare unita di misura
solo per alcune di esse e utilizzare le suddette correlazioni per definire le altre
unita.

ali-lunghezza |
Teoria delia misura 14

Teoria della misura

Sistema Internazionale (S.1I)

Grandezze Unita Simbole
Fondamentali Lunghezza Metro m
Massa Kilogrammo . | kg
Intervalio di tempo Secondo s
Intensita di corrente Ampére A
elettrica
Temperatura Grado kelvin | K
Intensita luminosa Candela cd
Quantita di materia Mole mol
Suppl " Angolo piano Radiante rad
Angolo solide Steradiante | sr

Teoria della misura

Grandezze fisiche @g

innale delle relazioni fisiche™ "~

Equazioni dimensionali

Lo ] di fare I'analisi di

& detto il
contrario)

L'analisi dimensionale consente inoltre ia conversione delle misure da un sistema di unita
ad un altro E

Esempi .

" Controllare dimensionalmente I'equivalenza tra impulso ¢ quantita di\

moto .

* = 4 impulso: [F §={MLT2[T}-[MLT]
.’;Fd{ J:E dmv) quantita di moto: [mv}=[MLT} OK!

.

.'/ \\
Supponiamo di voler esprimere in kmvh la velocita di un’automobile !
che viaggiaa 12.5 ms'. :
Poiché 1 m= 10%km e 1s=(1/3600) h

-3
v=i252 21p5 L0k
.

—————=125.3.6km/ h=45km!h
(1/3600)h PR

kN
Teoria della misura
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La “misurazione” Errori vs. Incertezze 1/2 La Misura

Una misurazione singola non coincide con il valore vero della grandezza
misuranda: ammmmwwmwm

| due termini errore e incertezza hanno un significato distinto nella teoria e

{ nt ! g
modlficabtie, “anche quando non ci sono Norme Ufficiali che le pratica della misuazione!
definiscano & opportuno darsele

In altri termini:

: deve quil > Errore 2> implica la conoscenza di

25 26

Teoria della misura Teoria della misura

Errori vs. Incertezze 2/2

Valore vero:

Incertezza ditipoAe B

il (determinativo)

Le incertezze di misura sono classificate in due gruppi distinti:

alirpa ione di sifec e tamicliore. stima i — Iipo A: Sono le Incertezze che si possono valutare ed
(va!oredlun mtenutoda una misura ntenuta i ibile), .appure eventuaimente ridursi con mgxgg! ﬁlaﬂﬂig‘, e sono cioé
e ) per i incertezza & nulla o trascurabile.

Ques&o ummo & ﬂ caso d

fondamental. prodotte da effetti di tipo casuale.).
~ accelerazione di gravita: 9.80665 m/s? (valore esatto)
— velocita defla luce nel vuoto: 299792458 m/s (valore esatto)

- costante di Boltzmann:

1,380 6503(24) x 102 JK* (valore esatto)

Nota: per “errore” (“error” in inglese) non si intende "sbaglio” (“mistake” o “blunder” in IMM"
inglese) ma lo scarto inevitabile fra il risultato di una misura ed il valore vero del
misurando.

mﬂizzeremo come sinonimi § termini “incertezza” ed “arrore”, per conformita con il
e

N i = — 27 28
Teoria dena misura Teoria della misura

s gx . - I
Incertezza di tipo B Misure precise ed accurate Lamisura )t
dalla teoria delia misura basata sul valore vero si usa AR

Grandz accuratezza

distinguere fra le cause di errore quelle di natura casuale )
(A) da quelle di natura sistematica (B).

”:\
/

1| Piccis awsrtereat (ghondie precisiones

-
\S

MisuraA=(100+5)m

PR . It tiro al bersaglio pud chiarire questa binomia: coipi i
= dati di misure precedenti raggruppati ma lontani dal centro indicano un tiro preciso | / /7 i\x Grande accueatezza
. . . . - ma non accurato, colpi dispersi intomo al centro indicano  H-{-&831-1 | Grande T
= esperienza o conoscenza circa il comportamento di materiali o e o e e o oot e | (\'@ | G oot s prsiiond
strumenti al centro indicano un tiro preciso ed accurato. o

" Misura B =(100£12) m

. Supponiamo di avere un bersaglio e di sapere che il
= specifiche del costruttore

valore vero ricada al centro di esso (zona biu)
» dati di taratura o di altri certificati , (AR
) . . . £ - | lecola incertezza tgrande preciionsy
= incertezza assegnata a dati di riferimento presi in manuali o banche //A \\//}/
i ihli H i { e MisuraC ={50:5)m
dati e bibliografia scientifica \,/ T valore vero=100m
= previsioni circa le variazioni di grandezze d'influenza o della \L/ ‘R\\ —
grandezza d'ingresso stessa (es., comportamento dinamico). . { ﬁ ) 34 Gronde ineertozza scarsa precisionch
Eseguendo una misura possono verificarsi i 4 casi ‘& N J
rappresentati a destra, dove ogni punto rosso & una ~i Misura D = {50 + 12) m

misura fatta sul campione.
29 30
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Ripetibilita

Grado di accordo tra i risultati di successive misurazioni del
medesimo _misurando, ottenute nelle MEDESIME condizioni di

misyra_

Condizioni di ripetibilita:

= | a medesima procedura di misurazione

= || medesimo operatore

= li medesimo strumento di misura, utilizzato nelle stesse
condizioni

= La medesima collocazione spaziale

= Ripetizione delle misure in un tempo relativamente breve

37

Teeria della misura

Discrepanza

Esempio: misura di una resistenza elettrica

Due operatori misurano la stessa resistenza ed ottengono (40 + 5) ohm e
(42 + 8) ohm

La discrepanza (42 - 40) ohm = 2 ohm & minore dei loro errori

le 2 misure sono

Nel caso in cui si ottenga (35+ 2) ohm e (45+ 1) ohm
La discrepanza (45-35) ohm = 10 ohm & maggiore dei loro errori

=l e 2 misure sono inconsistenti

39
Teoria della misura

Esempi: errori in misura indiretta La Misura 4{:@
2. Misura del valore di una resistenza elettrica attraverso

impiego di un voltmetro.
* errore casuale > (strumento)

dipendenza del valore misurato dal rumore termico. Uguale
probabilita di sovrastimare o sottostimare la lunghezza.

* errore sistematico > (strumento)

presenza di una impedenza di ingresso del voltmetro
caratterizzata da un valore finito confrontabile con quello del
misurando. La ripetizione delle misure non evidenziera
questa sorgente di errore.

41
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Riproducibilita

= Principi di misura

= Metodi di misura

= Operatore

= Strumento di misura
= Campioni standard di riferimento

= L ocalizzazione spaziale della misura

= Condizioni di utilizzo dell'apparecchiatura
= Tempo

o

o

oW Wl

Teoria della misura

Esempi: errori in misura diretta

* errore casuale > (operatore)

interpolazione tra due tacche della scala. Uguale probabilita
di sovrastimare o sottostimare la lunghezza.

» errore sistematico > (strumento)

deformazione del righello. La ripetizione delle misure non
evidenziera questa sorgente di errore.

Teoria della misura

Teoria della misura

Argomenti della lezione

p
&

Premessa
<+ Osservazione scientifica e logica della sperimentazione

Grandezze fisiche
< Definizione operativa, unita di misura, analisi dimensionale

La misura
< Definizioni, incertezze di misura, caratteristiche della misura e degli strumenti

1 numeri...
< Prefissi e notazioni, cifre significative, esempi

Analisi statistica
% Media aritmetica - Distribuzione Gaussiana

P d delle |

+ Somme e differenze - Prodotti e quozienti - Funzioni di una variabile

Pr i di dati e ri
% Uso di grafici - Linearizzazione - Metodo dei minimi quadrati

42
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Teoria della misura

Argomenti della lezione
Premessa
< Osservazione scientifica e logica della sperimentazione

Grandezze fisiche
<+ Definizione operativa, unitd di misura, analisi dimensionale

La misura

< Definizioni, incertezze di misura, caratteristiche della misura e degli strumenti
{osemerti,

< Prefissi e notazioni, cifre significative, esempi

Analisi statistica
< Media aritmetica - Distribuzione Gaussiana

Propagazione delle Incertezze

+ Somme e differenze - Prodotti e quozienti - Funzioni di una variabile
Pr d di dati e ri

“ Uso di grafici - Linearizzazione - Metodo dei minimi quadrati

Teoria della misura

49

Anatlisi statistica v_=

Media dei risultati

A

kg

Media dei Risultati Ottenuti

introduciamo le frequenze:

Teoria della misura

12 2o 3 3 2 2
= = = 10— + 11— — + 13—
Nkz_jx"”“ Z;X“N ( R TR R T

51

Nuovamente sulle misure ripetute Analisi statistica C%)
Usando un righello millimetrato
x,=10.1, 11.8, 11.3, 13.1, 10.3, 10.8, 11.2, 12.3, 13.3, 10.2
xfemy T ng

10.1 1 0.2

118 | 1

1.3 1

131 1

103 | 1

10.9 1

1.2 1

12.3 1 101 11,8 13,3 131 10,3 10,9 11,2 13,3 13,3 10,2

133 1 Valori Misurati

102 | 1
Listogramma evidenzia il fatto che tutti i valori sono stati ottenuti con la
stessa frequenza: l'istogramma & poco significativo, perché non comunica
nessuna informazione immediata sui risultati della misura effettuata.

53

Teoria della misura

Descrizione di Risultati di Misure Ripetute ™ **"% {

Misura della Lunghezza del Filo di Sospensions del Pendolo
Supponiamo di aver raccolto questa sequenza di valori di x;, avendo
utilizzato un righello centimetrato:

x(em) =10, 12, 11. 13, 10, 11. 11, 12, 13, 10

s =

Una tabeila sintetizza efficacemente i risultati raccolti

xx{cm)
10
11
12
13

SIS AR R

Dove ny é il numero di voite che ciascun valore x, & stato oftenuto, con

_Z nk—loi

50
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n
W = e glso
%
e £ 2Py ate

Analisi statistica £

Media dei risultati e istogrammi

La media si scrive

ne di normatlizzazions

S Pe=1
k

Rappresentazione dei Risultati

I risultati ottenuti vengono
convenientemente riassunti da
un istogramma, dove le
frequenze Pk sono rappresentate
in funzione dei vari valori x,

Frequenze
o e

°

33 12
Valori Misurati

52
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ST
Analisi statistica ﬁi@

Istogrammi ad intervalli

\’\/
Per rendere piu 5|gmf‘ oauvn gl |stogramm| dn\nduamo la
Vi 0 iLintervallo. Scegllendo4
miervalh possmmo nporlare i risultati in tabella
1 intervatlo{cm} f 10— 11 ] 11-12 | 12— 13 | 1314 l
{eventi nelVintervallo | 4 |7 3| 2

T —— | rettangolo avente
; base A, & scelta in modo taie che

di misure che cadono neilintervalio
slesso.

Py = Pr =

Tk,
N

frazione di misure nellintervallo A,

54
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@

Analisi statistica

Distribuzioni continue

Teoria della misura

Distribuzioni Discrete,
Distribuzioni Continue e Probablita

Analisi statistica (r—

Sul Concetio di Aspeﬂativa nelI‘Eﬁettuare Misure

numero dl misure fatte
> la frazione di misure p(x)dx che secondo l'es

Cco sugmﬁca chela dnstnbuztone Ilmnte p(x) puo essere interpretata
come la distribuzione ( ¢ ta relativa alle misure della
grandezza x, che assume vl ruolo dl una vanablle casuale

Teoria della misura

Funzione di distribuzione normale:

m
€ 101 Analisi statistica [g=ia
espressione analmca RABEL

P =fx)=— \/— x;{ (’;Gx")z} & una densita di probahilita.

x'+Ax
per cui J- . f(x)dx rappresenta la probabilita che la misura dia un
x

valore della grandezza x compreso tra X’ e X'+Ax

fx) X, valore medio!

= N.B. fwf(x)dxﬂ

x' x, x'+d4x X

65
Teoria della misura

Distribuzioni continue

Valori in un Intervalio
_a frazione di valori misuratiche cadonofia x = ae x = b & dal

Queste relazioni non ¢i dicono niente sull’esiio di una singola misura,
ma i dicono qualcosa su quello che “ci aspettiamo” di misurare
quando facciamo un numero molto grande di misure

Teoria della misura

Analisi statistica

Caratteristiche di una Distribuzione Limite

Media o Valor Medio

it valor medio (o valore di aspetiazione} ¥ :1 Mi{x} della grandezza x,
intesa come variabile casuale & definito da:

X=Mixj= [ o xp{xydx

Questa & la versione continua della definizione discreta

X = M| ZXk Py = ZxkpkAk

al limite per n — oc.

. . Teoria della misura 84
Teoria deila misura

Scostamento rispetto ai dati

quantlﬁcare questa lontananza')

YN S 5
px)=f(x)= Ux/_z—;l'_ cxp[ 207 :i

Il parametro da considerare ¢ la varianza (o dewazrone standard o
deviazione quadratica media) ¢ presente nell

66
Teoria della misura
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@

Operativamente Analisi statistica (e Operativamente Anaisi statistica “@h
Funzione di distribuzione normale o funzione di Gauss < 1l valore pill probabile della misura e

£/Ax n=10000

E_possibiie dimostrare che il valore pin _prohabile la_grapgezza.e.iomilc
cxp[;(;‘r_:ﬂz} dalla_media_aritmetica <x> degli n valori x,, X,,...,x, ottenuti nella sua
20 misurazione ripetuta (fissato il sistema di misural)
1 -(x —xu)l
expl — X, +x,+...+Xx 1<
o227 { 20 <x>=#:_zxi
n nig
X Qualora il numero n delle misurazioni sia sufficientemente grande (N>30) in
*o modo che l'istogramma visto prima possa essere approssimato dalia funzione di

Gauss, il valore medio <x>_ coincide con il valore X, per cui la gaussiana

assume il suo valore massimo.

e variano di caso in caso,

N.B. f(x)=F(x)/n fornisce la probabilita di ottenere un dato valore x della q Ora occorre stimare lincertezza del valore pili probabile! {«)
grandezza in seguito ad una misura.
73
Teoria delia misura Teoria delia misura 73
Operativamente Operativamente Anaisistatistca fxei
H H v o
Deviazione standard La deviazione standard della media A 24

Essa esprime, quindi, una
misura,

Rappresenta..lincettezza. in._una. misura..e..fowmi il iddetiolimite: di
confidenza della misura. Si dimostra infatti che:

-

f(x) - 68.3 % di probabilita che il valore medio <x> si discosti da quello vero per
meno di o,

- 95.4 % che <x> si discosti per meno di 20,

i ¥ i I ! i i g - 99.7 % <x> si discosti per meno di 3o,..
X <>
I xp2s X %o Xats Xo*28
Xo-3s Xg+3s
- - 75 7%
Teoria della misura Teoria della misura
Calcolo dell’errore: Analisi statistica ,\k /
numero di misure piccolo (semidifferenza) S 4
Misura diretta della grandezza, numero piccolo di misure ripetute di x (es. n =
5+10), in alternativa all'applicazione della distribuzione statistica precedente,
considerare la media aritmetica come il valore piu plausibile di x.
1 n
| t intesi <x>==Yx
n estrema sintesl..... ns
Fra gli n valori x; misurati vi sara un massimo xy e un minimo x,,, assumere la
semidifferenza come intervallo di incertezza
Ax =20 "Tn
) L2 I
come F'errore massimo presumibilmente commesso nella misurazione.
X =<x>xAx
77 78
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®

Propagazione: A
prodotti e quozienti W

Propagazione‘ Propagazione delle incertezze \%
somme e differenze <

Somma.dei-quadrati
delle incertezze relative
2. tiche’;
85 86
Teoria della misura Teoria della misura

Propagazione:
funzioni di una variabile

d)
Ay= l{Ax
Esempio: dx
Si supponga di aver misurato x = 4,3 + 0,2 e di voler calcolare y = e" con la relatxva
incertezza xg Q &

d(" =le|=73.7

87 88
Teoria della misura Teoria delta misura

Propagazione delle incertezze f 7 s Propagazione delle incertezze Fﬁ\

Esempio: (prodotto)

Supponiamo di voler misurare Varea S di un rettangolo di cui si sono misurati i La misura dell'area del rettangolo & quindi data da

lati a e b con i loro rispettivi errori Aa e Ab.

S = ab+|AS]

|AS| = (|aAB| +|bAal)

b
Considerando la funzione a due variabili S = ab, e posto che
lnﬁni!zzipn::i ::eordine _ § b _ a—S
S =(atAa)(b+Ab)=ab+(ahb+bAa)+AaAb” cb Ca
Sostituendo a,b
AS =(anb+bAa) et |AS|=(ad|+|bac) IAS| = (bAd] +|adb]) ¢ 185] =1 Ad+ %Abl
O
sfavorevole
89 %0
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Presentazione di dati e risultati

Metodo dei minimi quadrati

dl dover mlsurare due diver. r

Es. lasciamo cadere un corpo da una certa altezza. Tale corpo sara
soggetto all'accelerazione di gravita g. E' noto che al tempo t = 0 esso
possiede una velocita iniziale v = v,, la sua velocita v dovrebbe essere
una funzione lineare del tempo t,

v =v, + gt

tone.& lineare del
y() =A* Bx

dove A e B sono costanti.

97

Teoria della misura

Presentazione di dati e risultati

Metodo dei minimi quadrati

Caso ideale Caso reale

garantito’ che y e X sodd|sfano una relazione

ovranno rovarequmdl le mlghonstlme
dei coefficienti della retta A e B.

99

Teoria della misura

Presentazione di dati e risuitati &/

Metodo dei minimi quadrati
Per far questo differenziamo ¢ sgetto ad A e B e poniamo Ie denvate

uguali a zero:
ob ud
—=-2 —A—-Bx;)=0
Yy El 6% )

a‘; =—2ix,(y, —A-Bx)=0
i=1

i=1 i=i
n ER
A»Zx, +Bin =
i=1 i=l

.
DX,
=l

101

== Equazioni ‘normali’

Teoria della misura

y(x)
- N.B. | punti y;, y5,.....yy SOnO N
e misure della stessa grandezza,
A s “ ma in istanti temporali diversit
| x
Se si misurassero N diversi valori dl x,, ) ST , Xy € i valori

cornspondentl Yo Yoseee

sattamenge su “§ refta

98
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)
Metodo dei minimi uadrati Presentazione di dati e risuitati 2
4 &

¥ o y i C8)

Teoria della misura

Presentazione di dati e risultati

Metodo dei minimi quadrati
A-n+ an:xj =iy,-
i=1 i=1
A‘Eﬁ + BZ xiz = in)’i
i=1 i=1 i=l

Az@xf)-(ig’)—(fz:x, [£5v)

Migliori stime per le
costantiAe B

102
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