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BIOMECCANICA DEL SISTEMA CARDIOVASCOLARE

Lezioni: Umberto Morbiducci
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A causa del gran numero di assunzioni necessarie, le simulazioni non forniscono cio che avviene in
verita, ma rappresentano 1’emodinamica in linea di massima.

Anche se si devono fare tante assunzioni, lavorando su grandi data set di modelli geometrici con
condizioni al contorno specifiche si possono capire una serie di relazioni causa-effetto. Per esempio:
ci sono strutture geometriche comuni? Se si, incidono sulla distribuzione degli sforzi di taglio?

Un distretto molto studiato € la biforcazione carotidea perché ha un flusso molto complesso e puo
essere a rischio di insorgenza placche o di stroke (ictus cerebrale).

Si studia la geometria perché pud essere analizzata e descritta in maniera quantitativa anche a
partire dall’imaging clinico: questo € un approccio di ricerca, ma si sta cercando di renderlo clinico.

VASI SANGUIGNI

Le arterie si dividono in:

e Arterie maggiori (o elastiche): aorta, innominata, succlavia, inizio della carotide comune e

delle arterie polmonari;

e Arterie di medio calibro (o muscolari);

e Piccole arterie (calibro <2 mm);

o Capillari.
Man mano che ci si allontana dal cuore, il calibro diminuisce e la struttura dei vasi varia. Infatti, col
diminuire del calibro non serve pit un marcato comportamento elastico, in quanto serve un
gradiente di pressione inferiore per il movimento del sangue. La dinamica dell’impulso
emodinamico, che all’inizio ha un profilo pulsatile, si riduce con ’allontanarsi dal cuore, fino a
diventare un flusso praticamente stazionario nei capillari.
I vasi sono composti da 3 strati, che ne caratterizzano il comportamento meccanico e biochimico. A
diretto contatto con il sangue ¢’¢ uno strato di cellule endoteliali: a contatto con un qualsiasi altro
materiale, il sangue trombizza. Le cellule endoteliali sono meccanotrasduttori: sentono le forze
emodinamiche e le trasducono in segnali biochimici. Per es se la portata aumenta, aumentano gli
sforzi di taglio, le cellule lo sentono a causa dell’aumento della frizione e mandano segnali tali da
dilatare il vaso. Al contrario, se la portata diminuisce, gli sforzi di taglio diminuiscono e le cellule
innescano un pathway biochimico per restringere le pareti del vaso. Al di sotto delle cellule
endoteliali si trovano, nell’ordine: tunica intima, lamina elastica interna, tunica media, lamina
elastica esterna, tunica avventizia. Ogni strato si riconosce dall’analisi immunoistochimica.

lume —. -
tunica intima ~

lamina elastica interna —

tunica media

lamina elastica esterna a4 e e |

tunica avventizia / i ' lyh’

1 Z Z L] -
Lo spessore di media e intima insieme & misurabile con gli ultrasuoni ed € usato in clinica, in
quanto e un fattore di rischio. Se lo spessore ¢ alto, ¢’¢ rischio di sviluppo di patologie vascolari: se

lo spessore € maggiore di un dato valore (circa 0.27 mm), allora il paziente viene considerato a
rischio. Questa é una estrema semplificazione e infatti ci sono molti falsi positivi e falsi negativi, in
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USA. L’AS causa inoltre una varieta di altre patologie meno gravi, tra cui 1’ischemia cardiaca
cronica, la cancrena agli arti inferiori, I’encefalopatia ischemica, aneurismi e stenosi aortici ¢ renali.
Cio incrementa al 50% sul totale il numero delle morti correlabili all’AS.

L’AS ¢ causata dallo sviluppo dell’ateroma, una lesione delle arterie che appare come una placca
rialzata rispetto alla parete vasale interna (intima). Tale placca é formata da un cuore di lipidi
(soprattutto colesterolo esterificato o complessato a proteine, presente in sede extracellulare o
all’interno di cellule), da una capsula esterna fibrosa e da una serie di tipi cellulari, quali macrofagi,
piastrine, fibroblasti, cellule miointimali e cellule schiumose. Se la placca é solo calcificata, si pud
staccare in presenza di forti pressioni, ma in generale e abbastanza stabile; una placca lipidica,
invece, si puo rompere e con la fuoriuscita nel nucleo molle si formano trombi.

ATTENZIONE! L’aterosclerosi ¢ focale. Ingrandendosi, le placche possono coprire ampie
porzioni di vaso. Il fenomeno non é statico: la placca cresce, modificando la struttura del vaso e
I’emodinamica locale. La parete del vaso, quindi, si rimodella, portando a un rimodellamento della
placca e ricominciando il ciclo (fenomeno dinamico).

L’ateroma pud ulcerarsi, determinando lo sviluppo di un trombo in situ che pud impedire
completamente il flusso ematico. Alternativamente i trombi (o frammenti di questi) possono essere
rilasciati in circolo, andando ad intasare vasi sanguigni a distanza e danneggiando i relativi organi.
Infine, aumentando il loro volume gli ateromi tendono ad invadere la tunica media, indebolendo la
struttura dell’arteria, causando il suo sfiancamento e predisponendola all’emorragia.

Secondo 1’ipotesi emodinamica, 1I’emodinamica locale ¢ un fattore di rischio per la formazione di
placche. L’emodinamica ¢ influenzata dalla geometria.

Le placche ateromatiche si sviluppano lentamente per molti anni. Gli effetti clinici sono dati dalla
lesione complicata, risultato di 30-50 anni di sviluppo. Il resto della patologia & asintomatica!

effetti
clinici

STRIA PLACCA
LIPIDICA FIBROSA
Fattori che ifluiscono sulla formazione di placche:

|
. \nrizzonte

clinico

colesterolo

fattori
biologici
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6- Proliferazione di SMC nell’intima e sintesi di collagene;
7- Aumento nell’accumulo di lipidi.
Il danno endoteliale cronico € il punto cardine della ipotesi della risposta al danno. Le due cause
principali di danno endoteliale sono:
e Disturbi emodinamici: il flusso “disturbato” del sangue causa focali aree di disfunzione
endoteliale. Questo spiega la maggiore incidenza delle placche in corrispondenza di osti 0
nei punti di biforcazione dei vasi e lungo la parete posteriore dell’aorta toracica e
addominale;
e Effetti nocivi dell’ipercolesterolemia: sono dovuti a produzione di superossido e di altri
radicali liberi dell’ossigeno con conseguente stress ossidativo sull’endotelio.
Non esiste una definizione precisa di “flusso disturbato” perché non c¢’¢ un riferimento di flusso
“non disturbato”. Come modello di flusso non disturbato si potrebbe pensare a Poiseille, ma non ¢’¢
mai un simile flusso nel corpo; oppure si potrebbe pensare al flusso alla Bigny (?) (flusso in un
condotto curvo) o quello di Womersley (flusso periodico), ma nessuno di essi esiste all’interno del
corpo. Come definizione di “disturbato” si pud considerare un flusso le cui sollecitazioni sulla
parete siano al di fuori del rumore fisiologico, anche se in questo modo il problema si sposta sul
definire il rumore fisiologico.

BIOMECCANICA DEI VASI

La dimensione e la composizione delle tuniche che costituiscono le pareti vascolari si modificano
lungo il sistema vascolare. | principali componenti delle pareti restano muscolo, elastina e
collagene, ma le loro quantita variano. L’elastina conferisce un comportamento elastico alla parete.
Il muscolo consente al vaso di restare in tensione. Il collagene ha un ruolo di supporto. Andando
dall’aorta ai capillari:

. .. . Aot Arterie Arenols imbocco-capilan
e Elastina diminuisce; 252em 1 cm0.1 mm 100-10 pm 30-20 pm
: gﬂ(;fgolo aur_ne_nta: /” N /»-—%? A N
gene diminuisce. i )| ¥ | - b '\( D).
Le arterie di grosso calibro hanno una ‘\\\E___,/' “*xz?:j - —
tunica media prevalentemente elastica. s, = -
Le arterie di piccolo e medio calibro o ool Eﬁ}‘z:‘m I A
hanno una tunica media “* =
prevalentemente muscolare. _ i .
. . f Capillari Vemle Vene Vena cava
Anche le arteriole, che hanno il ruolo di 520 um 20300 um 02 mn1.5 cm 153 cm
regolare la distribuzione di sangue nei —
differenti  distretti restringendosi 0 . / \\\
dilatandosi, hanno una tunica media a o Q l-i-f K{I :'|Ir .'I:
elevato contenuto muscolare. ' % /
La pressione sanguigna € una misura - \“T/
della forza che agisce sulla parete di un A [ . e
vaso: se la forza ¢ elevata, 1’arteria ha hgfi L == e

comportamento elastico. L’aorta deve

contribuire a pompare sangue verso la periferia e funziona come un condensatore (comportamento
possibile grazie all’elasticita). In arterie di medio e piccolo calibro, non serve il comportamento
elastico perche il diametro diminuisce e la dinamica dell’onda pressoria si riduce.

Per le vene ¢ il contrario: le pit grandi sono ricche di muscolo e collagene, mentre hanno poca
elastina. Questo avviene perche la dinamica pressoria venosa é attenuata rispetto alle arterie (minor
gradiente di pressione). Servono, pero, tante SMC per garantire che la vena non venga schiacciata.
Azuma e Hasegawa hanno proposto nel 1973 uno schema dell’organizzazione delle substrutture
all’interno della parete dei vasi:
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stress (kFa)

srain

0s oe 1

Si e fatto un test di trazione circonferenziale uniassiale su provini di arteria carotidea e di arteria
iliaca in condizioni passive e in condizioni tetaniche (cioé quando il muscolo é attivo).

Nell’arteria iliaca il comportamento
varia molto a seconda che le condizioni
siano passive o tetaniche. Si nota una
sollecitazione residua (la curva non va
a zero per deformazione nulla), un
comportamento ascrivibile unicamente
alla presenza di SMC, che induce uno
stato di sforzo residuo nel materiale.
(IMPORTANTE!)

400 kFa

arteria carotide

400 kPa

arteria iliaca

Per i vasi sanguigni, come per tutti i tessuti biologici, non esiste uno stato naturale, cioé uno stato al
quale il materiale torna una volta rimossa la deformazione. In condizioni di esercizio (condizione in
cui il vaso si trova sempre all’interno del corpo) ¢ possibile, invece, definire una condizione
omeostatica, in cui si ha un equilibrio meccanico e biochimico. Questa condizione omeostatica
dipende da eta, fattori genetici, stile di vita, ecc: non e universalmente definita e cambia nel corso
della vita (IMPORTANTEY!).

130 O (kPa)

100 -
20
60
40 -

20

0.05

partire con la prova.
Il test di carico uniassiale a trazione ¢ il piu semplice esperimento che si possa realizzare. Vi sono
due modalita di test:
e Test di striscia: si taglia un campione di vaso (longitudinale o circonferenziale), lo si afferra

a due estremita e si tira. Per rendere la prova biassiale si deve afferrare il provino su tutti e 4

In  laboratorio, prima di
procedere a test sui vasi, occorre
riprodurre  una  condizione
naturale omeostatica: cio viene
fatto caricando ciclicamente il
provino.

(ciclo = carico + scarico).

Notare differenza tra primo e
secondo ciclo nel grafico relativo
a un’arteria!

Con il susseguirsi dei cicli, il
comportamento del campione si
va uniformando: quando non ci
sono piu differenze tra un ciclo e
il successivo, si € raggiunto il
punto di omeostasi e si puo
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pochino piu elastico (il provino si deforma subito, anche per basse tensioni). La tensione di rottura e
piu alta in direzione circonferenziale perché in quella direzione il vaso deve rispondere a una
sollecitazione elevata (la pressione interna del sangue € di 80-130 mmHg). In direzione
longitudinale, invece, non ¢ importante che la tensione di rottura sia elevata perche di solito c’¢ una
sollecitazione minore; inoltre I’arteria € pretensionata, ovvero € in uno stato di sollecitazione (circa
del 30%) anche per deformazione nulla. In questo modo quando ci pieghiamo o ci muoviamo,
I’arteria € poco prona a piegarsi e chiudersi.

Le vene hanno un comportamento quasi opposto: sforzi e deformazioni a rottura nelle due direzioni

sono paragonabili; il modulo elastico ad elevate deformazioni risulta maggiore in direzione
longitudinale.
120 kPa 120 kPa 120 kPa 120 kPa
VEDd
ascellare
150 %
120 kPa 120 kPa 120 kPa
Vena ¢ava Vena VENA Cava
SUPErIore . femorale mferiore — longitudinale
(toraciea) circonferenziale

150 % 150 % 150 %

Nelle vene la pressione € minore (20-30 mmHg), quindi la sollecitazione interna € molto minore. La
risposta meccanica longitudinale & confrontabile con quella delle arterie. Dai diagrammi tensione-
deformazione di diversi tipi di vene, si vede che la tensione di rottura € inferiore rispetto a quella
delle arterie. Per alte tensioni, il modulo elastico risulta maggiore in direzione longitudinale: cio
significa che serve una tensione maggiore per raggiungere una determinata deformazione. Questa
condizione & necessaria a impedire la chiusura della vena in caso di movimenti del corpo, dato che
la pressione interna non é elevata.

Sia le vene che le arterie in vivo sono sempre pretensionate, ma con un comportamento molto
diverso. In situ le vene sono deformate in direzione longitudinale di circa il 100-150%, mentre le
arterie del 30-50%. L’entita del pretensionamento ¢ tale per cui, in occasioni di traumi, I’accidentale
rescissione di vasi comporta la ritrazione degli stessi all’interno dei tessuti circostanti. Il
pretensionamento & dovuto a una specifica esigenza: infatti, poiché i vasi sono immersi in tessuti
generalmente molli e poiche questi tessuti, a causa di movimenti e posture, possono subire rilevanti
variazioni di forma, se i vasi non fossero pretensionati potrebbero formarsi delle pieghe occlusive se
il movimento dei tessuti circostanti comportasse una diminuzione della loro lunghezza. Mentre per
le arterie questo inconveniente sarebbe in parte contrastato dai valori interni di pressione, per le
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inseriti nel modello di Kelvin-Vogit, ottenendo 1I’equazione costitutiva del materiale. Poiche lo stato
di sollecitazione del vaso & molto complicato (tridimensionale e variabile da punto a punto anche a
causa di anisotropia), si devono fare delle ipotesi semplificative. Lo stato di sollecitazione del vaso
dipende dallo spessore della parete in relazione al diametro del vaso. Facendo il rapporto tra
spessore (s) e diametro (d) si e individuato un valore discriminante per poter definire un vaso spesso
0 sottile:

s/d < 0.1 — vaso a parete sottile
Se il rapporto & maggiore di 0.1 il vaso si definisce a parete spessa. Se il vaso € a parete sottile si
puo trovare una soluzione in forma chiusa che descrive la distribuzione di sforzi e deformazioni in
direzione circonferenziale con un errore massimo del 5% (accettabile). Se il vaso & spesso si
ottengono errori maggiori (non accettabili), quindi bisogna cambiare modello.
Valori di s/d per alcune arterie:

ARTERIA s/d
aorta 0.105-0.13
femorali 0.11-0.15
polmonari 0.045
arteriole 1

Spesso la sezione dei vasi non é circolare e si deve definire un diametro equivalente. Tramite
imaging clinico si misura ’area del vaso: da essa si ricava un diametro come se fosse una
circonferenza perfetta.

La teoria dei vasi a parete sottile sottoposti a pressione interna prende il nome di legge di Laplace o
di Mariotte. Si consideri un vaso cilindrico che sia stato idealmente sezionato nel senso
longitudinale. Si ipotizza s/d < 0.1. Si utilizza un sistema di riferimento cilindrico r,0,z: si avranno
uno sforzo longitudinale (lungo z), uno radiale (lungo r) e uno circonferenziale (lungo 60). Il vaso
abbia raggio R, lunghezza L e sezione S.

_— - Si fa I’equilibrio delle forze:
_— \ — \ ci sono forze di pressione che

/ g \ ____f"'\\ r_—\ agiscono dall’interno del
; // \\ ! /{th}\ — 1 vaso e forze di parete che
N\ ] LA _—

! i) - URRY . . .. .
[ - B\ | I;E I impediscono alla striscia di
= s == i 1 vaso di aprirsi.

I :SI _

I Fparcigs =" e o I:pressione =2 Fparete

| < 5 / La forza di parete e data

| SR, dallo sforzo circonferenziale

moltiplicato per I’area su cui
agisce: Fpgrete = 0goSL
L’approssimazione introdotta in questa assunzione ¢ 1’ipotesi implicita che lo sforzo abbia valore
uniforme nella parete indipendentemente dalla porzione di parete considerata (interna, media o
esterna).
La forza dovuta alla pressione ¢ data dall’integrale sulla parte interna della pressione moltiplicata
per la corda Rsen®, il tutto moltiplicato per la lunghezza del vaso:

Vs
Fyressione = f p senf R dO L = 2pRL
0

Uguagliando le due forze si trova:
R
2pRL = ZO'QQSL — Ogg = pT

Si ¢ trovata ’espressione in forma chiusa dello sforzo circonferenziale. A parita di pressione, lo
sforzo di trazione é tanto maggiore quanto piu la parete é sottile.
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dé dé
—0,,rd0dz + (0, + do,,)(r +dr)dfdz — oggdzdr sin7 — (099 + dogg)dzdr sin7 =0
Trascurando gli infinitesimi di ordine superiore si ottiene:

—0,,rd0dz + (0, + do,,.)(rdfdz + drd6dz) — aggdzdr sindz—g — (0gg + dogg)dzdr Sin? =0—

—0,,1rd0dz + 0,,rd0dz + 0,,.drd0dz + do,,.rd0dz + do,.drd0dz — oggdzdr SiTle—g -
doggdzdr sin? — gggdzdr sindz—e =0 —
0rrdrd0dz + do,, rd0dz — 20g99dzdr sindz—e =0—

o drdfdz + do,,vd0dz — oggdzdrdd = 0 —

do}r Orr — Ogo
+ =0

dr r
Ipotizzo che il materiale sia elastico lineare e introduco la relazione sforzo-deformazione:
O =FE & =E—

0'99=E€99=E—
T

Sostituendo quanto appena scritto nell’equilibrio delle forze si ottiene:

d du E du u

- _F—=0

EEE-I_rdr T2

Sviluppando si ottiene la legge di spostamento:

E un’equazione differenziale di secondo grado (equazione di Eulero). Le condizioni al contorno
sSono:

r=2~R, [r=R,
3 du__p {G _ a’u_m
" dr A dr
Integrando 1’equazione di Eulero ricavo:
C,
u=0C -r+—=
-
E sostituendo le condizioni al contorno si ottengono:
. R? "R} R
o R.‘ C P i fll

C, = =t
' E(RI-R?) ' ERI-R?)

Pertanto lo spostamento radiale rispetto alla posizione di riposo del materiale indefromato u é
espresso da:
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ecc). L’insieme degli organi e dei tessuti in cui avviene la produzione degli elementi corpuscolati
del sangue é detto sistema emopoietico.

Tutti gli elementi corpuscolati del sangue derivano da un’unica cellula progenitrice indifferenziata,
I’emocitoblasto, il quale da vita ai vari elementi maturi attraverso diversi stadi di sviluppo e

differenziazione.
‘//‘/Hemocytohlaskl\‘

Megakaryoblast
Myelohlast =2

Lymphloblast Monop\last

&5 ,
> «

Polychromatic P |
th[qblast rog@ioFme
T S
Qj ’ L ' Lymphocyte Monocyte
l Basophil l \ \ 4 -

Eosinophil Neutrophil -

_— P

Enthrocytes g

~ e - z Latl .‘
Pt ‘* £ 9 /’q :" fﬂ d ( - g |
& Ry s (s O
'\\._'.,I,:_‘j—,J ‘!f: = w —— l *"  Thrombocytes
(i N Granulocytes Agranulocytes & &
=2 L 1 pes O
Leukocytes ¥y &

Centrifugando una filaletta di sangue, si divide la parte corpuscolata (cellulare) dalla parte liquida
(plasmatica) e puo essere valutata la percentuale in volume occupata dagli elementi corpuscolati,
detta ematocrito (Hct). In particolare, un campione di sangue centrifugati si suddivide in uno strato
superiore trasparente di colore giallo paglierino (plasma), uno strato intermedio molto sottile di
colore biancastro (globuli bianchi) e uno strato inferiore rosso (eritrociti e piastrine).

Il range fisiologico di ematocrito € molto ampio: in un adulto sano, € compreso tra 38 e 52%
nell’uomo e tra 36 e 46% nella donna. E molto maggiore nei neonati (50-60%) e nelle popolazioni
che vivono ad alta quota (60%; essendoci meno 0ssigeno, servono piu portatori; questo rende il
sangue piu viscoso). In caso di malattie quali anemia o talassemia, I’ematocrito puod essere molto
basso (20-25%).

Le varie componenti cellulari del sangue hanno forme molto diverse. | globuli rossi sono discoidi
biconcavi non nucleati; i leucociti hanno forma sferoidale con superficie corrugata e sono nucleati;
le piastrine sono discoidali irregolari (!!).

I globuli rossi (o eritrociti) hanno un diametro di 8-10 pum e non essendo nucleati hanno una
maggior possibilita di deformazione rispetto ai leucociti. Sono delimitati da una membrana, detta
stroma. La membrana € una struttura complessa, descrivibile come una matrice scheletrica a
struttura esagonale: e la parte della cellula sensibile alle sollecitazioni meccaniche. Se le
sollecitazioni sono troppo elevate, lo stroma si rompe o si pora, provocando una fuoriuscita di
emoglobina. Se si rompe, i suoi frammenti vengono portati ai reni per lo smaltimento, con il rischio
di intasare il sistema renale: bisogna evitare I’emolisi meccanica! All’interno degli eritrociti ¢’¢ un
citoplasma costituito da una soluzione di emoglobina. L’emoglobina ¢ una proteina in grado di
legare 1’ossigeno in maniera reversibile e da sola costituisce il 90% delle molecole proteiche
contenute nei globuli rossi. Senza questa molecola, il sangue non potrebbe che trasportare una
minima quantita di ossigeno, insufficiente a coprire il fabbisogno di cellule e tessuti. Ogni molecola
di emoglobina trasporta fino a 4 atomi di O.
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fagocitaria, la loro funzione principale & quella di secernere sostanze che mediano la reazione di
ipersensibilita (per es fenomeni allergici). Anche i granulociti, come i monociti, hanno vita molto
breve (12-36 ore) e una volta svolto il loro compito vengono distrutti nel reticolo endoteliale di
fegato e milza.

I linfociti sono quei globuli bianchi deputati al riconoscimento e alla distruzione degli antigeni
(agenti estranei all’organismo). Dopo tale riconoscimento, sono in grado di marcare gli antigeni in
modo da farli riconoscere come “nemici” dai granulociti e dai monociti o da altri linfociti in grado
di distruggerli direttamente. I linfociti si dividono in due tipi: T e B. I linfociti T si suddividono a
loro volta in 3 tipi: killer (attaccano gli antigeni tramite sostanze chimiche da essi prodotte);
repressori (0 regolatori, proteggono I’organismo da un’eccessiva reazione immunologica); ausiliari
(invitano all’azione i linfociti B e i macrofagi). | linfociti B, invece, attuano una risposta umorale,
producendo anticorpi (0 immunoglobuline). Ogni famiglia di linfociti produce un solo tipo di
anticorpo, ma 1’organismo ¢ capace di produrre un numero elevatissimo di anticorpi. Se un virus
entra nel corpo, i linfociti programmati per identificarlo si attivano, giungono sul bersaglio,
riconoscono i loro antigeni e si legano ad essi. Effettuato il riconoscimento, i linfociti B si
trasformano per clonazione in plasmacellule (cell che producono anticorpi). In qualche giorno, un
linfocita si clona in migliaia di plasmacellule, che possono produrre fino a 2000 anticorpi al
secondo.

Le piastrine (o trombociti) sono corpuscoli di forma sferica o ovale di circa 3 um di diametro.
Sono frammenti cellulari che originano dalla disgregazione di una cellula madre chiamata
megacarioblasto. Hanno una vita breve (circa 10 giorni) e tramite i diversi fattori in esse contenuti
partecipano al processo di coagulazione del sangue (emostasi) e alla difesa dell’organismo. Le
piastrine, infatti, sono implicate nelle reazioni immunologiche e inflammatorie delle pareti interne
dei vasi e hanno, inoltre, la funzione di bloccare le sostanze estranee che cercassero di entrare nel
circolo sanguigno.

Il ruolo delle piastrine nel processo di coagulazione comporta 3 stadi: adesione, secrezione e
aggregazione. Prima di tutto, pero, le piastrine devono essere attivate: 1’attivazione puo essere anche
di tipo meccanico, oltre che chimico. Quando un vaso si rompe, le piastrine vengono richiamate nel
punto del danno e aderiscono alla parete del vaso (adesione). Successivamente, esse rilasciano le
sostanze che contengono (secrezione), richiamando sul posto altre piastrine che si adagiano sulle
precedenti (aggregazione) e liberano sostanze quali la serotonina, che riduce il calibro dei vasi
lesionati e rallenta il flusso ematico (in modo che il coagulo non venga portato via). Esse, inoltre,
intervengono attivando alcune reazioni della cascata coagulatoria, tra cui la polimerizzazione del
fibrinogeno in fibrina, che intrappola le cellule del sangue e forma il coagulo vero e proprio. Le
piastrine contribuiscono all’insorgenza di fenomeni patologici in conseguenza di disturbi locali del
flusso fisiologico e in presenza di dispositivi impiantabili.

Il plasma e un fluido leggermente alcalino costituito per il 90% da acqua, in cui sono disciolte e
trasportate diverse sostanze di notevole importanza nella fisiologia dell’organismo. Il 90% delle
sostanze disciolte sono

organiche, il resto & costituito Soluto Concentrazione Soluto Concentrazione
da minerali. Le sostanze @& &
organiche del plasma sono  Froteme 3 Urea 03
formate da glucidi (glucosio),  Albumina 37 Lattati 0.1
lipidi (colesterolo, trigliceridi, — Globuline: Ioni inorganici

fosfolipidi, lecitina, grassi), ! 4 Na 32
proteine (globuline, albumine,  «2 7 K* 02
fibrinogeno), glicoproteine, p 9 Ca® 0.1
ormoni (gonadotropine, v 13 Mg™ 0.01
eritropoietina, trombopoietina),  Fibrinogeno 3 Cl- 36
amminoacidi e vitamine. Le  Lipid 5 HCO,- 1.7
sostanze minerali sono disciolte  gpcasio 0.8 50, 0.2
19 Aminoacidi 03 FO, 0.1
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rou  du  odu
ox dy 0z
dv Jdv OJv
ax dy 0z
dw Jdw oJdw
[ox 3y 0zl

Se la viscosita e indipendente dal gradiente di velocita, il fluido si dice newtoniano: p = u(T). Per i
fluidi newtoniani lo sforzo tangenziale e direttamente proporzionale al gradiente di velocita
attraverso la viscosita dinamica (a parita di T):
T=py°

La densita (o massa volumica) del sangue intero ¢ funzione dell’ematocrito (Ht) ed ¢ in prima
approssimazione indipendente da T e pressione del fluido (come avviene per liquidi e sospensioni
ordinarie). La densita del sangue € data dalla somma pesata dei contributi di plasma e parte
corpuscolata (costituita principalmente dai globuli rossi):

ps = (1 — Ht)pp + Ht pgg
In condizioni normali e con Ht = 45%:

— 3
{5” _11%3;50";{‘?9//";3 > ps=1060kg/m®  (RICORDARE!)
GR —

Si e visto che per un fluido newtoniano il legame tra lo sforzo di taglio e il gradiente di velocita
una relazione di proporzionalita diretta il cui coefficiente di proporzionalita & per definizione la
viscosita dinamica del fluido (la viscosita dinamica € una proprieta fisica del
fluido; esiste anche la viscosita cinematica, definita come rapporto tra la
viscosita dinamica e la densita del fluido).
L’unitd di misura della viscosita nel SI & [Ns/m?], spesso indicata come
¥ [Pa‘s]. Ancora oggi, pero, si usa il centipoise, [cP], derivato dal sistema cgs.
1cP=10"Pass
A causa della sua natura articolata, il sangue non puo essere considerato un fluido omogeneo e, a
rigore, €sso non presenta un comportamento newtoniano. Il sangue presenta un comportamento
reologico complesso dovuto al fatto che i vari componenti hanno forme, densita, deformabilita e
densita di carica elettrica diverse, che a bassi shear rate hanno la propensione ad aggregarsi e che il
plasma contiene specie molecolari diverse. Nella pratica, pero, nei vasi aventi diametro superiore a
0.3 mm si puo considerare il sangue come un fluido omogeneo e newtoniano, facendo una
semplificazione valida. Infatti in questo caso il diametro medio di un eritrocita & di almeno due
ordini di grandezza inferiore alla dimensione caratteristica del condotto. Dunque si puo sfruttare
I’approssimazione del sangue a fluido omogeneo e newtoniano fino al livello delle arteriole. Cio
significa che nella maggior parte dei casi si puo considerare la viscosita del sangue indipendente dal
gradiente di velocita: un range di valori normalmente accettati per la viscosita del sangue intero ¢ 3-
4 cP. Vi sono, pero, situazioni in cui la viscosita risulta dipendere da altri parametri: € il caso di
moto in vasi di grande diametro (> 0.3 mm) e a basso shear rate oppure del moto in vasi di piccolo
diametro (< 0.3 mm) e ad alto shear rate.
Per quanto riguarda i vasi di piccolo diametro, se le loro dimensioni sono confrontabili con il
diametro del globulo rosso, I’ipotesi di fluido omogeneo non consente una valutazione corretta dei
fenomeni fluidodinamici che hanno luogo. In tal caso € necessario ricorrere a modelli reologici piu
complessi, in grado di tener conto della parte corpuscolata presente nel sangue stesso.
Nei vasi grandi con basso shear rate i globuli rossi tendono ad aggregarsi in strutture piu grandi, che
oppongono una maggior resistenza al moto e quindi fanno aumentare la viscosita. Come si osserva
dal grafico, per shear rate inferiori a 100 s™ il sangue tende a comportarsi in modo non newtoniano
(in particolare il suo comportamento e quello dei fluidi pseudoplastici) a causa della formazione di

21

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 23 di 88



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 25 di 88

interazione tra le particelle, come nel flusso di Stokes). Nel flusso di Stokes, la caduta delle sfere
(per es dovuta alla forza di gravita) provoca un bilancio di forze che impone la

Fd velocita di caduta:
G Fp = omual
O Dove Fp ¢ la forza di resistenza dovuta alla viscosita del fluido, u € la viscosita del
fluido, a € il raggio delle sfere e U e la velocita delle sfere.
@ Einstein ha ottenuto la seguente relazione:
Pg -Ll:s-:_:::'ra_':.'am = uﬁu.‘.ﬁ;

1-25-¢

Dove c é la concentrazione volumetrica delle particelle. Questa relazione é sufficientemente
accurata per ¢ < 5%, cosa che la rende inadatta a descrivere la viscosita del sangue (la
concentrazione di globuli rossi € molto maggiore al 5%).

Jeffery ha proposto una relazione alternativa che consente di tener conto della morfologia delle
particelle tramite 1’introduzione di una fattore di forma geometrico b come misura della deviazione

dal comportamento sferico.
1+¢

u:a:parur'uw = J"Lﬁr.'r'u’a 1— E? c

I globuli rossi, infatti, sono deformabili per essere in grado di allungarsi in direzione del moto e in
questo modo ridurre al minimo la viscosita. Anche questa relazione, pero, ha un limite intrinseco di
applicabilita: ¢ < 1/b.
Nella pratica, per i calcoli di prima approssimazione della viscosita del sangue viene usata una
formula semplificata:

w, =p,(1+25 Hr)

In cui ps ¢ la viscosita del sangue intero, up € la viscosita del plasma e Ht ¢ I’ematocrito. Tale
relazione € lo sviluppo in serie di Taylor della formula di Einstein troncato al primo termine.
Per tener conto del fatto che i globuli rossi hanno del liquido al loro interno (il citoplasma), é stata
proposta da Taylor un’espressione modificata della relazione precedente.

b t0a |

W, =W, 1—2.5“::—-1"
—+1 |
\ n, )

In cui pr rappresenta la viscosita del fluido contenuto nelle sfere.
Effetto della deformabilita degli eritrociti: nel moto del sangue nei vasi si genera una deformazione
dei globuli rossi che, all’aumentare dello shear rate, tendono ad assumere una forma ellissoidale con
I’asse maggiore allineato nella direzione del
moto, determinando cosi una riduzione della ~ Vieesta (<F)
viscosita. Questo effetto viene detto tank 105
treading della membrana: i globuli rossi si
muovono come un cingolato.
L’effetto della deformabilita ¢ stato studiato ] NP
tramite I’esperimento descritto dal grafico. 10°
La curva indicata con NP si riferisce a un |
campione di sangue intero. La curva NA si

iy
9
H
H
i

10

riferisce ad una sospensione di globuli rossi 1 el |
. . . . . Deformazions
in una soluzione di Ringer e albumina (con 15/
stessa viscosita del plasma di NP) che non .
contiene fibrinogeno e globuline (proteine di ]
aggregazione). La curva HA si riferisce a 1
23 !
| T IIIIIII| T IIIIIII| T IIIIIII| T IIIIIII| T IIIIIII|
10° 10" 1 10' 10°
shear rate (=7}

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 25 di 88



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 27 di 88

e Viscoso:
o Tempo indipendente: T = f(y°, 1o);
o Tempo dipendente: T = f(y°, 1o, t);
o Viscoelastico: si deforma mantenendo traccia della storia precedente.
Un fluido non newtoniano pu0 essere descritto con la stessa equazione di un fluido newtoniano
sostituendo alla viscosita dinamica la viscosita apparente:
T = HUapp y°
La viscosita apparente non € costante e non € piu una proprieta termofisica del fluido, ma dipende
dal campo di moto.

Modello_di_Bingham: non viene usato per modellizzare il sangue perche ne approssima il
comportamento solo per alti shear rate, mentre é troppo

sforzo di taglio (Pa) - grossolano per bassi shear rate.

g ; - Il modello di Bingham é descritto dalla relazione:

] T=Ty+Uz"7
e Si nota che la retta del modello non passa per lo zero, ma
4 ¢’¢ uno sforzo di taglio minimo 1o (detto yield stress) che

va applicato al fluido affinché esso possa muoversi.

2 Se nel campo di moto Tmax < To, il fluido é fermo!

1 — Consideriamo il moto del sangue in un condotto
e L cilindrico circolare di raggio R con ipotesi che il flusso

0 100 200 300 sia laminare e stazionario. Si vuole ricavare la legge di

shear rate (s')  moto.
."“\'
Si fa I’equilibrio delle forze: Il' ",l P
'E-EJTJ'-(.FIZRI'E(_pT—px_dTJZ—TEI'Jd—p(h' ] in D
' dx | i || [
Sviluppando il calcolo si trova: |
dp r \/ T

dx 2
Questa relazione mette in evidenza il fatto che 1’equilibrio delle forze (p ¢ t) non dipende dal
modello di viscosita: infatti per ottenerla non e stata fatta alcuna ipotesi sul tipo di fluido.
L’integrazione dell’equazione differenziale ottenute, introducendo il modello del fluido in esame,
consente di ricavare la legge del moto. La relazione trovata mostra che lo sforzo di taglio che agisce
su una generica superficie cilindrica di raggio r, interna al fluido e coassiale con il condotto, &
proporzionale ad r e pertanto risulta massimo alla parete.
Nel caso di fluido alla Bingham, esistera un valore ro della coordinata radiale per quale la
sollecitazione di taglio e pari al valore dello yield stress.
Per ricavare la legge del moto prendiamo in considerazione le seguenti relazioni:

T = To+ UgY°
o du
v= dr

|  dpr

k te dx 2

Se nel campo di moto non ci sono T > 10, il fluido ¢ fermo. Poich¢ 1 y° piu elevati sono sulla parete
(r = R), si ha che se lo sforzo di taglio a parete Tw ¢ minore di 70, allora il fluido € fermo. Quindi
per avere movimento deve essere:

dpR

Ty= ———=> T
w dx 2 0
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T @)
03
Al variare dell’ematocrito, 1’equazione costitutiva del 50
sangue viene rappresentata come in figura. 025 ﬂ
Tramite gli stessi passaggi fatti per il fluido alla Bingham, . B0 32
si ottiene la seguente equazione del moto: i L
du 1 ( ,' 7 dp || ry dp | s 102
dr e l|‘1||I 2 dx ‘\' 2 dx | 01 oo
Integrando: 005 -
1 dp 5 g — 15 15 ]
H=— R —r? _Z [ (RY 15 )+ 2n, (R—7)
41, d.u[ 3Vvies J+2n ]_' ° I 1

[
AT

Per r < r0 si ha:

1 dp| 8 —.15]
Uy = ———— ——r +2nR——. R
’ 4u- | ‘ T )

Integrando su tutta la sezione, con l’ipotesi che - > —=, si ottiene la portata:

2
= [2mr-u-dr —|_m 1wy -dr +|"'1T.r - dr _—Ld—p'}t* —Erﬂﬂ'"ﬁ"‘ ir R’ —ir,;'}
b 0 o B, dx | 7 3 21
Introducendo la variabile & = %" si ha:
3
0=-E L p()
8, dx
16 .05 4 1 .
F(E)=1=—&% g &
7 3 21
Anche in questo caso si ottiene un’equazione simile alla F()
legge di Poiseuille a meno della funzione F(E). -

Tale funzione rappresenta il rapporto tra la portata in un s L
tubo di un fluido che obbedisce all’equazione di Casson 287
e quella di un fluido newtoniano con viscosita pari alla 27 '
viscosita di Casson, a parita di gradiente di pressione E"‘ I
assiale nel condotto. sl
Si nota che se § = r0/R =1, si ha che F = 0 e quindi il ;1
fluido & fermo. 02 +
Se rO/R = 0, significa che rO = 0 e si vede che F =1 &l

(moto poiseuilliano). W -
Se 0 < rO/R < 1, si vede che 0 < F < 1; poiche F ¢ ' N o
moltiplicata a secondo membro, facendo i calcoli si )

ottiene che a parita di dp/dx, un fluido di Casson ha una viscosita inferiore a quella di un fluido
newtoniano con viscosita pari a fic.

Merrill e Pelletier hanno suggerito ’adozione dell’equazione di Casson per descrivere il
comportamento reologico del sangue a bassi valori di shear rate:

'»."I: =020401738 |—ﬂ

Vo ar

Mentre per elevato shear rate hanno proposto 1’utilizzo di un comportamento reologico del tipo:

27
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Attenzione: di solito n < 1, quindi u(y°) = ; x

y")l‘";

infinito molto rapidamente. Questo e un problema quando si fanno modelli al pc.

se lo shear rate tende a zero, la viscosita tende a

Modello di_Carreau: e ampiamente usato per rappresentare la proprieta di shear-thinning della

viscosita sanguigna.

wi)=p +(u, —p ) i+ (g) ]

In questo caso i1 parametri hanno un significato fisico: p0 e poo sono rispettivamente la viscosita
limite quando lo shear rate tende a zero o a infinito; A ¢ il fattore di rilassamento; n ¢ I’indice di
power-law. Questi parametri sono valutati sperimentalmente a un preciso ematocrito. Per es, con Ht

=0.43si ha:

poo = 3.5 cP;

pO = 250 cP;

A=25s;

n=0.25.

Il comportamento shear thinning mostra alta
viscosita per bassi shear rate; un decadimento
della viscosita all’aumentare dello shear rate (la
cui pendenza dipende molto da n); un plateau
per elevati shear rate (comportamento
newtoniano).

Modello di Power-Law generalizzato; &

Newtonian

Ho

Carreau

basato sul modello di power-law, ma con parametri variabili.

1(1)=2(1) 7 e 2= w1+ o] -

[ 7\
c) 7 )

d

n(y)=n_ —dnmpl—:;l+— mp[ —il}

| parametri sono stati ottenuti da Ballyk tramite il fitting di dati sperimentali. 1l modello consente di
ottenere una miglior approssimazione del WSS nei distretti delle arterie coronarie a basso shear

rate. Per un ematocrito di 0.43:

too = 3.5 cP; 10°F
noo = 1.0; b —  Carreau
A =25cP; S . Ballyk
An = 0.45; - RN e Newtoni
a=50; i1ﬂ="_ N ewtonian
b=3; 3 )
c=50; -
d=4. % \-:k\\
gm'- N
=
1':,: ; - - ' : 11 i - .
10 107 10 10 10 10° 10° 10
shear rate, v (s”)
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diventa una funzione lineare di HF. La pendenza
di questa curva inizia a essere significativa per
valori di diametro inferiori a 110 um ed aumenta
al diminuire del diametro del capillare. Inoltre al
diminuire del diametro si nota che il rapporto
HT/HF diminuisce: cio significa che HT diventa
sempre piu piccolo rispetto a HF.

Un aspetto interessante di questo fenomeno,
messo in luce per la prima volta da Fahraeus, si
evince dal confronto tra HT e HD: in condizioni
di moto stazionario, HT dovrebbe rappresentare
anche la composizione del sangue in uscita dal
condotto. In effetti questo e vero per diametri del
capillare fino a 500 um. Tuttavia in condotti con

HpHg
1.0
22 p

poL e .t ; o

128 p o - T
08| 20p

T5p !
071 59
06|

T
0.5 L . . . .

0 10 20 30 40 50 60

ematocrito della nserva Hy

diametro < 500 pum, il valor medio dell’ematocrito di volume nel tubo HT ¢ minore dell’ematocrito
della riserva HD. Il risultato e graficamente illustrato nel diagramma (ottenuto mettendo insieme i

HI-'HD
1.0
o u]
]
O
L o O
08 | o
.
B [
L] Fahragu: 1029
- Hochreath, Devia 1969
06 — Barbes, Cokslat 1971
DAzchandrs, Oikize 1976
Cokalat 1976
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g Fasktpans 1560
2.7 pm
ﬂi 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 11 1 1111
1 10 100

solo plasma

Diametro del capillare (p1m)

\

1000

dati di vari esperimenti), che mostra come il
rapporto HT/HD vari con il diametro del
capillare quando HF é costante e pari al 40%.
Al di sotto di un certo diametro, il rapporto
torna a salire: infatti ci si avvicina a un
rapporto 1:1 tra il diametro del capillare e
quello dei globuli rossi, cosa che porta ad
avere fenomeni di strisciamento delle cellule
sulla parete del condotto. In questo modo
cresce la resistenza al flusso e i globuli rossi
ci mettono piu tempo a percorrere il
capillare, portando a un aumento di HT.

Il fatto che HT/HD < 1 puo essere spiegato
con il fatto che i globuli rossi non sono
uniformemente distribuiti nella sezione del
capillare, ma si ha un accumulo assiale. In

questo modo i filetti fluidi nella parte centrale del condotto
hanno un ematocrito piu elevato rispetto a quelli in prossimita
della parete; tali filetti hanno anche una velocita maggiore,
pertanto nel serbatoio di raccolta arrivera, in proporzione, una
maggior quantitd del sangue con ematocrito piu elevato. Ne
consegue che il valore dell’ematocrito di volume misurato nel
capillare ¢ minore del valore dell’ematocrito nel serbatoio di

raccolta, in quanto la misura dell’ematocrito di volume non prende in considerazione la dinamica

del fenomeno!
L’ematocrito in volume, infatti, ha espressione:

H, Volume —

J;RH (7 Jrordr

V

L’ematocrito di portata, invece, tiene conto anche della distribuzione di velocita, dando quindi un
maggior peso all’ematocrito dei filetti di fluido caratterizzati dalle velocita piu elevate:

LRH {r]‘-‘[r}]’[rdr

H Portata —
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studi hanno messo in evidenza che lo spessore di questo strato (8), dell’ordine di qualche um, ¢
funzione dell’ematocrito, del diametro del capillare e del regime di moto.
d=193(Q, Ht, d)

Lo strato di plasma svolge una funzione di cuscinetto idrodinamico che tende a ridurre 1’attrito del
sangue nel suo moto relativo in corrispondenza delle pareti del condotto (in questo modo si spende
meno energia). Se il diametro diminuisce, questo strato diviene dimensionalmente rilevante e
influenza il comportamento reologico del fluido che scorre nel condotto.

Si puo fornire una utile analisi quantitativa dell’effetto che —

tale strato di plasma ha sula viscosita apparente sulla base di & T plasma
semplici modelli fluidodinamici. Si consideri per semplicita \\ """""""""
uno strato limite di plasma di spessore 6 e con viscosita pup, \

mentre nella restante parte di capillare di raggio R sia R sangue

presente sangue con viscosita ps. Si supponga, inoltre, che \
il flusso sia schematizzabile come flusso di Poiseuille di due
fluidi immiscibili newtoniani. In questo caso si pud ancora
usare la relazione di equilibrio: e e e e e -

dp r
dx 2
Usando le relazioni gia viste:
o d o
y=-= e 1=
Si ottiene:
du
_ 1 ?ﬁf R- 5 <r<R
dr 22U, dx
du_ )
1P gcr<r-3
dr 2p, ox
Con le condizioni al contorno:
[}':R—E U, =,
|r=Rr u, =0

L’integrazione di questo sistema di equazioni differenziali consente di ottenere le due seguenti
espressioni per la velocita del sangue e del plasma:

i, :Ld—p{}':—ﬁ.:) R-d<r<R
4, dx
u.:ld—p r"—[R—E)‘+[R—b}‘—R' O<r<R-6
T 4dx] 1 M,
Se ora si determina la portata si ottiene:
= 2 nR* d 8, m,)
O= |u_-2mr-dr+ | uP-Em‘-dr:——P 1—[1——] 1——’”]
0 R-5 BIJ.F dx R, 5 L
Se si confronta la Q trovata con la relazione di Poiseuille, si puo definire una viscosita apparente
pari a:
sV, 1)
.uu:-up 1_[1__ [1__PJ
. RJL W,

Si nota che se 8 =0 — pa = ps.
Questo approccio é valido fino a diametri di capillare di 10-20 pm.
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Il fenomeno della riduzione di ematocrito si osserva anche nel caso di un capillare che diparte da un
vaso di dimensioni relativamente elevate. In tal caso la riduzione di Ht che si ha nel ramo laterale
puo essere spiegata con le seguenti osservazioni:
e La geometria dei condotti genera screening di imbocco;
e Nel vaso di origine si ha una riduzione di ematocrito alla parete per la presenza di uno strato
limite di plasma;
e [ globuli rossi possiedono un’inerzia che ostacola la modifica della direzione di moto
necessaria per entrare nel ramo laterale.
Se i due vasi hanno diametri comparabili, tutti questi fattori hanno un effetto trascurabile ed € per
guesto motivo che il fenomeno non si osserva nella grande circolazione.
Un ulteriore fattore che modifica notevolmente le proprieta reologiche del sangue intero in capillari
di piccole dimensioni é la disposizione dei globuli rossi nel capillare stesso. Come € mostrato
qualitativamente in figura, piccole modifiche nel calibro del capillare o nell’ematocrito possono
causare modifiche sostanziali nelle modalita di trasporto dei globuli rossi (questo é vero per i valori
di Ht o di d prossimi alla linea di divisione tra le zone S e M). Nella zona S gli eritrociti si muovono
in singole file ordinate (formando rouleaux); nella zona M si muovono in file multiple.

MECCANICA DEI FLUIDI CARDIOVASCOLARI: PARADIGMI

L’emodinamica ¢ una fenomeno complesso, soprattutto in medie e grandi arterie. Ci sono strutture
emodinamiche che si formano e scompaiono in tempi che vanno da pochi ms a interi cicli cardiaci:
possono caratterizzare 1’emodinamica locale e I’interazione con le pareti dei vasi (anche in modo
fisiopatologico). Non esistono soluzioni analitiche in forma chiusa per descrivere il fenomeno. I
vari fenomeni, pero, possono essere ricondotti a 3 paradigmi, dei quali esistono soluzioni in forma
chiusa:

e Poiseuille-Agen (moto di un fluido newtoniano in un condotto rettilineo);

e Moto alla Dean (descrizione in forma chiusa del flusso di un fluido in un condotto cilindrico

curvo);

e Moto alla Womersley (descrizione analitica del moto di un fluido in condizioni pulsatili).
Questi paradigmi sono una semplificazione!
Nei vasi sanguigni si formano moti spiraliformi (c’¢ moto sia in direzione longitudinale che in
direzione trasversale): la spiegazione di questo fenomeno € di tipo energetico.
Esiste una relazione forte tra siti in cui si ingenerano lesioni nei vasi e le caratteristiche geometriche
dei vasi stessi. | primi segnali di patologia si riscontrano in branching, curvature significative o
regioni con una forte tridimensionalita: sono zone di flusso disturbato.

I medici semplificano tutto calcolando: Q = W%g D*, dove Vuax € D possono essere misurati in
Vivo.

L’insorgenza della patologia coinvolge un amplificato trasporto di molecole dal torrente ematico
alla parete del vaso: si modificano le leggi fisiologiche che regolano lo scambio e il trasporto di

massa tra parete e torrente ematico. Normal

L’insorgenza della patologia €& correlata a una disfunzione lo surface
dell’endotelio.

Anche I'utilizzo di dispositivi impiantabili (per es stent) pud : ___Force acting

modificare gli equilibri fisiologici. F on area dA
Si sta studiando un modo per evitare 1’insorgenza di patologie
tramite un bombardamento con nanoparticelle. ,
Sul lining endoteliale agiscono forze normali e tangenti alla y
parete. Quelle normali sono forze di pressione; la pressione & ,
coinvolta in fenomeni di vasodilatazione/costrizione. Le forze “ B 4
tangenziali sono gli shear stress. - W
Normal stress: o = 7
35 F,

Shear stress: ™ =

— Tangent

to surlace

dA
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dv 1dv p-p _
dr-  rdr uL

()= _p2 AP :
\r{r=R]=D§ vr)=—r fvre +Alnr+B

v(r=0)e i _BP gl 2
1'{:}_ -'I-,&'L {R I )

Il profilo di velocita risultante e parabolico.

s - - —
- L - t i e
b /{; N A\ E T~ _
AR R ETY AR Y T I L v assiale
(&)= 1) T 5 >
I\i\r LN AN / 1 e
o ] - . L
P P2 | ———  parete del tubo

Yelocity ———

La portata e data da:

B
O= | 2mv(rrdr = rR* 252
= F () 8ul
i}

La velocita media e data da:

=__0 1pp _ 1 Viax
V=—=n= 22—y = =
) sur — 2" =0=3

Il paradigma di Poiseuille si basa sulle seguenti assunzioni:

La presenza di una biforcazione modifica il profilo di
velocita; inoltre, a seconda dell’istante di tempo tale
profilo & molto diverso. Per inerzia, i filetti di fluido
vicino all’intradosso non riescono a seguire la curvatura
della parete e si staccano da essa, generando una
regione di separazione del flusso con ricircolo a bassa
velocita. Una situazione simile si verifica nella parete
esterna alla curva, dove i filetti fluidi vanno a shattere e
si ha una regione di ristagno. A causa di questi due

37

Fluido newtoniano. Si e visto che il sangue puo essere assimilato a un fluido newtoniano
solo in grandi vasi con shear rate elevato.

Flusso laminare. Nei vasi sanguigni il flusso & generalmente laminare, ma in alcune regioni
e transizionale, cioé si ingenerano instabilita e di conseguenza si hanno perdite di energia,
tuttavia non e una turbolenza completamente sviluppata. Infatti non ci sono ne lo spazio ne il
tempo per avere lo sviluppo di turbolenza. La comparsa del moto transizionale avviene
anche in condizioni fisiologiche, per esempio in aorta durante la sistole. A parita di numero
di Reynolds, la lunghezza necessaria a sviluppare la turbolenza e maggiore per il sangue
rispetto a un fluido newtoniano per via della sua viscosita. Per avere flusso laminare deve
essere Re < 2000.

Condotto di forma cilindrica. | vasi sanguigni spesso sono ellissoidali e inoltre presentano
tapering, ovvero si rastremano.

Pareti rigide. In realta i vasi sanguigni hanno pareti viscoelastiche e non rigide.

Flusso completamente sviluppato. Nel sistema cardiocircolatorio non ci sono lo spazio e il
tempo necessari ad avere un flusso completamente sviluppato, situazione aggravata dalle
continue ramificazioni, curvature e torsioni dei vasi.

Nessun slittamento alla parete. In realta ci sono le cellule endoteliali che lo consentono.
Flusso statico. In realta nelle arterie il flusso € pulsatile.

Separation
regon
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I flussi secondari sono quantificati dal numero di Dean:
D
Dn = RBE
. . o . : R
Dove Re € il numero di Reynolds, D e il diametro idraulico /

(ricavato come diametro del cerchio di area equivalente alla @~
sezione del condotto) e R € il raggio di curvatura del

condotto.

Per studiare il moto nella curvatura si passa a un sistema di coordinate naturali, definite dalla
distanza lungo il condotto s (ascissa curvilinea) e dalle coordinate polari r e 6. Se si

adimensionalizza, il sistema ha solo due parametri non dimensionali:
e Curvatura adimensionalizzata: § = ~

e Portata adimensionalizzata: %

Se si fa il limite per 6 — 0, il sistema tende a essere un condotto rettilineo, quindi la soluzione
sarebbe il flusso di Poiseuille. Tuttavia se si considerano condotti cilindrici moderatamente curvi (a
piccolo o R grande) e velocita elevate, facendo lo stesso limite le componenti centrifughe non
svaniscono. Se Re ¢ basso, cioé¢ se la portata adimensionale non ¢ turbolenta, 1’equilibrio puo
esssere risolto con uno sviluppo in serie.

”
Uy = Q-u_.-.n—|—(;]"1u, At
ug = Q%ugs n+Q‘Lu.a;u\1 -
o
us = Qus g+ Q% us 1+ Q%us 2+ ..

Si vede che la velocita in direzione r e quella in direzione 6 hanno componenti legate alle potenze
pari della portata; la velocita in direzione s, invece, dipende dalle potenze dispari. Il termine piu
significativo € Qusp, che ¢ il flusso di Poiseuille e compare in direzione assiale. Gli altri termini di
us rappresentano la perturbazione del profilo di velocita che sposta il massimo verso la parete
esterna. Per quanto riguarda il moto in plane, le correzioni principali rispetto al moto di Poiseuille
sono date dai termini con Q?, che descrivono il flusso alla Dean: tali componenti sarebbero nulle in
un condotto rettilineo. Chiamando D il gradiente di pressione, sappiamo che esso ha una relazione
di proporzionalita nel moto di Poiseuille; nel flusso alla Dean, la relazione non ¢ piu lineare, ma si
ha un contributo rilevante di D°.

Q= CoD+ G1D* +. ..
Dove CO ¢ il coefficiente nel flusso di Poiseuille. Significa che per generare la stessa portata serve
pil energia, in quanto serve un gradiente di pressione piu alto.
(se si chiede di descrivere la teoria di Dean, bisogna spiegare come vanno in equilibrio le forze).
A Re molto bassi, cioé

) oo (a)
se le forze inerziali sono

confrontabili con le forze {/“\.\‘ - Flow predominantly
) ' | N m the axial direction
viscose, per es per Re = 1 | | Steady pressure ™~ (almost Poiseuille nrofile
, | , ~._ [almost Poiscuille profile)
(Stokes flow), curvando . [ eradient drives o ‘
il condotto i filetti fluidi \ / flow down the pipe™~~_ 2 R,
non si staccglno mai daI(I;} o < i Centrifugal force
parete e 1l picco di T e AN\ N\ acts towards the
o . , e A ) X, 2 Y - » pine bene
ge}ocnadnﬁlanel sull asie (b} ‘Secondary fow e e TR N outside of the pipe bend
el condotto. In questo it S b
caso le forze centrifughe BT s PN
non sono sufficienti a LN\ T
spingere i filetti. OFE NN
Se le forze inerziali Inside of [ ~——~_~ | Outside of \\{/
aumentano rispetto a  pipe bend | _———>———_ |[pipe bend L\ -
A U el —— |
.\ -\\ :'_\ J (.’ (':
39 A

Dean vortices
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patologia viene attivata da forze emodinamiche e fattori sistemici e biologici. In particolare, le forze
emodinamiche stimolano le cellule endoteliali a innescare pathway metabolici per vasocostringere o
vasodilatare.

Gli sforzi di taglio troppo alti possono provocare lesioni al lining endoteliale, provocando fenomeni
indiammatori e formazione di trombi; inoltre agiscono sulla permeabilita della parete alle
macromolecole (per es lipoproteine a bassa densita e albumina).

Sforzi di taglio troppo bassi, invece, non impongono alle cellule endoteliali una direzione principale
di allungamento, generando una pavimentazione permeabile; inoltre le basse velocita offrono
abbastanza tempo alle cellule endoteliali per reagire con le macromolecole, innescando la
disfunzione parietale.

Aggravating Flow Events

¢ Flow Separation/Reattachment
¢ Low Oscillatory Wall Shear
Vortical Flows

Stagnation Point Flows

High Shear Stress Regions
Hypertension Flows

[.ong Particle Residence Times

/

Abnormal Biological Events Indicator Functions
¢ Endothelial Cell Dysfunction o Wall Shear Stress (WSS)
¢ Injury of Endothelium » Variations of WSS, i.e., Shear
e Enhanced Wall Permeability  |q—» Index, Gradient, Angle
o  Wall Influx of LDL and Deviation, etc.
Monocytes e Normal Pressure Gradient
* Aggregation/Deposition of e Particle Deposition Patterns
Platelets, Fibrin; SMC *  Wall Particle Density (WPD)
Proliferation

v

Blood Vessel Diseases
s Atherosclerosis
e Hyperplasia
# Thromhbosis

(Schema IMPORTANTE!!)

Esistono eventi fluidodinamici di tipo aggravante che sono correlati con una serie di fenomeni
biologici anomali, che a loro volta sono stati messi in relazione con indicatori emodinamici sintetici.
Tali fenomeni portano alla disfunzione vascolare. Gli eventi aggravanti sono:

Zone di separazione del flusso;

Zone in cui il vettore sforzo di taglio cambia direzione durante il ciclo cardiaco;

Zone di flusso con vortici a bassa velocita;

Punti di stagnazione del flusso;

Regioni con sforzi di taglio molto elevati;

Flussi ipertensivi;
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Per ogni punto sulla parete del vaso, quindi, si ottiene il TAWSS (time averaged wall shear stress).
N O
TAWSS = [ [WsS(s.0)]-dt

Il TAWSS é una funzione spaziale: TAWSS = TAWSS(X, Y, z). Da la distribuzione dei valori sulla
parete, quindi & una informazione superficiale (& gia una sintesi).

TAWSS < 0.4 Pa — zone aterosuscettibili;

1.5 Pa < TAWSS < 15 Pa — zona ateroprotettiva (sollecitazione meccanica che non modifica
I’espressione genica delle cellule endoteliali);

TAWSS > 15 Pa — rischio di lesione dell’endotelio (molto rilevante per valori di 25-45 Pa).

I1 TAWSS ¢ un parametro fondamentale nell’ipotesi emodinamica, in quanto bassi valori di shear
stress sono associati allo sviluppo della patologia.

Per valutare il comportamento del vettore in un punto, basterebbe il suo valor medio; le cellule
endoteliali, pero, sono sensibili anche alla direzione della sollecitazione, informazione che non si
ottiene dal TAWSS. Lungo il ciclo cardiaco cambia sia il modulo di WSS che la sua direzione! E la
direzione influisce sulla forma delle cellule, che possono diventare poligonali e sviluppare
marcatori inflammatori. Anche se WSS ¢é alto, una sua forte oscillazione porta comunque
all’innesco della patologia.

Le oscillazioni nella direzione del WSS sono valutate tramite 1’OSI (oscillatory shear index).

i ..T
}nwss (s.t)-dt
OSI=05 |1-| 0<0sI<0.5
|, [VSS (s, D] dt
., v "I

OSI e adimensionale ed € sempre compreso tra 0 e 0.5:

OSI =0 — il vettore non cambia mai direzione: zone ateroprotettive;

OSI = 0.5 — per meta del ciclo il vettore ¢ positivo, per meta ¢ negativo in modo antisimmetrico:

non esiste una direzione preferenziale del flusso (zone aterosuscettibili).

L’OSI, pero, ha dei limiti. Valori di OSI vicini a 0.5 identificano aree a rischio: questo non
§ sbagliato, ma I’indice non ¢ affidabile. Si considerino le tre situazioni

2 3 in figura: la prima ha un flusso puramente unidirezionale; nella

seconda il flusso cambia verso, ma non direzione; il terzo flusso e
: “~ > multidirezionale. Tutti e tre i flussi hanno lo stesso TAWSS pari a 2.5.
/.\ Il primo flusso ha OSI nullo. 1l secondo e il terzo hanno entrambi OSI
A : . pari a 0.367, ma si tratta di flussi molto diversi tra loro! Ci si aspetta
! che il secondo flusso provochi comunque un allungamento in una
direzione preferenziale delle cellule endoteliali, mentre nel terzo le
cellule saranno poligonali. L’indicatore OSI, dunque, non coglie tutti
gli aspetti della multidirezionalita, ma da solo delle indicazioni in certi
casi approssimative. La ricerca si sta muovendo in una direzione in cui
_ si considera meglio costruire un fenotipo di flusso, ovvero usare una
sequenza di indicatori che descriva il fenomeno in maniera pit ampia: per questo gli indicatori usati
per I’aorta saranno diversi da quelli usati per la biforcazione carotidea.
Il descrittore RRT (relative residence time) & una combinazione di OSI ¢ TAWSS. E I’inverso del
modulo dell’integrale sul ciclo cardiaco del vettore WSS, quindi non € un vero e proprio tempo, ma
€ una quantita associata ai tempi di residenza di particelle aterogeniche in prossimita della parete
vascolare.

1 T

RRT = =
(1-2-0OSI)- TAWSS

T
|E“'55[s.t}|-dt
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L’analisi in frequenza ha significato solo se c’¢ un’emodinamica molto disturbata, con una
instabilita ai limiti della turbolenza. Per questo viene fatta negli aneurismi, in cui ci sono WSS a
frequenze molto maggiori di quella sistemica (cosa che puo portare alla rottura del sacco).

Per la costruzione del modello 3D, servono i seguenti dati:
e Portate in ingresso;
e Geometria del distretto.
Le incognite sono le portate e le pressioni in uscita.
Tramite un approccio multiscala si associa al distretto I’impedenza corretta (tramite una rete 0D) e
si puo valutare il valore delle incognite, cioe come si ripartisce il flusso e qual € il rapporto tra
portate in ingresso e portate in uscita (cosa che si pud anche imporre come ipotesi iniziale).
Si comparano:
e Descrittore OSI (si ottengono risultati diversi perché OSI e molto suscettibile alle
imposizioni fatte come ipotesi);
e Descrittore RRT (¢ pilotato dall’OSI, mentre dovrebbe essere una combinazione di OSI e
TAWSS);
e Approccio multiscala.

Riassumendo quello che si e detto fino ad adesso, la teoria attualmente predominante € che le zone
con WSS basso e/o oscillante siano quelle piu aterosuscettibili. Si € visto che la sovrapposizione tra
le regioni delle lesioni e quelle con WSS basso e/o oscillante e statisticamente significativa, ma solo
moderatamente: cio significa che non bastano 1 o 2 descrittori per modellizzare la complessita
emodinamica, ma € meglio costruire diversi fenotipi di flusso, ciascuno con i suoi indicatori.
L’approccio attuale ¢ quello di costruire mappe di WSS o TAWSS tramite simulazioni al computer
per poi individuare le zone piu aterosuscettibili.
Fino ad ora si e guardato solo quello che succede in prossimita della parete, in quanto & possibile
ottenere mappe superficiali che semplificano le informazioni 4D del flusso. Tuttavia si € osservato
che anche le strutture intravascolari (flusso in bulk) contengono informazioni importanti. In passato
era difficile sintetizzare le informazioni relative a queste strutture in quanto esse sono 4D e
altamente intricate, quindi & molto complicato ricavarne un solo numero rappresentativo. In piu
sono meno facili da osservare rispetto alla parete.
Nello studio delle strutture intravascolari & bene ricordare alcuni punti fondamentali:

o Geometry shapes the flow;

e |l flusso arterioso é elicoidale;

e Qual ¢ il significato fisiologico di un flusso alterato?
Il flusso elicoidale & molto importante. E stato dimostrato che pil & elevato il livello di perfusione in
aorta con moto spiraliforme, maggiore € la portata di sangue che si riesce a mandare a reni e fegato.
Inoltre un maggior moto spiraliforme significa un maggior miscelamento: se ci sono globuli rossi
che non trasportano ossigeno, essi vengono distribuiti e in generale non si formano assemblamenti
di piastrine, monociti, ecc. Se 1’aorta fosse completamente dritta, cioé¢ se non avesse le sue
caratteristiche curvatura e torsione, nel momento di eiezione del sangue dal ventricolo si avrebbe
effetto Reynolds: si innescherebbe un effetto diffusivo per la dissipazione di energia e questo non
sarebbe energeticamente favorevole. Nel primo tratto dell’aorta le strutture emodinamiche iniziano
a formare spirali: in questo modo c’¢ meno possibilita che si disorganizzino a fronte degli effetti
inerziali. Le spirali seguono la geometria del vaso e non innescano la turbolenza, in quanto il moto
spiraliforme blocca il trasferimento di energia verso le scale piu piccole. Inoltre il moto spiraliforme
ha un effetto wash out sulla parete: impedisce che si generino zone di separazione di flusso molto
estese, in quanto le spinge contro la parete, allargando il diametro idraulico.
Una miglior comprensione del ruolo della torsione nello sviluppo del flusso sanguigno puo essere
ottenuta tramite 1’elicita, uno scalare che da una misura dell’allineamento dei vettori velocita e
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Si accompagna HFI con la visualizzazione di LNH: in questo modo si mantengono entrambe le

informazioni di intensita e verso. HFI € un indicatore molto potente.
L’elicita, per definizione, eé:

HthdV

Per 1 fluidi ideali (inviscidi), H ¢ un invariante come 1’energia cinetica. Per i fluidi reali (a viscosita

finita) non ¢ cosi, in quanto c’¢ dissipazione di energia nel moto.

maggiore. Stream wise:

Vs r)eml(s;

STWV (s, #)= _
Vis, 1)

Span wise:
SPWV (s 7) = |es, 7 | sin ¢os; )

J:

Si fa la proiezione della vorticita in direzione della velocita (stream wise) e
nella direzione perpendicolare ad essa (span wise). Questo procedimento
serve a capire in quale direzione la vorticita abbia la componente

o (s; 1| cos s, 1)

Le due componenti STWV e SPWYV possono essere calcolate in ogni punto del campo di moto. Si
possono calcolare le componenti per una singola traiettoria e farne la media; poi si puo fare la
media di piu traiettorie e infine calcolare il rapporto tra le due, valutando il VRI (vorticity

component ratio index).
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Si possono visualizzare le ECA
traiettorie degli elementi
fluidi e colorarle con
questo rapporto. Nella
biforcazione carotidea si
osserva che SPWV ¢
quasi sempre
predominante  (rapporto
circa nullo), tranne nella
regione del seno
carotideo.
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Nei libri di testo c’¢ scritto che il flusso sanguigno ¢ raramente turbolento: di solito si ipotizza che
sia laminare. Tuttavia la HR CFD ha mostrato la presenza di instabilita negli aneurismi. Quali sono
le implicazioni?

Per quanto riguarda la reologia in presenza di turbolenza, lo shear-shinning di solito assume che si
siano variazioni istantanee nella viscosita, ma per quanto riguarda la cinetica dei rouleaux? La
viscoelasticita di solito e ignorata, ma se le scale temporali sono piccole? Si assume continuita
perche di solito il diametro dell’arteria ¢ molto maggiore di quello dei globuli rossi, ma se le
strutture del flusso hanno diametro circa pari all’arteria?

Nelle simulazioni persone diverse ottengono risultati diversi solo in funzione di mesh e algoritmo di
calcolo (geometria identica).

Se potessimo misurare accuratamente e con precisione 1’emodinamica in vivo, non ci servirebbe la
CFD, se non per predizioni di interventi. Possiamo “vedere” 1’emodinamica in vivo tramite US
Doppler, MRI e angiografia a raggi X. Tuttavia le immagini sono una convoluzione tra la realta
(paziente) e la tecnica di imaging (fa da filtro).

In conclusione, ci sono molte potenziali fonti di incertezza e/o errori: bisogna comprendere e
contestualizzare la loro importanza. | modelli in vitro non sono una validazione di cio che avviene
nel paziente. Bisogna affrontare i fenomeni transizionali e/o turbolenti.

TEORIA DI WOMERSLEY
La teoria di Womersley si applica allo studio del moto di un fluido newtoniano in un condotto

cilindrico di lunghezza infinita con pareti rigide in condizioni di forzante periodica.
Le equazioni di Navier-Stokes sono:

p% = -Vp—-[V-1]+ f (bilancio della quantita di moto)
V-v= (bilancio di massa)

Sotto I’ipotesi di densita e viscosita costante (cio¢ fluido newtoniano incomprimibile), il bilancio
della quantita di moto pu0 essere riscritto come:

termine inerziale  gradiente di forze di
I ] pressione volume
at] — - | |
ple—tv -Vo|= —Vp+ uVv+f
5' — Rl
4 b accelerazione forze
accelerazione | oo viscose
dovuta a non
stazionarieta

Si consideri il moto in un condotto cilindrico di un fluido newtoniano incomprimibile. Si tratta di un

moto monodimensionale: %

U= 0i+ 0 +wk
Sostituendo questa espressione della velocita nell’equazione di bilancio della v
quantita di moto, essa diventa:
ow ow op ’w  9*w 0*w
p(EJ’ W&) B _5-‘_’“(6352 * dy? + 622> + fa
Poiche si sta lavorando in un condotto cilindrico, € meglio passare a un sistema di riferimento
cilindrico:

62w+16w_ 10p pow
or2 ror  udz pot
Per conformarci alla notazione usata da Womersley si pone:
dp Ap
0z 1
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Trovando la soluzione per questa forzante, trovo la soluzione per tutte le forzanti periodiche, in
quanto tutte le funzioni periodiche possono essere esprimibili come serie di Fourier, cioe come
somma infinita di seni e coseni.

E difficile calcolare Re{J0}, quindi & meglio esprimere la soluzione in termini di modulo e fase.
Esistono soluzioni tabellate di JO nella forma:

3 .
Jo (%i2) = My()e i
Si puo esprimere la velocita in modulo e fase. Poniamo:
3 .
Jo (ayif> = My(y)e o™

3 .
]O (dl7> = Moelﬁo
Se Re{Ae™} = M cos(nt + ¢) si pud scrivere:
M1
w = ——{sin(nt + @) —
pn
Dove 60 = 190 - 190 (y)
Vogliamo trovare 1’espressione della velocita w in termini di una sola relazione di fase. Poniamo:
M
hy = o)
M,

My (y)

sin(nt + ¢ — 80)}
0

Definiamo:
1
Mg = [1 4 h3 — 2hg cos 8,2
. _ hgsindy
g% = 1 — hy cos &,

Entrambe le quantita dipendono da y!
Sostituisco nell’equazione di w:

—MlM"(t+ + &)
W—pn o SIn(n @+ &

Dalla formula si vede che la fase della velocita varia lungo la direzione radiale perche €0 dipende da
00, che a sua volta dipende da y.

Si ha:

_1R®_pR*

v a? u a?

Q
Il
=
=
!
S|

Quindi si puo scrivere:

Quindi la soluzione di Womersley diventa:
2
w = %%M(’) sin(nt + ¢ + &) con ATp = M cos(nt + @)

L’equivalente stazionario del problema ¢ la soluzione di Poiseuille:

Ap
:_RZ 1-— 2
WS (1-y9)

Dal confronto tra le due, si vede che in Womersley il profilo non é piu parabolico in generale.
Inoltre essendo €0 = €0(y), la fase nel condotto varia a seconda della posizione radiale. Lo
scostamento dal profilo parabolico aumenta all’aumentare del numero di Womersley percheé in tal
caso M0’/a? tende a zero.

Ricapitolando, la soluzione per forzante complessa e data da:
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_TR MM{O in(nt + ¢ +
Q== M—gsin(nt + ¢ + £10)
Questo significa che, rispetto al gradiente di pressione, la portata sara in generale sfasata.
Nello stesso condotto ma in moto stazionario, si avrebbe:
Ap 1 Ap mR*
=— R4f 1-y2)2ydy = ———
Q ki 0( y)2ydy = 8u
Cioe la portata e in fase con la costante.

Ricapitolando, se il moto e periodico, la portata e sfasata dalla forzante, data da cos(nt). Questo
significa che il massimo della forzante non avviene nello stesso istante del massimo della portata.
Un’altra cosa da ricordare ¢ che il profilo di velocita ha €0 = €0(y): in qualunque punto della
sezione, le velocita hanno uno sfasamento dalla forzante che dipende dalla posizione radiale.
Questo comporta una distribuzione dei profili di velocita molto articolata: i profili sono fortemente
dipendenti dal tempo, dalla relazione tra forze inerziali e forze viscose e dalla frequenza della
forzante. Se il periodo della forzante ha una frequenza molto elevata (cio¢ se o ¢ molto grande), il
profilo di velocita non é piu sensibile ai cambiamenti di direzione della forzante (!!).

Se la forzante & periodica, si ha:
Ap(t) Ap(t+T)
I !

Con T =27n/n e n=2xf.
Noi abbiamo trovato la soluzioneper ATp = A cos(nt), ma essa vale per tutti i ATp periodici. Infatti si
puo sempre scrivere:

o

Ap(t = . a
# = Z cpe™ = 70 + Z a, cos(nt) + b, sin(nt)

n=-—oo n=1

Di solito basta una somma finita di termini per rappresentare con buona approssimazione qualsiasi
forzante. Conoscere la soluzione per una armonica significa conoscere la soluzione per tutte le
armoniche. Si calcola la soluzione singolarmente per ciascuna armonica, poi si applica la
sovrapposizione degli effetti e si ottiene la soluzione per 1’intera forzante.

Nella pratica, ¢ possibile misurare Ap o Q in un vaso sanguigno con R noto e, tramite Womersley,
ricavare il profilo di velocita per ogni istante del ciclo cardiaco. Cio significa che si recuperano i
valori locali a partire da una grandezza integrale. La soluzione, pero, dipendera dalle assunzioni
fatte per il moto di Womersley: grandezze periodiche, condotto cilindrico di lunghezza infinita a
pareti rigide, fluido newtoniano.

Questo & molto importante per le simulazioni al computer. Per esempio nel laboratorio si &
ricostruita la geometria del condotto a partire da imaging clinico, che poi e stata meshata. Per far
partire la simulazione di moto stazionario é stato necessario imporre le condizioni al contorno: Q
era nota e si ¢ posto w =Q/A (dove A ¢ I’area di una sezione). In questo modo si ¢ automaticamente
ipotizzato che w avesse un profilo piatto per ogni punto dell’ingresso. Se avessimo avuto Q(t),
avremmo potuto trovare il profilo di velocita in ingresso usando Womersley invece che ipotizzare il
profilo piatto. Nel sistema cardiocircolatorio il profilo di velocita non é sicuramente piatto: non é
nemmeno quello di Womersley, ma quest’ultimo rappresenta una approssimazione meno forte.

MODELLAZIONE MULTISCALA

I vantaggio dell’uso di modelli computazionali in emodinamica ¢ che essi consentono di superare i
limiti degli attuali scanner clinici, sia in termini di risoluzione spazio-temporale, sia in termini di
costi delle apparecchiature e di ore-uomo. Il modello pud essere sfruttato per testare delle ipotesi
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sono condizionate da un certo grado di approssimazione, dovuto al fatto che ogni componente
elementare del modello descrive delle grandezze “medie” relative alla regione che rappresenta.
Inoltre la topologia delle reti vascolari di solito non e ricostruita nel dettaglio (si considerano solo
poche ramificazioni) e gli effetti dell’interazione tra il sangue e le pareti sono studiati utilizzando
modelli semplificati. Si riesce, tuttavia, a stimare le caratteristiche di blocchi del sistema,
sintetizzando in pochi dati generali I’informazione relativa a distretti anche estesi o articolati. Per il
calcolo dei dettagli fluidodinamici locali si utilizzano metodi che consentono di valutare con
precisione, nelle zone di interesse, i profili di velocita, le traiettorie delle singole particelle, i vortici,
i flussi secondari, le pressioni e gli sforzi di taglio esercitati dalle vene fluide. In questo modo €
possibile ricavare informazioni quantitative sulle condizioni di moto del sangue, che possono essere
correlate con evidenze cliniche di effetti biologici quali il rimodellamento delle pareti vascolari.
La natura tridimensionale del problema emodinamico pu0 essere riprodotta con modelli per i quali
la risoluzione delle equazioni che li caratterizzano ha elevati costi computazionali.
La natura 3D del problema emodinamico puo essere riprodotta con modelli per i quali la risoluzione
delle equazioni che li caratterizzano ha elevati costi computazionali. Spesso € piu pratico adottare
modelli semplificati che, a fronte di una descrizione meno dettagliata, consentono una risoluzione
numerica meno onerosa. | modelli monodimensionali studiano la dipendenza delle grandezze medie
di interesse da una sola coordinata spaziale e da una coordinata temporale. | modelli a parametri
concentrati interpretano come un unico “compartimento” l’intero dominio tridimensionale e ne
studiano le caratteristiche fisiche come funzioni del solo tempo.
Nel caso di modelli a parametri concentrati, le caratteristiche del distretto possono essere espresse
da:

o Resistenza elettrica per simulare una resistenza idraulica;

e Capacita per simulare la compliance dei vasi;

¢ Induttanza per simulare I’inertanza dei vasi, relativa alla variazione della portata nel tempo.
Il problema é formulare un modello matematico consistente che consenta di accoppiare modelli 3D
a modelli 0D: questi ultimi hanno come parametri solo pressione e portata (grandezze integrali),
mentre i primi presentano grandezze puntuali. Se 1’accoppiamento dei due modelli non € buono, ¢’
il rischio che la soluzione non converga. rTm

>

Per studiare un volume di sangue come quello A

in figura occorre definirne il contorno. La 4N
superficie I corrisponde al confine fisico VA
determinato dalla parete vascolare, mentre I'" —— ~,
e T sono scelte arbitrariamente “tagliando” T A
idealmente il vaso e separandolo dal resto del | \ )
sistema  circolatorio. Quindi T" & una
superficie reale, I'™ e I'™j sono superfici '. - . .
fittizie attraverso le quali transita il sangue. ,
Il moto del sangue nel dominio Q & descritto N TN
dalla meccanica dei mezzi continui: i modelli w
si basano sulla traduzione matematica del I
principio di conservazione della massa e del

principio di conservazione della quantita di — -
moto (equazioni di Navier-Stokes). Per rewe — Ige
risolvere 1 problemi differenziali che ne

derivano, e necessario conoscere il valore delle incognite sul contorno del dominio. Questo &
particolarmente complesso in corrispondenza delle sezioni artificiali " ¢ T*"j: per rendere conto
della presenza dei distretti vascolari adiacenti, occorrono misure (generalmente valori di portata o
pressione media) che possono essere difficili da ricavare in regioni a geometria complessa. Inoltre,
perché i problemi differenziali siano ben posti, i dati misurati vanno opportunamente tradotti in
condizioni al bordo.
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Si puo pensare a un dominio Q la cui frontiera OS2 sia tutta appartenente a I'°. In tal caso '™ & un
insieme vuoto e il problema viene detto problema di Dirichlet. Applicandovi il teorema della
divergenza e ricordando che V- u = 0, si ha:

v 'uzj u-*n:/ g-n=>0vtcl
L atl N,

Cioe se il problema e di Dirichlet, il flusso netto di velocita attraverso la frontiera del dominio deve
essere nullo.
La parete del vaso, se si impone la condizione di perfetta aderenza delle particelle del fluido alla
parete, appartiene a I'° perché la sua velocita & nulla.

w=0 sul¥cCr?
Come gia detto, per quanto riguarda le sezioni artificiali, essendo tipicamente disponibili sono dati
medi (velocita media o portata), si puo scegliere di ipotizzare un profilo realistico di velocita (per es
quello di Womersley, spesso preso in considerazione per i problemi emodinamici). Per definire le
condizioni di Neumann si sceglie spesso un valore di sforzo costante e normale alla sezione:

t*=p°n

dove p® & un valore misurato di pressione media sulla sezione. Nel caso in cui N rappresenti una
sezione di efflusso, si usa comunemente porre p® = 0. Le condizioni di Neumann che ne derivano
corrispondono alla situazione idraulica di scarico libero in atmosfera: per questo motivo non sono
rigorosamente adatte alla descrizione della fluidodinamica della rete vascolare, che & un circuito
chiuso.

Si propone un semplice modello monodimensionale per il flusso del sangue in vasi espansibili. Il
dominio spaziale considerato & un tubo cilindrico a sezione circolare che intende rappresentare un
tratto di arteria privo di biforcazioni. In un sistema di riferimento a coordinate cilindriche (r, 0, z)
nel quale si indichino con e, eq ed e, i versori rispettivamente radiale, circonferenziale ed assiale, il
tubo si estende da z = 0 a z = | e la sua lunghezza | & costante nel tempo. Ulteriori ipotesi
semplificative sono:

e Simmetria assiale. Tutte le quantita sono indipendenti dalla coordinata cilindrica angolare.
Questo implica in particolare che tutte le sezioni assiali rimangono circolari durante il
movimento della parete (il raggio R del tubo é funzione soltanto di z e di t).

e Spostamenti solo radiali della parete. Si ha 1 = ne,, dove 1 = R — RO é lo spostamento
rispetto al raggio di riferimento RO. Gli spostamenti assiali vengono trascurati, sulla scorta
di evidenze sperimentali, evitando di complicare pesantemente il modello.

e Asse del cilindro in posizione fissa nel tempo. Ipotesi consistente con quella di simmetria
assiale, ma che non consente di valutare eventuali effetti dovuti allo spostamento dell’asse
(che avvengono ad esempio nelle coronarie per effetto del movimento del cuore).

e Pressione costante su ogni sezione assiale. Anche P dipende soltanto daz e da't.

e Assenza di forze specifiche di massa. L’eventuale introduzione della forza di gravita ¢
tecnicamente immediata (pit complesso ma fattibile considerare le modifiche della forza di
gravita nel passaggio tra diverse posture).

e Predominanza della velocita assiale u,. Si trascurano le componenti di velocita ortogonali
all’asse del cilindro.

Facendo riferimento alla figura, oVt,w ¢ la superficie laterale del
volume di controllo Vt. La frontiera € costituita dall’unione di oVt,w,
SleS2.

Si applica il teorema del trasporto di Reynolds al volume di controllo
Vt con frontiera 0Vt di normale n. Per una funzione continua
f=f(x, t) qualunque con ¥=(x,y,z), si ha:

d df — =
Efvtde= thEdV+fthfub-nda 1)
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fﬁ-r_idazf V-(fuydV+ | fuydo— | fudo

MWVew Ve S1 So

Reinserisco il secondo addendo cosi modificato nell’equazione da cui ¢ stato estratto, applicandogli
anche la (2). Si ottiene:

Sy S -fido = [, fW-iido+ [, V-(fuydv = [ [A(Fu)]dx ()

Si applicano la (3) e la (2) all’equazione del teorema del trasporto di Reynolds (1)

[ ot [ ([ o) [ ([ po o) [ nmte
+£<L V-(fu)da)dx

aAf) dA(fu o
(atf) [ (fu) f [6 +V- (fu)]da+ fw-ndy

Da cui:

Per la conservazione della massa si pone: f = 1 (I’integrale della variazione di f nel volume si
annulla). Inoltre per fluidi incomprimibili si ha V-u = 0. Dunque dall’equazione precedente si

ricava:

a(A
§+ (ul) = [ew ndy (@

Per la conservazione della quantita di moto si pone f = ul, ricordando che u = u;i + u,j + usk.
Dalla stessa equazione si ricava:

0(Am) | 9(Auf) _ f [a .
S

T ox 3 +uVu] da+f ww - -ndy

as

Infatti siha: V(f -u) =Vf-u+ f-Vu
L’ultimo termine € nullo perche il fluido € incomprimibile.
Tenendo conto del fatto che:

D—6+ \%
Dt ot Y

I’equazione precedente puo essere riscritta come:

d(Am) |, dAud) _  Duy _
o —fs Eda+fasulw ndy (4)

Dalle equazioni di Navier-Stokes, il bilancio di quantita di moto si puo scrivere come:

fVD(fu)dV=prfde+f Tn do

t Dt t oVe

Dove f° sono le forze di volume (per es la forza di gravita) e T & il tensore degli sforzi. Ipotizzando
p costante, si applica il teorema della divergenza:
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d(ATy) |, d(aug?) —5 A[0pD _
6t1 + axl = AfP —;(5) — Kpuy +fasulw-ndy (b)

L’equazione (b) ¢ I’equazione generale che esprime il bilancio di quantita di moto in una direzione.
Le equazioni (a) e (b) descrivono il moto nel condotto in maniera generale.
Se si assume che la parete sia non permeabile:

f uyw-ndy=0-= w-ndy
as as
Si hanno due equazioni, la (a) e la (b), ma 3 incognite: A, p e u;. Si pone:
U =u
p=p
Q =Au = J u,do
S
Quindi le equazioni diventano:
( 0A 0Q
—+—=090
! at " ox
Q 0 Q%\ Aop Q
—+—|a—]|+—=——Kz—=0
L6t+ax<aA>+p6x R4
Sistema di equazioni che descrive il moto di un fluido in un condotto cilindrico. Le incognite sono

A, Qenp.
Per risolvere il problema bisogna trovare una terza equazione: si introduce il modello meccanico
semplificato di parete, cioé una legge che esprime la relazione trap e A.

p(t, %) = Pexr = YA, ); Ao (x), B(x))

Dove pext di solito e la pressione atmosferica, AO & una condizione di riferimento (sezione a riposo)
e B sono dei coefficienti che dettano il comportamento della parete.
Si ipotizza I’esistenza di una relazione elastico-lineare trap e A.
Si definisce la deformazione come:
_VA— /A,

=R

Da cui:
VA - /A,
10 = 5o )
0
Con:
g =g = VrhoE (VA = \[A)
R G
Dunque la terza equazione é:
_ VmhoE (VA - |/A,)
11— A
Dove hO ¢ lo spessore e { ¢ il coefficiente di Poisson.
Si ha:
A = A(t,x)
61
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pl dQ pKl

+P,—P1=0
A, de Az Q+F,
La variabili sono: Q, p.
Le condizioni al bordo sono: Q1, Q2, P1, P2.
Si ottengono 2 equazioni differenziali che consentono di esplicitare come Q e p varino nel tempo. |
coefficienti che moltiplicano le variabili hanno un significato fisico.

pi dQ pkl .

AP =
A dt Az

mertanza resistenza idraulica

(L) del condotto (E)
dp
AQ = k,l—

capacitanza idraulica
del sistema (C)

Ovvero esiste un’analogia idraulico-elettrica in cui Q rappresenta la corrente e P rappresenta la
tensione. Si ottiene 1’equivalente di un circuito elettrico.
dp

CE-I_ Q2—=0Q:1=0

dQ -
(LE+ RQ+ P,—P; =0

Si é cosi ottenuta una sintetica descrizione del flusso ematico in un vaso cilindrico espansibile,
ottenuta attraverso i valori di portata e pressione medi nel dominio e relativi alle sezioni di ingresso
e uscita. La dinamica del sistema é rappresentata dalle variabili sotto il segno di derivata temporale
(le variabili di stato). Attraverso il processo di integrazione, le condizioni al bordo del problema 3D
diventano dati medi relativi alle sezioni di ingresso e di uscita.

Per es, se sono noti Q1 e P2, é pratico approssimare le altre incognite ai bordi Q2 e P1 come le
variabili di stato (approssimazione ragionevole se il tubo é

corto). AT |
1 | — B

{ﬁ~p1 C——+ Q=0 . Rk

Py | —— ) “

0~ L%+RQ2+ P, =P . !

| |

La relazione formulata € formalmente identica al sistema di : :

equazioni differenziali che descrive una rete elettricaadL.
Se, invece, sono note P1 e Q2, le variabili di stato sono approssimate da Q1 e P2 e si ottiene:

AP P
C 2 + Q=0 o ' @

—_ | —

LdQ1+RQ1+ P,=P,

Si tratta di una relazione che & formalmente identica al £y
sistema di equazioni differenziali che descrive una rete
elettrica ad L invertita.
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Supponiamo che Q1D prolunghi Q3D, nel senso che Q1D U Q3D rappresenti un unico tubo senza
soluzione di continuita (cosa che pud essere vera fisicamente, ma non matematicamente). I'a
rappresenta 1’interfaccia tra i due domini: nel modello 1D coincide con la sezione di ascissa a,
mentre nel modello 3D & una porzione del bordo 0Q5p.

Le informazioni considerata dai due modelli devono descrivere la stessa situazione fisica su I'a: a
priori € sensato aspettarsi che alcune quantita (Q, P) coincidano in corrispondenza dell’interfaccia.
Tuttavia non basta imporre P e Q uguali, in quanto I’accoppiamento dei modelli solleva altri
problemi: per es, i modelli sono espansibili? Se si, si espandono allo stesso modo? Bisogna
specificare piu condizioni.

La modellazione di vasi deformabili richiede lo studio dell’interazione tra il fluido (sangue) e la
parete del vaso. Il comportamento meccanico dei solidi continui € caratterizzato dalla legge
costitutiva, espressa come un legame tra le quantita dinamiche (il tensore degli sforzi di Cauchy) e
le quantita cinematiche (il gradiente di deformazione). Per i due domini Q3p o Qip Si possono
adottare equazioni costitutive uguali (che saranno una versione semplificata nel modello 1D: in
questo caso le proprieta meccaniche della parete saranno le stesse nei due modelli) oppure diverse
(e in tal caso bisogna rendere i due modelli compatibili all’interfaccia).

Formalismo: si indica con f(a’) il valore assunto dalla variabile f su I'a, dove I'a sia interpretata
come una porzione di 9Q5p; analogamente, f(a™) & il valore di f in corrispondenza dell’ascissa a del
dominio Qp.

Il problema fisico suggerisce che in corrispondenza della superficie di interfaccia I'a sia sensato
assumere la continuita di alcune quantita:

[A] portata: Q(a) = Q(a")

[B] pressione media: p(a™) = p(a™)

[C] area: A(@) = A(a")

[D] pressione totale: P.(a™) = P;(a%)

[E] variabile caratteristica entrante in Qip: g,(t; a™) = W; (a*)
La pressione totale e data dalla somma di pressione media e pressione dinamica, dove la pressione
dinamica & %pvz.
Le condizioni [A]-[E] non sono indipendenti 1’una dalle altre, bensi la continuita di alcune
grandezze € conseguenza della continuita di altre.

Dopo aver esplicitato la relazione tra pressione e area, le equazioni di bilancio della quantita di
moto e della conservazione della massa possono essere espresse separatamente, come gia visto, 0
con una notazione compatta:

04, 20 _
TRy U oU
k¥+a2&<7>+;a_+l<ru
Dove:
U=|2
=10
0 1
HU)= | Adb_ @, o
p dA A A
L
SU)=| Q@ AN dAy Acpdp
65 r T
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La condizione [E], cioe la continuita di una variabile caratteristica, fa riferimento al fatto che un
problema fluido puo essere studiato tramite variabili caratteristiche, funzioni di velocita e pressione
medie. E una condizione che non si puo applicare nel caso di modelli non espansibili, in quanto tali
variabili sono definite a partire dal problema iperbolico. E dunque necessario che entrambi i modelli
siano espansibili. In pratica si procede come se anche nel dominio 3D fosse definito un modello
monodimensionale, da accoppiare con quello 1D. In questo modo e possibile interpretare la [E]
come la propagazione, nel dominio Q;p U Q;p, dell’informazione contenuta nella variabili
caratteristiche.

E possibile riformulare la condizione [B] sulla pressione media (e conseguentemente la [E] sulla
variabile caratteristica) ricordando che nel modello 1D la pressione media coincide con lo sforzo
normale media sulla generica sezione, poiche il contributo dei termini viscosi viene considerato
trascurabile. In questa stessa ipotesi si cerca quindi la continuita di:

[B1] sforzo normale: (a™) = p(a*)

[E1] variabile caratteristica entrante in Q,p definita in termini di sforzo normale.

Ricapitolando, servono condizioni al contorno nel dominio 3D, condizioni al contorno nel dominio
1D e un opportuno sottoinsieme di condizioni di accoppiamento all’interfaccia. Per esempio, non si
potra imporre la [E] (relativa alla variabile caratteristica) nel caso in cui il dominio 3D sia rigido,
ma bisognera scegliere altre condizioni.

Modello di interazione 1: condizioni [A], [C] e [D].

Q(a™) =Q(a")

A(a™) = A(a™)

P.(a™) = P(a™)
La condizione [C], cioé la condizione di continuita di A, ha senso solo nel caso in cui il problema di
interazione fluido-struttura (ossia il legame tra pressione p e area A) sia gestito nello stesso modo
nei due domini. In tal caso, la condizione [D], cioé la continuita della pressione totale, implica che
siano valide anche le condizioni [B], cioe la continuita della pressione media, e [B1], cioé la
continuita dello sforzo normale medio. Nell’ipotesi in cui abbia senso definire anche le variabili
caratteristiche del problema, risultano verificate anche la [E] e la [E1].
Tuttavia € possibile ammettere la discontinuita dell’area: il modello di interazione esprime in tal
caso la conservazione dell’energia meccanica nel dominio Q;p U Qsp.

Modello di interazione 2: condizioni [B] (o [B1]), [C] e [E] (o [E1]).

p(a”) = p(a*)

A(a™) = A(a™)

91(t;a™) = Wy (a™)

Se sono valide sia [B], cioé la continuita della pressione media, (0 [B1]) che [E], cioé la continuita
della variabile caratteristica, (0 [E1]), ne € implicata la continuita della velocita u. Grazie a [C], cioe
la continuita dell’area, ne deriva anche la continuita della portata Q, quindi la validita della
condizione [A].
La [B] (o [B1]) si rivela nella pratica accettabile anche quando non rigorosamente vera, perche
riconducibile alla [D] (continuita della pressione totale) nell’ipotesi di contributo trascurabile dei
termini di energia cinetica.
L’eventuale non ammissibilita di [C] porta a non garantire neppure la [A] e in tal caso il modello di
interazione 2 non & corretto.

A seconda del problema bisogna selezionare il modello da adottare, che dipende dalle assunzioni
fatte. Per esempio, usare il modello 2 se non si puo garantire la condizione [C] & un errore. Dunque
non tutti i modelli vanno bene per tutti i problemi, ma bisogna selezionare quello pit opportuno.
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n+l1 _ ,,n+1

U= = Uy |
inQ
n+1 _ ,,n+1 3D
p = Pk+1
n+1 _ pn+1
AT = Al g
Qn+1 _ nn+1l 1D
= {Uk+1

69

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 71 di 88



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 73 di 88

*Falbndn\sduo,px A5l | gevemsigin] | [ ] mkzévémt'e,.uﬁ § | \ INEREs
EEEEERCT S RaNEN ] ;'~ T
bl LT Ebd Bl [T ol cqnitegealbili- ol | || | | . ress w?e
o . ; = l.w:co YOGL%C 51 ‘B) f: ka’— mu %kaé ) i 4
‘x;:.‘.jg‘.‘;‘:&%(t{ve\@ﬁw\ﬂ Br = ‘3 ‘A
?"‘u‘f1'1'*f":"'T“"::':'%‘itf“"" BmumE
"\ domno comio endolelale | |1 e, S
| ma‘szcif&"fmﬁﬁ* (isdS) ] ‘;{T;liif‘}"‘lmb,‘ gy | H
@) adevione. monochs emehc, (,vnecro% i, %Ww# L1 N eQelb ‘\wfo(z e:y’& S LU
| ‘dé» oL pxb$(n*w.¢; | ‘ ET | dedocbaliol op o A I 5755
n m;m B».ﬁ""m"“-‘ wﬂ i L kabebodal 1]
| oe-e, .k,M apmdqa%ogw ; ““.‘.1
g\,m:ufoecw ‘4‘”& E;:_“ | AN
BnoneccAm(A t;Ew\/Asl ,,,,, | : FL 1]
Vﬁnapéh ompongn Vi poveld ‘ L
| o+ covileisce, <om rbmw\b e&»r P lmeé o FM&Y@E&@ [ong\ul.weu i) =
| :'"*a:;,m% g B m‘w m;m . mAEERLY
19 "W" ic\r?oﬂms» o Ghee 570 &rména sW%”DrMe‘e ] , P
baaor‘&acépﬂlcn &ehifma,'T*muXalb,‘J/ QWAV okt il dodidel 1| i, NS
Alesie, gond honmo prolls d ol o N !w»&n@%r{ J,Mn F NS
mb@,s&ngﬁ »ﬁéﬁwﬁa%aaam ? mmw%%
e wac aua): O
m;ﬂw# sso € (v 4 v&a%b%} x> ~2 &g; @: lﬂmmL A 6\evembqsso nté»?imyn" n,& 1 e,
’-'ﬁmmﬁ&:ﬁL “Wﬁm%&;”ﬁr«," o MTZZ?W thu&ba - Vae'“{eﬂe

v \ezione. 0\'con§a a‘a(p & o

e e 5
ez hWonno \uL "0"‘ a > ‘P wua_ ’ compDer O o, l’habl’fo(?‘fﬁa?“‘)

L\éb\ﬂo L'Wém 2| \:é

‘hﬂf’d&ha

TolE 1 heladz ool bl el
‘A'Yevt mﬁ ?ﬁ-&q:ﬁ \rdramcpn,e ‘‘‘‘‘ %,zm qgn:f - P&&M“%wyﬁ‘a% ye‘a“dq
Condiziong. omeot(dlica: equ Jovio lMﬂ.Cpamto a\mpclmw &"a&)r .14,. wml,awq»nd eser\#ao /UOnecmvevsaL
: d RV il Gorso \hem, do chq‘cq:néo icls u\feftb\omwho !
‘ , Dmeos¥esi 2 vo | el. ‘0.’(: t(a preced@h\‘fe- = ‘ 1 S
] } i . | | | | feiel o | |
foddls K1 o o e b o e FEEH T
‘* Sag 1@&# ”:IMH !Edr; mﬁvw b& Wyksw “’F"‘t"”‘f"’”?‘”@ ‘ SRR ?Ag
Adreve am. 24 bcf, L HNEREEEEREREN i
f e’f ‘q;: w;qu qﬁau AL (m.kwté',q—%wg?pl(@s\z,bpw 6m¢ 50- l30w}m,\{3)l 1
|\Ie‘w1.a ,o'él egonlo; ’hwdln. z Mmr eh.,c)m& e éw%om, e A,Va"&-onz ’ona \‘ML\M(L ‘ j !
! ‘, ! r(\T mMYOR™ ?{ % ,,,,,,,,,,,, |

wm 20-30
f Awaiwotdvs
S possone nodellizzare i vesi 0o L o o di K | : _

_G:‘:]__ Eq %\M\,} 'cct)r cauﬂz&-‘@_‘ | L] dm Erﬂmoéub él@&YLoz N
[ I ".‘]1; '\:'\‘-i »swnfébm*‘o;i e

— ‘ | Um‘mbm"k" AJP’““"”""*""*’“@ cl &; do & sallmdreiouz =
R i ! k—,wﬁ?- ppoYe & € M&Fﬂé&n\@tj&@ WvAotﬂé(ésYoomem 1 !

?m&%&oneum\ro .Wv\\lo vasq Auah\@. m,v)mmb Aernve, sosa/‘\lm (00-17. B

x? f
\il

|<{

e el vapporYoo’ £ b{eehdo da @ moduio \iscose o Av‘ss)(aas o

BY Srond. & © cordince,
| E?Z?ZE‘,‘?% \P“ kefecv;' c(e,. Yes*‘ sFmWw\a/.« ,Po/ Possovb

‘‘‘‘‘‘

7~

| e mew\o wKe( Voa
S Sewone Hp ﬂmplﬂ;fcé 2!

; ¥ e
Lo m&am so[lu;."ez—.pwb &;w A‘m,&, N s@m © e_w,o@ 520/ 4 vhso » PARETE
g% L | SoWLE |
71

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 73 di 88



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 75 di 88

TCS’SUTDEMT[tOhCm‘r | ‘m} SNANNRANRARE.
foogee- ‘5?23“%“6'; =g P?imﬁoﬁmm anaioi‘o%a e 3o 7&,@,.}, R
| 1 ireseor SabWEeuqun'VbB:Y | pm\m/&?-d(oeﬁd o) | il Lobl
(502, & Ve léﬁpkﬂ—TMpWep | | ‘
l,%ﬂl"/ i

ew¢°T & o %m;bug@@w ',

o

‘.v\‘?évbn\mmz& %%_W qoeB,/‘ém - ‘
“W“@““bﬁﬁﬁﬁﬁﬁb&i?@& L ool e udeLM@&%%ﬁa:

=3\ g |1
ﬂe@w @l el soo@w«’» dew\/mo dpﬂ‘tmc?‘;bhlézhs (aib prg%?;'\(n‘@. M&Gxgemaala,).‘ L |

EYRTOCRITD | (HEY: - oy woli o 'b d2alc e(wman (mcole‘( o adly »lt-‘sa-a-z/ vomWs,
b= 2667 donne. Neon w: 50-60 - Bpolezioni o4 e g b= 4mma Wt 0.257..

\ {o)3>11 AJ Ll x! A- PJI = \'f Y
eGéf:\‘;’& ; Siom(§:$ot‘xap¢r& wr&\ﬁ worb Wéom(, éti PA:{) ‘f(ﬂmb@ a pmq (x’ gal&:\aa%e‘h&

#g&%h\maw L o dd(h, mee«kLHe« GR, nu mm}.e\@, Vever« mo (olb
ok, =T wsoa ke
‘\vl condigoni ayYanw, mxmcb (?DL' 100 mm.}{a, 3 3)&%) | [O&IS%EZ%”E“%BY’M/L & _I
| wocbuc.i, R ev&Woblos\)-a f& Loloc'\')-—q @YVD&“ Lt !

Woro! per 0-120 gac , poi 0 7 A ool el ]
frstspEsalitne

GLobidi s @‘e"‘?mm Sevidal wm Lu&
b;m L za, L m of:egme h(i'n::w i:'&awmjo& ?Mo ﬁ:m I (;R
\ GR 57 dmdorb nw %mﬁ .....

[ e

} i ’.?s | LAl | \
‘ mmc,.ﬁ'/) | - | | i

} ' 5 ,,,,,,,, :
e dei] o da Mnﬂmworn‘ oo s Xeplo por 2436 £,
e weq%n % cdnmﬂM» \éuo mem%%. y@ az»onz —cbb QT LA
L Al bwa o & @rezionw. Infeve@wamcon, l:eu = pabloa,e_ VeSGlar.

Pt nﬁ, cll a\vxoc!e(q P (A’T?‘A ) i onananc dalls "aoub & u‘b Covi \aL\_sYo
‘(D‘V°"I°r Jzz 8onm lew«x am o ‘m; ‘ea e&ao, oraam“sm%% mega \o
owsso A W S O
alh\zaz:ma— (¢ w.u. ol iyl x&sow, a _,, mam _baaaa%ea'ow _,bnbﬁqu mobmh@. a(fh\/bm
-Hetcqteal i el weso | - polinenzzezows ‘Bl |

PL J’Yl Cluda ﬂv’ cJCélll‘O ha O
boi\bréwie oram:?zm:wq?& lm& qori 2

NE 3“”" P
(JlA bEL, NGUE L b g i)

Uvu lug SA@. gs\r\% c‘b Wb So\a %se. ‘e‘ra‘tonrme) ‘wéﬂ'éwwo Ad JMS'YA eMb@):\’B |
@av.,aonolm EmulLM ,VJP.d'essevte, %Mos ({S) | L
-rév Mﬁmeuuc "" o] | 5 sh»‘(eﬁzz&mraaom& |

‘ w - unelanwnhbro Clado | =
| } —t-—1 + T { 4 | } : : i ‘ } } T 1

or i ;\‘Z Ac\llo bps\'euze. A.sc.al\fa &D/ oraamtho_,m/ mmé. A~
biL kﬂ,, mem, Mmﬁno:bcvd« vaamhe ]
ZITEN
lglgle

‘t“fd X Eaea ‘

| et ,([am}wsz *&uamce prpneh‘c‘b»@debau&) uAm, id’:no%Pas | ‘

Pwa,wﬁ@ eé,lﬁﬂz'wu,&\{‘ desh&mm\f& A&Te_ve I Lol |ol | j [ i b ?
fs= (- ue)3?+ntgm L] ub esx N Qs-doéo K&/m3 FEENESS.

‘‘‘‘‘

d>a’3.mm, ah-; ‘%Q wns.&m it &ﬁmj&wﬂ«&o Mw’bﬂa oan 'p M&POM&MV&A&gg
~‘~;1~‘t‘ R R N

Yia H»M mm "W‘M‘ Aw,& mrvu b {L sow@.ce, ésﬂ"&o x,'ohsdem@ vw/\emam’

5306
LYY S S A S S A G B O

73

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 75 di 88



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 77 di 88

noueuo bl BWGRAH \ Tr%o +'hai»g | gmy_usab per&esa«hmo s,m“,e(
‘ B-‘nahm T

Z R |l Ll el L] 1] ‘
S N é,wc.to (el s\fmsé > W«Jo ‘@m | Z Prvax

;5[8‘] | Cohb]defo ’Lmo‘?) J':wq«low.nocoh&ou‘ dLnAnao | Blar3 il L~
- E.Tu‘bnoum%rz»e‘_ \ =

e R s T b e G I sl

& \ewmzma:» eeféfe‘i@m,c&& ‘u‘mbm\focw Qwa‘nm \Cw-_f\ﬁ& skd | | !

‘ S _l bu <ro bt wole ‘rresc.‘na\z oilo cs. mm Q Y=Yo | =v>z ro) B

| 5 T{"' TR: ‘ h{;, LVAQ a,mh)[ { it I‘P ¥ "i e ‘*( } | bt l

PR e e e nE
*P"" T Hdtdheo |

el L

1.g_ R;«.L | F(g) 0 -p‘(',m‘o?@ﬁ

Pcdw ok FC§)¢I apen\a“& Ap m%&o d. (assou. hp uscoab"@ 2 Ve o quell 45 e Clado PR |
pomeﬁCosik*eonawg | [ 1

1t

=020 + 0, 17238,

flrrk Rleter tonr popel nM ; zam y mwe;@,‘ m\amyo e gor o

mmw gt WN"" b L L R L

1 S S S I ! | el

Relazoni o&eaaYé— S()anmhlmw\ré, 9@( samﬁvo. (avi, , R 37°¢, \(E:«,q, , Boblegero] = oz | [ | | Y]
————4—tt+—t—Fr——r— 1 +—+ 1 4 { ! 1 1:3':1
:t-aud.mdym/fmf‘:,;“,i: \ .LJL‘}i‘,;\ podofaped L L1
aw\uwa (g wawwva\romwwza' M e e

75

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 77 di 88



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 79 di 88

T- v.b‘?_df. ‘ 'pcmw‘low equre, m;%c‘o ;waé%apw?wl'e, umwd&&l«né Q‘wm‘w&% | !
fPore LSt gs el ?ﬁ AEENENEE EREONE R
‘ wzs‘ - Bow e wne ebr QU,..&; 1 b ol L E5 73 |
: Loda | EFFETD | ALQ ls Yo del del. Al
1L o seee
: | ‘ MP ‘b\ f
L] d( L\eqr o FL & Voéﬂa-; 4 Vo“rn@ sc&e ;
i e e i S gl G ﬁ@ Y.“’r’ |

L > po
Awre‘r blotton | Suolae] O SArBoR d vh dedkioneio) - el b A dimnvi e,
S ek m w&a ha%dyf@f en«\n(h/enza a,q;'m* %a "%:aarpa

clel (.uxdovtl.b

f’arv(zaweh;zo-(l,- ﬁw wme@Aﬂ% lLtLd»%QluAa uevvb Mmszbd ‘

| ! | RN 58

: C:‘QQL —1 L ‘3 e o i e —4 i } | ‘ | 1 ¥ i | i |

‘f‘”‘}z:“i.ﬁ.ﬁ.ﬁ—é—é—iar% F—?SLYL,Q;“ ‘ |l it v (574 o
Ferde | == |dr 2 % r il P11 eg:! r‘;Rv.gy = Us=U f’“" bl |
| &l | | fbodiel @y] 1 0}((4‘*-3 - | }(:}R, | =-\>U“.>=o; = |
-C=|‘45‘;dn;2|lﬁ,sja>#&,i; ;l,  Bfsenbeds 4 | f
| \ 1

lee%on 3 dheses 0 eU? “z? &‘Yéva»eVe% Ls'yar\rah. Q- ﬁus 2er Ard Op- uur' dc _ﬂgp_[_ A %)( )]
Bl cowfm‘\b mPoguM “““ : j P AR a"f/'p x

| ‘ ‘ l‘b4~tl‘p[ ( ‘é—u> Q-%T):] {— ‘ 6->q = r,a ",i ‘ | i | | -
Awm«owwa \aer A’lo ”l"“" . i B WRE ;

3 | e .
;et =‘>¢I}h¢ ;ﬁb»TKtO% ‘Lib%w?ﬁyi\,lh;%o“%/ 45@, M(’eworq.éq~¢‘lad'&

% Auo pm, Ce W&M.&L& ’qua..qu GR Luom M\'ev%m CowpzreYe

Neua— ‘ \‘rﬂélﬂom Kdlc 10 (Lm) 6“0, Rt Sverse da tllaw.f a ¢¢p’ﬁb¢€ | Questo & déwko aLQl&, colid | |
combyondawz:e & blocason, e pov clle. I’emdom¢ MUDTS vorsa b e, com. wggior @. o

\dxder | =x> H{tg' o« Qs | (M w2 2,5' Qa Aé\w's‘imm%b aapprossm‘aom) _
%Bz‘ v" 1 - Rtf_ QC" l joad ‘ (2= !
< q‘ 1' y o ‘ ? i) ! - R | i ‘‘‘‘‘ }

ll ?mmp,m & n&faw\ \%t 5 o3 Jabuzb @0 &Anmazom c\a- W wso p‘E 5vmia

-+ |l oot ?Ma | -anocu |
| \vulv&sa e OE v %&i&lta.voh.perw%m& );m& |
Q~e>)n‘ d&ei zﬁb& wells gywda m :az% A L g .
&3&2 mﬁgow.;% Q(ﬂ’ bﬂﬂaab quQ— Wtilrplt ‘Mcvéné’ém & cL odh HL" ‘Q\oﬁr‘oas:xwa da wa |

| |

PA@ABG bELLA \’1 MICA Ncl FLUIU CARBIO\/ASCQLA\?

%aeuub umda
 Deaiw = ondolie ave | J—y &cmu ndAZ(ouel 3
‘ Womerally wwd«}»bm PJ&%YL -
tn vee“é molo s f

LQ ‘ \ N ‘
Maos.u amt »w,mam u\sp oesoso dfnise, &\ ad 2 er\na w,m;
s‘(ézwbncwo v \aew"fenb- \"aYa pvlSe\w“w eugxge&’qgﬁt&nlfgw Wlﬂi:o 4.5 N d? w: o 6%&\0-0&00 f

77

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 79 di 88



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI -

| e zone &

evewaeeQAMm | |
B LpreRI (’LA 0
[Foh o] 434 -mmwt\/cnb-&rwﬂ% bl oy vlad |
L | 2onee gon weiVicE

:»P*hdn$b5

‘ | e H.v»z ,& VeS|

‘*”'Zs“ Ym\m X% vesdaha.t ‘»A‘ el

wa‘e,om 4ol Clusse |

& bassalvel ‘
oe‘%&) | 1 v

: den% EV
:ﬁ:%&@ g

 prolit

L L v 1] L
_Evem BDLO(:K.( T—"—_'T |

:pm héﬁvl

+

Ws’s;
WS? IO ( av)

1=0

N4 1]
erLQG 45 »El Y/‘\‘&l et |
& lexo: YOS = _—‘ .

WSS ¢

R0 & h»sbo N eave\’e, C"f w3 vel,a-esom, e Fovub Aﬂoe#a WSS o &

4 % > Zon> alevosw
mﬂﬁo > —» losioni o Gndo d,»

sl we>loue> seluaoue

\""’3"‘8’ Lyl %mnbbw sl nwbwll‘@%

TAW%S P

WSS (,5»:)[ d?

inka rm,,‘mu ik ?elf

adifd

051‘.\».,1@,&((@

beballoikad elle
| |

(s£) 8t

:, -[4—‘-

| \

[(Fescima
j B wss(s &)4&1

P(o\)‘ﬂmé osl Jo‘sq'lo
RR’Y MYY&‘qssocf.‘aB-

2

t&m

)&u qmeY% Mabo %anw& WU Eﬂ&_pg&-
y&fﬂtﬂ- A‘ !Y;‘E«& J@

INDLATOR]

Corso Luigi Einaudi, 55 -

Torino / Pagina 81 di 88

CWES |

* NAVEO wso N
Cwella sua dyez
¢ vaveBoii dell>

Yempo eapérz:o, o llebon. |

ln, (> povdle. |
,‘mmmm

@B
"’*"tm

dmm)

,,,,,

,

] —mws,s 2 o,L. — ‘(:ovw e&ros.)xeh\bb
454TAWSS ¢ 45 P2 > 202 cYow
TAWSS > 45 P b lesionT & eadoYelio

E:&bom&wss}f“ ; ‘
{ \

O‘- O$l &

:(lw W ?(c'ss

-

; 25i) Tews?

\i ;Tw.‘@;ﬂ

au

e?aoM‘re.

t ?m.

i yiJ‘ ﬁe\'

V0ﬂ>&>q« \rbw

DM :.,Wnomcé WT ”"F'

WPW »h@

Wss 6 qpdente av(aaza(cp & g &m‘(e« CJOLa Cb/d’cca |

polavess

e [

F, 5

| T o3| —o > 2000 $Yer ro\alhda(v'eﬂéve
1 T o -qsf» zgm ngs.exe&wb (yla Jrvezsqw- p«d(avena—,zh

(ﬂusao .
*‘”‘h dll

CRRT oo @meaqw, Fpéaw, @s
\ble. $e‘mwss <
|

oYe“"\/&

“B‘J“Wﬁs \@ +
(e@bm é.s‘mub qﬁwéﬂ \/Pa I
lﬂ%&h& itlrs%w:ﬁ

it wnm}bamm‘qo %%@d‘o@& dd.\;*sg po ex2
e e (52 ()

ol b

| |

|
= I IV S P N S

79

m,vpmﬁbd, wmﬂ,éw@ cl.sbfbao
M r

(lduvl) waq

M,bﬁé ERRRLCES

wm\onk- &Y&Zm)

.......

t A

T
mj/r:ﬁﬂ

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 81 di 88



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 83 di 88

TEOR[A Dl\)&/H&ﬁ)@EJY \ | ‘ H
duer S\“p\{eb = OT"&’&? ab\ﬂtw cL M?l«fzea 0o c¢a Par!e\f na: i .w Con&é?om‘ & %Véwh F,,y,zé
Lo | \ \ 1 V\I“’O bildneo £ | | = [ oleid " 3 ; ‘ | | B
wa) [avayv MJ,},,V*LE)4_4’%%”1&%‘,.‘,, 22s

L gmitie | Cope | Qreadt
&cc dowh & | latc % e | | Jsosp | oy
1 v sezonids | contltVey | | ] v,
3 Pueadiinte | ! fevinie. | MVG'EIL‘ — \/‘ Wk \ | i | |

Hofé Av wﬂdoﬂ'o p’hnén‘co‘ (ymm& mdni.aazdla) espan k\qma‘o qdﬂu n 5,3\'4,4» d: w¢uhwub e mAm | =

B T L RiEa e St MRecoacesseasanedz:

Faﬁw\‘ff,‘ ‘[_b;f—\zﬁ‘_f:j:‘ 4¢°’? (m{u‘% wt VL_N?) Fo ‘. b>- %—‘ .._bvsCosVA ouo.t‘!/lc\Y‘tA% |
u%gz dalo mb geyzs &bw\w | W(*;&)l‘:qu)Le‘”‘_.,,.hsPnbcé ) %-(cmao qakm I
’%‘,?v%% %\g.u %,,_ﬁffv.AfLL,w_;,:U:'. rg BN
Le? b?”;iw“-& ao(ﬁramm\jcnne i e a_i_jj@"(x Tv:_a/z) i So¢io:amieafg(¢- /\
| v\ nrEy )| |
Sabhkapol i S TR B J@
MERNE R =“{JE‘Z~% f",c‘twmhw F@':%ﬁwmm =
A gk @ UL condlo ol if R TmTE
gﬂ‘:‘"b ¢ ntﬁ-ﬁ"%ﬁ’peﬁ? ave. \‘mi?&réoia. A‘f‘ f%'ﬁ& mn@o?:opﬁo T ;ﬁ‘d “ Po s Mjﬂ |
FURTRRAEEREEEE AN w
J?“%J-s?mﬁi_gfi_%sa '»é"zi?e‘:”tz;‘;;"f'f";,,:1
B EETL R . R EErTZYNMEE RS NN BN ' %
[{d\elwrfch%%ﬁe:hé*?%nj awm‘)lhsso whblc'ﬂfibw')o'b‘oUA lé‘@‘b@a{e E‘m%o(& espmw/a.k,
%{#ﬁk &{A‘ 9 slntig) | | EEN
JRACEO mn“"” - ;"‘V:?lg“i{.&'f(‘mcﬂ"&% Tefr gl s

Soém“l) folet® T T

0 O NGNS E O S
eowew-‘mhﬁn'\ﬁ‘ -] | °°”’ 35”)‘
Defninco : B*ﬁfaewwsaolz“‘?;;‘;:'_‘ -
ME ‘%; v g “‘e(mkm&{f!)‘.b W=€_%M}an(nb+¢+&)
| ‘1“;:11-‘@,@&‘;;;4;1-;; | &
Rioe fos e¢;[ VVVVV
Pmsc e : %-F%z» %%—=£-%L-b “\( "Jau(ub%eqt&ﬂ W-A,:g,‘§"?’°("f*q) |
| 1 ¢ ‘
oy Soeuille. u'o&eve u:;s‘ _?gt R (i Yz) ng . fmuzmuz.m‘ woMeRsaey
P/

Nl el ook el i: Womedslay & Risgull , 5 vede dea. iy gprtenles w Womersloy 4. oﬁo pb
?zéoo[ita MMK ) mﬁq‘y) veabvbm{b W\doﬂz:‘ a Qﬁe(an\;e&cjb da(fo?o;@gb‘om mdéfxfbybo sgsb”xep
© G, 2lc oy e | { {

o (b"b W"bﬂz dto{my&\ B |
por\fa‘fbiv]]';i | | | +
[ {Mwdrde 11T R LT T L 7 R YW AR
v j‘o f ! ’]b‘,Q«?J; QR.R‘L,M\/;JY L 2w A ‘2_1_‘ R So(%\[iglz)‘[.(lygetnc
\r% e e T T T
81

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 83 di 88



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 85 di 88

Ror e, un rmdello romdmaisicunly. s porsbli o & ewiGcoza o fome o 2gonh o

“‘“‘""'m NS | B Gl Lokl
* 5 S \oUL
e bs solo ed2l &lle \'&, | g::&a &(oéora: :r;a tb.sf' & wizs)‘a.

ﬁgz &l u‘(MSro - posigioue. s 6 wel ‘ * pedominanza. dolls el 2s53le. vz |
b 1 spapedbencesranansanaint )
|  x d v . ,Q_av -,?fékr o
avi‘w ' i S,,ﬂ 57 +jsm | ».
Sha: Wz 9%, U S, U Si e S mmobie (0177 =
5 Mo Lo ves dl ¢w‘he,@5‘<u,) ?;’Y«aaéfcow g . R Livie. 1a vel mxbm fra
%re\rz e,tl/ Slado come \Tfs 7o I s (u s ol Qz,,.ao')

s b T do
O A SEEaERss
(L wlor vedio & @ 5 s PRS- ﬁeZnouo,So: P - % @ ds| | | [conl A—;Ssdo' |
Qundi - 5v gav *Lugm dx|= J ‘AR @ | |
—Sw‘ edV' = | T2 a(Ag) dx L]
x. — bt i ‘ ‘

phflge S'A‘R:Q AG.—“‘L}V ?"w""" dﬁ vawewwds“S}ve,w?U:’WAG‘ Lo}
Considee gaite soffolizals: f L] ‘ ‘ g ) :
| Ll ! i L | ! 13T
S d TR R T S”’ ”?f“”‘Ss?“-?ﬁ’df’ S /h(u,,ua,u;)

30 0 - s |
Sihe: W= | dQ' QT .wds |@u,d )do‘

2 Xg(sz) x - Savwe u‘m & SWQ: | R S QU T | g @U
AWLML g 5 Qcﬁ,a&r:S V(.?u)dv g Qv&c s Quds

B‘Te,w ‘ —
Revsevisco l\ed&méo w,ll‘a-?»ozqw e ¢ppbco® j ‘ | |
| R da (]| (V)dv "ca D) [kl
S?m,,w e Uw n Safe,w? | dS S-v V ? ‘ {_A(?U ] ®‘ ! {

Awbw@ e @ b @ t———t ' I PR R S T 5 TR Btk + { : 1 + /\

j“a.(w]cim-g“(gsids§x+5:‘( Q\?ﬁ'dg) -J“z_[k(("_tl)]dx 5 (Swev)as)ax
»&LBA?_+@LAL€_~JJS {3‘2‘+V(@U)Jd¢+535?w 7 d | |

(vieds fox Cludl Mcpmpwm'\o’l.( Vu—o)”:go‘ F- Py 01 ¥ fer- 4 B& %_*J QW AK ©

Pec s arownzine ddlo gl b - os M‘aq pecdue dean- wa ve
AT | ECAU?) S Lh_._,uVu dg*f R md@- __,_3_-_.:_) 243) , 2 T 3R

Pox lo comerazionn. ddla massa. pons

u+evu] |
v des o (| ;\w‘ 4y
Q‘S&a_u "'5' @

at l ok | : X vjs ‘BC
S b dqduo comen | || L S LT L
L’B(gu! AT.S e?"d‘yuj 'Tn,ﬂo' ‘ Cox’u Ck Qoud: wl«mﬂ- 3 - Hp: ﬁ:é'nat_
| Mg DB Jwe' | L T temso d"BL' &o(e. . {1

lieo Yo dNergemza. |( Dy dv ghdv -2 ANEEEPSESTS 2T Wl &
AW‘: L il ) ‘jvbszjw;‘J(QLSwt; _:,.;a a?\t.‘
Siha: VT:l-.PP*}@_-VP +d - ! \ | ; - | : ! ‘ ! ! } |

Sm\ﬂ\’&aao 5 ( b—d«)dm-‘ “(S[‘g .,,__(-.VP*J):]JC)J | ] } ] | i

83

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 85 di 88



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 87 di 88

Q’X\’b‘m (DX '5; dpp(o&mbuo &»h@‘oh v)o»yon& qOmD.- yewé&ﬁ Aq é@b N 1 | | ‘ | | : 1
Q‘Ip‘,m,y:bj{ ¥p u‘e.' NEGAEEEEENC NS "l ‘ﬁ‘_;_,mz ‘ 1 &
| ga; i\Lc\Qfﬁza el ] ?GF‘ IR "'Md““"‘”" H
‘5;’1"7‘*?'?‘&;‘7,??‘7‘7:@_‘-‘;3;11»]'].‘“;
VP AT P P 3 . P 05 0 0 O
] O‘f‘ »1 ra,) |- ‘dt;*: | 17 MR piti g E L 5-15 YQE@LM ar\“’a | |
] | LdQ-*dQ.*P,;JP‘ B %
i || m || L] ‘

|

[

1

\‘

S T R R 35 5 R s 1 3 A | R S

Mok 5 \ezfzzm‘o - re)fe WW@ re>3.va [fe\aw& Age\mca) m&o, v Cé(n“brl 1] |
\ﬂef'rom Nqnmxm Pép L‘Acoom'd&zm;o‘tm ﬂm@L FTEY{Oé&/El‘ Mmms?oudmze._{ddl‘mmﬁc@ 2

[(vaY i 2 wateﬂ- éﬂVom daxmv,em, 355,&
i wololaiars. s m&v basam,; L
ST P R R e

oRTATA: qma((e;),ai)'i,. | Tk 1T '
- n;siuwz nedy: §8) =P (e } - L ‘ [ [ L] L
Sporc! A%EA: A(eﬁ:A‘l.rg'M N> F E St dedaddal WlaIF T8
) eressiove Toracel Re (&) ;Cw um Pc;:zs%,'e‘»ff A D O 5 4
\/Ahweuz Mmma 3(9 )=V, e' s | LBl L i

; \‘ ’C\é"‘"”\@“' M e}% Wb %{JLG'\@MV& €)¢W\7\3 dewo]?perymoM&eém
Cdi A vion & o }e, p.(p_a_eltp veide. | | | ||
s R % an‘b%eob w(ywhgj emb e "'Wéﬁﬁ& wawF L p o
e Sk R il W”a?mddﬁmrf

oIS Bl KOl cavabiriben. ot o o e 335 13 crodals o aopebils |
E e(g”n%vﬁu/lev& \b- canA.z«ow, 59§ lone: |<r(;§) Pl tﬁ;, o pﬁmulon%u 2o, méﬂe»sha

QCB"=Q5@*3?f“ﬂ;.i,;lw.wi‘,w
AlshalACy | | 11 L 1L DL - |
RG] 1“: | 2 e
F@)=p La*) o (‘i»&ziMsu ey § 4o iom Ocm\’mh‘cl. ImEE
AR = fcat) =R bl & U Cvelaa)a o 6&»1 sCom ol | i |
fa'qtja')';l“/[((ﬁ“q ! Ql)m»\\/)vlh. d«"Q ,,,,,, i e
2 07161 0 U O 0+ 30 0 (L O | Ll
m,ua,g)ba&,m&flad a&oﬂave '
‘ (AL M nene- n3o|V5 ‘ﬁefb‘@bmkt 1
| (Yafa WVWQ E#mpto Mﬁe £5
RESEe eun FRFNCIREERENN Y FNEATE |
| - | | ENEEEEENE | | |
S — } | 1 } ; ‘‘‘‘
1 i i ‘ b ‘
\ o \ P e e e
,,,,,,, EENSENENA TSN AN RN |
| ?
\ I I Y e
i i ] |
| et SINENEENEEE
i | ! | B
{2 ! P 2921 S 1 =k I I o = 5 3

85

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 87 di 88





