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Vibrazioni di sistemi a un grado di liberta

f’"I"F_Oscillazioni’liABere torsionali

Nel sistema di figura il rotore R ¢ sopportato dall'albero AB
al quale ¢ solidale. L'albero AB ¢ incastrato. alle due

estremita. g
C

Determinare: il periodo dell'oscillazione T. B
Dati: D
Li=09m,[,=15m,D; =10 mm, D;= 12 mm; yA lDI : 2

m = 200 kg, p = 450 mm (massa e raggio di inerzia del A z— —— —i—
rotore R); = %
G = 80000 N/mm’ (modulo di elasticitd tangenziale del l L1 Lz |
materiale). ®

[T =2.865] '

2>0scillazioni forzate

Il sistema rappresentato in figura si muove su un piano K K
orizzontale e pud compiere piccole oscillazioni intorno\ad un , ! A 2

asse verticale passante per O. %\/\/\/L‘-/\N\/‘% "‘T
Al punto B viene applicata una forza F(t) = Fosin (Qt). a

Calcolare: la pulsazione naturale del sistema ,, la costante
di smorzamento [ per avere un fattore di smorzamento

Si consideri trascurabile la massa dell'asta AB .
Disegnare il diagramma di corpo libero del sistema. 0O ___}

{=0.5, 'ampiezza 6, delle oscillazioni ed il ritardo di fase ¢ 24
a regime.

Dati:

k; =100 N/m; k, = 300 N/m; = J
a=0.1 m; m=1kg; —» M —[[—%

Fo=1 N; Q=2 rad/s. B ﬁ
[@, =10rad/s; B =10Ns/m; ¢, =0.051rad; 9 =11.77 °]

'3 Oscillazioni libere smorzate
L'asta rappresentata in figura, di lunghezza (a+b) ¢ massa m
uniformemente distribuita, ¢ in posizione orizzontale e pud
ruotare intorno alla cerniera O. In A & collegata una molla di
rigidezza k e in B ¢ collegato uno smorzatore con costante di r a ’!‘_b _’l B
smorzamento J3. A
Disegnare il diagramma di corpo libero dell'asta; determinare Y
l'equazione delle piccole oscillazioni che compie l'asta
intorno ad 0 e il valore della costante di smorzamento B per
avere un fattore di smorzamento £=0.5.
Dati:
a=1.2m, b=0.8 m; m= 80 kg; k= 50 kN/m.

[0+ b2 B+ ka*®=0; B = 2291 Ns/m]

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 75 di 124



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 77 di 124

— 4 Qscillazioni forzate

L'asta rappresentata in figura, di lunghezza (a+b) e massa m
uniformemente distribuita, ¢ in posizione orizzontale e puo
ruotare intorno alla cerniera O. In A ¢ collegata una molla di
rigidezza k e in B ¢ collegato uno smorzatore con costante di F
smorzamento f3. AC‘
In A ¢ applicata una forza verticale F = F; sin(Qt).

Disegnare il diagramma di corpo libero dell'asta; determinare
l'equazione delle piccole oscillazioni che compie l'asta
intorno ad 0 e la risposta del sistema a regime (ampiezza 0
e ritardo di fase ).

Dati: a= 1.2 m, b= 0.8 m; m= 80 kg; k = 50 kN/m;

B = 2291 Ns/m; Fy = 200 N, f = 13 Hz (ampiezza e
frequenza della forzante).

o8+ b2 B3+ ka*®) = aFysin(Qt);
) =0.00137rad;p =136.73°]

77 7777777777777

a——e—b

- —5 Oscillazioni forzate C AL (0L 0 Us Y8 e

uniformemente distribuita, ¢ in posizione orizzontale e pud |
ruotare intorno alla cerniera O. In A. ¢ collegata una molla di |
rigidezza k ¢ in B ¢ collegato uno smorzatore con costante di a b
smorzamento B. All'estremita libera della molla & imposto un A¥ | | _bl B
moto verticale x = xosin(€2t). G % .
Disegnare il diagramma di corpo libero dell'asta; determinare

I'equazione delle piccole oscillazioni che compie l'asta k )
intorno ad 0 e la risposta del sistema a regime (ampiezza 6y

ritardo di fase @). X

Dati:

a=1.2m, b= 0.8 m; m= 80 kg;k = 50 kN/m;p = 2291 Ns/m;

Xo= 10 mm, f=7 Hz.

[[o8+ b B +ka*s = kax,sin(Q1);
2, = 0.0091rad; p = 77.56°]

L'asta rappresentata in figura, di lunghezza (a+b) e massa m s
|

6 Integrale di convoluzione sy LE2 M TEn e o

Assegnato un sistema ad un grado di liberta di massa m e rigidezza k non smorzato, si calcoli la risposta alla
forzante f(¥) =Fosin(a)nt)-u(t ) con condizioni iniziali nulle ¢ @, = W . A tale scopo si applichi
I’integrale di convoluzione e si confronti la soluzione con quella ottenuta applicando un metodo alternativo.
u(t ) ¢ la funzione gradino unitario. '

ma, o

n

‘ix(t) -5 (—%t cos(m,t)+ % sin(w,,t)] : u(t)}

6bis Per lo stesso sistema si calcoli con I’integrale di convoluzione la risposta alla forzante

; X S S sin(ax)-Zsin(w,¢) |-u
£(¢) = Fysin(at)-u(t). [(t) p 1_(0)/@")2( (@r)-— (nt)} (t)}

n
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8 Pendolo composto

E’ assegnato un pendolo fisico di cui si conosce la massa S
complessiva m, il momento di inerzia baricentrico I; ¢ la F
distanza tra il baricentro e la cerniera OG =/. Si assuma {0

come coordinata del moto I’angolo 3 formato tra la retta :
congiungente il baricentro G e la cerniera O ¢ la retta .
verticale, come illustrato nella figura. Si richiede di f “, G
svolgere i seguenti punti: RS
e disegnare il diagramma di corpo libero del pendolo »
e ricavare ’equazione del moto nella coordinata 9 :
e individuare le posizioni di equilibrio e studiarne la E —
stabilita DN g
e linearizzare 1’equazione nell’intorno del punto di '
equilibrio stabile e calcolare la pulsazione naturale. ’
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/4 Oscillazioni torsionali di alberi elastici

A C g D B
k 1 a k. 2 k3
I 1 I 2
Si ideri il sistema nella figura, ituito da due dischi aventi momenti di inerzia [; ¢

I ¢ calettati rigidamente su di un albero, il quale a sua volta & incastrato alle estremf A ¢ B, méntre &
impedita la sua traslazione laterale in C e D. Le tre parti dell’albero hanno rigidezza torsionale k;, k; e

k3. Si ricavino le i del moto, do come di iane le rotazioni assolute dei -
dischi.

Ipotizzando inoltre che le tre porzioni di albero abbiano la stessa rigidezza k. e che = 21:

1) si ricavino ghi autovalori e la matrice modale;

o =0.634k, /1,; &3} =2.366k, /1,

1 1
[¥]=
1.366 —0.366
2) s calcoli Ia freq di antiri: del sistema supp do di appli una coppia ica al
1
disco 1; [f;r =§;\[k1/11]

3) si supponga che Pintero sistemna stia ruotando alla velocita angolare costante l‘90 (ivincoliin AeB
sono rimossi) quando improvvisamente ['albero viene bloccato nei punti A ¢ B: si calcoli la risposta
libera che ne consegue;

&) _ [09905sinay +0.1374sinay) , 1
%) 11.353sinayr—0.0503sina@yt | "\,

4) si calcolino infine i valori numerici delle pulsazioni proprie, assumendo i seguenti dati:

Momento di inexzia disco 1: I; =40.5 kg*mz;
diametro albero: d = 10 mm, lunghezza di ciascun tratto dell’albero: / = 900 mm,
modulo di elasticitd tangenziale G = 80000 N/mm?.

[&y =1.17 radss; @, = 2.26 radss;]
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2 Assorbitore dinamico

M 0
EL L

=

b)

-
2,0 2,640 7,850 1,760
50x20 3,0 3,840 10,90 2,330 b
2,0 3,040 12,60 2,090
60 x 20 3,0 4,440 17,60 2,760 |
750 x 20 2,0 3,840 26,80 2,740
3,0 5,640 38,10 3,640

Si supponga di dover montare rigidamente un motore elettrico di massa M = 100 kg su due travi
incastrate identiche (vista frontale a), di lunghezza L e con sezione scatolare come riportato nella
figura. Le due travi sono disposte parallelamente 1’una all’altra (vedi vista in pianta b) e dunque
ciascuna ¢& soggetta a meta del carico statico. Noto il modulo elastico delle travi £ = 2.1 10" N/m* e la
loro lunghezza L = 3 m, si chiede di individuare nella tabella la sezione dello scatolato in modo che la
freccia massima, dovuta al peso del motore situato in mezzeria, sia inferiore a dmax= 1 mm. La rigidezza
di ciascuna trave con le descritte condizioni di vincolo e di carico & data dall’espressione k, =192E1/I> .

[sezione 80 x 20, s = 3]
Per il sistema cosi costruito, supponendo le travi non inerti, si calcolino:
e la pulsazione propria delle oscillazioni flessionali nel piano verticale [@, =106.67 rad/s]
e la pulsazione propria delle oscillazioni flessionali nel piano orizzontale [, =32.97 rad/s]
e la pulsazione propria a,, delle oscillazioni assiali (@, =1777.2rad/s]
e la velocita di rotazione del motore per cui si verifica la risonanza flessionale [n, =1018.7 rpm]

Per consentire al sistema di lavorare esattamente alla velocitd n, (e solo a quella) si decide di
progettare un assorbitore dinamico in modo da sintonizzarlo sulla pulsazione di risonanza flessionale
del sistema principale. Conoscendo il valore dello squilibrio statico del motore, pari a mgr =5 kg'mm,
si scelgano il valore della massa e della rigidezza del sistema secondario in modo che ’ampiezza di
oscillazione della massa aggiunta alla velocita #, sia inferiore a 1 cm.

[Una possibile soluzione & m;=0.5kge k=5689.6 N/m]
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4 Sistema a due gradi di liberta

Si consideri il sistema costituito da un corpo 1 di massa m; = 20 kg, collegato ad un flessibile privo di
massa ed inestensibile, che a sua volta si avvolge sulle pulegge 2 e 3 ed ¢ collegato al telaio nel punto
R. La puleggia 2 ha massa m, = 40 kg, momento di inerzia baricentrico I = 0.196 kg'm” e raggio

R> =150 mm. Inoltre la puleggia 3 ha massa trascurabile ed ¢ sostenuta da una molla di rigidezza

k = 10 kN/m. Supponendo che i baricentri dei tre corpi possano descrivere esclusivamente traiettorie
verticali (per effetto di vincoli non rappresentati nella figura), si determinino le pulsazioni proprie del
sistema descritto, utilizzando sia 1’approccio lagrangiano sia quello newtoniano per ricavare le
equazioni del moto.

[/, =0, £, =2.89 Hz |
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/

\/ 3 Oscillazioni torsionali di un albero con due volani

Il sistema rappresentato nella figura & costituito da un albero di lunghezza /, modulo di elasticita
tangenziale G, momento di inerzia polare di massa per unitd di lunghezza I, ¢ momento di inerzia
polare di area J,. Le estremita dell’albero sono collegate rigidamente a due dischi di momento di inerzia
polare (di massa) 7; e I. I dati del problema sono:

I, =8.85.10" kg's>m; I, = 1.90-10° kg-s*m; I, = 1.107-10° kg's?;
J, =4.02:10° m*; G = 2700 kg/mm?; / = 28 cm.

Si calcoli il valore della prima pulsazione propria di torsione con i seguenti tre metodi:
1. albero elastico non inerte [@=8013 rad/s]

2. metodo dell’energia di Rayleigh [@=7783.3 rad / s]
3. metodo “esatto” [@ = 7786.1 rad/s]

Per il metodo di Rayleigh si assuma una deformata lineare, che si annulla nella sezione individuata
applicando il metodo 1 ¢ corrispondente alla torsione nulla.

4 Oscillazioni flessionali di un modello d’ala

Si consideri il modello d’ala in legno rappresentato nella figura, in cui si approssima 1’ala con una trave
incastrata ad un estremo (alla fusoliera) con sezione rettangolare di altezza variabile linearmente lungo
I’asse x. I dati del problema sono:

Lunghezza dell’ala: L = 8 m; dimensioni della sezione di incastro: b = costante, 2y = 17 cm;

modulo elastico: E = 185000 kg/cm®; densita del materiale: p = 900 kg/m>.

Si calcoli il valore della prima frequenza propria flessionale utilizzando il metodo approssimato

dell’energia di Rayleigh e assumendo diverse funzioni di tentativo f (X ) ,dove X = x/ L.
lre0=x22-x36: £ =321H) [r ) = X2 £ =3 )| ) = X £ =318
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