Appunti universitari
%’1 appun ti Tesi di laurea

.. Cartoleria e cancelleria
www.cen'froa\PPurTh,L'l"

Stampa file e fotocopie

Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino Print on demand

Rilegature

NUMERO: 1631A - ANNO: 2015

APPUNTI

STUDENTE: Lanfranchi

MATERIA: Geometria. Prof.Cumino



Il presente lavoro nasce dall'impegno dell’autore ed é distribuito in accordo con il Centro Appunti.

Tutti i diritti sono riservati. E vietata qualsiasi riproduzione, copia totale o parziale, dei contenuti inseriti nel
presente volume, ivi inclusa la memorizzazione, rielaborazione, diffusione o distribuzione dei contenuti
stessi mediante qualunque supporto magnetico o cartaceo, piattaforma tecnologica o rete telematica,

senza previa autorizzazione scritta dell'autore.

ATTENZIONE: QUESTI APPUNTI SONO FATTI DA STUDENTIENON SONO STATI VISIONATI DAL DOCENTE.
IL NOME DEL PROFESSORE, SERVE SOLO PER IDENTIFICARE IL CORSO.



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 3 di 76

| iV ik |
VETTORI: 0
5'Punt: & applicazione
DEFINIZIONE: SegmenTo d origine. © / : i
ed “esliemo P P 1
PARAMETRI: - dREZIONE: Reffa cui aﬁaaﬁlene | vellore
- VERSO
- LONGHEZZA o MOBULO
NB.: Un veﬁore Jl moclu‘o 1e AeTfo VERSORE}
UGUAGLIANZA: _f_)_._hah qgardo J:rez:one verso e inodvlo co.nacJono
Ve oo bl bl g ks aboro sl m o
OPERAZIONI SUI VETIOR]: Tﬁ—_'
AN L
GOMMA: 1) op+5& 04 + O A L
7 P+ od = &P Z=T1 73
0
SRy
50T RAZIONE : AN
M T ]
Dali 8,30, cR e %00 ¢V s definisce ¢ combinoszione [ineare:
- 9V, + 3V, + av.
DEFINIZIONE: V., V., V. 5010 \mearmenTe endertf se 0 PUO scrivere.
ame loro combinazione lineare ef coeffcient; yon Tu ! oll

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 3 di 76



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 5 di 76

| ~
= | S 9,,
v, V, V, Sono ImearmnTe J;Fencleﬂa quanclo complanah

PRODOTIO  SCALARE :

-

M
= U1V cote =
=

PROPRIETA DEL PROBOTIO SCALARE :

Ve Vi

9) (ki< @V - R(KV) | kek

) (L)W= W+I W

PRODOITO SCALARE IN COMPONENTI:
= (x,ﬂ,z)

V- (x’,j‘,z')

.d-i/’-(xﬁ +30 +ZG)(K'G +3'"J+Z'G)= HH EaE:
XUx. 0 +><ugu +)(U Z'U, +yu X', +5U53 Uy +3UJZU£
+20,x'0, + zu,,ﬂ Oy + 20,2 U,

xx. 0,0, + 460, + X201 Wﬁ 0,0, 4 yEsTy
zx/u{’u 2y’ J+.z.z 0,0,
| &
Gf.} 33 Jj“’u' i:= xx'+jj'+zz'
1

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 5 di 76



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 7 di 76

~
s a4l 2
2= Iml Jea) fu" N3 Iml
Imi= 2743 —b mé»:z/ﬁic q‘u'ff:; (4,4, 1)
- r ' W,,=-% (4,4 1)
PRODOTTO MISTO DI 3 VETIOR! :
Dt & 2w eV
T AAT s dice Procloﬁo mislo
E nollo se i a vellori sono linearmente AaFenJenTi
ESEMP|O:
baT; iL (41,0,1)
T (2,4,1)
ar (420 |
dive se sono linearmente J'.Pe,ncle.nTi
-+ 41270 1]
W. AT = (4 0 i) = (4(0-1) -2(1-_2)+o(1-2))=-i'+2+0=ﬂ)
Z11 11 Sanal Iinearmente |
ih irgn A
 CALCOLO DEI VOLUMI:
V=Aﬂ« iAJfL’A'\?'
Ritdr vers(2amhl
FrCIRESNT S
|27l
{

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 7 di 76



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 9 di 76

ESEMPIO:
: -
Trovare PgssanTe per F11,4,4) € perpendicolare & K (00,4)

- 0 (x-4) +o(3-1) +4(2-4)s0 —» B: 2-4:0

CASO 2:
Sisno R e ¥ Para”eli ad o e P e

o (G- B) EaF e |

CASO 3:
Signo POJPSIPQ- 6& e

!oe: B RE R NE N |

ESEMP|O:
Tko‘var'e X PassanTe Pev P14, E(o, 11), P (40,0)

SLEL
82
L2l

" n
o
;a
i
&)
e

OB.- 0P, = (-1 0 0)
4 0= = A4 T . 1 ‘ : 7
B3P - (0,“1,-1) SOYIO Lnearmhle chPenAent !

(0-1,-1)= k(-1,0,0)
v
0:=-k
-1=0
¢
No (im)ooSSiLi,e)

X-4 4 | Z-d
&:|0-4 4-14 4-4 [0 — : .-g+2=0
1-14 o0-1 0-1

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 9 di 76

-




- © Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 11 di 76

FASCIO DI PIANI PROPRIO:

|n5iemed L QSSQY\T er |9 mecJESima
rella v (ag f | fascio) P

FASCIO Bl PIANI IMPROPRIO:

|n55eme (J_i Piahi PQYQ“E!'i QCJ un' FESHO .CL'JTO_

Il fascio praprio di asce v @ deseriffo Ja“lequazmne
ax+53+c) 3 H(A:ueyp =0 Qn A e K’

955¢ a'e‘ ?3500

d.
X+ Fﬂ-l-Ci-lr 0
J

econ {em +81+

“ FS&Ci‘O_iImPYOPHO 0 ClESCI‘iﬂO (JQHLP_O]U&ZIOHE

3X+l')‘.‘aijZ.+>\=O con >\ € IP\

EBER.CIZI'O' _
T xagk
DaTe r{xfé{f maRs A:E&t
4 EEREE TR 1
b'. anari 0 meno.

—b

o P ERAY RSB B0 PNt imane 4., _., u
i K )—e V. # V. ¥ e s non som Fara“ele |

Vil 12 0= (2‘,-:11:()
0|4 1 |
Eyob-o t-0
] P[Zt,t,-:ub)é T 7 —b . ->51 ~b }’ ¢S 50no
{ &-J+t+4=o {b'o maclerfh

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 11 di 76




_© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 13 di 76

m h
Cerco H ocnt con 't vella per Rlo T
Y= X+ 3L
{3 Yo+ bt \> b : 9(x..+at)+l)(3u+5b tclzactlid-o
Z: Zucl: I ax°+Bga+czo+J
'+ b*+ct

\/

A(&,HL\[(K.-X, e e o

24 blct
\/
cHP H) - 19, + by, +cz,,+cll

Jabhe

DISTANZA PUNTO-RETA (NELLO SPAZIO):

Sia o Passanfe per Pt T . cerco
H.xarm e PmceJo an cleoli nof;

ESEMPIO -

P23 | d- 7
JL= ( iit, t, -i+2t)

ol —s VLot —» V- (44,2)

v

0 x+\tj+.zz+ J:o

Pl
\mPanﬂo Reay |

cj:s/"w x+y+2z-9=0 ol (0sb) sbaalgizblia-o

J
t.s5/3

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 13 di 76



X= 4+ 1

22

Veﬂnre Ja";

refte 2

lmponao V. -V,-0 (Goé che siano L)

NSy p)—(io,-i,i)m
)\*P 0 b
Ne U -x+5+4+z 2:0

Sce|30 EU, 0,1)

1] d(!l—}j): C:“P {X.)= |-d+0+i+i—'21

. d ’ NEyory s
ANGOLI:
0< AV

v
Z1T)

ANGOLO TRA BUE RETTE (ANCHE SEHEMBE) :
IR ~
IZA =

B-V = 11T @) —» ca(iv) -

o (12)) éJeTevmmaTo 9 meno del seqno

-+
At IV VR
el ==

| cas [ 72h)] AT

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 15 di 76

o Fasca & ass A{H paaoel

X=4+Y
2:2

i

F: )\(i—ﬂ-i) ' P(z-zho
Vee A p)
V= lo,-4,4)

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 15 di 76




© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 17 di 76
1

AN6OLO TRA RETTA E PIANO: Y 1
?)ia g refla e loc e PassanTe per oea 7
F nfo che - Tia- fc7{b /}/ iam /
dunque sl %) - laa () AR —W’

SISTEMI LINEARI -

{’(’3: O, Termini noli ot uaugli 20 —s Oisteny lnegre mogened
X4Y: 0

x-4=0 . 1 1L
{ZX-:23= 5 — (l 50n0 00 soluz.om

24 {z-. 24-1

X -

—s (1, g,zg-i)—o(i son0 00* solvzion

' SISTEMA LINEARE bl 5, X, + 943 X, + B Xa= b,
M EQUAZIONI IN 1 INCOGNITE: {az, X, + 3, X, +94.% = by
| D RIS b.h

| MATRICE COMPLETA BEL SISTEMA: [ s s Oy
glﬂ gu. 2h
th ahl al‘tl’\

t:) (AIB)

" RAPPRESENTAZIONE bl UN SISTEMA
' COME PROMOTIO Bl MATRICT: AX-B
| Podatto & o 534 ¢ WP

la eolo uaJe

OBBIETTIVI: -M&TO(JI' (Ji hSOlUZEOﬂQ Je'l SSS\LCME L'ﬂéaﬁ
-PYBVEJ(’.YE esasTenza e qusnTaTél Ai Soifu’i’.iom

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 17 di 76




© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 19 di 76

TEOREMA |
Nato un sistema lineare di malvice (MB) ﬁosso olfenere un siglems
equ‘va|enTe e5eguenda sulle sve hﬂhe cpersEio elemenlari

DIMOSTRAZIONI:

g T N N TS, X +a,,,x2+a,.‘x;.-£,
Esufﬂc;enTe .l snsTema- {a‘,_,x‘, +<9,,,_:<,_+a,,,.x,pb,,

NB): (55216 i
scanbio ®, e R, = (A1B)- (g:: ‘3"- 2’- LJ) |
faccio Ryskr, = (AD): (ki? Kg:: ka,,_\ k\;,,)

9 x 4‘3, &+3 )( . B;
fﬂcao R,- R;+ kR, { . 2hat Oa

3y, + 8y, X, + Bkt K8, X, + ko 4 kap Xae by b Ho

| (Sine X, X, X solion {aﬂx #9a%, 4 B Ran by v (Ey ariguale )
il “"J“ﬂl! E)HX t!.. ,_,.X.. + k(él,,)( +.. 9,.}( ] IQ +l-/-|9‘v \Lg. crir-;rJl

i*l" Vi‘ieﬁi G«‘Ic’ n)

ESEMPIO:
4710 1. X, +2%4= 3
AIB): (03 4] 4| — il ..HlmFass.b l
000l 2 0-2

Se uns HIQTHCC }19 Dna hﬁa Ae“e,
.nco hi i;nula abbinala¥a un numero
diverso a3 0, il sisfema associalo &
inpassib le

QSSERVAZIONI

(NBL(?Q), R.: (5.8, 9,.b)  Se (AIB) & 2 scaly le v henon
Ra |

nolle sono veflori linearmente

J.Pendevﬁn

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 19 di 76



=

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 21 di 76

.METObO Bl ELIMINAZIONE DI 6GAUSS:
Ri(JUZiOYlE’. 3 ,SCQIS + m&TOAO (Ji SOS#iTUZiOhC

TEOREMA bl ROUCHE - CAPELLI:

Dalo un sistems lineare di mafvice (AIR)
E risolubile se e solo se 9(A) SDAIB
_Se & risolubile ha 00™? soluzion

ESERCIZIO: mEEETE.
Disculere ol variare d; ReR il sistems (4 2 4k 2
oo o 1

:

24 -k 170
RzzRL-zR, ——-»(o o 1+ho i)
00 0 4[4
2444
Se sheo-s (@TTsD] — hamphble
000 1i-1

56 i+ﬂu+0 5 S)(A')=SJ(A'IB')=3 — RiSO\ULiIé an 00°>= 00’ SO‘UZioni

SISTEMI OMOGENEO ASSOCIATO :

Un sislema si dice om Qrene,o sssocisto ol sislema d ParTenza se
differisce ds quesTo 0 lo colonna dei Termini nati polls

(Oii ) (Oii O) (101 0) §X1+x3=0
—_— - i

10110 101lo0 011lo Xat X420
: Xyz-X
(iOi O)_D{XAJ'X:&"O {X,PX, {X,=_)Z

04144 X4 Xa2 4 (X, 4-X, 5 l 2 ( 3 ) fR

| (EENEE AN L

Doluzion (‘Xs,i'xa,X), ¥ e R OIUZiONi : \-X, - X5, X/, VK€

Ma Sc- S,,,,‘ - (0,4,0) - Soluaone ParTiCo‘ake Je“@ maTrice Comf)|eTa

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 21 di 76




© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 23 di 76

ad- be
AR 8 b
~ad-be 0 ja)

SPAZI VETIORIALL R’

| n | . 1
Uno SPsz;o fR' e definilo come. |;ns;eme di Tuﬂi i vellor: colonna
(vetlori hﬂ&) d "n' colonne (the) al variare dei svoi ParameTr;
= | | |

o chivso rispello alle Operazign (cioé i risullat: delle operszion frg |
veltori confendh: in W Sl: afParTensano ancora) |

ES..

HDC, dsto V12,3 wshvis W:.&&kv, _ke R3
Verifico che W & chiso risp f ol S0mMma :

¥ & chisy| el ol s

g“’mgv Wi kv ey s (kamlv- K7 e W

VEHFECO Clle. \n/ é chiu'sb' risf)eﬂo .a| Prbdoﬂo f)et’ U humeyo:
we kv qumJ;, Yin € H)l, i = m{ k)
W= mov - k'Y e W

Un slfro melodo di verifica & bassla sul vellore nullo:
M assicore che 3 €W (condizione mecessarie ma non sufficiente)

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 23 di 76

Gi dice che We Rn e Una soﬂospec;e velloriale di R 6 ¢ non vuolo |

|




© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI C o Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 25 di 76

BIB (:0 non vale nel (330 (J 5|ST€M8 AX B Aé R

PEFINIZIONE: bSTO V IR. 501T05 3Zi0, Si (J'Ce l’ESQ CJI , IYIJICQTS

con By, un insieme ordnsto di vellori i, T A
che sono:

TO | 0i
el i

PROBLEMA -
Datoe W wﬁospazio vellorisle, Trovarne uno bose

s o A
1 mefodo. X(g) A(: 'ﬁ j‘)
AX- 0— {iz% Soluzion: {(-23,3,25)}/ vy € R

!
yl-2,4 2), vye R

6, QHh VQ“-OYI Ae, SOﬁOSPQ.’ZlO 60N0 MUITIP, (J (—2,1,2)
C‘Ulﬂtj B (-2,4,2) e U EQS& (Ji W
anche B (-4,2,4), FCY QSQMPIO e Ul l)95€ (J \/\/

ES.: Soluzioni b x+z=0 - {(-z,,g‘,z 3/ Vy,Z € IR
b

Z(-4,0,0+Ylo,4,0), VYy,Z€ ’R
B- ((-1,0,4), (0 4,0)

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 25 di 76

]




© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 27 di 76

BEFINIZIONE: O Atce J.mensione d We R [dxm(\J)] | numero di ]

VE‘ITOh (Jc Una CIUQ‘SIQSI 13956 Bw

S dice base cononica di R quello formats doi vello rigd della
maTrice nxn 1, (matrice :JenT.Tg

TEOREMA:

Tolfe le basi i o soﬂospazao WeR hamo lo slesso e di elemertt
BIMOSTRAZIONE (PER. ASSURDO):

Siano (V,, %, V) e (W, W,,.., W) dve basi di W, con ok

AHOYQ -v: ol 81] \1}3 + a.ﬂ. Qﬁ. + a‘.&gl
V2 8, W, + 3. W, 4 9,2 Wa,
V= O Wy + Wy + Wi

: Por qUQIi b, b, b, siha b7+ b,# + bVi-0

b, (90,440, Wg) 4 b, (8, ¥, 4+ .. 4 9Wy)4 o (8,7, 4. 4 )= 0

[ Stxcome W, W, w S0n0 I.nearmenTe .nJ;FendenT;, Junc]ue  coefficient
| devono essere Tt noll

A0 A3 X)

Sz ... Q)

o ' -p(A)
n® solozioni = o0 "’

plA: min(h k)- R - k- plR10

RisU té)no 1/ inife soluaiong mcomFaTiL]L con |a |meak- inAifJenJenza (Je"e l'JQSi

bUﬂC ve S AEVE. P?.Y f‘OYZQ avere 4p1=k

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 27 di 76




© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 29 di 76

wmm&hmm&ﬁﬁhmeMﬁw

solvzion di AX=0" indicslo con ke (A)

Quando & che g.- R- R 2 niefiv !

TEOREMA: '

g, > inelve se e sdo e \(m(Aﬁ {05 ¢ R

CQROLLARIO:

dim ler(A):0 4—> - P4)-0

MEFINIZIONE : SE}JiCB J g g R-» R |'nsieme vellori W e Rm
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