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Spesso la distinzione tra vefitora viga e vettore colonna non ¢’ importante; in particolare di solito si identificano
gli insiemi RV e R™! con R™, esattamente come quando si scrivono le coordinate cartesiane di un punto
nel piano (vettori di R?) o nello spazio (vettori di R?).

Vebtori riga e vettori colonna non sono solo casi particolari di matrici; infatti data una qualsiasi matrice
A € R™"_ possiamo considerare i suoi vettori riga ry,...,Im € RY™ e i suoi vettori colonna c¢y,...,¢y €

Rm N .

Somma di matrici, prodotto di un numero per una matrice. Con le matrici si possono eseguire
operazioni algebriche che generalizzano quelle che si fanno abitualmente con i numeri.

Definizione. Se A e B sono m.aiiich mxin, si dice matrice somma A+ B la matrice mxn tale che il cocfficiente
che appartiene alla i-esima riga e alla j-esima colonna e’ la somma dei coefficienti che appartengono alla
i-esima riga e alla j-esima coonna di A e B.

12 3 0 2 1 14 4
A“(:;fs 4)’ B‘(o -1 4)’ A+B“<G 4 8)

Esempio.

Definizione. Data la matrice A di tipo m x n e il munero k, la matrice kA e la matrice di tipo m x n tale che
il coefficiente che appartiene alla i-esima riga e alla j-esima colonna e’ k volte il coefficiente che appartiene
alla i-esina riga e alla j-esima colonna.

(12 8Y o a2 46
9—‘(6 5 4)””‘2’ ’”A‘(m 10 8)

In particolarc se k ¢’ zero, ottcniamo la matrice nulla

00 0
M”(o 0 0)

Se k = —1 indichiamo kA con —A e A+ (—A) = A— A= O ¢ la matrice nulla. Osserviamo che matrici
nulle di tipo diverso sono diverse, anche se usiamo lo stesso simbolo O per indicarle.

Esempio.

B’ immediato dimostrare il

Teorema. Le operazioni di somina ¢ di prodotto per un numero soddisfano le seguenti proprieta’:

- ]a somma ¢’ commutative (ossia A+ B = B+ A);

- ]a somma e’ associativa (nssia (A+ B) +C = A+ (B+C));

- il prodotto per un numero ¢ distributivo rispetto alla somma (ossia k(A+ B) = kA + kB);
- dali i numeri k,m, (k +m)A = kA +mA;

- dati i numeri k,m, (km)A = k(mA).

Prodotto di matrici. Olire alle operazioni di somma e prodotio per un numero, e’ possibile definire per
le matrici anche un’operazione di prodotto: il prodotto righe per colonne tra una matrice A di tipo m X ke
una matrice B di tipo k x n. Per cominciare consideriamo il caso in cuim=1ledn=1.

Definizione. Siano a un vetiore riga e b un vettore colonna aventi entrambi k& componenti. Il prodotto di a
per b e’ il numero
by

.. bg
a-b=(a; ax ... ag) : = a1by + agbs ...+ apby

) Dy

Definizione. Sia A una matiice di tipo m x k avente righe ry, ..., € B una matrice di tipo k X n avente

colonne ¢y, ..., Cy, allora A R2"la matrice di tipo m X n avente r; - ¢; come coefficiente di posto ¢, J.
oo = y 29kallo g0
- . : SO 5 .
MM e, = AMIYUNO ’\,%}zu —9) ”§ » _> Q/& X

- ———
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‘a1 . . 1 -l
Lemma. La malrice A = (¢ 2) o' invertibile se e solo se ad—be # 0; in tal caso At = e ( ‘ )>.
- a

\ ¢

Esempr.
1) Calcolare (A+ B)
matrici quadrate di ordine & = 2.

2 el caso in cui 4 ¢ B sono matrici quadrate di ordine k = 1 e nel caso in cul sono

2) Calcolare D = 204 B)C?, nel caso in cui A=-1,B=30C= —/2 ¢ nel caso in cui A =

10 ~1 0\
0o 1|,B={]1 0 ,u—_»<l —1)

1 3 11
—2

3) Calcolare V'inversa di A= <}2 31>; verificare che B = ( 9 “1) non e’ invertibile;

4) Dale le matrici A = (1

matrice C' tale che CA = Is.

. a b
g '5> ,B=10 c |, trovare a, b,c tali che AB = Io; dire se esiste una
0 0

albrice quadrata A di ordine n e’ possibile associare un numero, detto il determi-
e si calcola a partire dai coefficienti di A con una regola ben precisa.
di ordine 2 vista prima, il numero ad ~ be ¢’ il determinante di A.

Determinanti. Ad ogni m
nante di A, che si indica con det(A)
Per csempio nel caso della matrice A

Esaminiamo per ora i ¢~ 1 =1,2,3.

n=1
A= a, d@t(A) =a
n=2 o
e - - alt a12 B -
A= (“21 (L22> , det(A) = anan —andi2
n=23

ayy Q12 Q13
A= | az a2 G23
azi @32 Q33

(Z(_’,f/(A) = 11 lL22(11'3'3 + a1pa23031 + 13021032 — 13022031 — 11093032 — A122214233

_ (o
= a11\U22w33 azsa:m) - a12(a21033 - azsasl) + @13(021632 - fb22a31)

/
120 @23 a [£0%: a [}
= a3 det — ayo det 2098 4 gyadet 2 o
az2 @33 a31 @33 a31 @32

1) K" hetth)
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Defindzione. Dati i numeri reali a1, az,...,a, € 1 vettori vi,va,..., Vn, il vettore a1 vy + aave + ... G Vp S
dice combinazione linearc Joi vettori vi, va, ..., Vo @ coefficienti a1, a2, .., 0n-

Definizione. I vettori vi,va,- .. Va si dicono linearmente dipendenti se uno di essi si puo esprimere come
combinazione lineare dei rimanenti, ossia se esistono n coefficienti reali a1, a2, ..., a, DON tutti nulli tali che

a1vy + agva + .. an vy = 0. Vi A N
1V1 2 nVn Somo (o{mp\éh«)(\

Definizione. 1 vettori vi,va,...,Vn si dicono linearmente indipendenti se non sono linearmente dipen-
denti, ossia se 'unico moco per esprimere 0 come loro combinazione lineare & di assumere i coefficienti tutti

nulli.

Casi particolari

1) u, v, w sono linearmente dipendenti se si pud scrivere aju-agv +azw = 0 con almeno un coefficiente
non nullo, per esempio a; si ha allora u = %fv + Z—?w, quindi in particolare risulta che u &’ complanare con
vew.

2) u,v sono lincarmente ‘dipendenti se si pud scrivere aju + agv = 0 con almeno un coefficiente non
nullo, per esempio ag; si ka-iicta u = Z—fv, quindi in particolare risulta che u ha la stessa direzione di v.

3) u ¢ linearmente dipendente se si puo’ scrivere aju = 0 con a; non nulld; s ha allora u = 0.
4) quattro vettori u, v, w,&, nello spazio della geometria, sono sempre linearmente dipendenti. f

Componenti di un vettore. Fissato un sistema di riferimento cartesiano R(O, @, 1 ,#) di origine O, ad ogni
punto P(z,y,z) & associato un vettore v = @.1_3 e viceversa ad ogni vettore v & associato un unico segmento
orientato di origine O ed estremo P(a,y,z), quindi & possibile identificare ogni vettore applicato in O con le
coordinate cartesiane del suo estremo.

In particolare i vettori i = {1,0, 0),j = (0,1,0),k = (0,0, 1) sono versori con la stessa direzione e con lo
stesso verso degli assi coordinaii; 1, j, k si dicono versori fondamentali. Le coordinate (z,y,2) di P s dicono
componenti di v rispetto al sistema di riferimento R(O,z,y, 2); risulta quindi che si pud scrivere in modo
unicofV = 71 +yj 4+ 2k o

STpto senvere v = (2,9, 2) = (2,4, 0) + (0,0, 2) e quindi, per il teorema di Pitagora applicato due volte,

risulta che v ha modulo V (v LAy = ety 22,

Teoremma. Dati i vettori vi = {(x1,y1,21), V2 = (9, Y2, 72) € un numero reale m, si ha vi + ve = (21 +
o,y + Yo, 71 F 22), mvy = (1,41, 21) = (M, mys, M)

Prodotto scalare. Dali u.. vettori v e w si dice prodotto scalare di v e w il numero reale v-w =
Cgti) fopttet o 31 -
|v||w|cosvw dove 0 < VW < 7 ¢’ I'angolo compreso travew.

Proprieta

1) (commutativa) v - w.—w -V,

2) (mv) w=v- (1n\}\f)’:_i.7h(v “W);

Nu-(v+w)=u-v+u w

Ricordiamo che due veticri-v e w non nulli si dicono ortogonali se VW = %, si dicono paralleli se vw =0

oppure vw = 7.

Osservazioni

Dveov=|v

2) v = wl? = (v = w)

\;yw):v-v—v»\v—xv-v+w-\v:|v|2—2v-w+|w|2;

3) v-w = 0 se e solo se 1no dei due vettori & nullo oppure i due vettori sono ortogonali tra loro;

2
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tale espressione si puo riscrivere simbolicamente nel seguente modo:

Prodotto misto. Dati tre vettori u, v e w, si dice prodotto misto di u, v e w il numero reale u-v A w;

ovviamente si esegue prima il prodotto vettoriale e poi il prodotto scalare, altrimenti (u-v) A w non ha
senso.

Supponiamo che u,v,w siano dati in componenti rispetto a un sistema di riferimento R(O,z,y,2): u =
(%0, Y0, 20), V = (w1,Y1,21), W = (w2,y2,22). Allora, utilizzando come sopra la nozione di determinante

determinante, si ottiene:

To Yo 2o
u-vAw=121 Y1 2
Ty Y2 22

Dalla definizione segue che u-vAw =0see solo se u = 0 0 v Aw = 0 oppure u & orlogonale a v AW, nel
qual caso risulta che u sté e jpiano individuato da v e da w, ossia u, v e w sono linearmente dipendenti.

Osservazione. 11 volume dei r~rallelepipedo avente per spigoli i vettori u, vewe uguale a [u-vAw|. Infatti
il volume del parallelepipedo si ottiene moltiplicando larea della base per Ialtezza; consideriamo per esempio
come base del parallelepipedo il parallelogramma che ha per lati v e w; Parea di tale base vale [v Awl|, mentre
Paltezza relativa a tale base - data dal modulo della proiezione ortogonale di u sulla direzione di un versore
n ortogonale sia a v che 2 w, ossia [u- 1.

4
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C ) -

k@‘? - O.«a Ty
T
(1) si dice equazione vettoricle della retta 7, v si dice vettore direttore di r e le componenti I,m,n di v si
dicono parametri direttori di ». Da (1), passando alle componenti, si deducono le equazioni parametriche di
7

z=ux0+It
(2) = yg + mi
z =29+ nt

da cui segue 'eguaglianza dci rapporti:
g

-  Y—Y _Z— 2

l m n

che, a rigore, avrebbe senso solo se | # 0,m £ 0,n # 0; tuttavia, osservando le equazioni parametriche di 7,
si vede che quando & nullo un denominatore, & nullo anche il corrispondente numeratore.

Eguagliando ora due coppie di tali rapporti, per esempio i primi due e il primo e il terzo, si trovano le
equazioni di due piani, di cui » & intersezione; il sistema lineare:

T—To _Y—Yo , ¢ o\ o pidme
l m & (/P

T — 2o z— 29
l n

|

& la rappresentazione cartesiana di r.

Nel caso (b), sono dati due piani non paralleli o : az + by+cz+d=0eo :dz+by+cz+d =0,
che hanno come intersezione i retta 7; le coordinate dei punti di r sono le soluzioni del sistema lineare:

ar+by+cz+d=0

3
®) dr+by+cdz+d =0

Per ottenere una rappresentazione parametrica di r, a partire dalla rappresentazione cartesiana (3),
dobbiamo trovare un punto di r, cioé una soluzione particolare (w0, Y0, 20) del sistema (3) e un vettore v
parallelo ad 7; per fare cio basta osservare che v = (I,m,n) deve essere ortogonale a entrambi i vettori
n = (a,bc)en’ = (a,b,d), yuindi si pud scegliere v.=nA n' = (b ~Ve,d'c—ac,ab’ — a'd).

Nel caso (c) se vogliamo determinare la retta che passa per Po(zo,¥0,20) € 1 (x1,91,71), possiamo
ricondurci al caso (a), cercando la retta che passa per uno dei due punti, per esempio per Fp, parallela al
vettore v = (OP] — OFp). Si ottengono le equazioni parametriche:

8
I

=z +t(z1 — Zo)
= yo + t(y1 — %o)
20 + (21 — #0)

(4)

@
|

w
Il

Quanto visto finora per le rette nello spazio pud ripetersi per analogia nel piano, ricordando che nel piano
la scelta del riferimento permette di identificare i vettori applicati nell’origine con coppie ordinate di numeri
reali; per ottenere quindi una reppresentazione parametrica della retta r passante per il punto P, e parallela
al vettore v = (I,m) basta-sopprimere la coordinata z nelle (2):

z=x+ 1t
Yy =Yo +mt

da cui, eliminando il parametro ¢, si ottiene una rappresentazione cartesiana della retta r data da un’unica
equazione del tipo
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in particolare r e «v sono ortogonali quando 7 & parallela alla retta p, mentre 7 € « sono paralleli quando r &
ortogonale alla retta p.

Distanza tra due punti

..

..—) .
Dati due punti P(z,y,2) e I(z/,y/,%), la distanza di P da P’ & il modulo del vettore (O_I—% — OPF"), ossia
(per il teorema di Pitagora):

;i(P, PYy=(z-2)2+y—y)?+(z—2)?

Distanza di un punto da un piano

Dato un piano « di equazione cartesiana az + by +cz + d = 0 e un punto Py(xo, Yo, 20), 1a distanza di Fp da
« @ la distanza di P dal punto H proiezione ortogonale di Iy sul piano o :

_lawo + byo + cz0 + d|

d(Po,) = d(Po, H) = — =5

Distanza di un punto da na retta nel piano
Data I’analogia tra I’equazione di una retta nel piano e quella di un piano nello spazio, con un procedimento
del tutto simile al precedente, si ottiene la distanza di un punto P(x9,y0) da una retta 7 : az +by +c¢ = 0:

lazo + byo + |
d( P, =d(FPy,H) = ————
( 0>T) ( 0 ) \/m

Distanza di un punto da una retta nello spazio

Dati la retta r e il punto Py , la aistanza di Fy da 7 pud essere determinata con un procedimento geometrico,
che segue dai casi precedenii: hasta determinare il piano « passante per il punto Py e ortogonale alla retta
7 e considerare il loro punto di intersezione H = 7N a; si ha infatti d(Fo,7) = d(Po, H).

Distanza tra piani paralleli
Per calcolare tale distanza, ¢i si pud ricondurre al calcolo della distanza tra un punto e un piano: dati i piani
paralleli vz ax +by +cz+d=0e o :ax+by+cz+d =0siha
d(e, o) = d(Q, a)
dove Q & un punto qualsiasi del piano «'. Ne segue:
d—d
(e, o) = _dd—dl
Va2 + b2+ ¢?

Distanza tra rette sghémbé"

Date due rette sghembe 7 éd s esistono due punti (P su r e P; su s) tali che la retta passanre per PieP,
& ortogonale e incidente sia con r, sia con s; il segmento P P & quello che ha la lunghezza minima tra tutti
i segmenti aventi un estreiwu »u 7 e un estremo su s; si definisce distanza tra r ed s la distanza tra P e Ps.

Per calcolare tale distanza, ci si pud ricondurre al calcolo della distanza tra un punto e un piano: sia o
il piano che contiene una delle due rette, per esempio s, ed & parallelo alla retta r, allora

d(r, s) = d(r, a) = d(R, c)

dove R & un punlo qualsiae: «owna retia .
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Supponiamo che esista una relazione a1ry +aar2 ++asrs = 0 tra le righe non nulle di M; sviluppando i calcoli
si ottiene: 2a1 = 0, 3a1 +7az = 0. 3az = 0, aas +8ag+2a3 =0, 6a1 +az+4az =0, dacuia; =az =a3=0.
Le colonne di M invece non sono linearmente indipendenti: per esempio ¢4 = —1%:(:2 + -3-03. 11 fatto & che
riusciamo sempre a. esprimere 1na colonna priva di indicatori come combinazione lineare delle precedenti,
trovando i coeficienti con il procedimento usato prima. Allo stesso modo si vede che le colonne con indicatore
sono linearmente indipendesiur.

Definizione. Sia M una matrice ridotta a scala; si dice rango di M, rg(M), il numero delle sue righe non
nulle o equivalentemente il numero degli indicatori.

La matrice a scala. M considerata nell’esempio precedente ha rango 3.

Sistemi lineari

a1T1 + 122 + ...+ G1nTp = by
Q9121 + Qoa%2 + ... + AonTn = ba

am1®1 + AmaZ2 + .. GmaTn = b,

PN
11 G2 .- Gin Ty by
ag1 Gz ... Qon z2 | _ | be
e U
\wmml @m2 - Omn T, bm,
a1l a1 N Aln |b1
ag1  Ggza ... Gon  |b2

Am1l  Om2 Amn |bm

Un sistema lineare di m equazioni in n incognite a coefficienti in R si pud scrivere come equazione
matriciale AX = B, dove A = (a::) € R™" & la matrice dei coefficient, X = (z;) € R™! & la colonna delle
incognite, B = (b;) € R™! & la colonna dei termini noti. Ogni riga della matrice completa (A|B) € R™"
corrisponde a un’equazione del sistema.

YA
Una soluzione del sistema & una n-upla di numeri (a1, - - -, an) € R che soddisfano contemporaneamente tutte
le sue cquazioni; un sistema puds avere una sola o infinite soluzioni ( sistema compatibile) oppure nessuna
soluzione (sistema incompaiibiie}. .

In particolare un sistema omogeueo (ciod con tutti i temini noti nulli) & sempre compatibile, infatti ha
sempre almeno la soluzione che si ottiene assegnando a tutte le incognite il valore 0 (soluzione banale).

Esempi.
(1) _ (2) _
2x4+y=0 2¢—4y =0
o je—-2y=2 T -2y =2
. A9) ‘ B 4)
2c+y= -1 20 — 4y = —1

I sistemi (1), (2) sono omogenei; si vede facilmente che (1) ha un’unica soluzione (z,y) = (0,0), mentre
(2) ha infinite soluzioni del t.ip_c)l( ¢,y) = (2y,y) che dipendono dall’incognita libera y; il sistema (3) non &

2
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procedimento una matrice M' = (A'|B’ ) ridotta a scala. Per il Lemma, il sistema cosi’ ottenuto & equivalente
al sistema AX = B. Successivamente si risolve (se & possibile) il sistema di matrice M "= (A'|B"), per esempio
con il metodo di sostituzione dal basso verso l'alto.

Attenzione: il procedimentc deve essere applicato sull’intera riga, compreso il termine noto!

Proposizione. Un sistema lincars AX = B di m equazioni in n incognite & compatibile se e solo se in una sua
qualunque riduzione a scala A'X — B, detto r il rango di A’, gli ultimim —7r coefficienti di B sono nulli.

Osservazione. Gli indicatori di M’ dipendono dalle scelte arbitrarie che si effettuano nel procedimento di
riduzione a scala, ma il loro numero r = rg(M) (cio & il numero delle righe non nulle di M’) non dipende
della scelta delle operazioni.

Le considerazioni precedenti ci permettono di definire il rango di una matrice qualsiasi:

Definizione. Si dice rango di una matrice M il rango di una matrice M’ ridotta a scala ottenuta da M con
una opportuna successione di operazioni elementari sulle righe.

sy

Osserviamo che se (A'|B') & a scala, lo & in particolare la. matrice A’, si ha quindi per definizione:

rg(A) =rg(A"), rg(AlB) =rg(A'|B)

Teorema di Rouché-CapeﬂlliJ T

Utilizzando la nozione di rango per una matrice qualsiasi, possiamo formulare un risultato fondamentale che
ci permette di: '

- capire se un sistema ha soluzioni o no (anche senza calcolarle)

- dire quante sono le solnzi~: nel caso in cui il sistema sia compatibile .

Teorema. 11 sistema lineare AX =B, con A € R™", X € R™!, B e R™?
(a) & incompatibile se e solc se L’(A) < r(A|B).

(b) se & compatibile, poniamo 7=’ rg(A) = rg(A|B); allora ci sono oo™ ™" soluzioni, che si possono scrivere
in funzione di n — r incognite libere. Se n = r la soluzione ¢ unica.

Dimostrazione. Riducendo a scala la matrice completa del sistema dato, si ottiene la matrice M’ = (A'|B');
visto che anche A’ & ridotta o scala si vede che ci sono due possibilita:

(a) r(A) < r(A|B). Poich® il rango & uguale al numero degli indicatori, rg(A|B) = rg(A) + 1. In questo
caso (A'|B’) ha una riga del tipo (0---0|c) con ¢ #£ 0, il sistema & quindi incompatibile.

(b) r(A) = 7(A|B). In questo caso basta considerare il sistema ridotto a scala A’X = B’ e risolverlo
rispetto alle incognite corrispondenti alle colonne prive di indicatore (che sono n — 7); infatti, supponendo
che le r colonne linearmente indinendenti di A’ (quelle con indicatore) siano le prime r, data una soluzione
(aly"'a1z)7 si ha '

@161+ anCy =B

AN + s apCp = B"'a'r+1c'r+1 + o= GpCh
dove le incognite che compaiono a secondo membro si dicono libere.

Corollario. Se B = 0, siamo nel caso (b), cioé un sistema omogeneo ha sempre soluzione; se inoltre n =7,

esiste I'unica soluzione X = 0 {scluzione banale).

Osservazione. B chiaro che il mimero m delle equazioni del sistema dato ¢ in definitiva irrilevante; quello
che conta & il numero r delle equazioni linearmente indipendenti. Ognuna di queste permette di esprimere
una delle n incognite in funzione delle altre.
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2) I seguenti insiemi: A = {(=, y) € R*z >0,y >0}, B= {(z,y) € R*|zy = 0} non sono sottospazi di
R2.

3) 1 sottospazi di R2 sonn R2?, il sottospazio nullo (cioe I'origine) e tutte le vette passanti per lorigine;
i sottospazi di R3 sono: R3, lorigine, tutte le rette passanti per l'origine e tutti i piani passanti per l'origine.

Come assegnare sottospazi vettoriali
Vediamo un procedimento per costruire sottospazi vettoriali di R™:

Dati i vettori vy, - -- v € R", denotiamo con L(v1,- - vg) l'insieme di tutte le combinazioni lineari a;vy +
.o vy al variare dei coefficienti a1, - ax € R.

Proposizione. Dati i vettcii vy, - Vi € R™, L(vy, Vi) & un sottospazio vettoriale di R™.

Dimostrazione. Ovviamente L(v1, - V) non & vuolo; inoltre due elementi qualsiasi di £(v1, - - V) 5000 del
tipo: wi = a1vi+- -+ agpVe, We = byvy+ - -+bgvg. Laloro somma dwi+wg =a1vi+- -+ agvk +b1vy+
<-4 by per le proprietd dello spazio vettoriale R™ si puo scrivere wi +wp = (a1 +b1)vi+- -+ (ak +bp)VE
che per definizione appartiene a L(vy,- - Vvg). Analogamente si dimostra che, per ogni m € R. e per ogni
w € L(vy,- Vi), anche mw € L(vy, - Vi) :

Definizione. 1 vettori vi, - Vg & R” si dicono i generatori di L(vi, Vi)

Esempio. Verificare che in R? 1 sottospazi £((0,2,0),(0,0,1)) e L((0, 2,0), (0,4,0),(0,0,0), (0,2,1)) coinci-
dono. :

Un altro modo per assegnare sottospazi vettoriali di R™ segue dalla:

Proposizione. Data M € R™", I'insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo MX =0 & sottospazio
di R™1. ST

Dimostrazione.
1 - 'ingieme non & vuoto, perche ¢’ & almeno la soluzione banale 0.

2-seY,Z € R™! sono soluzioni del sistema, per proprieta del prodotto tra matrici si ha: M(Y + Z) =
MY +MZ=0+0=0.

3-se Y € R™! & soluzione del sistema, per ogni m € R per proprietd del prodotto tra matrici: M(mY) =
m(MY) =m0 = 0. A

ra

N e
Osservazione. Un analogo emimeiato NON vale per le soluzioni di un sistema lineare non omogeneo. Conside-

riamo per esempio 'insieme W = {(2,y,2) € R3|z+y-+2 = 0} & un sottospazio di R3, perche & costituito dalle
soluzioni di un sistema lineare omogeneo, (I’equazione £+y+2 = 0), mentre U = {(z,y,2) € R3|z+y+z =1}
non & un sottospazio, infatti basta osservare che non contiene il vettore nullo.

Indipendenza lineare, basc 2 dimensione

Ricordiamo le:
Definizioni. (a) ) I vettori vy, -+, vy di R™ si dicono linearmente indipendenti se 'equazione:
Tyvi+ ot opvep =0

ha solo la soluzione Ty =+ ~= g = 0.

(b) T vettori vy,---, vy si dicono linearmente dipendenti se non sono linearmente indipendenti, ossia se
uno di essi si pud esprimere come combinazione lineare degli altri, cioe se equazione

T1vy+ -+ apve =0

2
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Esempio. Sia V = {(z,y,2) € R3|x +y + z = 0}; tutte le soluzioni di x +y + 2 = 0 si possono scrivere
per esempio come (—y — 2,%,z) al variare di y e #z in R; in particolare si pud scrivere: (—y — z,9,2) =
y(—=1,1,0) + 2(—1,0,1), da vw »i conclude che una base di V & (-1,1,0),(-1,0,1).

Teorerna. Sia V un sottospazio non nullo di R™. Allora ogni base di V' ha lo stesso numero di elementi.

Dimostrazione. Siano (vi,---,vg) e (wq, -, wp) due diverse basi di V', con k > h; per definizione di base i
vettori vy, - -+, vy si possono esprimere come combinazioni lineari dei vettori wy, -, wp:

V] =C1iWi + -+ CiaWh

Vo = Co1W1 + -+ + Cop Wy

Vi = Cp1W1 + -+ CkhWh
i vettori vy, -+, v sono per ipotesi linearmente indipendenti, quindi una relazione del tipo
(1) a1vi 4+t apve =0
vale solo con o = g = ;.g-éw;@g:ﬁ = 0. Sostituendo in (1) le precedenti espressioni di vy, -+, vy € facendo i
calcoli, si ottiene:
(2) (c110 + carvg o+ Cpiak)Wy + -+ (Cipe + capag + -+ cppag)wy, =0

ma anche i vettori wy,- -+, wy, sono per ipotesi linearmente indipendenti, quindi i coefficienti in (2) devono
essere tubti nulli, ossia si puo serivere il seguente sistema lineare omogeneo nelle incognite aq, - - -, ag

crien +epran -t eprar =0

ciray + Copory + -+ cppog =0
La matrice C dei coefficienti di tale sistema ¢ di tipo h x k e ha rango rg(C) < min(h,k) = h < k, quindi il
sistema. ha co soluzioni e pe: 3> i vettori vy, - -+, vg sono linearmente dipendenti, contro I'ipotesi; ripetendo
tiene la tesi.

il ragionamento con h >k st o

I3

Corollario. Un sottospazio non nullo V' di R™ ha una base con al piu n elementi.

Dimostrazione. Sia wi € V un vetlore non nullo (esiste per ipotesi); allora pud succedere che V = L(w); se
non & cosi, allora esiste wy € V tale che wy non appartiene a L(w1); in questo caso pud essere V = L(wy, wa),
sc non & cosl esiste wi € V tale che ws non appartiene a L{w1, wa); in questo ultimo caso i vettori wi, wa, ws
sono linearmente indipendenti per costruzione e il procedimento puo continuare.... . Il procedimento deve
comunque terminare, in qua « in R" esistono al massimo n vettori linearmente indipendenti (basta pensare
alla base canonica di R™).

Definizione. Sia V un sottospasio di R™; si dice dimensione di V (e si indica con dim(V)), il numero di
elementi di una sua qualunque base. Se V' = 0, si pone dim(V) = 0.

Corollario. Per ogni matrice 54 € R™" si ha: rg(M) = dimR(M) = dimC(M).

Dimostrazione. Possiamo surnorre che M sia ridotta a scala, poiche R(M) non cambia se applichiamo delle
operazioni elementari sulle righe. Quindi le righe non nulle di M formano una base di R(M) e si ha la prima
eguaglianza. Per la seconda, sanpiamo che in M ridotta a scala, le colonne contrassegnate da un indicatore
formano una base di C(A) (anche se queste colonne non sono l'unica scelta possibile per avere colonne
linearmente indipendenti,-r wassimo numero di colonne linearmente indipendenti vale sempre 7g(M)).

N

Osservazione. Per provare che un insieme di vettori & una base, di solito bisogna controllare sia che tali
vettori siano generatori, sia che siano linearmente indipendenti. Utilizzando la nozione di dimensione, dati
m vettori in un sottospazio di dimensione m, basta controllare una delle due proprietd. Attenzione! Questo
vale solo per m vettori i uii scvtospazio di dimensione m.

4
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APPLICAZIONI LINEARI R" — R™

Ricordiamo che, dati due insiemi C' e D, una funzione f : C — D & una legge che associa ad ogni
elemento ¢ € C un ben preciso elemento d € D. Si scrive f(c) = d oppure ¢+ d e si dice che d & immagine
di c.

L’immagine di f & Vinsieme I'm f = {f(c)|c € C}; Im [ & contenuta nel codominio D e non coincide
necessariamente con D. Dato b € D, Iinsieme {c € C|f(c) = b} si dice insieme delle controimmagini di b
e si denota con f71(b).

Ricordiamo anche che f si dice suriettiva se Im f = D, quindi f & suriettiva se ¢ solo se f~1(b) & non
vuoto per ogni b € D. Inoltre f & iniettiva se f(c1) = f(co) implica ¢; = c3. Se [ & sia iniettiva che
suriettiva si dice biiettiva e in questo caso esiste la funzione inversa f~' : D — C tale che f “lofefof?
sono funzioni identita.

Data una matrice A € R™™ possiamo definirc una funzione f4 : R™ — R™ ponendo
falv) = Av

al variare di v in R™ (con v pensato come vettore colonna di R™1), dove Av & 'usuale prodotto tra matrici
riga per colonna.

2 -1 0 4 n
Esempio. Data A= [ 1 0 1 2| €R», definiamo f4 : R* = R%: per ogni v = L2 | e Rt
1 -1 -1 2 s
Tq
o n
falv)=A ;’:’ =y | eR?
4 Y3
71 2r1 —x2 + 24
dove | y2 | = 1+ 23 + 224
Y3 T1 — To — Ty + 234
? 1
In particolare per esempio f4 ol = 0
—1
0

Ricordiamo che per il prodotto tra matrici valgono le
Proprieta. Per ogni A € R™", per ogni u,v R™ e per ogni k € R
1) A(u+v) = Au+ Av
2) k(Av) = A(kv)
Ne deduciamo che le funzioni f4 asscgnate come sopra sono caratterizzate dalle seguenti
Propricta.
1) falu+v) = fa(u)+ falv)
2) k(fa(v)) = fa(kv)

Definizione. Una funzione f : R* — R™ che gode di tali proprieta si dice applicazione lineare. Quando
m =n, f si dicc endomerfismo. Se f ¢ una biiczione, si dice che f ¢ un isomorfismo.

1
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Dimostrazione. Nel'ipotesi che ker(A) = {0}, supponiamo per assurdo che esistano due vettori vy # vg € R®
tali che f4(v1) = fa(va); si ha allora, per lalinearita di fa, fa (vi—v3) = 0, ciog, per definizione di Ker(fa),
vi — vy € Ker(fa) e quindi dall’ipotesi segue che vi — vz = 0, ossia vi = va.

Nel'ipotesi che fa sia iniettiva, sia v € Ker(fa); allora per definizione fa(v) = 0; sappiamo perd che
anche f(0) = 0. Poiche f4 & iniettiva, deve essere v = 0.

Proposizione. Fissate una base di R"™ ¢ una base di R™, sia data una applicazione lincare f : R® — R™;
allors esiste un’unica matrice M € R™" tale che f = far.

Dimostrazione. Siano Br» = (W,...,Uy) € Brn = (Vi,..-,Vm) le basi fissate. L’applicazione f & data,
quindi si sa come opera su un qualsiasi vettore di R", in particolare si sa come opera sui vettori della base
Brn; si avra percio:

flwm)=anvi+azvet+ ...+ amivm

flug) = @12v1 +ag2va + ...+ 0maVm

f(un,) = Q1p V1 +a Vet .. T Gmn Vi

Sia ora v = byuy + . .. + byuy un qualsiasi vettore di R™; per la linearita di fsiha: f(v)=bif(wm)+...+
bnf(uy,) ¢ quindi, tenendo conto dei dati precedentd, si oftiene

a1 Q12 ... Qin 21 '
. a9 ago e A9on 2
f(v)= )
(
i‘ Aml Om2 -+ Gmn bn
t
aiy G122 ... Qin

(
1 . . . a1 a22 v Qo
| ossia f & associata alla matrice M = z "

aml Om2 .- Omn

"Compoéizione e prodotto di matrici

seEhsideriamo le matrici B € R™™ e A € R™P e le applicazioni lineari ad esse associate fe:R*—=R™e
fa : RP = R" definite rispettivamente da fp(u) = Bue fa (v) = Av. La composizione fp o f4 & data da

v Av — BAv

ed & pereid associata alla matrice prodotto BA.
| Un caso particolare & quello delle applicazioni lineari invertibili. Ricordiamo che se una funzione f : C — D
| & invertibile, la funzione f~! : D — C definita da f~!(y) = « & detta inversa di f e si ha flof=1Idce

fof’l = Idp.

2 Proposizione.
- (a) L'applicazione lincare associata a una matrice A € R™™ non ¢ invertibile s¢ n # m.

(b) Se n = m, I’applicazione lineare associata a una matrice A € R™"¢& invertibile se e solo se 7g(A4) = n.
{ (c) Se A € R™™& invertibile, la malrice associata all’applicazione inversa fgl & la matrice A7

} Dimostrazione. Per definizione di applicazione inversa, f4 & inverlibile se e solo se, per ogni veltore b € R™,
Pequazione vettoriale f4(v) = b ha una sola soluzione. I’equazione fa(v) = b corrisponde a un sistema
lineare di m equazioni in n incognite di matrice (A|b). Per il Teorema di Rouche-Capelli, un sistema del tipo
| (A]b) ha un’unica soluzione qualunque sia il veltore b € R™ se e solo se m = rg(A) = n. Dalla definizione

' di composizione di applicazioni segue che la matrice associata all’applicazione inversa, f;l & la. matrice 471
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SPAZI VETTORIALI E OPERAZIONI SUI SOTTOSPAZI

Definizione di spazio vettoriale

La struttura di spazio vettoriale studiata su R™ si pud generalizzare: ogni sottospazio di R™ (compreso R™
stesso) & un esempio di spazio vettoriale, ma ce ne sono molti altri. Le motivazioni che stanno alla base di
questa generalizzazione si possono cosi’ riassumere:

- mettere in evidenza gli aspetti della teoria che non dipendono dalla scelta di una base specifica (nello
studio di R™ si utilizza la base canonica, ma per la descrizione dei suoi sottospazi si usano altre basi; &
importante capire come si pud cambiare basc);

- poter usare come scalari numeri diversi dai numeri reali (R & un esempio di campo numerico, altri
esempi sono i numeri razionali Q, i numeri complessi C, il campo finito Zg = {0,1});

- estendere la teoria a spazi di dimensione infinita (qui ci limileremo a considerare spazi vettoriali di
dimensione finita, ma in Analisi i pilt importanti esempi di spazi vettoriali non hanno dimensione finita).

Per definite uno spazio vettoriale in generale bisogna assegnare un campo XK di scalari; la cosa importante
& che in un campo K, qualunque esso sia, valgono le stesse proprieta che valgono per i numeri reali, ossia
gli elementi di K si possono sommare, sottrarre, moltiplicare ¢ dividere ¢ ci sono due clementi particolari: 0
(clemento neutro rispetto alla somma) ¢ 1 (elemento neutro rispetto a prodotto).
Definizione. Sia dato un campo K e un insicme non vuoto V' in cui sono definite due operazioni:

-lasommau+vdiwveV

- il prodotto kudike KconueV.
V si dice spazio vettoriale su X se, per ogni u,v,w € V e per ogni a,b € K:

u+v=v+u

2) (u+v) + w=u+ (v+w)

3) esiste un vettore 0 tale che v + 0=v, per ogni vettore v

4) Per ogni v diverso dal vettore 0, esiste il vettore —v tale che v+ (~v) =0

5) a(bv) = (ab)v

6)lv=v

7 (a+b)v=av+bv

8) a(v+w) =av +aw
Osservazione.

1) Gli clementi di V' si dicono vettori anche se non ¢ detto che assomiglino ai vettori di R™.

2) La somma v + (—w) si scrive di solito v — w (differenza tra due vettori).

3) La delinizione di spazio vettoriale asiratto & una definizione assiomatica, ossia tulte le proprieta della

struttura di spazio vettoriale si deducono dagli 8 assiomi. Una immediata conseguenza di questi 8 agsiomi ¢
per esempio che, dato qualsiasi v € V

0v+0v = (0+0)v=0v
da cui, sottracndo Ov si ottienc Ov = 0; percio dagli assiomi segue che Ov & il vettore nullo.
Esempi

1) Supponiamo K = R; in questo caso V si dice spazio vettoriale reale. Un esempio di spazio vettoriale
reale ¢ ovviamente V = R™ cou le operazioni viste precedentemente. Un altro esempio ¢ V = R™" (matrici
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Siano V, W duc spazi vettoriali sul campo K e f : V — W una applicazione lineare; come nel caso dello
spazio vettoriale R™, valgono in particolare le

Definizioni.
(a) Ker f = {v € V|f(v) = 0} si dice nucleo di f;
(b) I'm f = {f(v)|v € V} si dice immagine di f;
(¢) f~Yw) = {v € V|f(v) = w} si dicc insieme delle controimmagini del vettore w € W;

Vale, con la stessa dimostrazione vista per R, la seguente

Proposizione. Sia f : V — W una applicazione lineare; f & iniettiva se e solo se Ker f = 0.

Basi e applicazioni lineari

Definizione. Sia W un sottospazio dello spazio vettoriale V' sul campo K. Un insieme ordinato di vettori
B= (v, +,vi) € W si dice una base di W se:

1- vy, -, vk sono linearmente indipendenti;

2-W = L(vy, V), ciod 1 vettori vy, - -+, v} sono generatori di V.

Teorema. Dato il K- spazio vettoriale V, sc esiste una base B = (v, -+, vy) di V, I'applicazione f : K" — V
definita da:
(a'ls e 7(14n) = aivy + - ap v

& un isomorfismo.

Dimostrazione. B facile verificare che f & lineare e che , per la definizione di base, & anche iniettiva e
suriettiva, cioé & un isomorfismo.

Osservazione. In particolare 'isomorfismo f manda ogni clemento della base canonica di K™ in un clemento
della base data di V. Dunque possiamo usare f per identificare K™ con V.

Analogamente al caso dello spazio vettoriale R™, si puo dimostrare il seguente:

Teorema. Sia V uno spazio vettoriale con una base B = (uy, - -+, uy,) formata da n clementi. Allora
(a) se m vettori vy, - vy di V sono linearmente indipendenti, si ha m < n;
(b)se V = L(vy, --vp),sihan <p.

Segue che ogni base di V ha n elementi e quindi si pud dire che V' ha dimensione n.

Esempio. Determiniamo la dimensione dell’ingieme dei numeri complessi C pensato

(a) come C-spazio vettoriale

(b) come R-spazio vettoriale.
(a) L’insicme C con le usuali operazioni di somma di numeri complessi e di prodotto tra numeri complessi ¢
un C-spazio vettoriale di dimensione 1, infatti ogni numero complesso z (pensato come vettore) ¢ il prodotto
di z stesso (pensato come scalare) per il numero 1 (pensato come vettore).
(b) All’insieme dei numeri complessi C possiamo anche dare una struttura di R-spazio vettoriale con le
usuali operazioni di somma di numeri complessi e di prodotto di un numero complesso per un numero reale;
in questo caso dim(C) = 2, perché ogni numero complesso z = a+ b &, in modo unico, combinazione lineare
a cocfficienti reali @ ¢ b dei numeri 1 ¢ 4 che sono vettori linearmente indipendenti.

Proposizione. Dati duc K-spazi vettoriali V ¢ W, se B = (vi,---,v,) & una base di V, per assegnare una
applicazione lineare f: V — W basta assegnare i vettori f(vi),---, f(va).

Dimostrazione. Poiche B & base, ogni vettore di V' si scrive in modo unico come v = a;vy + -+ + @, Vy,
quindi f(v) = flaivi + - + apvy) =(per la lincarita di f)=ai f(vi) + - +anf(va).

3
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Teorema. (Relazione di Grassmann) Dati due sottospazi U ¢ W di uno spazio vettoriale V' di dimensione
finita, si ha
dim(U) + dim(W) = dim(U + W) + dim(U N W)

Vediamone il significato su un esempio:

Esempio. In RS sono dati i sottospazi U = {(z1, %2, T3, 24, %5)|28 — 2 — %3 = 24 — 325 = 0} ¢ W =
{(21, 2, 3, T4, w5)|T3 + T4 = 0}, vogliamo determinarc una base di R® che contenga sia una base di U che
una base di W.

Intanto & facile vedere che dim(U) = 3 ¢ dim(W) = 4. Cominciamo col trovarc una base di U N W:
basta risolvere il sistema omogenco di matrice

2 -1 -1 0 0
A=10 0 0 1 -3
0 0 1 1 0

la soluzione generale ¢ del tipo (%q — -g—t, 8.—3t,3t,t), quindi dim(UNW) = 2 ¢ una base di (UNW) & per
esempio (wy = (é, 1,0,0,0),wq = (—%,0, -3,3,1)); completiamo questa base in modo da ottenere una base
(w1, wa,w3) di U ¢ una base (w1, Wa, Wy, wy) di W; in qualunque modo abbiamo scelto i vettori wy, wy, ws,
i vettori (wy, wo, W3, Wy, ws) sono sicuramente linearmente indipendenti e quindi sono una base di R®.

Definizione. La somma U + W si dicc somma diretta (e si indica con U & W) quando UNW = 0.
Esempio. In R2, sia U il piano z = 0 ¢ W asse delle z. Allora risulta RI=UoW.

Proposizione. La somma U 4 W & diretta se e solo se ogni vettore v € U + W si scrive in modo unico come
v=u-twconuelUeweW.

Dimostrazione. Supponiamo v = u+w = u’ +w'; allora si ha sottraendo : 0 = (u —u') + (w — w'), da cui
(u—u') = —(w —w') che & un vettore appartenente a UNW; ma UNW =0, quindi la tesi. Viceversa, se
ogni vettore v € U + W si scrive in modo unico come v=u+wconuelU ew € W, allora UNW =0.

Corollario. Una base di U @ W si ottiene facendo 'unione di una base di U ¢ di una base di W.

Esempio. Nell’'esempio precedente, sc U & il piano z = 0 ¢ W & I’asse delle z, una base di RE=U@®W & per
esempio (1,§) U (k) = (i,J, k).
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Nel caso particolare in cui lo spazio di partenza coincide con lo spazio di arrivo, cioe V = W, si pud fissare
la stessa basc B in entrambi gli spazi. Sc si cambia base, passando alla base B’ con matrice di passaggio P,
il legamc tra la matrice di f rispctto a B e la matrice di f rispetto a B’ & dato da

M =P 'MP

Definizione. Due matrici quadrate M ed M’ si dicono simili se esiste una matrice invertibile P tale che
M' = P 1MP.

Diagonalizzazione di un endomorfismo

Sia V sia un K-spazio vettoriale di dimensione finita n

Definizione. Un endomorfismo f : V — V si dice diagonalizzabile o semplice sc csiste una base B =
(v, -, va) di V rispetto alla quale la matrice di f ¢ diagonale, ossia una matrice avente elementi tutti nulli
trannc eventualmente sulla diagonale principale. In altri termini la matrice di f & diagonalizzabile se € simile
a una matrice diagonale.

Sc f & diagonalizzabile, sia B = (vi,: -, v, ) una base rispetto alla quale la matrice di f & diagonale

MO .00
0 X ... 0
0 ... 0 A

allora abbiamo f(vy) = A\yvy, F(va) = Agva, -, (Vi) = Xy, vy, clog ciascun vettore della base viene trasfor-
mato dall’‘endomorfismo f in un multiplo di sc stesso; viceversa, se ciascun vettore della base B viene
trasformato dall’endomorfismo f in un multiplo di se stesso, la matrice di f rispetto a B & diagonale.

Defindzione. Un vettore non nullo v € V si dice autovettore di f sc esiste un numero A € K tale che
flv)=Av
In questo caso A si dice eutovalore di f associato a v.

Segue quindi che:

Proposizione. Un endomorfismo f @ V - V' & diagonalizzabile se e solo se esiste una base di V formata da
autovettori di f.

Esempi. 1) Sia f Videntita, cioé f(v) = v per ogni v € V, allora ogni veitore non nullo ¢ un autovetiore
relativo all’autovalore 1. Fissata una qualsiasi base, la matrice di f rispetto al tale base & la matrice identita.

2) Sia V = R2?, sia (e1,es) la base canonica ¢ f : R? = R? endomorfismo definito da f(e;) = ey,
fleg) = —ey, allora e; ¢ ey sono autovettori relativi agli autovalori rispettivamente 1, ~1. La matrice di f
rispetto alla basc (e1,ep) & diagonale. Qual & Pinterpretazione geometrica di f?

Definizione. Si dice autospazio rclativo ajl’autovalore A il sottospazio

Vy = {v e V|f{v)=Av}

E facile verificare che Vy & sottospazio di V. In particolarc il vettore nullo apparticne a V), infatti un
( autovettore & per definizione non mullo, ma
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clet(A) == (L]j/llj + a.zj/lzj 4+t (lnjA"j

E facile verificarc enunciato nei casi n = 2,3. In generale il teorema permette il calcolo di un determinante
a partire da determinanti con una riga (o colonna) in meno. La riga o colonna rispetto alla quale iniziare
lo sviluppo pud essere scelta a piacere; ovviamente conviene scegliere una riga (o colonna) che abbia tanti

cocfficienti milli. Un caso particolare ¢ quello delle matrici triangolari, il cui determinante & sempre il
prodotto degli elementi della diagonale principale.

Sono conseguenza del teorema. le segienti proprieta (di [acile verifica nel caso n = 2, 3):

Propricta’. 1) Se nella matrice A si scambiano tra loro due righe, il determinante cambia segno.

2) Sec nella matrice A si sostituisce a un vettore riga £ it vettore riga B; + kR;, dove R; & un'altra riga e k
& un qualsiasi coefliciente numerico, il determinante non cambia.

3) Se si applicano alla matrice A4 le operazioni 1) e 2) descritte sopra, si pud ottenere una masrice S ridotta a
scala ¢ dai risultati precedenti si ha che det(A) = £dei(.9); in particolare se rg(A) = n, det(S) ¢ il prodotto
degli indicatori percid det(A) # 0, mentre se rg(A) < n, det(A) = £det(S) = 0 ¢ viceversa.

Ricerca analitica degli autovettori

Sia d’ora in avanti ¥ uno spazio vettoriale rcale di dimensione n. Fissata una base di V, possiamo identificare
V con lo spazio R ¢ gli eudomorfismi f : R™ —+ R™ con le matrici M € R™". In questi termini un
autovettore di f & un vettore colonna non nullo v tale che

Mv = v

Lemima. Se v & un autovettore di M con autovalore A, allora det(M — AI) = 0; viceversa, se det(M —AT) = 0,
allora csiste un autovettore di M con autovalore A.

f Dimostrazione. La relazione Mv == Av si puo riscrivere come
' (M= A)v=0
| che equivale a dive che v € Ker(M — A1), ossia il vettore non nullo v ¢ soluzione del sistema omogeneo avente
| matrice dei coefficienti (M — AI); per il teorema di Rouche-Capelli il sistema ha soluzioni non nulle se e solo

scrg(M ~ M) < n; visto che (M — AT) & una matrice quadrata, cid equivale alla condizione det(M —~ Al) = 0.

Definizione. 11 polinomio p(A) = det(M — M) si dice polinomio caratteristico della matrice M. Si tratta
di un polinomio di grado n in A\. L’equazioue det(M - AT} = 0 si dice equazionc caratteristica.

Visto che il grado di p(A\) ¢ n, Pequazione carattceristica ha al pitt n radici, quindi f ha al pitt n autovalori
distinti, ma possono essere di meno, dal momento che le radici di un polinomio possono essere ripetute con
molteplicita e pud anche succedere che compaiano come radici coppie di numeri complessi. Osserviamo inolire
che per ogni matrice quadrata M, il termine cossante di p(\) ¢ dato da p(0) = det(M —0I) = det(M), mentre
1 % facile verificare che il termine di grado n & (~A)"* = (—1)"(\)" ¢ il coefficiente di (A)*"* & (—1)""Hr(M),
. dove tr(M) (traccia di M) denoba la somma dei coeflicienti della diagonale principale.

Trovato un autovalore Ay, lautospazio Vi, corrispondente & lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo i
matrice dei coefficienti (M — M\ I); tale sistema ammette, come & noto, soluzioni non banali, percio & sempre
dim(Vy,) > 1; in particolare déam(Vy,) == 1 —rg(M ~ M1},

4
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Inoltre i vettori della base canonica sono a due a due ortogonali:
o e -e;=0, sei#j

Tutto cid si pud riassumere con
@ ;= by

dove §;; & la delta di Kronecker.

Ma esistono altre basi di R” che godono di analoghe proprieta.
Definizione. Una base di R” si dice ortogonale se ¢ costituita da vettori a duc a due ortogonali.

Definizione. Una base di R™ si dice ortonormale sc & costituita da vettori a due a due ortogonali e di
norma, 1.

Supponiamo che B = (ui, ..., u,) sia una base ortonormale di R™. Poich¢ B & una base, possiamo scrivere
ogni vettore v € R” in modo unico come combinazione lineare dei vettori di B:

Dato che B & ortonormale, & molto facile determinare i cocfficienti di questa combinazione lineare; basta
infatti calcolare il prodotto scalare di v con ciascun vettore di B:

AR FEC PRt SHRIR > T SIS S arys Ml ¥ I S e P O ]
da cui segue il
Teorema. Rispetto a una base ortonormale (a1, ... . Wy,) ogni vettore v € R™ si esprime come

v (vougup 4.k (v up)u,

Lemma., Se i vettori vi,---, vy € R™ sono non nulli e a due a due ortogonali, allora sono linearmente
indipendenti.

Dimostrazione. Tnfatti moltiplicando scalarmente la relazione ayvy + -« + Gm Ve, = 0 per v; al variare di
i=1,---,m, sl ottiene a; = { per ogni 1.

Matvrici ortogonali

te se soddisfa una delle seguenti condizioni equivalenti:
= ])*1 .

Definizione. Una matrice P € R™" si dice ortogon,
(i) tPP = [, (1) PPP = I; (iit) P & invertibile e tp
Le condizioni della definizione sono cquivalenii infati, indicati con C; 1 vettori colonna di P, la (i) afferma
che C;- C; = O peri s je O = 1, ossia le colonme di P sono vettori ortogonali e di norma 1:
analogamenie la (i) afferma che le righe di 2 sono vettori ortogonali e di norma 1, quindi per il Lemina P
& invertibile; ne segue che (i) e (i) sono equivalenti a (iii).

Esempio. Sono ortogonali le seguenti watrici:
> ol

P o [cosd  —sin c)\ 2% Pl Ccosd sing € R2?
\.;’i.’n, ¢ cosgp ) T 7T ~ging cosd
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ha autovalori 1 e —1 di molleplicita rispetiivamente 2 e 1; una base dell’autospazio V_; & per esempio
(—1,1,0); una base per Pautospazio V4 & per esempio ((0,0,1),(1,1,0). Questi vettori sono a due a due

ortogonali, quindi per ottenere una base di R? ortonormale, basta dividere ognuno di essi per il suo modulo.
Una matrice ortogonale che diagonalizza A & percid

~1/V2 0 1/V2
V2 0 1/V2
0 1 0

1:)

e quindi (anche senza eseguire i calcoli) possiamo scrivere

v (1 00
prtar=1 0 1 0
0 01

Forme quadratiche

Definizione. Una forma lineare & una applicazione lincare f : R® = R.

Segue che f(wy, ,@n) = @121+ -+ Aply = Av, dove A € R & la malrice (a1 - - - ap) che rappresenta f
e v il vettore colonma ®(zy, -+, %,). Se A non & la matrice nulla, I'mf = R e quindi ker f sard un sottospazio
di dimensione n — 1 di R™.

Definizione. Una forma quadratica & uua funzione ¢ : R" — R del tipo ¢(z1---,2,) = ij__l igii T,
g . . . — . . . . W ¥ . N

ciod una combinazione lineare di tulti i monomi di secondo grado in zy, - -, z, univocamente determinata

da una matrice simmetrica A = (a;5).

. . a1y ap . @
Per . = 2 otteniamo ¢(@,y) = a1152 + 20128y + any?, con 4 = M2 ossia gz, y) = (z y)A
a2 de22 Yy
ap; a1z 413
Per n =3, qla,v,2) = a12” + apay? + assz? + 2apwy + 201302 + 2093y2, con A= | ai1p ane ag |, ossia

12 G2z 433

2\
4z, y, Y
z
In generale, ¢(y -+, ) =' vAv e la fanzione ¢ pud essere semplificata diagonalizzando A. Infatti, visto che

A & nna matrice simmebrica reale, esisle una watrice ortogonale P tale che P~1AP =! PAP & una matrice
b 2
diagonale D avente sulla diagonale principale gli autovalori di A: facciamo per esempio il caso n = 2, con il

- \
cambiamento di base <L> =P <)f )’
Yy ¥

eor-ena(5) = ()4 (3) = (e (D)= (3) 0 (5) - (3)

Definizione. Lespressione q(xy -, @y) = /\[.15‘1’ e Ay :v,?; =t vDv con D matrice diagonale, si dice forma
canonica di g.

Per studiare il segno di una forma quadratica ¢, st pud osservare che si ha sempre ¢(0,... ,0) = 0, inoltre,
utilizzando una forma canonica di ¢, si vede che il segno di g dipende dal segno degli autovalori della matrice

A e dalla eventuale presenza dell’autovalore 0. Scgue in particolare che:

4
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ciot risolviamo il sistema lineare nelle incognite u, v e matrice

ann a1z | —ais

a2 @z | —ass B
Non & detto che il procedimento di eliminazione abbia successo; tale sistema ha infatti un’unica soluzione se
e solo se det(A) #0

Esempio. C : x° + 4y? — 6z + 8y = 3; cerchiamo di eliminare 1 termini di primo grado; visto che non
compare il termine in zy, non & necessaria una rotazione, ma e sufficiente un completamento dei quadrati

per individuare una traslazione:
(-3 -9+4y+1)%>—4=3

Troviamo cosi’ il centro u = 3, v = —1 e Pequazione diventa
X2 44Y? =16
ne deduciamo che C & un’ellisse.

Coniche a centro. Se det(A) # 0, con una traslazione & possibile eliminare dall’ equazione di C tuttii ter-
mini di primo grado. In questo caso il punto (X,Y) € Cse esolo se (—X,—Y) € C e il centro di simmetria
¢ il punto (X,Y) = (0,0) ossia (z,y) = (u,v). Successivamente con un’opportuna rotazione I'equazione di C
diventa del tipo A\;. X2 4+ A\ Y2 = 1,

Parabole. Se det(A) = 0 si ha che uno degli autovalori (per esempio A;) & nullo, la conica C non ha centro

di simmetria e non esiste un cambiamento di riferimento che permette di eliminare tutti i termini di primo
grado: si tratta di una parabola che in un opportuno sistema di riferimento ha equazione A\; X? = 27Y.

1 -1
a=(4 )
Si ha det(A4) = 0, quindi C & una parabola; una matrice ortogonale speciale che diagonalizza A &

- (4t A

Con la rotazione data da P Pequazione di C diventa 2X2 = v/2Y.

Esempio. C: 2% +y? — 22y — ¢ — y = 0;

Definizione. Quando & nullo almeno uno dei coefficienti nelle equazioni canoniche, la conica C si dice de-
genere : si vedano i casi 3), 4), 5), 6) di pag.1. S

Quadriche -

Analogamente alla definizione di conica, una quadrica @ @ il luogo dei punti (z,y,z) dello spazio R?® che
soddisfano un’equazione del tipo

(3)  anz® 4 20102y + 201327 + anoy? + 2a03y2z + az32? + 20142 + 2004y + +20342 + a4 = 0

dove supponiamo i primi sei coefficienti non tutti nulli, in modo tale da avere un’equazione effettivamente
di secondo grado. I termini di secondo grado dell’equazione costituiscono una forma quadratica in z,y, 2
associata alla matrice simmetrica M = (a;;) € R®»3. Cerchiamo un sistema di riferimento in cui M si
diagonalizza e infine, se necessario, cerchiamo una traslazione per eliminare (se possibile) i termini di primo
grado. Detti A1, Ag, A3 gli autovalori di M, otteniamo alla fine del procedimento il risultato seguente:

Teorema. Data una quadrica @, esiste nello spazio un sistema di riferimento R(O, X,Y, Z) rispetto al quale
C si rappresenta con una equazione di uno dei seguenti tipi {(equazioni canoniche):

2
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SFERE E CIRCONFERENZE

Sfere

Definizione. Diciamo sfera (nel senso di superficie sferica) con centro il punto Cla, b, c) e raggio R il luogo
dei punti P(z,y, 2) che hanno distanza R da C: S = {P(z,y, 2)|d(P,C) = R}.

Analogamente nel piano riferito alle coordinate z ¢ y, dato un punto C(a,b) ¢ un numero reale R
positivo, la circonferenza di centro C' ¢ raggio R & 'insieme C = {P(z,)|d(P,C) = R}

La sfera 8 ha quindi equazione cartesiana,
(x=—a)?+ (y~b)?+ (2 —c)? = R?

o anche
(1) @4+ +2%~22—2y—2c2+d=0

dove d = a® 4+ 0% 4+ ¢* — R%. Inoltre ogni equazione del tipo (1) rappresenta una sfera, purche si abbia
a2+ b2+ —d>0.

La circonferenza C & rappresentata nel piano da un’equazione del tipo:

(@ —a)®+(y—b)* = R?

0 anche
§ 22+ 9? — 2z -2y +d =0

dove d = a® + b? — R2.
‘ Esempi. 1) verificare che 'equazione 22 +y? + 22 — 22 — 42+ 1 = 0 rappresenta una sfera di raggio 2 e centro
{ C(1,0,2).

2) Verificare che nel piano (zy), il punto A(0,4) appartiene alla circonferenza di equazione z? + y? = 16,

l mentre il punto B(1,4) non le appartiene.

Circonferenze nello spazio

Una circonferenza nello spazio & determinata dall’intersezione di due superfici che passano per essa; la scelta
1 di queste superfici & arbitraria (come lo & la scelta di due piani per rappresentare la retta loro intersezione):
una circonferenza si puo infatti pensare come intersezione di una sfera e di un piano, oppure come intersezione
di due sfere o anche di un piano e di un’altra opportuna superficie (per esempio una superficie di rotazione
{ con asse di rotazione una retta ortogonale al piano della circonferenza).
{ Se la circonferenza & intersezione di una sfera S ¢ di un piano o , allora & rappresentata dal sistema:

@ 224 y? 4+ 2% — 200 — 26y — 22+ d =0
oax+ Py +yz+6=0

dove, assumendo d = a? + b? + ¢ — R? > 0, la sfera ha centro C(a,b,c) eraggio R=va2 +b02+c2 — 4
1 Se d(C, ) < R lintersezione S N« & una circonferenza di cui possiamo ricavare il centro ¢ e il raggio
| 7; infatti C’ & il punto di intersezione del piano « con la retta perpendicolare ad esso condotta per il centro
della sfera S; per il teorema di Pitagora r = /R2 — d(C, &)2.
Se d(C, a) > R il sistema (2) non ha soluzioni reali, infatti I'intersezione S N & priva di punti reali.
| Se d(C,a) = R il sistema (2) ha un’unica soluzione ossia rappresenta un punto, che & il punto di tangenza
Lo di o con S.

[ Definizione. Un piano si dice tangente a una sfera S di centro C e raggio R se ha distanza R da C.
| Analogamente una retta si dice tangente a una circonferenza C di centro C ¢ raggio r se giace sul piano di
- C ¢ ha distanza r dal centro C.
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