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Lezione del 6 marzo 2013

Prima parte della lezione:

Possiamo dire che, tutte le volte che c¢'¢ una sommatoria si pud chiamare l'indice della
sommatoria saturato. Se questo succede allora tanto vale non scrivere la sommatoria. Se un
indice rosso ¢ ripetuto due volte sotto intende la sommatoria. Un indice saturato ¢ un indice
per cui non si puo scegliere un suo singolo valore. Avra tutti i valori, la sommatoria lo
costringe ad assumete tutti i valori ( da j=1 a j=D, per esempio).

Se un indice compare una sola volta e non c'¢ la sommatoria, lo definisco libero e posso
sceglierne i valori. A riguardo possiamo dire "uno libero" riferendoci ad un vettore, "due
libero" riferendoci ad un tensore, "zero libero" se ci riferiamo ad uno scalare.

1. Se faccio a scalare b ottengo:

b B
abeR?P = a-b=) abi=Y ajbj=---=aib; +aby +ashs € R,
i=1 j=1

2. Se considero A4 scalare b ottengo:

i
AcRP® beR? o A-b=b-A=Ab=) Agbj=-=

i=1

3

( Ay + Aggba + - -+ Aipbp

_ ) Aoyby + Aggbs + -+ - + Agpbp , c R?.

H

\ Apiby + Apobs + -+ Appbp )

l'indice j ¢ saturato e di fatto c'¢ la sommatoria. L'indice i non ha la sommatoria ed ¢
libero. Contando gli indici liberi posso sapere quanti gradi di liberta si hanno a
disposizione.

3. In questo tipo di prodotto ho due sommatorie perché ho il simbolo del due punti:

D D
A,BER‘D}(D — A:B:’:ZZ‘Q‘@B@:.:
i=1 j=I
= ;41183 + A B+ -+ AH}BL{} +

+ A9 Boy + AxBas + + -+ AspBap +

+ %1491391 + fiDgBDg +---+ s“iDDBDD eR

I1 processo classico ¢ quello di scrivere I'espressione tramite gli operatori piuttosto che con
le matrici perché sono pitt compatti ed hanno un significato fisico ( fare un bilancio sul
volume di controllo, usando la divergenza ad esempio, [si capira piu in I con lo studio
questa frase]) e sono indipendenti dal sistema di riferimento scelto. Potrebbe essere comodo
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acRP, A eRP¥P — V.(A,a)md(gj%)ﬁ

T o, T
Ly Ty
T
(9(1—;; (9 (A i )T
) =
Ox; oz;

=A:(Va)T+(V-AT).-aeR

Questa ¢ una derivata speciale di due fattori. Se fosse la derivata di a per b faremmo

a per la derivata di b piu b per la derivata di a. Qui in realta sono quantita piu grandi e

operatori complicati. Usiamo la notazione di E: prodotto matrice per colonna cio¢ il

pallino del prodotto scalare indica una sommatoria, dunque saturo I'ultimo indice che

sarebbe j e poi applico la divergenza sull'indice libero cio¢ i. Ora applico la regola

della derivazione composta. A ¢ evidentemente un tensore, ma anche 1'altro ha due
indici, introduco il trasposto. Ottengo cosi il gradiente di a trasposto.

e a diadico a ¢ aiaj quindi un tensore, quindi ha due gradi, facendone la divergenza
saturo l'indice j. Faccio algebra come al solito. daj/dxj ¢ la divergenza, quindi un

acRP — vV - (a®3)uM:

8.2} I
6 a j 8&2'
_}_.
oz j or

= (V-a)a+(Va)-aeR”

numero. Questo numero ¢ moltiplicato per un vettore, l'altro termine ¢ dai/dxj ¢ il
gradiente, ¢ un tensore perche¢ ha due indici. Moltiplicato per a mi da un vettore.

* Il seguente esempio provate a svolgerlo voi

I
=

(P et)
ot

+V-(pegu+pu) =0
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Suddivido il bordo in tanti pezzettini e vedo se su ognuno di questi elementi la massa esce o
entra e poi faccio una somma. Scompongo u in due componenti: una che sarebbe u scalare n
che ¢ parallela ad n e perpendicolare alla superficie, e una tangente alla superficie stessa.

u-n.

Considero la componente solo normale alla superficie. Ottengo:

omg 0 | .
_ Y dV = — u-fdS 2

Quella che ottengo ¢ una portata volumetrica. Questi

3
— li moltiplico per la densita. Se
’ kg kg

. m . . . < . . .
faccio — moltiplicati —= ottengo —= che ¢ consistente con il termine che sto
h) m S

cercando ( fare l'analisi dimensionale per credere). Supponiamo come nel disegno che la
componente normale alla superficie sia uscente: ¢ una perdita e se € cosi la massa
diminuisce. Quindi una componente positiva rispetto ad n essendo sempre uscente n ¢
sempre una perdita e quindi deve dare un contributo negativo. Quel volumetto essendo
infinitesimo pud permettersi di caratterizzare il suo interno con poche variabili proprio
perch¢ infinitesimo.

Applichiamo il teorema della divergenza, o del bilancio locale. Ci dice che se abbiamo un
vettore € ne facciamo un prodotto scalare con un vettore rispetto ad una superficie
infinitesima, e ne calcolo l'integrale del bordo, faccio cio¢ il flusso netto, questo ¢ pari
all'integrale di volume della divergenza del vettore:

F-ndS = (F173,1 + Fong + ang) dS =
o0 o0
F IR ..
_ (9RO OB by [v.Fav (3)
Q 833} aﬁjg 33‘:3 Q

quindi per applicare devo F=—pu

Inverto i due operatori integrale e derivata se e solo se omega ¢ fisso nel tempo.

Questo integrale mi da zero. Noi sappiamo che se faccio l'integrale del seno di x sul periodo
mi da zero, dove le due aree sono uguali in modulo. Quindi una funzione non nulla integrata
sul periodo puo darmi zero. Se io adesso ho un integrale nullo, non posso necessariamente
dire che l'integrando sia zero. La condizione sull'integrale ¢ debole. Questo ¢ vero per un
certo omega. Ma se io posso ripetere questa dimostrazione per un finito numero di omega
arbitrari e ottengo sempre lo stesso risultato allora significa che ¢ l'integrando ad essere
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suo significato ¢ strettamente legato a quello fatto ieri, siamo giunti a quella derivata
facendo un'assunzione cio¢ che omega non variasse nel tempo rispetto a questa

o9

derivata . Si fa dunque una misura relativa al tempo in un certo punto fisso

rispetto all'osservazione.

2. Il secondo termine ¢ la divergenza di quel qualcosa che € in grassetto perché se ¢
¢ uno scalare allora I'argomento ¢ un vettore. Quello che otteniamo ¢ il flusso. Se
¢ non dovesse essere uno scalare ma dovesse essere una quantita pitt complessa il
flusso di ¢ ha sempre una dimensione in piu. Questo termine nasce dal fare il
flusso al bordo prima di applicare il teo della divergenza.

3. 1l terzo termine & detto di sorgente o pozzo s(¢p) . Questo termine ¢ quello pil
oscuro. Ha le stesse unitd di misura di —acf . Se avessi una sorgente avrei un
termine s(¢) positivo. Per la massa non succede e questo termine & uguale a zero.
La quantitd ¢ ¢ conservata se questo termine ¢ pari a zero, come la massa. Quindi
la massa totale ¢ conservata. Esempio: se avessi una miscela di metano e ossigeno
la quantita specifica di metano e ossigeno potrebbe variare! Se la densita fosse
solo di un componente, esso pud variare. Se la reazione ¢ esotermica € ¢ ¢ la
densita di uno dei reagenti quel termine molto probabilmente sarebbe di pozzo.

Sapendo che

dpw;)  Ou; L dp

V(o) = Or; paxi ox;

=pV-u+u-Vp

i=1
ritorniamo alla notazione. Andiamo a definire un nuovo operatore mettendo insieme questi
due termini, chiamata derivata sostanziale, o materiale, o lagrangiana

D 0
Dt 5‘%

se vado a sostituire nella relazione precedente:

D
Df‘,) +pV-u=0 (10)
In generale, dovremmo avere dunque in mente:
* la derivata euleriana;
* la derivata lagrangiana;
* la derivata punto;
Che relazione c'¢ tra queste derivate? Buona parte delle eq della meccanica classica sono eq
alle derivate ordinarie: le funzioni sono solo del tempo. In questo caso la derivata ¢ definita
in modo non ambiguo ma in maniera chiara. Le cose si complicano se le funzioni dipendono
dal tempo e dallo spazio. Se ho una funzione che dipende solo dal tempo posso calcolare la
derivata:

+u-V (11)
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bordo: quindi otteniamo
x'=x—ct

l'osservatore sulla nave dice che lo spostamento ¢ x" mm mentre per quello sulla banchina ¢
di x mm. Quindi avro due velocita diverse, c e:

nw=u-—c

se dimostriamo che la derivata lagrangiana ¢ invariante, stesso risultato se applicato dai due
osservatori da lo stesso risultato riusciamo anche a dimostrare che quella euleriana € non
invariante. La parte avvettiva cura i limiti della derivata euleriana. L'osservatore fisso sulla
banchina misura tutte le grandezze senza apice. Immagino la funzione ¢ con cambio di
variabili in funzione dell'osservatore in moto. Se ¢ dipende da t* ma la voglio derivare

. op Ot' \ . - . .
rispetto a ¢ faro a—:p, EYEE stessa cosa per x'. Se ' € u-c vado a sostituire e derivare rispetto

alle due variabili.

Dy _dp Delt*,x") _
Dt ot - Dt

o) (Lvr v vx) =

+u-Vp=
_dpot ax*

+ Vv
“oror Y ot
{){‘g dyp Dy
_+ V- (—c)+(u'+c¢)- Vp=—+u"-V'p= (17
A F
X T e Se immagino che ¢ sia
N funzione di x' e ¢' ognuno dei
X*=X-—ct termini dell'espressione
>| > originale deve dividersi in due.
L Non si pud fare un gradiente
cit spaziale nel tempo, ecco

perch¢ manca un termine. [
due termini che dipendono da c¢ si elidono. Cid che rimane ¢ esattamente la derivata
lagrangiana che misura l'altro osservatore che ¢ in movimento.
La presenza della derivata lagrangiana garantisce che I'equazione sia invariante anche essa.
Tutto cio che ¢ derivato nel tempo l'importante ¢ che sia possibile confinarlo nella derivata
lagrangiana, quindi questo basta per definire l'eq invariante. A causa della presenza della
divergenza di flusso tutte le equazioni sono riscrivibili con derivata lagrangiana. Se si tratta
di andare a studiare la quantitd di moto: momentum ¢ in italiano quantitd di moto...in
italiano il momento ¢ forza per braccio. Si parte da una grandezza che ¢ una velocita
rappresentativa di tutta la quantitad di moto all'interno del volume Q . wu, ¢€ il rapporto
tra la quantita di moto dell'intero sistema ( che sarebbe l'integrale nella formula 18) diviso
per la massa dell'intero sistema considerato myg

g = [ pudv (18)
mg Jo
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Lo stesso approccio vorremmo che fosse applicato ad altre grandezze come la q.ta di moto:
in ognuna di queste dimostrazioni si integra sempre nel nostro volume di controllo

Per definire la q.ta di moto dell'intero sistema Q prendo la definizione puntuale ¢ la
integro sul volume ottenendo cosi un effetto di q.td di moto complessivo. La q.ta di moto
complessiva divisa per la massa mi dara una velocita baricentrica rappresentativa del nostro
sistema

ug = = pudV (18)

ma Jo

Quando vado a fare la variazione nel tempo euleriana della g.ta di moto ( non ¢ altro che la
derivata euleriana) ottengo:

8(7?1(2119) _

0 .
5 &/qudV = ——éﬂ F(pu) - 1dS + /{;s(pu) dVv (19)

Dove Q ¢ fisso, arbitrario, ma fisso!

Se volessi studiare il contributo dei flussi al bordo del volume farei un integrale sul bordo
0Q considerando un elementino ds. Per ogni punto definito sul "pallone" 0Q ¢

possibile definire un versore 7# uscente per convenzione e normale alla superficie.

Considero la velocita di un punto di 9Q dunque non ¢ detto che u sia normale alla

superficie in quel punto considerando che la superficie ¢ del tutto arbitraria. Si fa cmq una

proiezione di u lungo la direzione di # (prodotto scalare).

RICORDA CHE:
1. 11 flusso della g.ta di moto ¢ un tensore degli sforzi idrostatici e idrodinamici;
2. 11 secondo termine & definito sorgente o pozzo ( ¢ un integrale volumetrico) ed ¢
dovuto alla presenza di un campo gravitazionale o comunque di un campo esterno.
Se tutta la massa contenuta in  Q fosse soggetto ad un campo esterno essa potrebbe
accelerare.

Possiamo pensare di arrivare a definire il flusso della g.ta di moto tramite tre contributi:

F(pu) _ Fadv + Fstat + Fciyn

Primo contributo: il flusso avvettivo

Qualsiasi cosa ci sia dentro Q , considerato che la massa al bordo di Q pud muoversi
con una certa velocita essa puo trasformare la q.ta contenuta dentro € . F € un tensore
perché deve sempre tenere conto di tutte € 9 le possibili componenti. Mi concentro sul
trasporto di ¢.ta di moto iesima del componente. Qui posso ragionare analogamente a
quanto fatto per la conservazione della massa cio¢ una componente di trasporto ( proiezione
diusun). La q.ta che voglio trasportare ¢ la densita per la componente libera u, . Tutte le
volte che si va a vedere un flusso che ¢ dovuto solo al fatto che in quel punto c'¢ velocita
non nulla si parla di avvezione (trasporto per velocita non nulla).
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Faym = 0 and Fa¢ - 11 is parallel to n
Fstat(pa) = }'}I (22)

E nel caso in cui pero il fluido fosse in movimento? Dovrei per caso usare una definizione
differente? Come si definisce quando ci sono anche termine avvettivo e termine
idrodinamico oltre a quello idrostatico? Posso usare la seguente definizione: faccio la traccia
del tensore 1T e la divido per 3.

p= Tr(II)/3

Si ricorda che la traccia ¢ la somma degli elementi sulla diagonale principale di un tensore.
Se sono nel caso limite ottengo che la traccia Tr( IT ) = p+p+p= 3p che diviso 3 fa p, cioe
proprio la pressione. Il vantaggio di questa definizione ¢ che qualsiasi sia il tensore TI
questa definizione ¢ sempre valida. Dunque, per non modificare questa definizione, se
dovessi aggiungere degli elementi ad un tensore idrostatico, saranno elementi a traccia
nulla.

Terzo contributo: il flusso idrodinamico

Questo contributo risulta il piu difficile perch¢ non tiene conto del moto ma tiene conto
dello sforzo e quindi della deformazione del campo di moto. E' il termine legato alla
viscosita e alla dissipazione. A livello sperimentale, rispetto ai casi di prima, cambia il fatto
che quando appare ¢ perché si ¢ in un caso di moto non uniforme. Dunque si richiama a
proposito il gradiente di velocita. Alla fine in questo contributo intuitivamente si capisce che
comparira un elemento parente del gradiente di velocita.

Il grave problema in questo caso ¢ che il gradiente di u non ¢ simmetrico. Provare a
svolgere i calcoli del gradiente di u per tre dimensioni X, y, z per credere. Si osserva che gli
elementi simmetrici rispetto alla diagonale principale non sono uguali, questo percheé x,y € z
sono assi indipendenti. Possiamo risolvere questa situazione introducendo una correzione
che consiste nel sommare al gradiente della velocita il gradiente della stessa trasposto.

Vi+Vu'

Di questa correzione si calcola la traccia ( per questa dimostrazione vedere alla fine degli
appunti):
Ou, 5 ou, +2 Oou.
+ 3
ox oy 0z

2Tr(Vi+ V' )=2

che da di solito una componente non nulla. Per rispettare la definizione di pressione devo
aggiungere una componente simmetrica o/ . o Rappresenta un fattore di liberta, nel
caso in cui dovessi forzare la traccia ad essere nulla. Ottengo dunque:

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 15 di 144



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 17 di 144

cinematica;

* Manca al ragionamento fatto il segno dell'espressione: il segno non cambia la forma
funzionale o le unita di misura. Quindi potrebbe essere definito con il + o conil - . Se
ho un dubbio con il segno guardo la stabilita. Si prende il pit semplice dei campi di
velocitd non costanti ( tipo una curva o una sinusoide) e vedo se nell'evoluzione di
questo profilo ogni variazione tende ad annullarsi nel tempo, cio¢ il sistema tende a
smorzarsi ¢ quell'andamento mi da il giusto segno da considerare nel tensore
idrodinamico. E' abbastanza intuitivo che il segno sia negativo perche consistente con
le forze di tipo resistivo. Ottengo dunque:

Fayn(pu) = —II, = —pv (Vu +vu' — %\7 . uI) (27)

Posso dunque mettere tutti e tre i contributi insieme e sono sicuro che non manca nulla
perché questa struttura ¢ in accordo con le prove sperimentali sui fluidi. Dunque la struttura
finale ¢ la seguente:

d ‘
Ho%) 4 9. (pusu+pl) = V1L, +s(ou) (28)

equazione di conservazione di momento

N.B. 1 1l termine
s(pu)

¢ quello chiamato di sorgente/pozzo di q.ta di moto ed é tipicamente dovuto all’
accelerazione di un campo di moto. Come unita di misura é facile capire che deve essere:

p-a=

§u|o§
“| ¥

N.B.2 E' possibile fare delle esemplificazioni quando c'eé il tensore identita. In componenti:

8, =0 se i#j
O, 70 se i=j

1=, ,»

iJ)

Dungque se devo scrivere:

a(pd,. ;) d dp_32
‘Apl)= LDZ—=§,. . p= i >_E=_p=
V (p ) axj 6(1,])axj Zaft;J)axj ax’_ Vp

con i indice libero, non viene mai ripetuto. Di seguito la spiegazione del passaggio:
1. Scrivo prima l'argomento  pd; , ;
2. Devo fare una particolare derivata nello spazio che si chiama divergenza, dunque
prendo ['ultimo indice e lo saturo ( sarebbe j) ;
3. Nella sommatoria sopravvive solo il termine per cui i=j.
Dungque a volte puo essere piit semplice scriverlo cosi V-(pI) perché evidenzia la parte
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poi scomposto.

f(ﬁgt) = fadv + ftherm + fmer:;h

Domanda dal pubblico: Potrebbe ripetere le caratteristiche del gradiente dell'energia
potenziale?

Risposta del prof: Fino ad ora nel derivare la q.ta di moto abbiamo incluso in generale
anche il termine di sorgente/pozzo, cioé abbiamo ammesso la possibilita di avere un campo
esterno che induce un'accelerazione su tutte le masse presenti dentro Q . Ma non abbiamo
aggiunto nessuna specificazione ulteriore. Tra tutti i campi possibili per semplicita, ci
focalizziamo solo su una famiglia di campi in cui non ci sono 3 componenti indipendenti,
ma sono tutte e tre figlie dello stesso potenziale e, mediante ['operatore gradiente.
Quando si verifica cio si ha a che fare con un campo detto conservativo, cioé una forza per
unita di peso, un'accelerazione che ammette potenziale.

Lezione del 21 marzo 2013

Il sistema di equazioni Navier-Stockes & costituito dalle equazioni di conservazione della
massa e di conservazione della q.td di moto. In aggiunta a questo, qualora ci fossero delle
variazioni del campo di temperatura nelle energie del sistema ¢ necessario risolvere anche
'equazione della conservazione dell'energia totale. Abbiamo gia visto che a livello
microscopico distinguiamo energie cinetica da quella potenziale. A livello macroscopico
distinguiamo invece tra energie cinetica potenziale e interna. Riassumendo potremo
denominare semplicemente energia quella totale che ¢ l'unica che effettivamente di
conserva. Essendo conservata non avremo nessun termine di sorgente/pozzo. Andiamo ad
analizzare i vari contributi del flusso.

f(Pgi) = fagv + ftherm + fmech

I1 termine avvettivo ¢ analogo a tutti quelli visti fino ad ora, dove questo termine ¢ sempre
legato al fatto che il flusso ¢ in moto: se si ha al bordo una certa velocita non nulla I'energia
totale verra trasportata. Se questa velocita ha una componente normale alla superficie
tendera a far entrare o uscire dal volume di controllo, dipende dal segno della componente.
Ricordiamo dunque che il termine avvettivo dipende dalla velocita.
f.av(pe:) = peru (34)

Essendo energia meccanica e interna i due pilastri dell'energia totale ovviamente ¢ possibile
trasferire energia totale o con un flusso termico per via termica o con un flusso meccanico
per via meccanica. A prima vista sembrerebbe che si stanno mettendo insieme cose che
hanno effettivamente una qualita ingegneristica differente (si sta parlando di exergia). E'
molto piu facile avere a disposizione un flusso termico piuttosto che un flusso meccanico.
(Piccola digressione sulle forme di energia.)

Il secondo termine ¢ il flusso termico che non ¢ altro che il vettore descrittivo del flusso
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espressione:

@(P’it}

+V- ({?Lf zz S (37)
\ AN .7 ’ v
. . b 7 Flusso termico
Termine avvettivo: in \£ e
questo termine Stiamo glé Flusso meccanico:
Considerando un tern’line decomposto in parte
cubico di velocita poiché idrostatica e parte dinamica
I'energia totale ha un pezzo

di energia meccanica che a v
sua volta ha energia
cinetica che contiene
velocita al quadrato che
poi viene di nuovo
moltiplicato per u

In questa scrittura abbiamop I *u=pu=(ropv)u
Introducendo il volume massico compare quello che nei corsi
precedenti si chiavama lavoro di spostamento

Mettendo di nuovo tutto insieme ottengo:

a ,
(g?) +V - -(pepu+qe+II-u)= (39)

dove tra parentesi sono evidenti i tre termini di flusso. Come gia detto non ¢ tramite questa
equazione che si stabilisce la bonta di una macchina.
Vediamo dunque un riassunto delle equazioni viste fino ad ora:

ig +V-(pu) =0 (402)
opw) | . ( Vp = V.II 40b
5 pu®u)+Vp = V.IL, +pa (40b)
d
(pr?z) + V- (perutpu) = V-(—qo + 10, - u) (40c)
dove
II, = pv (Vu+VuT—§V-uI) (41)
Qo = —AVT = —pc, a VT (42)

dove queste due vengono denominate relazioni costitutive o fenomenologiche. Queste
equazioni sono valide per fluidi newtoniani, cioé fluidi in cui il tensore degli sforzi dipende
linearmente dalle deformazioni
Proprieta in comune tra le equazioni di NSF:
* tutte le equazioni viste hanno sempre almeno il termine di flusso avvettivo a partire
dalla piu semplice che é quella di continuita. Nel flusso avvettivo compaiono velocita
e la grandezza di cui sto facendo il bilancio. Quindi si puo fare un discorso pin
generalizzato:
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Lezione di Asinari — 4 aprile 2013

nelle scorse puntate bbiamo visto che che ci sono due grandezze molto significative che
sono I'energia interna e l'energia meccanica che non sono conservate. Sono i due costituenti
dell'energia totale e sono utili per giudicare le macchine percheé tanto piu I'energia
meccanica & preservata nei processi tanto pill la macchina si pud classificare efficiente. Al
punto tale da considerare l'energia meccanica stessa come indicatore di qualita delle altre
forme di energie e da qui nasce il discorso sull' exergia.

Adesso vediamo del sistema completo NSF due casi particolari. Ci son due casi
significativi: uno ¢ quello delle moderate velocita cioé¢ bassi numeri Mac, l'altro ¢ il caso
opposto. MA ¢ il numero adimensionale

_(velocita caratteristica)
(velocita del suono)

tipicamente si dice che fin quando questo rapporto ¢ al di sotto di 0,2 si puo usare invece del
sistema di equazioni complete un sistema semplificato.
Vediamo i due casi separatamente.

« Quando la velocita del deflusso ¢ piu bassa di tanto rispetto alla velocita del suono,
che dipende ovviamente dal fluido di cui stiamo parlando, (quindi 340 m/s sono
tipiche dell'aria in condizioni ambiente, mentre per l'acqua é piu piccola. Ecco
perché non ha senso parlare di basse velocita o alte velocita, é meglio rapportarsi
alla velocita del suono di quel fluido li e ragionarci in rapporto usando MA), quindi
quando siamo a circa 0,2 cioé¢ un quinto della velocita del suono di quel fluido
possiamo usare un approccio che ¢ detto limite incomprimibile. 11 limite
incomprimibile fa vedere come, quando la velocita ¢ bassa rispetto alla velocita del
suono, effettivamente il fluido si comporta come se fosse incomprimibile. Questo
semplifica non poco le equazioni viste fino ad ora. Non c'¢ contraddizione tra queste
cose, perche in teoria io potrei usare comunque un software completo per risolvere
un caso incomprimibile,perch¢ il software risolve il caso completo che include anche
il caso incomprimibile. Perch¢ dico in teoria e non in pratica? Nei metodi numerici, €
qui ci riferiamo alla parte di Canuto, che si usano per risolvere queste equazioni si fa
grosso affidamento al tipo di equazioni. Cio¢ sono metodi specificamente progettati
per risolvere meglio certi tipi di equazioni. Quindi se so fin dall'inizio che son
interessato ad un deflusso basso rispetto alla velocita del suono, quindi un caso di
limite incomprimibile, ¢ meglio usare dei metodi numerici ottimizzati in tal senso.
Questo in generale ¢ una prassi comune. In questo limite incomprimibile vedremo le
funzioni dissipative, come mai in certe condizioni distruggiamo energia meccanica e
vedremo anche I'equazione della conduzione che ¢ quella usata dell'esercitazione con
Canuto. Questo & il primo grande filone delle esemplificazioni, cioé¢ il caso
incomprimibile. Analizziamo due casi particolari. Uno riguarda I'ottimizzazione delle
macchine e I'altro lo studio della conduzione.

«  L'altro grosso filone che vedremo ¢ il limite comprimibile. Limite diametralmente
opposto ¢ il caso limite in cui la velocita di deflusso ¢ dell'ordine della velocita del
suono, quindi chiaramente elevata. Questo limite comprimibile fa vedere che in
queste condizioni per qualsiasi tipo di fluido, sia esso anche un liquido, manifesta
comportamenti del tipo comprimibile. Noi useremo questo limite comprimibile per
studiare i fenomeni di propagazione del suono e di fatto rientra in questo capitolo

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 31 di 144



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 33 di 144

D _De, . Dv . Dp
DiP T D PP PTY Dtp

sostituisco v -———:3

5l
Dh__ De, P .Dp
D" PP P

, . (Dp)__(1,(Dp)
la derivata di D (pz) Dr

Dh _Dei __I_’_(Dp) &

P "D P ) i "D
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+pV-u (57)

se guardiamo gli appunti uno dei possibili modi per scrivere I'equazione di continuita €
proprio il seguente

Dp . .
% —pV-(u) divergenza di u.
Questo ¢ uno dei modi per scrivere che I'equazione di continuita che ¢ invariante chiamando
in causa la derivata lagrangiana della densita. Posso sostituire e ottenere 'espressione finale

(57 slide 40)

Dh _De,  p . (v, Dp
LT (p)(pV(u))+ r

il p sisemplifica:
Dh _ De, Dp

_D7p_—_E +pV-(u)+ Dy 57 slide 40

questa espressone ci dice che la derivata lagrangiana dell'entalpia moltiplicata per la densita
¢ uguale alla derivata lagrangiana dell'energia interna piu due altri termini. E sufficiente
prendere l'equazione vista la volta scorsa e aggiungere questi due termini e ottengo
l'equazione dell'entalpia. Ricordiamo I'equazione dell'energia interna (565 slide 39)

a(gf*) +V-(peiu+q,) = —II: Vu (56b)

La fonte di errore dove sta? Sotto opportune ipotesi questi due termini sono molto piccoli,
perché uno sarebbe portato a dire che l'equazione dell'entalpia sarebbe circa l'equazione
dell'energia interna, che potrebbe essere vero ma non in generale. Altro aspetto a volte si
confondono le due cose: si dice equazione dell'energia tanto che si a interna o entalpia di
fatto hanno al stessa forma le equazioni. Questo modo di dire € piuttosto pericoloso perche
ci sono anche altre forme di energia, confondendo le cose. Per esempio energia interna ed
energia meccanica hanno proprieta completamente opposte, tanto ¢ vero che se una scende
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Di seguito la dimostrazione dei due termini che spariscono pV-(u) che spariscono
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ottenendo

Dh Dp
2 _V.qu+ 41, 58
'?Dt V’q+ Dt+v Vu (58)

Altra grandezza significativa ¢ l'entropia. A stretto rigore derivare l'entropia dalle grandezze
precedenti sembra una cosa un po' strana. In realta nelle cose viste prima, il secondo
principio c'era gia. Vi ricordate quando abbiamo dedotto il tensore degli sforzi
fluidodinamici? Abbiamo trovato la forma simmetrica, presa traccia nulla, abbiamo
introdotto un coefficiente che poi € a viscositad. Adesso dobbiamo anche sceglierne il segno
per garantirne la stabilita: in questo c'¢ il secondo principio perche stabilendo il segno dico
in che direzione deve andare la mia trasformazione. Quindi quello che abbiamo fino ad ora
chiamato effetto delle viscosita non ¢ altro che un modo diverso per tenere conto del
secondo principio. Ecco perché da questa informazione nascosta si puo esprimere il secondo
principio mediante I'entropia. Quindi il secondo principio ¢ gia incluso in NSF, ¢ dentro le
relazioni fenomenologiche. Viene fatta 'assunzione che ¢ detta relazione di Gibbs:
Tds=de+ pdv (61)

equazione valida in casi reversibili e non:

* nel caso di sistemi reversibili il primo membro sarebbe il dQ, pdv=dLi e la loro
differenza darebbe la variazione di energia interna; se il deflusso ¢ completamente
reversibile si dimostra che dQ=Tds e che quindi ¢ uguale a dQ= dei+ dLi.

* Nel caso di sistemi non reversibili si richiama il teorema di Gouy Stodola, cio¢ le
irreversibilita che io avro in deflusso non reversibile saranno pari al lavoro delle
forze di attrito. Per cui

T ds#dQ

pav#dL,

T ds—dL =de,

Usiamo questa relazione come definizione di entropia che fino ad ora non era mai stata
introdotta. Nel sistema di equazioni base non c'¢ I'entropia quindi usiamo questa definizione.
Perché sto usando i differenziali con il d piccolo? Perché sono differenziali esatti come si
dice nei corsi precedenti. Il differenziale esatto si usa quando esiste il funzionale, altrimenti
uso una delta che indica forma senza funzionale. Se voglio definire una relazione
fondamentale per spiegare che cosa ¢ l'entropia questa deve essere la stessa in tutti i sistemi
non accelerati quindi la derivata giusta da usare ¢ quella lagrangiana.
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conservata. Il fatto che la variazione di entropia sia nulla implica che il sistema sta
subendo trasformazioni reversibili. Una trasformazione reversibile ¢ una trasformazione
in cuii due gradienti sono trascurabili, a limite nulli. Se uno dei due € non nullo, o
entrambi, si parla di trasformazioni non reversibile e quindi irreversibile.
C'¢ un problema: questo termine qua non ¢ a stretto rigore esattamente uguale a quelli che
abbiamo visto.
Ds
"D
Questo perché ho la densita moltiplicato per la derivata lagrangiana della grandezza fi ma
ho anche la T! Se volessi risolvere questa difficolta, basta dividere tutta I'espressione per T.

p Do =—(1) Vog+ ()T Ve (63)

se divido per la temperatura il primo termine del secondo membro non ¢ piu un flusso
perche T sta fuori! Quindi dividendo per la T sto spostando solo il problema al secondo
membro perché questo termine a secondo membro non ¢ piu la divergenza di qualcosa. Io
vorrei avere li una divergenza di un qualcosa tutto dentro I'argomento della divergenza. Ma

cosa ¢ allora questo termine? Se il flusso termico € se divido per T diventa un flusso

2
m

Watt

(m” K)
banalmente il T dentro, la T varia da punto a punto. Se voglio portarlo dentro devo
aggiungere il termine mancante. Quindi ottengo la (63")

<\ g /LN, LT
£ - '99%—}* fff“v(‘?—‘)*? LoV

entropico che di fatto ¢ . Quindi il flusso ¢ quello di entropia. Non posso portare

I'entropia puo al massimo essere generata quindi io devo avere a che fare con grandezze
positive. Dimostro che il secondo termine € positivo:

42( ”\7(—2—:): le}lﬁ@ (%) :GAVTJET%)%:

or Y.L VYor L 0T 20
:G}LVI Y{T’Z)V’:;‘:‘av’ ©

si parla di forme dissipative quadratiche: sono funzioni che descrivono la produzione di
entropia, quadratica perche il modo piu semplice di avere una produzione € quello di
prendere un quadrato., dimostreremo che anche 1'altro contributi € positivo, e quindi essendo
due termini positivi I'entropia ha due possibili sorgenti una strettamente termica e l'altra
legata al trasporto meccanico. La volta scorsa abbiamo parlato di perdite di energia
meccanica che possono generare produzione di energia interna. Classico esempio l'attrito:
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L’EQUAZIONE DELL’EXERGIA o DELLENERGIA UTILIZZABILE

FIGURA 13. Diagramma temperatura -energia per una macchina termica
motrice. Entropia generata e perdita di lavoro durante il ciclo

l(TH) | QHJ .
w N

~tferdeme  Heat engine

LE'MJX

Wedge of
minimum Q,

FIGURA 14. Trasforma

termica motrice

zioni energetiche ed exergetiche per una macchina

Heat
engine

FIGURA 15. Diagramma temperatura -energia per una macchina termica
operatrice. Entropia generata e perdita di lavoro durante il ciclo
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L’EQUAZIONE DELL’EXERGIA o DELLENERGIA UTILIZZABILE

FIGURA 18. Valori delle efficienze di primo e secondo principio per motori,
frigoriferi e pompe di calore
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