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Richiami di calcolo
delle probabilita

Tocnica della Cnstruzioni — Prohahilita

Riferimenti bibliografici

1. G. Vicario, R. Levi “Calcolo delle probabilita e
statistica per ingegneri’, Progetto Leonardo

2. S. Bernstein, R. Bernstein “Calcolo delle probabilita”,
Mc Graw-Hill

Tecnica delle Castruzioni — Prohabilita
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1. Definizione classica

La probabilita P¢4) di un evento 4 é definita come il

dei risultati possibili:

P(4) = %

purché i risultati siano ugualmente possibili e
mutuamente escludentisi

E’ una definizione aprioristica, in quanto la
probabilita P¢4) & definita senza far ricorso ad

alcuna effettiva prova sperimentale.

e - . *
ico di Torino - Ingegne fiba 5
Tecnica delle Castruzioni — Prohahilita .

Esempio Considerato I'esperimento casuale del lancio di una moneta non
truccata, il numero dei risultati possibili di un lancio & 2. La probabilita di
ottenere “testa” da un singolo lancio € pari a:

Numero di casi favorevoli

/

P(testa) = %

\

Numero di facce, ovvero numero
di risultati possibili

Tarnica delle Cnstruzioni — Prohabhilita
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2. Definizione frequentista

Si definisce frequenza assoluta n, , o semplicemente
frequenza, di un evento A il numero delle volte in cui si &
presentato I'evento favorevole.

Si definisce frequenza relativa f, il rapporto tra il
numero delle volte in cui si & presentato 'evento

I'esperimento nelle medesime condizioni.

n, 0SS: La probabilita dell'evento A4 ¢ il limite della
fi= —]-v—- frequenza relativa quando il numero ¥
S— delle prove tende ad infinito

g
Tecnica dalle Castruzioni — Prahahilita

Esempio Considerato I'esperimento casuale del lancio di una moneta non
truccata, si vuole stimare la probabilita di ottenere “testa” da un singolo
lancio.

Si eseguono N=500 lanci e si calcolano la frequenza assoluta nresra € la frequenza
relativa fresra

Lancio |Risultato| "=== ‘hes
CROCE
TESTA
CROCE
TESTA
CROCE
CROCE
TESTA
TESTA Ve
CROCE Fre,
TESTA = o

U

W 0 INO |V |[H|WIN

[UEY
o

Tecnica delle Costruzinni — Prohabhilita
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3. Definizione soggettivista

La probabilita di un evento ¢ il grado di fiducia che si ha
nel verificarsi di esso.

Tecnica delle Castruzioni — Prohabilita

4. Definizione assiomatica

La formalizzazione matematica risale a Kolmogorov (1933)

stessi risultati.

\///

Si definisce spazio campione Q l'insieme costituito da
tutte le possibili osservazioni (tutti i risultati possibilia
priori)

Si definisce evento A un qualsiasi insieme di risultati @,

v

Tecnica delle Castruzioni — Prahahilita
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4. Dati due eventi 4,B — Q , l'insieme
& costituito da tutti i risultati AUB
che realizzano 4 oppure B.

5. Dato un evento Ac Q , se esso non
si realizza, allora si realizza 'evento
complementare 4 =Q\ 4 detto
evento negazione dell’evento A.

R |

Tecnica delle Castruzioni ~ Prohahilita

Esempio Siconsideri una struttura costituita da due aste incernierate.
Vediamo quale relazione sussiste tra gli insiemi “crollo della
struttura”, “rottura dell'asta 1” e “rottura dell’asta 2".

egneria
Tecnica delle Costruzioni — Prohahilita
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Conseguenze degli assiomi
1. P(4)=1-P(4)
Per il primo assioma, vale P(Q)=P(4,U4,)=1

Poiché 4, e il suo complementare sono incompatibili, facendo
ricorso al terzo assioma, si ottiene P(,Ai.,)+£(Ai 5)= 1

2. P(D)=0

L'insieme vuoto & il complementare di Q3 , quindi P(®)=1-P(Q)

3. 4, cd4; = P(4) SR(AJ)

Applicando il terzo assioma agli eventi incompatibili 4; e (4;\4,),
ihQ,P,(Aﬂ) = P(Ai,&),(Aj \ 4, ))=P(Az)+P(A1 \Ai) : POiCbé I’insieme

(4;\ 4;) non & vuoto per ipotesi, risulta (4,1 4,)>0

ol

Questa proprieta e la generalizzazione del secondo assioma per
eventi non incompatibili.

Si consideri 'evento unione:

.

-

Unione di due eventi
incompatibili

Tecnica dalle Castruzioni — Prahahilita
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OSSERVAZIONI:

%+ Se 4,c 4, allora 4,n 4, = 4, e quindi:

k P(AZIA;;):M>P(A.) ‘

P(4;) |
< Se 4,04, allora 4,1 4; =4, e quindi:

_P(4)
<+ Se A, e A; sono incompatibili, allora 4in4;= &
e quindi:

Tecnica delle Costruzioni — Prohabhilita

Esempio Si consideri I'esperimento casuale del lancio di due dadi simmetrici
ed omogenei, nel quale la somma dei risultati & un numero pari
(4,). La probabilita di totalizzare 8 da un singolo lancio € :

Pl4, N4,
C P(Ai‘Aj)z_g—‘;)
Probabilita che si verifichi levento P( Aj)
A; [A;= {8} ={(2+6)(3+5) L. }]
sapendo che A4; si ¢ verificato

, Esempio gia svolto
4= {pari). Pos

]
P8npari} PP} 36 5

P{pari} - P{pari} T 0.5 18

P{8| pari } =

Tecnica delle Cnstruzioni — Prahahilita
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Eventi indipendenti

Nel caso di due eventi 4; e 4; statisticamente indipendenti
valgono le seguenti relazioni:

o

* P(AimAi):P(Ai)P‘

4;)

—=p(4;) se P(4)%0

b4y so r(a)e0
)
)

Tecnica delle Coctruzinni — Prohabhilita

OSS: |l concetto di indipendenza € diverso dal concetto di
incompatibilita: due eventi incompatibili [la cui intersezione
e l'insieme vuoto] sono dipendenti statisticamente!
Infatti il verificarsi di un evento esclude il verificarsi

dellaltro.

Se due eventi 4; e 4; sono statisticamente indipendenti,

allora:
P(4,04;)=P(4)+P(4;)-P(4)P(4,)

se e solo se, per qualunque sottoinsieme {4,,..., 4,} din
eventi, si verifica la seguente condizione:

~P DAI. =[:1]P(A,.)

Politecn
Tecnica delle Cactruzinni — Prohahilita
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« Esempio Un edificio crolla. Le possibili cause di crollo sono:
A) deterioramento;
B) eccessivo sovraccarico;
C) esplosione;
D) errore di progettazione; /
E) errore in fase di costruzione.

ee & oo ¢
T oot EES

Si suppone che le cause siano mutuamente escludentisi. e esas=

B ialow
e e Vv
B R
D spazio campione
A
E
C

Noqie dgketsmmie (A dd—m 0t B §
X = , )

Tecnica delle Costruzinni — Prahahilita

Sulla base di analisi effettuate su altri edifici della stessa tipologia,
Si conosce la probabilita di ciascuna causa:
* P(A)=0.40;

Sulla base di indagini su crolli di edifici della stessa tipologia, si
conosce la probabilita di crollo condizionale a ciascuna causa: ,
* P(crollo | A)=0.60; b Lapecde dhe BSOS eecke & WERIeED
* P(crollo | B)=0.35;
* P(crollo | C)=0.70;
* P(crollo | D)=0.40;
P(crollo | E)=0.40.

Si chiede di determinare la causa di crollo piti probabile.

Teacnica delle Costruziaoni — Prohahilita
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Applicando la formula di Bayes, si ottiene la probabilita di aver
estratto una pallina bianca dall'urna C.

P{C}- PlE| C}
P{E}

P{C|E}=

La probabilita di estrarre una pallina bianca da una qualsiasi urna &

pari a:
P{E}=P{EnA)U(ENB)U(ENC)}=
=P{EnA)}+P{EnB)}+P{ENC)}=
= P{4}P{E| 4}l P{B}P{E|B}+ P{C}P{E|C}=
[T2]14 13 57
535737 105

Tecnica dalle Costruzinni — Prohahilita

La probabilita P{£]|.4} di estrarre una pallina bianca dall'urna A € pari a:
} _ (blan Che)urnaA — g
(bianche + nere),, , 5

P{E|4

In modo analogo si calcolano P{E|B} e P{E|C}

p {E} B}:__ (bianche)m_naB _4
(bianche + nere),,, , 5
P{E[C}: (bianChe)urnaC — 2
(bianche+nere)umac 7
In conclusione:

fc)-PlEe) 377

PiC}{-PIEIC: 2'4 5

37_2°

i ey e N
105

Tecnica delle Costruzioni — Prohahilita
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Risultato | Risultato | Valore della Risultato | Risultato| Valore della
1°lancio | 2°lancio | variabile X 1°lancio | 2°lancio | variabile X

1 1 2 4 1 5

1 2 3 4 2 6

1 3 4 4 3 7

1 4 5 4 4 8

1 5 6 4 5 9

1 6 7 4 6 10

2 1 3 5 1 6

2 2 4 5 2 7

2 3 5 5 3 8

2 4 6 5 4 9

2 5 7 5 5 10

2 6 8 5 6 11

3 1 4 6 1 7 \
3 2 5 6 2 8
3 3 6 6 3 9
3 4 7 6 4 10
3 5 8 6 5 11 /
3 6 9 6 6 12

Teacnica delle Castruzioni — Prohahilita

Le variabili aleatorie sono classificate in:

= discrete (es. risultato del lancio di un dado, il numero di

e e -
Politecnico di Torino - Ingegneria ' : a2
Tecnica delle Coctruzioni — Prohahilita
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Funzione di densita di probabilita
(v.a. continue)

Data una variabile aleatoria X continua, si definisce
la funzione f (x):R—[0,+wx) tale per cui

= Fy (x)=le (x)dx

e detta funzione di densita di probabilita e gode delle
seguenti proprieta

1. fo(x)>0,vxeR

Tecnica delle Costruzioni — Prohahilita

L'integrale della funzione di densita di probabilita misura
la probabilita che X assuma valori inferiori o0 eguali al
numero reale x

La quantita elementare dP = dF (x) = f,(x) dx misura la
probabilita elementare che X assuma valori nell'intervallo
(x, x+dx]

x+dx

- P(x<X_<_x+dx)=F1Y(x+dr)—FX(x)= ij(z)dzzfX(x)dx

Dalla definizione di densita di probabilita, si ricava:

dF,(x)
Sy (x ) =—2
Quindi la funzione densita di probabilita & uguale alla derivata prima della funzione di
distribuzione cumulativa della variabile aleatoria.

Tecnica delle Costruzioni — Prabahilita
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Momenti di variabili aleatorie

proprieta della generica variabile aleatoria X(w)

Si definisce momento di ordine q di una variabile
aleatoria X(») dotata di funzione di densita di
probabilita, la quantita:

+00.
> q{__ q
EWX7 = [x7 £y (x)dx
I per ¢ intero positivo,
se esiste finito l'integrale

:Tl x| fy (x)dx

OSS: Poiche f.(x) >0, i momentidi ordine pari sono sempre non negativi.

g
Tecnica della Costruzioni — Prohahilita

Momento del primo ordine - valore atteso
(valore medio)

Si definisce valore atteso u, di una variabile aleatoria X() il

> E{X}zjix-fX(x)dx

Esso & un parametro di posizione della distribuzione e si puo
interpretare come il baricentro della distribuzione di
probabilita definita dalla funzione di densita di probabilita £,(x)

Proprieta del valore atteso: Proprieta di linearita

Date n variabili aleatorie X, X,,..., X, |a media di una loro combinazione lineare & uguale
alla combinazione lineare delle medie:
E {ale +a, X, +...+a,X n} = a,IE,{XJ } +a2ﬁi¥l}ivﬁ+gnﬁ¥{)\(ﬂ}

Questa proprieta deriva dalla proprieta di linearita dell'integrale che definisce il valore atteso.

Tecnica delle Costruzinni — Prahabhilita
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pEmE
ofi
Tacnica delle Costruzinoni — Prohabilita

leatori

Il vettore aleatorio X a n dimensioni € definito come
linsieme {X,, X,,...,X,} din variabili aleatorie che opera la
trasformazione (Q —» R"associando ad @ I'ennupla:

mn
i’ﬁﬂg};’; z,f’ff,,z} eR

Tecnica delle Costruzioni — Prohabhilita
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Funzione di distribuzione marginale

Politecnico di Torino - Ingegneria

Tecnica delle Castruzioni — Prohahilita: .

Esempio: vettore composto da due variabili X e Y

- La funzione di distribuzione cumulativa congiunta si esprime come:

7F:¥_§,{:4:.y}=pm£z(3 £x, Y\ 1} f j fﬂ,(v 1}(53{(5&

- Funzione di densita di probabilita congiunta

_densita di probabilita congiunta
se X e Y sono indipendenti

Ser(x.p)

dx-dy

— vg,lqn,,écix,ln unintervallo dx dy

- La probabilita marginale di una variabile (escludendo cioé I'effetto dell'altra) vale

,,ng) Ffv {’sf s}cz’z

Tecnica delle Castruzioni — Prohahilita

=[St

57
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5 . 3 A P -
Lene oSS0 L0 A RORITWE Wienre
/ﬁ

Si definisce coefficiente di correlazione, la quantita:

p(X.,Y)= Cov(X,Y) oo N -

ot Ty

E’ una misura dell’interdipendenza lineare di due variabili aleatorie.

e le variabili X e ¥ non sono correlate (lineramente) p(X , Y) 0

fay =N . Y A N M ewermeos £ o

Se 20 g o \eoge ?‘@{4 woene ki X e P Do o Al
SCoors

et Oo

Due variabili aleatorie si dicono statisticamente indipendenti se lo
sono gli eventi (X szc)eg()f < y). Vale la seguente relazione:

P{X <x)n(Y<y)f=P(X<x)-P(Y<y)

st S

FXY(x’y)zFx(x)'FY(y) fn(an):fx(x)'ngz)

E X"Yp jx" fX x)dxjy fY

Politecnico di Torino - Ingegneria ‘ : 61
Tecnica delle Costruzioni — Prohahilita

E{ﬁ},i&yy COV(XY) iQ

ma non ¢ valida I'implicazione inversa.

\ -
o f
\j S A

Toring - Ingeg

Tecnica delle Castruzioni — Prohahilita
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65

Tacnica delle Cnstruzioni — Prohahilita

Resistenze dei materiali

Le distribuzioni utilizzate sono, in generale, la
distribuzione normale e la log-normale.

| Resistenze: Coefficiente di variazione | Distribuzione
> Compressione CLS 15 % LN
| Trazione acciaio 8% LN

Tacnica dalle Cnstruzioni — Prohahilita
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Si dimostra che sostituendo o= (x-1) /z nella definizione di f(x)

K‘z fx(x)-dx= IZZ o(z)-dz

"
_ o ) Le probabilita calcolate con la variabile
F P (x) =D Z} normalizzata Z sono uguali alle
- \ probabiiita calcolate con la variabile.
Essendo la distribuzione ¢fz) simmetrica, @ — effettiva .Y

risulta antisimmetrica rispetto al punto (0,0.5) per cui
D(z)=1-D(z)

CDF normalizzata

. 1 ! ) 1 I L | 1 |
L i Tl B e St Sl [ R T

s — = — - e - - e e e - - e ]

I | i I ] | 1 i i
Tenendo conto del cambio di variabile, i ‘:‘ - T - ‘:‘ - ‘:‘ T T‘ ‘:‘ 7]
si puo facilmente calcolare i percentili x,, o R R R R 7 2 N e I R
a partire dai percentili della variabile z i i it il Siab el i ity
- + . BT T T T T T I T T T ST T T T T T T ]
Xp=HT G 2p U____I__J.__L__!_zi__!___I___L__l___

Fola) i t } b ! 1 ] i

ﬁ“r——t—
i
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Politecnico lﬁ Torino - l’ngegnerla 73
Tecnica delle Castruzioni — Prohahilita: .

Valore medio M
Deviazione standard O,

0_2
Parametro ¢ ¢ =, |Inl1+=%

L

|
Parametro 4 A=In(y,)-=¢
Funzione di densita di Folx)= 1 exp| — 1 In(x)-1
probabilita (PDF) X\ Cx 27 P 9) &
Funzione di x | _ 2
distribuzione cumulativa | F, (x)= I—l— exp 1 M dt
(CDF) N2 | 20 ¢ )

e
Tecnica della Castruzioni — Prohahilita 74
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Variazione della PDF e della CDF al variare A _per =1

PDF CDF
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“I | i [ i z Lo P l
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; A i I 1 1 ] Ll Al Zenial e e — A=
SRS <R N [ R [ P R fooA ] i i
e - 1T | i | Qz_l[}__filt/f/_’/_l____l____l_ — 3 = log(3)
: ___L,,_.i;\w_ = A - i [ 1 i
21 ; T - ’%“““WT Sl [/ | | 1| A =log(s)
! | |, T e 1 1 L 1
1 \ 4 3 3 7 & & ] F 3 ] 0 13

Tacnica delle Costruzioni — Prohahilita

Le distribuzioni utilizzate dipendono dal tipo di azione:

Azione Coefficiente di variazione | Distribuzione

Carichi permanenti:

Permanente portato 10 % N
Peso proprio CLS 6 % N
Peso proprio acciaio 4% N
Carichi variabili: 20 % G

Tecnica della Castruzioni — Prohahilita
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Distribuzioni di base

Distrsbution, Probability density function Domam | Parameters | Mean Standard Skewness
notation of X # deviation & @
Recraugular n p a B Al
R(a.b) 14b—a) asxxh hra @+ )2 | (b—a)N12
Normal —oSx < i H ton
N{.0) by a
Lognormal, 2 xeSx=m| = g-c0| xptoo o 3e+e
general Jt+c g 1. || pre @> 0, G
LN(#0.0) | JRWAeN T ¢
LN(#ox9) “lpro @< 0
Lognommal, ; 3 O<x=<x #H Vi 3P
Zerd origin J," 2 i1+ V=ciu
INGLO) ,f(" {1+ }}}
Gamma Ex . Osx<w| A=pic KA KA 2 iNk
FEX exp(-Ax) § T . s
Gamf{iL.0) *p(-A0) (TH) k=(ulor
Beta, asx<h a a+ {(b—a} 2gid —c}
general a-a) - x* boa G-aye| cg+dg | c+d+2’
Beta(i,0,028) Blc,dXb-ay**> ezl |4-— = ErAL |, feaE
Beta(, 0.a.5) dzl ex g=y—— F N
Beta, B0 b e B 2g(d —c)
zero origin )b —x) 0sx<h e =1 csd g +dg crd 2’
Beta(z 0.0% Bie,dy b dzi fr ferd+1
Beta{z: 0.5)
Gumbel —LEX | Xgyea= fi— Xmeat
Gumi{ o) € exp{—c(¥—Xmog} — eXP(— ¢{x — Xmoa)}) 057746cin 03577
c= 7465}
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Parametri statistici di funzioni di

variabili aleatorie

Function Z The mean uz Standard deviation oz Skewness a7
aX=b cx+ b faio, ey pro @ > 0, - oy pro o<
. # 2 2 1 w2 3 3¢ 2
x ) Hy £ Oy 20k + oo} 8u; oilo +3Vy)
o;
2 2 3 W2 3
LI L+Vs —Vray ri-27ie,) 6Vs ~Vy @y
X Uy e Hy O2
3 (1,2 : _1%2 3
aX+bY+c¢ apg+buy+c s | a’cla, b ooy
oy
L ( 2, z}l’f ERUR I
X+7 Ay G + Oz, Oy @y ¥0y Oy
a;
. ( 2 233"’ 3 3
X-7 - piy \Cy * Oy Gy @y —C7 @y
oz
* ;. 1L, a2 30,5 fpr3 3 2 2}
Xr % Hx 4y My arlpl + V2 +vi V};}E My My ("".r @y +V o + 6V V)
y =
;s H 50 7] {?’34-?"3—??’3 e, f s feri 3 2 22 72
X n el V-V o ) By tVy =27 &y iy Wi oy Vi @y + 6V + 6V VF )
Y My My #a;

*} Expressions for parameters of marked functions are approxumnations only.
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Analisi di affidabilita di una struttura nelle
condizioni di esercizio

Dati:

el=6m
L - *q: N(12,2.4) kN/m
'  EI: N(12159, 608) kKNm?

L
Ll

Si vuole calcolare la probabilita che lo spostamento verticale in
mezzeria superi il valore limite L/250.

D.L. Allaix Politecnico di Torino - Dipartimento di Ingegneria Strutturale, Edile e Geotecnica;
Corso di “Tecnica delle Costruzioni”

Soluzione con il metodo AFOSM

* Si scrive I’espressione della funzione di stato limite g(q, EI):

L 5 g
JE)=———
8(g.El) 250 384 EI

40.0

35.0 :
30.0 /
= 25.0 //: E]) 0
2200 ‘ g4, =
=150 /
10.0 /
5.0 /

0.0

0.0 5000.0 100000 150000 200000  25000.0
£1 [kNm?]
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Analisi di affidabilita di una struttura nelle
condizioni ultime

p Dati:

¢ ! *L=2m

* Ay; =1742mm?

« P: N(22, 4.4) kN

* fy: N(265, 18) N/mm?

Si vuole calcolare la probabilita che lo sforzo normale S23
nell’asta 2-3, dovuto alle forze P, sia maggiore o uguale alla
resistenza offerta dall’elemento strutturale.

D.L. Alfaix Politecnico di Torino - Dipartimento di Ingegneria Strutturale, Edile e Geotecnica;
Corso di "Tecnica delle Costruzioni”

Approccio di livello III

» La probabilita che ci interessa calcolare ¢:
Pr ZP(RZB < S23)

* Si scrive lo sforzo S23 in funzione delle forze P:
3 P

23 :_2"—

tg(a)

* Si scrive la resistenza R23 in funzione dell’area della sezione
trasversale A23 e della tensione di snervamento fy:

Ry, = Ay f, y

D.L. Allaix Politecnico di Torino - Dipartimento di Ingegneria Strutturale, Edile e Geotecnica,
Corso di "Tecnica delle Costruzioni”
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Approccio di livello IT — metodo AFOSM

M
82

g(Rés’Sﬁ): 0

D.L. Allaix Politecnico di Torino - Dipartimento di Ingegneria Strutturale, Edile e Geotecnicag
Corso di “Tecnica delle Costruzioni”

g=z —401

Oy
dove:
fy = Ayt —%% =226.82 kN
:
o, = (4o f + -;-tg“(; j) =s647IN

P =P(Ry <8y )=®(-4)=2.95-10"°

D.L. Allaix Politecnico di Torino - Dipartimento di Ingegneria Strutturale, Edile e Geotecnicag
Corso di “Tecnica delle Costruzioni”
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