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Reazioni notevoli di travi doppiamente incastrate

Note; Le travi sono lunghe /, hanno sezione trasversale di altezza h, area A e momento d’inerzia /. Il materiale ha modulo di

Young E e coefficiente di dilatazione termica 0. Valori positivi delle espressioni delle reazioni (a destra) corrispondono ai
versi indicati nei disegni (a sinistra) e viceversa.
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U telaie wd of perviene. & cinensoifodmente ammissibite o CONIENES per qualsizti valope. dully
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PR ——. ssbils o equifibrat. S» pitiene imponends quuazmue 4 aquilibric dusis
al¥ incogrita < ovvere e i eqinttibricalls razicne del nodo B

Nuto che siz # taglio, { valori & sform normade sul sitio ¢ sul traverse potsone essere infine
derermiail inponenda 1'equilibrio alls traslazione del nodo B. I diagramusa dello sforzo dormale
misnlta pextanto.

La ¢veva delle pressiond si determing facilmente osservande che e refte dazione delle reazieni
deveno (i) passare per § pant 4 walls dol dlagrammon & moxsento o iy incontran sulle yerta
dazione dells foizn estema F. Perianto la curva delle pressioni & rappresentais daila retta o 2
sinistra del punte di applicazione & F e dalla retta b a destra:

La confignrazione deforuata 5i oftiete infine psservando che gli spostamenti nodaft sone wulhi, I
ofazione di B & negativa (qumciz otaris} e che lz concavithlconvessith delln Huey elusties @
d daf segno del di dio momento:

il grado di-hudetednemariont rivernitica ¢ € dunite pariad 1.

Cot mmndy deght sp 8- 3 In sinuthoe o wodi binc:,ﬁn,
quest itz of offjene inserendo ux intastoo siche et nodo . La strutturs, » podi bloccan &
eprvalenie aills coutiy origmaria, parchd sia assopgetinta ad opporrani cedimenti. vincolari

srotazions tn B ed 1l cazichi esvemi (forza Fi

Volendo sisolvere fa strutmars traraite # metodo degh spostamenti, st pare. dal comsaggio dol grodo
{s) di indererminaziong cirematica. Tpodi A e I sono incastri: pertanto i3 A ¢ D sono nulle ¢a ke
componenti verticall ed orizzontali dello spostamente quamto 1a rotazione. Tande 1 nodo B quante il
aede C son sone vincolati esternamente ¢ dungue comporterebbere 3 incopnite citematiche
ciascugo. Osservande che fa deformabilith assiale di un comtributo solitamente trascorabile se
rosfrontata con la deformabilith Messionale, si pud ipofizzare che le mavi AB, BC, CD siano
assialmente inestepsibill, commettendo cosi un"approssimazions peraltro pit che lectia nefla pz:mn
ingeguneristica. Ne consegue chie 1 nodi B e C non possono traslare vertieal &, oz

asianc della stessa quantitd. Le incognite cineniatiche nodali & riducono alie rolanom vy € o dei
nodi B e C ed alla loro trastazione orizzontale 1 fovvero Penfitd di eui trasla # traverso BCY. H
grado di indeterminazione cinenatica 5 & dungue part ad 3.

Oceorre o evidensizre Ia struttoa 4 nodi bloceati; quest'ultima s ottiene inserendo incastri anche
nei nodi B e €. La siruttura a2 sodi bloceati & equivatente atia sm:msﬂ orightaria, purché sis
assoggettata ad oppostuni cediment vincelard (rotazione in B, in €. trasiazione orizzontale & B 2
.

1 telaio cul 53 perviene & chgmaticanionte anmissidile o
congrierte_per aalsiasi valore dei cedimesnti. Esisiono
Gangque o soluzioni congruenti. Fuste perd on'umica
solzione clie & anche staticamenre mumissidile o equilibrata.
Si ottiene imponends Peguazione di equilibrie duali alle
incegaite cinematiche, ovvers Vequazions di equilibrio aila
sotazione del node B, Pequazione di equilibrio alia rotazione
del wode C, Yequazione & equilibrio affa trasiazione
dell’infero traverso BC,

Nells figura precedente sonc stati evidenziati auche 1 sistemi 8 riferimesto focale delle singole
travi. Con viferingento af pedict del fornuind che conypaiono relazione {03 = [K] {8}, perle travi AR,
BC e (D nodi 7 son0 rispettivamente A, Be {, menfre i fodi fsono B, Ce D,
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$i considering dapprisua le seflecazion nodali dovnte alia motazions gg (positiva se antioraria). I
momento ed H faglio che i rite AR trasmette af node B sono dati da termist £4.4) & (3.4) della
matrice df rigdezza (cambiatl di segno ¢ mioltiphcati per os). 1 momenti che i traverso BC
frasmette rispettivamente 2 sodi B e C sono doti dai termini (1.3 e (4.1 df {7 dconubinti 4i sepnoce
mekiplicats per og).
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Risoluzione di un telaio iperstatico col metodo degli spostamenti

Complemento alla lezione 48/50: Il metodo degli spostamenti

La struttura in figura & soggetta ad una forza concentrata ' a meta del traverso BC. Il
telaio ha sezione con momento d’inerzia / e materiale di modulo di Young E.
Calcolare 1 diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione interna, la curva delle

pressioni e, qualitativamente, la configurazione deformata.

Anzitutfo si procede al conteggio del grado (s} di indeterminazione cinematica della struttura, 1
nodi A e C sono incastri: pertanto in A ¢ C sono nulle sia le componenti verticali ed orizzontali
dello spostamento quanto la rotazione. Il nodo B non ¢ vincolato esternamente e dunque
comporterebbe 3 incognite cinematiche. Come noto, perd, la deformabilita assiale da un contributo
sohtamente trascurabllg_ﬂs_g confrontata con la deformabilitd flessionale. Se s1 asstimé dunque che IE: ’f EI\

travi AB e BC siano assialmente indeformabili, ne consegue che il nodo B non pud traslare né
verticalmente né orizzontalmente. L unica incognita cinematica & dunque la rotazione del nodo B ed
il grado di indeterminazione cinematica s ¢ dunque pari ad 1.

Col metodo degli spostamenti occorre dapprima evidenziare la struttura a nodi bloceati;
quest’ultima si ottiene inserendo un incastro anche nel nodo B. La struttura a nodi bloccati &
equivalente alla struttura originaria, purché sia assoggettata ad opportuni cedimenti vincolari
(rotazione in B) ed ai carichi esterni (forza F).
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Siamo ora in grado di scrivere [’equazione di equilibrio alla rotazione del nodo B:

P £ 2
4—opp+4 +F—=0
; PBTA BT

che permette di calcolare la rotazione ¢g ¢ di risolvere quindi I'indeterminazione cinematica della
strutiura:

FI?

Yy

Per ottenere il diagramma del momento ¢ del taglio ¢ sufficiente applicare la relazione {Q} = [K]
{8} — {F} su ogni tratto.

Si consideri dapprima il ritto AB. Osservando che non vi sono forze esterne applicate, si ha {Q} =
{K] {8}. L'unico elemento non nullo di {3} ¢ ¢g, da cui:

El Fi

My =2—op =~
A 7 oy 2
Er Fl
Mp = 4o ppy =
B ] 1] 5

Si noti che, nell’ambito del metodo degli spostamenti, le convenzioni di segno delle caratteristiche
della sollecitazione interna non coincidono con quelle usate finora. 1l segno positivo indica che il
momento agente sulla trave ¢ antiorario ¢ viceversa se negativo. Graficamente, dunque:

Per quanto riguarda il traverso BC, il momento ¢ la somma di due contributi: {Q} = [K] {8} — {F}.
Considerando dapprima il contributo degli spostamenti nodali:

EI Fl

Mp =425 op =~
B 7 P 12
El Fl
Me =220 op = -
C=eorPB =73

Ovvero:
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La curva delle pressioni si determina facilmente osservando che le rette d’azione delle reazioni
devono (i} passare per 1 puntt di nullo del diagramma di momento e (ii) incontrarsi sulla retta
d’azione della forza esterna F. Pertanto la curva delle pressioni & rappresentata dalla retta o a
sinistra del punto di applicazione di F' e dalla retta » a destra:
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La configurazione deformata si ottiene infine osservando che gli spostamenti nodali sono nulli, la

rotazione di B ¢ negativa (quindi oraria) e che la concavitd/convessita della linea elastica &
determinata dal segno del diagramma dio momento:
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Risoluzione di un telaio iperstatico col metodo degli spostamenti

Complemento alla lezione 49/50: Cenni sugli elementi finiti per 'analisi
strutfurale

La struttura in figura & soggetta ad una coppia m applicata nel nodo B. 1l telaio ha
sezione con momento d’inerzia / ¢ materiale di modulo di Young £. Calcolare i
diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione interna, la curva delle pressioni e,

qualitativamenite, la configurazione deformata.

A D
T BEEEEAA AL A

Volendo risolvere la struftura tramite il metodo degli spostamenti, si parte dal conteggio del grado
(s) di indeterminazione cinematica. I nodi A e D sono incastri: pertanto in A ¢ D sono mulle sia le
componenti verticali ed orizzontali dello spostamento quanto la rotazione. Tanto il nodo B quanto il
nodo C non sono vincolati esternamente ¢ dunque comporterebbero 3 incognite cinematiche
ciascuno. Osservande che la deformabilitd assiale da un contributo solitamente trascurabile se
confrontata con la deformabilitd flessionale, si pud ipotizzare che le wavi AB, BC, CD siano
assialmente inestensibili, commettendo cosi un’approssimazione peraltro pit che lecita nella pratica
ingegneristica. Ne consegue che i nodi B e C non possono traslare verticalmente e, orizzontalmente,
traslano della stessa quantita. Le incognite cinematiche nodali si riducono alle rotazioni ¢p e @c dei
nodi B ¢ C ed alla loro traslazione orizzontale v (ovvero Pentita di cui trasla il traverso BC). Il
grado di indeterminazione cinematica s ¢ dunque pari ad 3.

Occorre ora evidenziare [a struttura a nodi bloccati; quest’ultima si oftiene inserendo incastri anche
net nodi B ¢ C. La struttura a nodi bloccati ¢ equivalente alla struttura originaria, purché sia
assoggettata ad opportuni cedimenti vincolari (rotazione in B, in C, traslazione orizzontale di B e
C).
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Si imponga ora la rotazione ¢ (positiva se antioraria). 11 momento ed il taglio che il ritto CD
trasmette al nodo C sono dati dai termini (1,1) e (2,1) della matrice di rigidezza (cambiati di segno e
moltiplicati per @¢). I momenti che il traverso BC trasmette rispettivamente ai nodi B e C sono dati

dai termini (1,4) e (4,4) di [K] (cambiati di segno e moltiplicati per ¢¢).

A D
vz

Si consideri infine Ieffetto della traslazione v del traverso (positiva se verso destra). Il momento ed
il taglio che il ritto AB trasmette al nodo B scono dati dai termini (4,5) e (5.5) della matrice di
rigidezza (cambiati di segno e moltiplicati per 1). Il momento ed il taglio che il ritto CD trasmette al
nodo C sono dati dai termini (1,2) e (2,2) di [K], cambiati due volte di segno (essendo vi= -~ 1) e
moltiplicati per 1.

n
g
6F7 B C gE]
- M, —n
= &1
12E1 12E7
T T
A D

Siamo ora in grado di scrivere le 3 equazioni di equilibrio nodali. Partendo dall’equilibrio alla
rotazione del nodo B, si deve porre che la somma algebrica dei momenti dovuti agli spostamenti
nodali e della coppia esterna m applicata in B deve essere nulla:

4-{?@}3 +4—EE{@B +2%{cpc +6%n~m =0

Analogamente deve sussistere "equilibrio alla rotazione del nodo C:

2%@3 +4%—]—(pc +4¥‘PC +6%?} =0
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Il diagramma del taglio si oftiene in maniera analoga a quella del diagramma di momento, o, in
modo ancor piu semplice, osservando che il taglio & la derivata del diagramma di momento.
Omettendo i passaggi, il diagramma finale del taglio é:

wgm/l i
AN A

e

o] () ©

mfl

)
L2 |,-_-
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NOTE

Si osservi che la stessa struttura risolta col metodo delle forze richiedeva la risoluzione di un
sistema di 3 equazioni (di congruenza) in 3 incognite. I coefficienti delle equazioni richiedono perd
un calcolo ad hoc, essendo il telaio a nodi mobili, ad esempio tramite il PLV (lezioni 42-44),

Col metodo misto sono invece necessaric 5 equazioni (di cui 4 di congruenza e 1 di equilibrio)
essendo la reticolare associata 1 volta labile. 1 coefficienti delle equazioni sono perd di immediata
determinazione (st usa il formulario delle rotazioni elementari allegato alla video-lezione 36).

E interessante osservare che la risoluzione col metodo degli spostamenti & univoca, essendovi
un’unica struttura a nodi bloceati, mentre la scelta dell’isostatica principale nel metodo delle forze &
arbitraria. Col metodo delle forze inoltre, nella scelta dell’isostatica principale, si corre il rischio di
incappare nella maldisposizione vincolare (ottenendo cosi una struttura labile). Queste (ed altre)
considerazioni spiegano perché i codici di calcolo per i telai si basino sul metodo degli spostamenti
e non su quello delle forze. Per gh stessi motivi ¢ stata proposta la risoluzione di un telaio col
metodo degli spostamenti come complemento alla lezione “cenni sugli elementi finiti per I’analisi
strutturale™.
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