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?/ NUMERI COMPLESSI

I 4

% Dimostrare che non esistono numeri complessi tali che

2] — z = d.

/9'{ Determinare i nurneri complessi che soddisfano le seguenti equazioni:

/‘{z =iz =) =2 Jfz+3i=3

yf), Determinare tutti i numeri complessi z tali che 2% ¢ R.

2.

O

- . o B n Iy . . . . I3 - a
) Determinare:futti i numeri complessi chetverificano: le:seguenti-condiziont:

() Re(z(1+1)) + 22 =0;
O Re (&) +iTm (2(1 + 2i)) = —3;
W mm(2—i2) =1,

/]}{Determinare a € R in modo che il polinomio P(2) = 2% — 22 + 2z + 1 + g ammetta z = —i

come radice. Inoltre, per tale valore di a4

sia ﬁgﬁgt the i& u@
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(?/'"5"13)33:(\/’3“—7;)3: (\/3 i)z(\/:?m 1) = {3-1-2v3) (V3-1i)

Risulta allora

% — 1)+ ('\/§+i F (LT F0) = 2 % — 8 +2 = —10i.
A
?’f Ricordiamo chedrscamipo-coinplessoognimumers s ham radiei noime-distinteéhieéostituiscono
ivertick-dibun poligono régolarediniativinscritto inunacireonferenza concentromell’origine e
di raggio paria /]z[; In particolare, se z = p(cos@ + isin#) = pe| allora le radici ennesime

di z sono date da

8 Qk = A -
)Hsi (%;—TDEWKL‘” k=012, .,n~1.

Per calcolare le radici quadrate del mumero z = —1 — ¢, scriviamo z in forma trigonometrica,

ottenendo:

z:ﬁ(cos%+isin%) .

Dalla formula sopra, st oftiene allora : “
. s y . . W
= i 50 = +7smk )) %({:05%+isin§> e g

b9 ‘2 -
s (jm?i)) - {Vﬁ (COS 5" + 2 8in %) .

Un’altra possibilita & la seguente. L'equazione

wo el

(x+iyf =—1—1

da luogo al sistema
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NUMERI COMPLESST

e (3|2))% = 9(a? + b2). Occorre quindi risolvere Pequazione

a? 4+ (b+3)? = 9(a® + b%),

ciod 8{a? + b%) = 6b+ 9, ciod ancora a? 4 b? — 3p = 2

Applicando il metodo di completamento del guadrato si osserva che

5 3 3 9
R — A T
b b ® 8) 647

per cui 'equazione a? + b — %b = % equivalente a

2 gy S _ 9 9 B
+ 8)“64+8_(8)'

L’equazione data & quindi soddisfatta da tutti i numeri complessi 2 = a -+ ib che appartengono

alla circonferenza centrata in (0, 2), di raggio §.

Mlaaly,
ot gy ;
& 7 .

iy Cfrg}mi/wﬁ‘gwmf’ ;

. e
L o
I

'A%WMWT

o '%ME%%

At ”ﬁ@&ls_ﬂ@‘ e mé(;‘:"‘:

?ﬁﬁwm”}”%%ww% Sia z =a +ib, a,b & R, ‘Dmaf‘tbl—ww WMo (-g'i/ﬂmm Q/Q‘@ A

S}s’{ Risulta 2% =

% Sia z =a+1ib, a,b e R. Allora 22 € R se e solo se a? — b2 4 2igb € R, ciod se e solo se ab = (.
Cid & equivalente al fatto che la parte reale o la parte immaginafia di z siano mulli, quindi

2%e R se e solo se z & un numero reale oppure un inumero immaginario purof

Calcoliamo innanzitutto Re (2(1 +14)). Vale (a + ib){1 + i) =

Re(z) (1+14) =a—b _
L’equazione data & allora equivalente a ‘}E @ (3 l "{-‘22 =

(a-b2 48 =0,

A .

che 81 pud anche riscrivere, con il metode di completamento del quadrato, come
1.2 i
&+ = + h— = e
(a+ 30+~ 3)

Le soluzioni dell’equazione sono allora date dai punti della circonferenza di centro C(~1, §)

/3
b’f‘% 3/4{

e raggio %= . . )
Z(2 4 2) = a—zb)(l«k?z)w%b{—;{ g - ;

Lequazione si pud quindi riscrivere corme

da cui 2¢ = b ot SR g (Juesto sistema ammette le soluzioni z; = 1+ 2i e

zg = —1 - 2t, che sono quindi le uniche soluzioni dell’equazione di partenza.
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22
T'easo ‘chie consideriamo nelle nostre lezioni & quellosin-cui la funzione opera fra insiemi di numeri
reali: HIRSR

¥=R: = funzionereale (la-variabile dipendente y assume valorireali}

X=R = funzione-divariabilereale(la-variabile indipendente x assume valori reali)
Esempi
frR-»R fx)=x

{paraboia}
dominic di f domf=R codominic R
immagine di £ im f= [0,Foo)
controiminagine div=4 f 4y = {~2,_2}
\ I
Vo
4 /
\ i
| =
‘\\ i
S‘as 3 ;
5 i
~ 5o _ x
fTRoORfix)=/x

dominio di f
immagine di {
controimmagine diy = 9

dom = [0,+00)
im f= [0,+w)

£ = (9}

codominio R

g

g

NB: il dominio si legge sull’asse x, I'immagine (¢ il codominio) sull’asse y.

Per stabilire se una corrispondenza ¢ una funzione si pué usare il test della retta verticale: una curva
& il grafico di una funzione <> ogni retta verticale taglia il grafico al piti una velta.

Esempi
f(x)=x* (parabola, ¢ una funzione)
22
¥ty =1

(circonferenza, non ¢ una funzione}
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v
4 -3 - -1 k3 Ed 3
-1
Segne
frR=>R
wdoooxg
fixy=sgn{xy = 0~ =1
:i: i
4 -3 -2 B [t F 3

Pavteintera

> Parfe intera di un numero reale x ¢ il pit grande intero relative minore o uguale a x.

foRzsd-
Hxy=lx]
Alcuni valori esemplificativi:
[41=4 [4.6]=4 [-3] =;3 [-3.4]=-4
Mantissa
= Mantissa di un numero reale x € la differenza fra il pumero x e la sua parte intera
frR—=>R

fx) = M) =x =[]
Aleuni valort esemplificativi:

=3

x=09 M(x) = 0.9 -0 =0.9
x=12 Mx)=1.2-1=0.2
x=-34 M(x) = ~3.4 ~(—4) = 0.6

24
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f si dice limitata se ¢ limitata sia inferiormente che superiormente, ossia se X} ¢ un insieme
limitato sia inferiormente che superiormente.

Leproprieti-caratteristiche del-massimo M'sono: -
1. VxeXf(x)sM

2. Ixire Xy iy =M

Le proprietd eavatteristiche del minime m sono:

1. VxeX;f(x)zm

2. ExEEX Mxg) = m

I massimo-e-il:minimo, se-esistone, somo unici; invéce 1 punti di massimo ¢.di minimo posseno
essere pitr di-uno-( vedere esempio seguente}).
Esempi
f:R—-R
f(x) = x* +1
domf=R im = [1,+o0)
L’immagine [1,+o0) & limitata inferiormente , ma non superiormente
inf f{x)=1
xeR

I valore m = 1 viene assunto dalla funzione nel punto x, = 0, quindi f ha minimo assoluto; invece
I’immagine [1,+0) & illimitata superiormente, quindi la funzione ¢ illimitata superiormente

sup F{x) =+
xeR
f:R-R
fix)y =M(®x) mantissa
domf=R m f=[0,1)
f & limitata inferiorments e superiormente:
intl; f(x)=0 ¢ anche minimo assoluto ( ad es. {2)=M(2)=0)
Xe
NB : ci sono infiniti altri punti in cui la funzione assume il valore 0, ma il minimo ¢ unico ¢ vale
sempre 0.
sup f(x)=1 f non ha massimo (la funzione mantissa non assume mai il valore 1}
seR

3. Funzioni suriettive e iniettive

Definizione
Sia data la funzione f: X —» Y. { si dice suriettiva se im { = Y, ossia se ogni elemento di Y ¢
immagine di almeno un elemento di X.

Esempi
f:R—>R
fix)=2x
f¢ suriettiva: infatti im £ =R

{:R—>R
f(x) = x>
f non & suriettiva: mfatti im f=[0,+ o} c R.

Una funzione pud sempre essere resa suriettiva: basta far coincidere il codominio con I'immagine di
f
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Esempi
f:R—R
fix) = 2x

f ¢ iniettiva; da

Y
=2x =% X= -
y 2

i :_y‘
(v 5

Poiché & consunetudine indicare con x la variabile indipendente ¢ con v quella dipendente, si pud
scrivere la funzione inversa nella forma

:fle :_}i
¥y {(x} 5

(¢ solo un cambiamento di notazione {). In questo modo si puo disegnare il grafico di f e quello
della sua inversa f " sullo stesso grafico.
11 grafico della funzione £~ pud essere ottenuto da quello di f scambiando fra foro le componenti di
ciascuna ceppia (x,f{x)); ¢i0 equivale a tracciare it grafico per simumetria rispetto alla bisettrice y=x.
Hsempio

f:R—->R

flx) = 2x

'R R

f"‘(x):gé

Ad esempio il punto (1,2) appartiene al grafico di f e il punto (2,1) appartiene al grafico di f -

Esempio
f: R - [0,+0)
f(x} = %

. f & suriettiva ma non ¢ iniettiva; considero una restrizione {ossia prendo un sottoinsieme del
dominio)

f:{0,+0) = [0,+w)

fx) = x°
in questo modo la funzione diventa iniettiva ¢ quindi possiede inversa.

y=x2 = xmﬁ

x=f£7 )=y
scambio il nome delle variabili
y=f'x)=Vx
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Esempi (vedere 1 grafici delle funzioni nelle pagine precedenti)
fx)=2x f streftamente crescente su R

f(x) = [x|
f strettamente crescente su [0,o0)
Xy, X26[0,+00), <X = f(X;) = |X1{ =X < f(Xz) = ‘th =Xz
f streftamente decrescente su (~oc,0]
Vxy, xae(—0,0], x1<x; = f{(xy) == —x1 > {0) = x| = —x

x) = [x] parte intera
f & monotona crescente, ma non sirettamente, su R

fix)=M(x) mantissa
f non ¢ monotona (né crescente né decrescente) su R, f & strettamente crescente su ogni intervallo
del tipo [n.n+1) con neZ, ma non sull’intervallo chiuso {nn+17].

Esaminiamo il legame fra monotonia ¢ funzione inversa.
Teorema. Se [ & strettamente monotona sul suo dominio, ailora £ ¢ iniettiva,
Dimostrazione.
Ipotesi: £: X — Y streftamente monotona (supponiamo per esempio crescente), ossia
Vi, xze X, k1< xp = (X)) < f{xp)
Tesi: fintettiva, ossia
X| # Xg = f(X;} # f(Xg)
Se x; # x3 , allora sard x) <%, oppure % < X}
se & x; < xp allora dall’ipotesi segue f{x(} < f(x2); se invece & x, < x; allora segue f(x) < f{x1); in
ogni caso f{x1) = {x,), quindi £ ¢ iniettiva.

Se f & iniettiva, allora esiste la sua inversa £ ™' ¢ si puo ulteriormente dimostrare che anche f e
monotona strettamente dello stesso tipo di £, crescente o decrescente.

Esempio
f:[0,+ 0} = [0+ c0)
fix) =x’

{ & sirettamente crescente, quindi iniettiva (come abbiame gia in precedenza visto) e la sua inversa
£ x)y= Jx & ancora strettamente crescente.

La proposizione inversa di guella dimestrata nel teorema:
finiettiva = fstrettamente monotona
non ¢ vera! Per verificarlo basta un controesempio:

x4+l  —1<x<0 ’
f(x)=
2—% 0<x<i

™
dom f= [-1,1] \\
f & inieftiva, ma non strettamente monotona nel suo P
dominio. /
2 -1 1 ;

e
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8.  Grafici di funzioni ottenibili per traslazione e riflessione

32

A partire dal grafico della funzione {{x) si possono ottenere i grafici di altre funzioni con operazioni
di traslazione orizzontale o verticale, riflessione rispetto all’asse x 0 y.
Flenchiamo sinteticamente i casi pit comuni ¢ le operazioni da effettuare per ottenere i nuovi
grafici a partire da quello di f{(x).
Sia data una funzione v = f{x) di cui & noto il grafico ¢ una costante ¢ > (),

I. yEdx)it o

2. vy

y=x

y = X +2

y=x" -3
3. yamfixne)

4, yesf(x=0)

y=x
y=(x+3)
y = (x 3y
5. y=—f)
6. y=fix)
y=x
y=—x
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trastare verticalmente ver

so:-12alto.di-cunita.

trasiare verticalmente verse il basso«dicunita.

\ \\ x\ P
\\\ \
| \
LN

oy
e

¢ !

z "2+.’v]/]’ /

/ / w3

j

Y

3 14

B 3

\

N
.

traslare orizzontalmente-verso sinistra-di-conitd

NN .
AN

s

traslare:orizzontaimente verso destra-di ¢ unita

X:ﬁ- ] “\M 2 / iy
{

%

.

/ ::e.u-a;w:zz/

£

w

grafico simmetrico rispetic-all’asse x
grafico simmetrico rispetto all’asse y

\ Y / -
i Ay
\ 4 /
) 2 /
b
\ /
b/
VAR T
/oL
/ A
/ ‘
/ \u:-:"B
I/ 4 ¥




Altri esempi
y=1-x" 1

Tracciare successivamente i

“«

grafici rappresentati nelle figure s

\

H

\1

\
\

)

\ M/\ /f
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eguenti :

Wit J

-

~1

=i

\. \x /f i
iRt 2 {4
\\\ /
\ /)
:‘\\\ /’j .
@ 3 s —3\\ /5 4 4 -3
s
v
-4 R B ;/71}\‘\ K/f A\ ] 4 -4 e
/ }
/ .
/ |
f' TR \\
/ \
| =3 4
oL
y=lx — 2]+ 1

Tracciare successivamente i grafici rappresentati nelle figure seguenti

4

~3

BN

L

-2 i

-
L

A

-
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Funzioni elementari

1. Potenzeintere .

fx)=x" neN \ \EE T / /

Per npari: \ ! .
dom =R imf=[0+x) \\ e

f strettamente decrescente su (—0,0] WAl -
f strettamente crescente su [0,+ o) 2 ! /
fpari \ J

exye o - \
fillimitata superiormente  sup f{x) =+ %

xeR
f limitata inferiormente & ;
minime m = 0; punto di minimo x, =0

v
\
N

Permn:dispari: N
domf=R imf=R
{ strettamente decrescente su R
f dispari "
fnon limitata sup £(x) = +oo
xeR 2

inf f{x)=—0
xsR
f inietiiva e suriettiva, "

guindi esiste Pinversa x) = Yx

2. Potenze con esponente intero negativo

fix)y=x" neN
Perwndispari: ad esempio

f(x) = !

X
dom f= R\{0} im f=R\M0}
fnon limitata
sup £{x)=+w inf f{x)=~m
xeR xeR

f strettamente decrescente su [—oc,0)
{ strettamente decrescente su {0,+ )
(ma non nell’unione dei due intervallil!)
{ dispari

Comportamento analogo per ogni altro n dispari
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Esempi
5
y=x3=¥x’ domf=R imf=R
4
y=x3 =¥x* domf=R  im £=[0,+00)
Pt ‘f \ 4 P
/ AT \\
3 / \\\\ 3
/ Lo ArE
¥ / \\\ 2
¢
/ x
a -3 2 E) /’ % 2 3 4. b
/ x
// - -4 -3 -2 -1 i 2 3 4
o N
/o .
4.  Funzione esponenziale.
y=a acR, a>0, a=l ‘F
domf=R im £={0,+c0) ,
1%paseiranig 20
/
f strettamente crescente su R ’ /
f Hmitata inferiormente:  inf f{x) =0 \ /
xeR
{ non ha minime (non assume mai il valore y = 0) /
{ non limitata superiormente:  sup (X} =+ L
xeR - T
Quanto pit la base a & grande, tanto piv la funzione

cresce rapidamente. -
1 caso pid importante & la funzione y = ¢ = exp(x) ; il numero e & un numero irrazionale che
definiremo pit avanti (capitolo delle successionti), detto numero di Nepero

e =2.718281828455004523......

« //’ / gy
/- |
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La circonferenza trigonometrica ¢ la circonferenza di centro

*origine e raggio 1; ba eguazione

x* +y* =1

A partire dal punto A si percorre la circonferenza in senso
antiorario; indichiamo con P il punto sulla circonferenza
ottenuto percorrendo la circonferenza per un arco di

lunghezza x = 0.

Il punto P individua un angolo :
misura dell’angolo in radianti.
L’angolo di un radiante ¢

il numero x rappresenta la

quello individuato sulla

circonferenza dall’arco di lunghezza 1,
Indichiamo con cos x (coseno di x) ¢ con sin X (seno di x)

1"ascissa e I’ordinata del punto P
P(cos X, sin x)

40
4 ¥ 18 g
\ ES " // .
y -
f strettamente decrescente Y " /:/
f non limitata né superiormente né inferiormente \ oginl S
sup f{x) =+ inf f(x}=—o0 N yd
xelk xeit : Z\ // ’
4
P x
3 =] 2 i / 1 \u 2 3 4 3 &
A e N
S - \\‘
- -2 e
// < h
ya
.
5 / exp i} //
o Hncasedmporiante-&la-funzioné che siotticne peras=e a // /’
oK, logaritmo naturale (in-basee). < /7
ey npaltroscaso note:-&as= 10 . / e taix
y=Logx+ logaritmoin-base10- / // e
—— ./ ‘/// M
4 =3 2 -1 1 2 k3 4 g
/./ //
Ve
rd 2
,"/ L
s / s
Proprieia
1. log, (xy)z log, x+log, vy Vx,y >0
X
2. 10g3(— =log, x~log, ¥ Y xy>0
y
3. log, x¥ =ylog, x Vx>0 YyeR
6.  Funzioni trigonometriche.
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NN
, I
/’/ /f’ // /
TS 1// 2/4//{ v

e
o
|

7.  Funzioni inverse deile funzioni trigonometriche

Le funzioni trigonometriche sen x, ¢os X, tg X non sono iniettive nel loro dominio, quindi non
possiedono inversa sul dominio; occorre considerare delle restrizioni.

. . . o . . TR
Data la-funzioney =:sin %, consideriamo la restrizione all’ intervallo [—5 ,5]

f{x)=sinx dom.f= ["gv%] =t

In questo intervallo ia funzione ¢ monotona strettamente crescente, quindi iniettiva, percio possiede
inversa. Lia funzione inversa.¢.y-=aresin:x. (arcosenodix}

frlex)y=aresinx:  demf=[=1,1] im:f::[%;,%}.

. , . . T . . L
La funzione v = arcsin x & monotona strettamente crescente in [——5 , E]’ ed & una funzione dispari.

- ¥ 1%

gt i
i — b yearoska ®
— ¥
-

- y

E}

X 1

e E 7 -1

s

Si noti (grafico seguente) che la funzione arcsin x ¢ simmetrica della funzione sin x rispetto alla
bisettrice v = x (¢ la funzione inversal}
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M - o . . . TC
Data la funzione y-=1g x, consideriamo la restrizione all’intervallo (wg- , 5)

fix)=cosx.  domf= (-12‘-3;.) imf=R -

In questo intervallo 1a funzione & monotona strettamente crescente, quindi iniettiva, percid possiede
inversa. La funzione inversa ¢ y.=arctg x. (arcotangente di-x):

£7x) =arctgx. domf=R>  imdf= -(wg ﬁ»g») :

La funzione y = arctg x ¢ monotona strettamente crescente in R, ed ¢ dispari.
g ! ¥
; /
!
fyxtqs
!

. - /

-
" - bt
/ o
T
/ -3

H ~a =

Si noti (grafico seguente) che la funzione arctg x & simmetrica della funzione tg x rispetto alia

bisetirice y = x (& la funzione mversal} ‘
Y Lot e

< PN
L /// e
FERTO R

x

4 -3 -2 -1 1 H 2 4
/AN
-
7 /
.
S )
A ’
)
/ J
/ J N
!
’ | -

8. Funzione composta

Siano X, Y, Z tre insiemi; sia funa funzione definita in X a valori in Y e g una funzione definita in
Y avaloriin Z.

X
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Esercizi
Verificare che la funzione
2x+1 X %€
fi{x)=

x?+1 x>0
& iniettiva e trovare I’inversa

v
£ini
3

/ )
La funzione fé definita a tratti; ¢ una ﬁmzior:e monotona strettamente crescente, quindi ¢ iniettiva e
possiede inversa, e £ = ¢ ancora monotona strettamente crescente.
dom f= R = (—00,0]A0,+ o0} im f= R ={—0,1] (1, +0)}
1 punti deil’intervallo (—o0,0] hanno immagine nell’intervallo (~oo,1]; 1 punti dell’intervallo (0,+ <o)
hanno immagine in (1,+c0).

y = 2%+1 X = y=i %) = i; (si cambia il nome delle variabili)
y=x+1 x= 4Jy—~1 f”l(x):m
Pertanto
E——_——l— x <]
fixy=4 2
x—1
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FUNZIONI 1

RICORDA

— SALUE. COPPIA J~ Dista. 1sx’s4 cee @LQ

£
sisTErA | X 2d
X< 4

4%) ()= [-2,~4] U[ 1, zj
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5) FUuzIGE IKVERSA -
g;’f((k):y - .4?(\/) —

§ @J.f?(x‘): 3x + 4 L) {(W:Zxkt

3‘}/4-%1: b4 2\/+i

1 = X
S — 4 4)__4 Y-
=Tn = X 44 - 4.
%) C) Y:--—.__..‘:»{, (X)
¥~

6) FUWRIONE COPOSTY !
= Vdtee oo ol iudee dll'odie
S g&) = x-x+4

%,(x):i- 4’\/}(#%.

(*{”ﬁ/)(x):~<?<§n+ >(~?’/4j -
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FUNZIONI IPERBOLICHE

Definizione geometrica delle funzioni iperboliche

Similmente introduciamo le funzioni iperboliche
(almeno le pitt semplici: senhx, coshx}, usando stavolta
Viperbole equilatera centrata nell’origine di semiassi
unitari @ = b = 1, avente guindi come equazione X* -
Y? =1 e come asintoti le rette bisettrici dei quadranti.

Impiegheremo uno solo dei due rami di cui I'iperbole &

composta: diciamo quello di equazioni ¥ =4+ X~ —1
per X = 1.

Dato un memero reale x, sia P il punto sul nostro ramo
di iperbole che individua il settore iperbolico di area
A = x/2. Si definiscono coseno iperbolico coshx e seno
iperbolico senhx rispettivamente 1’ascissa ¢ Pordinata
del punto P. L’area del settore iperbolico ¢ presa
positiva (0 negativa) se P ha ordinata positiva (o negativa).

Nella figura ¢ mosirato in celeste il settore iperbolico, di area A, corrispondente al punto P sul ramo
di iperbole; il doppio della sua area & indicato con il simbolo x. Stavolta non ¢ possibile parlare di
angolo o. per avere una definizione di seno e coseno iperbolici con insieme di definizione R: questo
perché il segmento OP presenta sempre apertura angolare rispette all’asse X limitata nell’intervallo
{(~ /4, n/H! Ci si potrebbe allora chiedere se la definizione in termini di area del settore iperbolico
conduca a funzioni iperboliche definite su tutto 'insieme dei numeri reali R; ovvero se I'area del
settore iperbolico continui a crescere all’infinito, in valore assoluto, qzualora I’ascissa del punto P
cresca all’infinito, oppure se essa converga ad un certo valore estremo.” Vedremo fra un attimo che
Parea A = x/2 del settore iperbolico non & limitata, dunque A & {~o0, +o0).

Espressioni analitiche in termini di espenenziali

Ci chiediamo: & possibile derivare espressioni analitiche ¢
per il seno iperbolico e il coseno iperbolico (appena y i

il
definiti per via geometrica) in termini di altre funzioni 5 ;
note semplici? Si, & possibile.
Cominciamo con il coseno iperbolico. Sia I'ordinata di P _
%) s [ e

positiva {identico Daltro caso). L’area 4 del settore g
iperbolico OAP ¢ pari alla differenza tra 'area del '
triangolo OPC e I’area deila regione di piano delimitata
dali’arco di iperbole AP, dall’asse X e dal segmento PC.
Possiamo dunque scrivere, ricordando che il vertice A
dell’iperbole & il punto {1,0): |

o,

" 11 dubbio & ingiustificato; si dimostra che I’area della regione di piano compresa fra un braccio di ciascun
ramo dell’iperbole € il suo asintoto & una quantita non convergente: ’equazione canonica dell’iperbole ¢

2 2

x L - b 5= bp={ _ o2
—r W;b”:z“ =1, le equazioni per i bracci divengono y = £— ¥-a’ e A== f (x FAxt—-a’ )dx
a a a e

rispettivamente con ¢ z 4, ¢ < —a; questo integrale diverge.

2
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FUNZIONI IPERBOLICHE

Definiamo poi, per analogia con la famiglia goniometrica, la tangente iperbolica

e naturalmente i seguenti reciproci: secante iperbolica, cosecante iperbolica ¢ cotangente iperbolica

1 2
sechx = =
coshx e +e”
1 2
eschx = — T
sinh x g —e”
i cosh x et e
cothx = = — e —e
tanh x sinh x e —e”

Proprietiserelazioninotevoli-

In virti: della loro definizione come ascissa e ordinata di punti sopra la circonferenza goniometrica,
il coseno e il senc dello stesso angolo soddisfanc la seguente importante identita: cos’c + sen’oL = 1
(relazione fondamentale della goniometria). Una identitd analoga & verificata dal coseno iperbolico
¢ dal seno iperbolico dello stesso valore numerico per il fatto che essi rappresentano ascissa ¢
ordinata di punti sull’iperbole equilatera centrata con semiassi unitari:

cosh?wssenh?xi=1- | ‘waeR.

Naturalmente questa relazione pud anche essere facilmente dedotta dalle espressioni analitiche
ricavate per le funzioni iperboliche. Utilizzando queste espressioni ¢ possibile verificare svariate
proprieta simili a quelle soddisfatte dalle funzioni goniometriche.

FUNZIONI GONIOMETRICHE FUNZIONIIPERBOLICHE:
sen2x = 2 SenX cOSX senhZyo==2:-senhacoshx.
_ 2 2 . 2 2
cos2x = cos x—sen"x coshZx~coshiax tsenh’x
= 2 cos’x—1 e
= 1-2sen’x = D sen %
sin(x+y) = sinx cosy + cosx siny sinh(x+y} = sinhx coshy + coshx sinhy
cos(x+y) = cosx cosy— senx siny cosh(x+y) = coshx coshy + senhx sinhy
sin{x—y) = sinx cosy — cosx siny sinh{x—y) = sinhx coshy — coshx sinhy
cos(x—y} = CosSx cosy -+ senx siny cosh(x—y) = coshx coshy - senhx sinhy
4
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FUNZIONT IPERBOLICHE
—» Chiamiamossettore seneiperbolico Ta'funzione inversa del seno iperbolico:
y=senhx < -p=gettsenhy ;. -con - settsenh: Ro—» R

Possiamo-derivare -una‘espressione-analitica’per essa {ricordando che.e™ > 0.-¥x ):

da:cut

x = settsenhy :m(y Fay? +1) _

iy “Sid il settore coseno iperbolico fa funzione inversa:della suddetta restrizione del coseno iperbolico:
y=coshx & wesettcoshy [ don seticosh: [+1, ey > [0, 400).

Procendendo analogamente a quanto fatto sopra deriviamo una espresione anmalitica per essa
(ricordando che ¢ 21 Vx20)

e Chiamiamo-infine settore tangenté iperbolica la funzione inversa della tangente iperbolica::
J= fanhy < x=setttanhy | con settianh (<1+1) <> R.

Possiamo derivare una espressione analitica:

et +e e’ +1 oy
ey ] 2 _.Y. { (
2 -y

Come si vede anche per le funzioni inverse & stato possibile determinare espressioni analitiche in
termini di funzioni elementari note, stavolta logaritmi naturali anziché esponenziali... Allo stesso
modo ¢ semplice introdurre le funzioni inverse di secante, cosecante ¢ cotangente iperboliche,
denominate settore secante iperbolica, settore cosecante iperbolica ¢ settore cotangente iperbolica.

6
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FUNZIONT IPERBOLICHE

Ringraziamenti e Bibliografia

Questo breve opuscolo non ha la pretesa di completezza: tratta soltanto particolari proprieta di
alcune funzioni iperboliche, senza addentrarsi eccessivamente nei dettagli dei calcoli, né mette in
mostra le possibili applicazioni (e ce ne sono!) in campo matematico e fisico. Tuttavia penso basti
come introduzione alle funzioni iperboliche, alla loro origine e alla loro relazione con i mondo
delle funzioni goniometriche. Dato il carattere amatoriale del testo e per il formalismo in esso
contenuto, lo penso destinato a chiungue non conosca gia le funzioni iperboliche o che ne ha appena
fatto conoscenza e volesse saperne di pit, ed abbia basi matematiche liceali o unmiversitarie. Per
approfondimenti rimando a testi speciafistici. Tutti gli errori sono imputabili all’autore.

Fonti:

- Appunti di Analisi Matematica I, corso di laurea in Fisica, Gabriele Villari e Giovanni Cupini
- Pagine wikipedia.it dedicate alle funzioni iperboliche (da cui sono tratte alcune immagini)

Gennaio 2010

MARCO GABBRIELL]
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3 Teoremi del confronto
(3.1) Teorema Siano A C R, zg di accumulazione per Ae f,g: A — R due funzioni.
Supponiame che esista un intorno (xq — 8, zg + 8) di zg in R (0 > 0) tale che
Vo € [An(xe ~d,z0+ )] \{zo}:  flz) < glx).
Valgono i sequenti fatis:

(i) se lim f(z) = +oc0, allora lim g(z) = +o0;

LT L—XTQ
(#6) se lim g(z) = ~oo, allora lim f(z) = —o0.

(3.2) Osservazione Questo teorema continua a valere anche se in luogo di lim s
L2200

hanno lim ¢ lim
o—zd z—-koa

(3.3) Teorema (Primo teorema del confronto)

Siano A C R, zo di accumulazione per A e f,g: A — R due funzioni. Supponiamo che:
(i) esista un intorno (zo — &, xo + &) dizg in R (6 > 0) tale che

\/xE[Aﬂ(m0~§,mg+5)]\{$o}1 f(?:)ig(:c),

(i4) esistano lim flx)={; e lim g(z) = Iy (I1,ly finiti o infiniti).
T—Th T—Tg

Allora 11 <.

(3.4) Teorema (Secondo teorema del confronto)

Siano A C R, zg di accumulazione per A e f,g,h : A — R tre funzioni. Supponiamo

che:
(1) esista un intorno {xg — 6,39 +6) di zp in R (6 > 0) tale che
Vo € [AN{xg — 8,zo+ O]\ {zo}:  flz) <glz) < h(z);
{i1) :nggclo flz) = }LI?Q hiz)=1, leR.
Allora lim g(x) = 1.
T—Ip

(3.5} Osservazione [ teoremi del confronto continuano a valere anche se in huogo di

lim sl hanno lim e lim
L=+ L0 9:—>:c§: T 00
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Limiti niotevoli

analisi
funzioni goniometriche
. senx . tgx
lim =1 lim —=1
x— 0 X x—-0 X
1—cosx . arcsenx
lim ——— = lim —— = 1
x- 0 X x-— 0 X
. l1—cosx 1 _arctgx
lim ——m— = — lim——=1
x>0 xz 2 x-r 0 X

funzioni esponenziali e logaritmiche

_ 1 o log,(1+x)

limi{l+-} =e lim e = log &
X 00 X X 0

1 In(1+x)

Iim{(l+x)x=e lim ——=1
x—0 x-0 X

_oa¥ - . o o lnx

Hm e = 01 fim x*nx=0; lm —=0 a>0
x—=0 X x— 0F x— +oo X%

efr—-1 ox® . Inx
Hm —— = 1 lim ~—=0; lim —=0 a>1
=0 X x— +oo g% x— +w g¥
1" uguaglianza a sinistra pud assere
A+x0%—1 sgaglansaa sistrapu

. - B! utile per risolvere alcuni imiti che
lim —————=a {f(x}]g(x) = 40 nlrel si presenitano nelle forme
x—=0 X indeterminate 0% 1F% 4.o0®

ad ogni limite notevole si possono applicare le sequenti proprieta che lasciano invariato il risultato

limite iniziale

se i} testo del limite & invertito
anche il risultato sara invertito

se nel limite al posto dixc’@ ax il | se il testo del limite @ invertito anche
risultato del limite resta lo stesso il risultato sara invertite

. Senx
1im =1
x-0 X

lim =
x— 0 Senx

. sennx . nx
lim =1 lim =1
=0 X x-0 Sennx

frazioni equivalenti

per il calcolo dei limiti notevoli pud essere utile ricordare alcune delle possibili operazioni con le frazioni:

Ta frazi dividere ogni monomio del nu- moltiplicare e dividere la fra- moltipticare e dividere il numeratore
§c91ppo_rre a raznf)ne- meratore e del denominatore K p . per Nl e/o meltiplicare e dividere il
iniziale in due frazioni s zione per la stessa quantita ni i
per la stessa quantiti nn denominatore per 1M
a a
a_ .1 2_n @a_a.n a_a"
B-%"b b b b~ b n b b
n m
a-b a-b

a-b a b a-b Ty a'b _a'b n a-b
c-d ¢ d c-d d-c cd c+d n ced d-¢

n n

a b a, b
a+b a b a+b 7t3 a+b (a+b) n | a+bhb [ty

= + = — el =

c+d c+d c+d c+d _C_+_U£ c+d (c+d) n | c+d £+g

n ' n n n

a'b a-b
a-b b a-b e a-b ab n a'b —

= = n Lo rr— = n

c+d c+d ctd ¢.d c+d (c+d) n | c+d c,.d

n n n n

v30o
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