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1 Analisi Matematica 2 — 18 gennaio 2010 - ore 11:00, versione A

P

-(:co,yg) = (1,).

— . ) so (renvulle.
. - 7 . R R € o\‘ WO R \e, % F(K@t \ =
a) Dire se inf(g, yo)jsi applica il teorema di Dini. 4y et @ ORG-S aQ ved ?w‘ﬁ)

b) Dire se 'equazione F (,y) = F {ap, yo) definisce implicitamente una funzione y = y {z) (in un intorno di
Zo) oppure ¢ = x (y) (in un intorno di yy), specificando quale delle due.

¢) Incaso di risposta affermativa, calcolare 1 oppure x’ (g ). ‘ )
y Inc pM_ rma y (g} opp {90) ,(;Qh%u Goue 1 aN ﬁmﬁ%& szfwﬂa ¥
Svolgimento La funziopelF ; R? —:?R:!e di classejC? soddisfa la condizione standard F {i5, o) = 0 (che perd non & necessaria

in generale) e si ha
ﬁa&xem&g_ o i

Esercizio 1 Siano

Fz,y) = (y+ 20 a%sin 2y} ¢

E\' VF (o, y0) = (225 (yo + 3xo) sin (2yo), 25 (sin (2yo) + 2 (Y + 225) cos (2yg))) = (0,27 + 4) + (0,0).
-f(' ‘ﬁ““'\‘g‘ﬁ Dunque le ipotesi del teorema di Dini sono verificate, In particolare, risulta sl
O'o - ' *&“Q Baeol
) ) %E (50, 50) = 2+ 4 £ 0 Pm’t@: WO \m_%a\mx / a@ao\xeu\e.
£
o e quindi 'equazione F (x,y) = F (zp, yo). cicd F (z,y) = 0, definisce implicitamente una funzione[y = (:c)]

in un intorno di ;g = 1. Tale funzione & di classe C'' e si ha

Ll PR %E : )
yl (‘BO) — O ( O.JO) - 0 jO'J Y‘(?‘c‘ﬂ - -W@“éﬁ

] E(wg}y(}) 2+ 4
T PR - a%{%:go)__mm_.,

Esercizio 2 Siano

/D:: {(g;,y)eRQ:a:Q—i—QyQSl} e V= {(z,y,2) £ R (2,4) € D, ng§5~x—&})

Calcolare " \él

(aﬁk"ﬁ iy _ ‘::’?n \e rea m'MW e& &
p 2 3 % xy® dedydz.
Wew ' s <A B —

Svolgimento Riducendo per fili, siha

B—z—y S—z—y
f 2y drdydz = j (/ a:yzdz) dody = f z? (/ d"z) dedy = / zy? (5 — = — y) dudy.
v n \Jo r o D ""“;“‘“‘M‘

Essendo 5

passando aile corrigpondenti coordinate ellittiche ——-rmr——e—=
T =rcosf
y= %7" sin #

.

o

w3
(=]

_j:.
O]H[ e

&

, r>0, 0&l2n),

I’insieme IJ privato deil’origine (che & trascurabile nell’integrazione) si trasforma nel ret{ang'Z)io 0,1} = [0, 2#} ¢
risubta dedy = %rdrdﬂ. Allora, integrando {ramite cambiamento di variabilt si ottiene

2
/ zyt (5—w—y)dedy = / rcosf (Ersin 9) (5 —reosf —~ -}-"." sin 8) ~1-rd'rd.9
> (0,1]%10,27) 3 3 3
1 2w 1 1
- 7 / / rtcosOsin? O (5 —rcosd— -;3-7" sin 6‘) drdé#
o 40 -

1 Zr 1 . 1
= cosfsin® 4 / 5t —rScosf — —rPsind L dr § df
27 Jy 0 3

1 2 - 78 18 !
Sy [ra — Foosl- closin 9} @
2
1 i
= % j cosfsin® (1 = 50039 - Esin@) df

|
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ANALISI MATEMATICA 11

& Febbraio 2010 ore 11:60 Versione A
Nome, Cognome: Matricola Codice corso
18ACT
Docente: Corso di Laurea:
Analisi IT 7,5 cr. | Analisi D | Analisi IT V.O.
es. 1,2,3 es. 2,45 es 2,4,5

\J ESERCIZIO 1 Dato il sistema i equazioni differenziali

ff_)gﬁ ax+1 -4 x
——E d \ 2 a+b)

dove & & un parmetro reale,
&) discutere la stabilitd della soluzione nulla al variare di o
b) determinare il vajore di o per cui esistono soluzioni periodiche non costanti;
¢) determinare i valori di o per cui tutte le soluzioni sono limitate su [0, +oo);

d} per il valore di e determinato al punto b), scrivere integrale generale.

ESERCIZIO 2 Utilizrando.il.Peoremadi-Greenealcolare Vintegrale.dislinea
f F-r,
o

Pl = (202 + LT g

dove
2951

T

- :L'sy + arctg
esopg-il-bordoypercersesuna volia. in. verso-antiorario» dellinsieme

T‘z{(:c,y)E‘RQ: 2<x <3, \/megySQm}.

ESERCIZIO 3 Si consideri la funzione f(x) periodica di periodo 27, data nelintervallo (—=, #] da
0 —sw<xL-1
fay=4q2z -l<z<l
0 l<xgm

aj Rappresentare il grafico delle somima F(z) della serie di Fourier di f(z), specificando in parficolare i
valori che F'() assume net punti z in cui f non & derivabile,
b} Caleolare il polinomio di Fourier Fi(z) di ordine 1 della funzione f(x),

¢} Caleolare la norma quadratica || fi3 su (—=, 7).

ESERCIZIO 4 Mostrare che il seguente campo vettoriale & conservativo in ®? e determinarne un

potenziale: ) _
\} Flz,y) = ((—8z + dy)e ™%, —¢73%),

ESERCIZIO 5 Data la funzione
Joy)=52" 25 + 3z +y,
a) scrivere Pequazione della retta tangente alla curva di Hvello di £ nel punto P = (1,1);

‘\S b} trovare i punti stazionari di f e precisarne Ja natura.
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it

— 082t — sin 2¢ . cos 2t — gin 2t
= cos 21 T2 sin 2¢

( —C1 €08 2¢ — ¢y 8in 24 ) " ( Ccpcos2t — eosin 2t )

c1 cos 2¢ co sin 2¢
ossia

g — 082t — (o1 + ¢3) sin 2t . s
Xo(t) = ( (2 c({f ((fos 5% + £glsil’l ‘7125) o ) con ¢, ¢p costanti reali arbitrarie.

Esercizio 2 L’insieme T, rappresentato in figura, & G-ammissibile.

Poiché il versa antioragio di v & positivo (lascia T a sinistra),

per il teorema di Green risulta 1 y=2x

P 5
3F2 dFl
F.or= i L) dd
JF /(% ay)“y ]

dove F (,y) = F; (w,5)i+ F (#,y) ] con

. 4..
Vi 16 4 ot ]
Fifo,y) = 2y 4 LB LT
¢
B (z,y) 3y -+ arcta, 2 21 y=-z-2
o {m ) m —aBy b arctan —me——
V32 + 4t 1
Allora
AF,

Yy (z,9) = =32y e %—Z—l— (@ y) = dzy

e quindi, integrando su T per verticali, si oitiene

3 2
/ F.r = / {32y — day) dady = m/ (3% = 4} ydady = ~—/ (/ (3z® + 4z) yr:ly) de
g T T 2

—2
3 y2 Y2z 3 1
- —/ (31,2 - 4&:) {——J de = ~-—f (3w2 + 4(1’,’) {2&'2 — - 1} dx
2 2 lymyry 2 ?
3 o b5 a=3
13 6 13 i 45019
_ L 208 2 g — | g® o gt ¥ 92 = e,
fz (6:5 -3 T+ oz 4x> dar L_}r + g v+ 3»”!? 2z s 190

 Esercizio 3 In figura ¢ rappresentata 1a funzione f sull’intervallo [—3m, 3wl

M ?ﬁ EV v;i/j‘yif(x}
uecg/ma - -2%_22 4y{ e

a} Poiché f & periodica di periodo 2 ed & regolare a tratti su [0, 2], la sua serie di Fourier converge puntuaimente
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Ic

y = F5)

su R alla funzione regolarizzata di f, il cui grafico & riportato nella figura sottostante per « € [~ 37, 37

2

sex=1+2knw, ke Z
sex = —1+2kr, kel

altrimenti.

Analiticamente, per ogni « € R risulta
1

Fl{z)=¢ -1
I (=)
b) H polinomio di Fourier di ordine 1 di f (cioé fa ridotta di ordine 1 delia serie di Fourier di ) ¢
Fi{z)=ap +aicosx+ by sing

dove ag, oy, by sono 1 primi coeffcienti di Fourier di f. Poiché f su (—m, ) & dispari, risulta ag = a; = (e
1
Ly f COS:L'da?)
o

o 2 [ , 2 [ 4/
L by = = fiz)sinzdr = —f 2rsinxdr = — (m o cos ]
R T Jo T Jo iy
4 4
= - (fcosl + [sina:}é) == {sinl —cosl}).
Dunque
Fiix)= wsinx perogniz € R,
¢} Siha
s 1 1 371
’f(m)\gd.L:/ \f(sc)\zdx"w/ daide =4 | — x—8~.
-3 -1 3 —1 3

Iy = f i
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1 SvolgimentoVersione A

Lsercizio I a) I punti critici di £ {z, ) sono i punti in cui si annuila il gradiente Vf = (ﬂ é_t)_ Si ha

ax? By
6f . ﬁ{mz—l-éyﬂ) a 2 . 2 _ _(22+5y2)
5= g (—2® 5y )} = —2ze ,
af (e 2 4 . B 2
BE/_ —_— (o +5y )_é_g ('WCEQ _“OQQ)) — ~10ye (z“+by )’

da cui ‘ ’ ) ]
Vi= (m2mef($z+5ya),élOye“(szrﬁyi)) .

. ety = R . . .
Allora, siccome e~ 59"} yon si annulla mat, risulta

, —2we~ (8% — g [ 2z =0 z=0
Vi=0 < { —183,'67(3”2%5'92) =0 { ~10y =0 { y =0

e 'unico punto critico & By (0, 0) .

b) Studiamo innanzitutto le restrizioni fy, fo, f5 di I {a,y) ai tre lati del triangolo ABC (1), ossia ai segmenti

"A“F:{ =0 e

y =190
—_— & =1
. 1
BC.{ i1 , te[0,1]
[ €r o=
OA:{ e ,te{-1,0].
% Siha

A =Ft0)=e" conte[-1,1]
e quindi risulta
At)=-2te >0 & -2>0 a <0,
dove si & tenuto conto che & e~ > sempre, Dunque f; () & crescente su |

i

~1,0} e decrescente su [0, 1]

e pertanto ha un massimo relativo per ¢t = 0 ¢ due minimi relativi pert = —1,1. Cid significa che la
restrizione f- ha un massimo relativo in P, (6, 0) e due minimi relativi in A (—1,0)e B{1,0).
¢ Siha

Fo () = F(t,~t +1) = g~ (F 000007} . ~(66%-t0045) e 0,1
e quindi risulta

Ft)y = (7305 1910y >0 & 12-10<0 o i<

¥

| o

dove si & tenuto conto che & e~ (87 ~10648) - ¢ sempre, Dunque f5 (£) ¢ crescente su J, 5/6} e decrescente
su {5/6, 1] ¢ pertanto ha un massimo relativo per ¢ = 5/6 e due minimi relativi per ¢ = 0, 1. Cid significa
che la restrizione Ji5o ha un massimo relativo in P; {5/6, 1/6) e due minimi relativi in B (1,00 C{0,1).

e Siha ,
J3 () = it t+1) = e (FH0RP) o o6 110058) oony 11

1 per una risoluzione alternativa tramite il metedo des meltiplicatori di Lagrange, si veda al fondo dell’esercizio
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Poiché non ¢ richiesto di stabilire se i punti Py, Py, P siano di esiremo relative 0 meno, resta da rintracciare i due
punti di estremo assoluto di f vincolati al bordo del triangolo ABC, i quali esistono certamente per il teorema di
Weierstrass e devono trovarsi fra i punti Py, Py, 55, A, B, C. Calcolando

FPy=1, fPY=Ff(P)=e% [f(A)=Ff(B)=c, F(C)=¢"7,
risulta

FO) < F{A) = F(BY < f(P1) = f(P2) < f(Po)
e dunque i punti di minime ¢ massimo assoluto cercati sono rispettivamente C (0, 1) e Py (0, 0).

Esercizio 2 La superficie

2 2
T, LER 2 Zy +2% =1
z>0
22 2
¢ la parte dell’ellissoide T + E +2¢ =1

contenuta nel semispazio z > 0

e non costituisce la frontiera di un aperto a cui poter applicare il teorema della divergenza. Ricorriamo allora
all’artificio di “chiudere la superficie £” aggiungendovi il cerchio di base

s 4.2
fin: N |
El . 4 -
z=10.
Cosi facendo, fa superficie ¥ 1) 5, ¢ la frontiera delf aperto
25,02
Q= {(m,y,z) e RS ﬂwéwymnéwzg <1, 220}
¢ il teorema della divergenza consente di calcolare il flusso Ppux, (F) di F uscente da ¥ U Ty = 80 tramite
["uguaglianza
Prux, (F) = f div F dadydz.

Q0
Poiché si ha

Prum, (F) = &3 (F) + &5, (F)
dove &y (F) & il flusso richiesto dal testo e Oy, (F) & il flusso di F attraverso ¥ orientata compatibilmente con
3 {cioé “verso il basso™), risulta

By (F) = Do, (F) — s, (F) = / div F dadyds — &, (F)
J0
¢ si tratta guindi di calcolare i due termini a secondo membro.

e Siha
Oh o8 0% 1y,

divF = —
v o = By Oz

e quindi

div F dedydz = / {1+ 22) dedydz.
o Q
Poiché le sezioni orizzontali di {2 sono cerchi, conviene integrare per fette (ma anche per fili il calcolo non risulta

troppo difficile); dungue, osservato che la proiezione di O suil’asse z ¢ I’intervallo {0, 1] (i semiassi defl’ellissoide
sono 2, 2, 1), st ottiene
1

L 1
/ {1+ 2z)dedydz == / (/ {1+22) da:dy) dz :/ {142z} (f dxdy) dz
Q 0 iyt <d—4z2 0 224y d{l—22)
1 1
/ (1+2z)ﬁ4(1—zz)dz:4ﬁ/ (1+22w22m223)dz
0 SO

3 471

14
4 +2fi_i.... T e T
[z z 3 2}0 3

il
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Resta allora da stabilire se I'uguaglianza (4) vale perx == 1/2 e, atale scopo, essendo f continuasu {(~1/2,1/2],
basta controllare se la serie (4) converge in = = 1/2; in tal caso, infatti, f{z) e la somma della serie sareb-
bero entrambe continue su {~1/2,1/2] e quindi, coincidendo su (~1/2,1/2), dovrebbero coincidere anche in
x = 1/2. Consideriamo allora la seriec numerica

§(~1>“ @y (3) )

11 suo termine generale &

bo = (~1)7 (2" +1) (%) _ g2l

e risulta

lim b, = lim
nesoo n—rox 2 f— 0

Dunque by, non tende a zero (si ricordi che limy, .o by == 0 se e solo se limp o b} = 0) ¢ pertanto la serie
(5) non converge.
In definitiva, I"intervallo degli = per cuj Puguaglianza (4) sussiste ¢ esattamente (—1 /2.1/2),
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1 Svolgimento Versione A

Esercizio 1 a) Il dominio comune a tutti i termini £, (z) = (16 - :c2)”/ /n! della serie & P'intervallo [—4, 41; infatti, i termini
con n pari sono in effetti definiti per ogni 2 € R, ma per i termini con n dispari deve essere 16 — 2 > 0, ciod
~4 <z < 4. Dunque A sara un sottoinsieme di [—4, 4], eventualmente [—4, 4] stesso.

i

Tramite la sostituzione ¢ = ( 16 — m2) / » 1a serie data si riconduce alla serie esponenziale e si ottiene

= (16 - 2)F 2o

Zm_'—_.mzn!:e‘xe 16== per ogni t € R.
! !

rr==() n={
La serie converge quindi ad eV~ per ogni = per cui i suoi termini hanno senso, ossiarisulta A = [—4,4] e la
somma della serie ¢ 5 (z) = V%% per ogni z & [—4, 4].

b) Siccome la serie esponenziale 3 %; converge uniformemente su ogni intervallo chivso e limitato [a, 5], la
serie data converge uniformemente su ogni insieme del tipo {z € (—4,4]: 16 — 22 € [a, b} cona,beR.
Prendendo ad esempio o = 0 e b = 1, risulta

—4 L <4

16—22>0
AT IS ! e _ 2 = .
]6' e e 0= vI6-a Sl@{lﬁ—w2<] <;>{;r;<_1/153\/51:2\/1“5“3’

che significa —4 < = < —/15 oppure /15 < 2 < 4. 1 due intervalli [~4,—T5] e [v/15, 4] sono quindi
esempi di intervalli su cui la serie converge uniformemente.

¢) Lo siesso ragionamento del punto b) prova che la serie data converse uniformemente su tutto A4 = [—4, 4.
Infatti, ripetendo i conti con @ = 0 e b = 16 (ma un qualunque b > 16 servirebbe allo scopo), si ottiene

; ; 1B—z?>0 z% < 16
_ 2 — = = 2
V16 —2* € [0,16] & 0</16 x<16¢>{16—w2§16 = {mzzo & 2t <16,
che significa —4 <z < 4, cloéd x £ A.

Esercizio 2 Htecrema di Stokes assicura che il flusso @+, {rot F) del rotore rot ¥ di F attraverso ia calotta orientata ¥ coincide
con il lavoro det campo F lungo il borde T' di £ orientato coerentemente con ¥ (cioé secondo il verso di un
osservatore che, disposto come il campo normale che orienta ¥, percorre T vedende ¥ alla sua sinistra).

La superficie T & la semisfers di centro Porigine e raggio 2 contenuta nel semispazio z > () ¢ dunque i suo bordo
T' ¢ ia circonferenza del piano zy di centro origine e raggio 2, che ammette la rappresentazione parametrica

2 = 2cost
r: y=2sint , tei,27].
z::::o

Tale rappresentazione risulta coerente con I'orientamento di ¥, in quanto, al crescere di ¢, il punto P{t) =
{Zcost, 2sint, 0) si muove lungo T come in figura. Dungue, poiché

F(P(t)) = ¥(2cost,2sint,0) = (—8cos® tsint, § cos® £, arctan e *os1+2 sy
Pty = (-2sint 2cost, D),
siha
T 2
Sy (rot F) = f F.dP = f F(P{E) -P{t)dt = (16cos” tsin® t + 16 cos? #) dt
r 0 0
2 i 2r : 2w
- B t tsint
= 16f cos?l (siu%f% cosgt%) dti= 16/ cos? ¢ dt = 16 {_i(i(_);_ﬁl&} = 167,
0 4] 0
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ANALISI MATEMATICA 1Y

16 settembre 2010 Versione A
- . Matrivols Codice corso
Nae, Counome
Bocenke: 4 Corso.di Laurea:
Analisi 11 7.8 or. | Anakisi B | dnohisi 1] V.0. | Anohsi ¢
o8 124 es. 245 28 L34 a8, 1, 65 3,

ESERCIZIO 1 8 consideri ta funzione [+ B — B, periodica di periodo 2, parl, definite sull'intervalio

{0,7] da: :
: 0 Ga<i
f(rz}-m{ —rhw E<min

2} disegnere 1 giafien & F sell'intervalls (3%, 3],
b} disenters la convergenza quadratics ¢ puntuale della serte di Fourfer ¥ sssoclata ad f,
&} determinare # valore defla serie In z = §1 $(3),

dy caleolare B polinomic i Fourler di ordine 1,

ESERCIZIO 2 Determinaze i punti di estremo locale della funzione flz,y) = 204 By, nell'insleme A:

A={{@,y) e RP:220, y 20, x+2 <12, 4z +y < 12}

ESERCIZIO 3 Si consideri il sistema differenziale lineare

400
-—> X'l o2 1}X
6 4 2/

a} Caleolare Vintegrale generale del sistema asseguato.

b} Deterrainare la soluzione del problema df Cauchy; con condivione iniziale Xp = (

oA ek ok

)

ESERCIZIO 4. Sia dato U campo vettoriale F{z,y) = (xtan §{a? + 3%,y + ytan Ha? + ).
a} Determinate il dominio di ¥ e disegnarlo sul plano carfesiano,

¢; Determinare, se esistono, le soluziont limitate in B, diverse dalla solusione nulla.

b} Determingre un inslevie 4 contenents Porigine in ool F & copsarvativo,
¢} Detorminare § potenyiall di ¥ au 4.

d} Data ln curva ¥{t) = {t ~ 1, 3#%), con ¢ € [~1, 1], calcolore [ F . 4P

ESERCIZIO 5 Sia data Ia fungiove g(z,y) = log Z2L=2.
a} Determimaxe il domino di g e disegnarty sul plano cartesiane,
bt Caleolare Voln, ¥ nel puntd interni al dominio di g,

o) Caleolare, nel puntt interni al dominio di ¢, la derivata direzionale di g nella direzione della bisettrice
del secondo quadrante,

dy ‘Ssz‘iwra Vequazivse del plano tangente al grafics di ¢ nel punto {~1, ~1, g{~1, —1)}.
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Ny -

f@@ . i 'Qad{;m( huf\) + Lb{’l,i\k {m? 5 .S" - é_:_%
e

per ogni = € IR (dove ag, a,, by, sono ovviamente i coefficienti di Fourier di f). In particolare, per z = z/5 si

ottiene
A 2 . T ~ ﬁé !!UJO(Q (/? J.Jdﬂﬁ?’\&
aQ+Z(ances (nwg) + by sin (n:)) =f(5) H T,
Rl o M &J ‘-C} m’\i
cioe fa serie di Fourier di f in o = #/5 converge a 97r/5
Osserviamo che nelle scritture precedenti della serie di Fourier di f si sarebbero potuti sopprimere i termml
contenenti b,,, in quanto la parita di f implica b,, = 0 per ogni n.

d) H polinomio di Fourier di ordine 1 di f (ciog la ridotta di ordine 1 della serie di Fourier di f) &
1
Sig(z) =ag+ Z {an cos {nx) -+ by sin (na)) = ag + a1 cosz + by sinz,
=1
dove ag, ay, by sono ovviamente i primi coefficienti di Fourier di f. Poiché f & pari, risulta

i ks
1 /” o 1 2 8
=2 [ r@a=g [ = o (4n/5) = oo,
oo ve T %
2 2 o T
ay = f\a: Yeosxdr = f 7 xycos i dr = [(71'm:c)smm]7‘,/5 + sinw dx
g 7“/5 " ’ /5

R = ( T w) r-,m {cosz] ) = —2— [—§ 7 sin I COST COSE
\ 5 /5T T\ 5 05 5

8 2 2 w
—-51 —+ +—(_os—

7’;"“(‘ lor W g U D= S P ?L;%’

: 8 2 8. 7 2 T
w+ :mgsmr—,\-&u:cosg O 2.

Esercizio 2 Siccome {’insieme piano A (rappresentato in figura) ha interno non vuoto, cerchiamo innanzitutto ghi eventuali
estremi locali di f sull’interno di A.

e by = O Dunque

x+oy=i2

y fxty =12

Poiché P'interno di A ¢ un aperto, gli eventuali punti di estremo locale di f sull’interno di A devono essere punti
critici per f (che & di classe C™ su tutto R?). Daftra parte, f non ha punti critici (né su A, né su R?), in quanto il
suo grafice € un piano non orizzontale (pil precisamente, Vf (i, y) = {2, 3} # (0, 0) per ogni (z,y)). Dunque f
non ha estremi (né locali né assoluti) sull interno di A.

Di conseguenza, poiché se un punto di estremo locale di f su 4 sta sulla frontiera di A allora & punto di estremo
di locale per f ristretta alla frontiera di A4, gli estremi (locali efo assoluti) di f su A sono da ricercarsi tra gli
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Fsercizio 4 a) Poiché la funzione tangente non & definitain § + &=, k € Z, il dominio di F & I’insieme dei punti (z,y) tali che
2 +fg

I %2+Ar

ossia z® + y? 5 2 + 4k, dove & sufficiente prendere & € N in quanto 22 + 42 & non negativo.
Dungue
domF = {{z,y) € R%: 2? + y? 5 2n + dkm, b € N} .
Geometricamente, si tratta del piano privato delle circonferenze di raggi

VE2m A4 dkm o conk =0,1,2, ...

b) Ricordando che un campo irrotazionale (di classe C) é conservativo su ogni aperto semplicemente comesso
del proprio dominio (lemma di Poincaré), calcoliamo

62 = 0 -y ta af2+y2 =1 o tan x2+y2 = 1+ tan® mQ%yQ z

dr e\ VT TV i)Y 1 2

aF 2 2 H :‘la 2 . 2 2,2

Hé-ﬁ-} = c'?_y (mtaﬁ %fg_) :.:n-a—; (tan %) = (1 + tan? (%)) %
:59Fzm aF;

Poiché risulta ovunque in dom ¥, il campo F ¢ conservativo su ogni aperto semplicemente con-

c)y
nesso contenuto in dom F, ad esempio sul cerchio di centro Porigine e raggio +/27. Dunque possiamo scegliere

A= {{z,y) e B® : 2% + ¢ <27}

c) Poiché F & conservativo su A, esiste U : A — R (diclasse C) tale che VI = F ovunque su A, ossia

o7 w3 2 alr 2 2
7 @y =A@y = e @)= Raley) =y +ytan
Fissando y ed integrando la prima uguaglianza rispetto a &, otfeniamo
2
t
Ulz,y) = fa:tan Zy de = thantdt = Qfglmdt ~2log |cost| + & (y)

2 2

-2 log (cos %) + k()

LY - - 2’ 2 LY +
dove si & effettuata la sostituzione f = TZE. dit = &da, e si & poi tenuio conto del fatto che (z,7) € A

implica ——’Ji- < % e quindi cos =% 2 *y > 0. La costante arbitraria & dipende naturalmente dalla variabile y
momentaneamente ﬁssata.
Imponiameo ora la seconda uguaglianza. Poiché

au 1 4 y? gy z® 4y
oL — .9 S G ! LY _ Ty ’
5y (&) oon I ( sin — == ) 54K (y) =y tan ———+ ¥ (y),

la seconda uguaglianza diventa

ytan'r i +k’( ):y+ytanxz%—
che significa k' () = y ¢ quindi

kly) = % +¢ conc € R costante arbifrarja.

In definitiva, i potenziali di F su A4 sono le funzioni
2

2,2
Tt + - e
Ulz,y) = —2log (cos %) + % + ¢ conc € R costante arbitraria.
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Esame di Analisi Matematica II del 9
febbraio 2009 ore 11

Versione A

Esercizioc 1. (10 punti)

Dato il sistema di equazioni differenziali

‘ {x'—ey—l

g = 2z%y + 927 - 1,

a) determinare i punti critici (o punti di equilibric) del sistema,; -

b) studiare la stabilita dei punti critici del sistema.

Svolgimento
guu{'&’o Ci%
Focrdane

a) 1l sistema & autonomo non, lineare, Posto W = () fe{F(z,) = (e 1,27 ¥ 97— 1), |

i punti critici (o di equilibrio) del sistema X = F(X) sono tutti i punti X ¢ R tali che
F(X)=0.
Si ha che

¥ —1=0" @ o=t
F(X)=0 <+

222y 4+ 922 — 1= 0

s g

Quindi i punti critici del sistema X = F(X) sono X7 = (%, 0) e Xg = (—-.f;, 0).

b) La matrice Jacobiana di F in X = (z,y) e R? ¢ - 2 Fa \
R
Tp(z,y) = v i Lo 2%
R C T e RIS S
-2 v

Consideriamo inizialmente il punto Xy = (:};, 0). Si ha che

1 6 1
n(50)- (2 })

1
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Versione A 3

Consideriamo le coordinate cilindriche con asse parallelo all'asse z:

T = pcosf
d: y = psind p20, 0<9<2n, zeR, ldetJs(p, ¥, 2)] =p.
7=z

S1 ha che ®(Q) = Q, dove

Q':{(_p,ﬁ,z)eRB: 0<d <2, 021, p>0, p2+22_<_4}::

- {(p,ﬁ,z) e R3: (\D"“gmﬁ‘ 53

AT 02020 oy ke

Si ha che P F e ho - 0D
2m g"f I; /-/ ’\/Z—Z’?:}
/z2 i (ldenf Zpdpdddz = (/ dﬁ?) ( 1T Z22pdp dz) =
0 92 0 ¢ LQ/
1o L1vAeR 1o 1 r4 1.8 17
9 21t o ds = f 20422 g = / 422 — M go =g 2p8 L AT
W/(}z{zpjlo z woz( z) z TT'{)(Z z) z 71'{32 57!0 1571'

Esercizio 3. (10 punti)
a) Studiare la convergenza semplice e assoluta della serie

i sinmn
24 mn2’

Fpams b

b) Determinare il raggio di convergenza e 'insieme di convergenza puntuale della serie

2001 L1 n
}: T (&m 5n> (2z)".

=1

¢} Studiare la convergenza della seric

on (n o+ 202 — (- ) tE

= (n - 1)in™5

Svolgimento

o~ sinnm - .
a) La serie E sTE R termini di segno variabile. Studiameo inizialmente la convergenza
4 n
n=1

assoluta. Consideriamo quindi la serie

| sinn

n=1
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Versione A 5

Se t == 1 abbiamo la serie a termini positivi

()
sin — | .
5n

. « . i - 1 . ~ T
Poiché sin g5 ~ g per n — 400, sl ha che

1 (S_ 1 ) 1 i .
1 Rl e A by T .
S4n \Bn/  En(rn) Bnl -

Poiche la serie Z converge, per il criterio del confronto asintotico anche la serie

AT e
7;13”’“”

= 1

1
sin — | converge.
] Q7

Se £ = —1 abbiamo la serie a termini di segno alterno

e 1 1
—— ’ i Q% [——
Z( 1} - (blﬂ 5.n) i

n=1

Per quan‘ro appena, visto questa serie converge assoltamente e quindi converge. Ne segue che

la serie Z (sm :Iw) " converge puntualmente se ¢ € [~1, 1], LL
— 3 5n Ot
S 1
Ne segue che il raggio di convergenza della serie di potenze Z (sin _——) (2z)* e R = %
= 3+n bn )
e guesta serie converge puntualmente in {f%, %} J( 2%
¢} Consideriamo la serie numerica v oA =

+2

i (n+2)ln"2 {n-?)fn”

= (n— 1)l
Osserviamo che

(n+2)!n" 2 —(n - 2Qn"™ (0= D" 2 [(n 4 2){n + Dnln — 1) — n?]

(n — Dintts (n—2)!(n—1)n""i

" 2 - 1) =n®] n T ndr2n?on -2 nl

(n— 1)n™3 (n—1)n"*s

-1 {2712 — ) 2) 2pTtl 2

e e = s 00,
(n—1)n"s ntE pd
=1
Ne segue che in primo luoge la serie data & a termini positivi. Inoltre, poiché ia serie Z T
=5 Tl§
=5

diverge, per il criterio del confronto asintotico anche la serie data diverge.
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Compito di Analisi Matematica 11 del
30 gennaio 2006 ore 11

Versione A

Esercizio 1. {10 puxnti)

Si consideri il campo vettoriale
- 2, .9
Flo,y) = (—2zy,|z” +y~ —4]).

) Mostrare che F° & conservativo nel cerchio A = {(z,7) € R* : 2% + 3% < 4} ¢ determinarne

tutti 1 potenziali,

b) Calcolare Uintegrale di Hnea di F lungo il grafico della funzione
X 2
o) = Slﬂ(%—) se<z<1
1 se 1l < o< 3,

percorso nel verso delle z crescenti.

Svolgimento

a) Tl campo F & continuo su R?. Osserviamo che F ristretto ad 4 @
Falz,y) = (-2zy,4 — 2* — %)

e che Fjs & di classe C*° su A. Inoitre A & semplicemente connesso. Posto Flg = (f1, f2), st

ha che per ogni {(z,y) € A

df2
— 9 — e 9 = 92
)= L) =

Ne segue che I & conservativo.

Detto f: A — R un potenziale di F' su A, si ha che per ogni (z,y) € A

d .
ég(fﬂ, y) = fi(z,y) = -2y, %{% y) = falz,y) =4 — 2 — 32
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Versione A 3

Detta - una curva parametrica che parametrizza il grafico di g inducendo un verse di percor-

renza dal punto (0,0) al punto (3,1), si ha che

fdeP:/ F—dP+/ Fedp.
v " S

Osserviamo che Im{y) © 4. Poiche per il punfo a) un potenziale di F su 4 & flz,y) =
—z?y + 4y — 3y°, si ha che

/ﬁ_ FdP = flyi(1)) — f(n(0)) = f(1,1) - £(0,0) = i,
Invece Im({vya) € A. Si ha che

3
[F-dP:f_i Flyalt)) - vi(t) dt.

Per ogni t € [1,3] si ha che
%ty = (1,0},  Flel)=Ft1)=(-2,[F-3]),

F(ma(t)) - vty = (1,0) - (=26, |° — 3]y = —

(Juindi

/wF dp = /F(wz(t £) dt = ]( 2ty dt = [t 1 — -8,

/F—dP:f Fodp+ | Foap =S g
Y ! 2 3

Ne segue che

il

Esercizio 2. (10 punti)

&) Determinare il carattere della gerie numerica,

motivande le conclusioni in modo dettagliato,
b) Determinare il raggio di convergenza e Vinsieme di convergenza della serie di potenze

S

n=1
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Versione A 5

lim (77 = 3(=1)") = 400, lim(~1)" (n? = 3(-1)") = 2.

In ogni caso queste limite non & zero e quindi non & soddisfatta la condizione necessaria per Ia

o0 2 n
. s . , n* — 3(—1
convergenza della serie. Ne segue che I'insieme di convergenza della serie E m—-—QTE————)——

n=1

(z—1 & (1,3).

t?’!.
. e s : a2 = 3(=1)"
& {—2,2}. Quindi l'insieme di convergenza della serie E S

el

¢) Postot =x — 1, si ha che

f("“):wi _2 2 1

t

B

o0
1
Poiche E 2" = per ogni z € {—1,1), si ha che
-z
n=0

f(x)mmi:gm—liﬁ:*Z(%) :ﬁz%ﬁl—)ﬁ’ vz e (0,2)

2 na=l) n=0

Esercizio 3. {10 punti)

Dato il sistema

X’:(i g)X, acR,

a) discutere, al variare di , la stabiliti della soluzione nulla;
b) posto @ = 1, determinare I'integrale generale del sistema;

¢) posto oo = 1, determinare !'integrale particolare del sistema che doddisfa la condizione iniziale

Svolgimento

a) Detta A la matrice dei coefficienti, determiniamo gli antovalori di A. Si ha quindi che

J?—)\

det (A — ) = zf/\j:(z—w—az.

Quindi gli autovalori di A sono A2 = +a -+ 2. Si ha che

= Ax e R.

~x+2<0 o>
A2 S0 = -

a+2<0 < 2

Quindi la soluzione X = & instabile per ogni a € R.
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Versione A 7

¢) Imponendo la condizione iniziale

sl ha che

€1+ €3 (1) c1 +ep =1 ey =
ks
~c1 + g

~Cp+ g =1 ey = 1.

Quindi la soluzione particolare cercata &

X{t) =
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2 Fsame scritto di Analisi Matematica IT del 28 giugno 2006

integrando per fili paralleli all’asse x si ottiene

:fg [/y;z? (lyii +z2) da:] dydz = /Q (y‘z + 22) (1 g zz) dy dz,

dO\reﬂ:{(y,z)€R2: 22 <1, 220}.

Fig. 2: L’insieme (.

Passiamo in coordinate polari ne! piano yz. Poniamo quindi
y = pcos¥
P - {

. PE{}’ US'L[)SQ"T: idet‘}@(p/ﬁ)l:p
z = psin,

Allora
0<p<l

{y,2) € == {
0<9 <.

Quindi si ha che 2 = &(0), dove
QO ={(pNeR: 0<ps1, 0<Y <),
Ne segue che

aDFrnmfgz (y2+z2) (1—y2—22)dydz:/S‘ypg(ivpgj dpdid =

essendo ' un rettangolo con lati paralleli aghi assi p e ¥, si ottiene
T 1 1 1
; 5 1 1 T
- dﬁ)“ 31*24}: / 3modmi{m4ﬂm_-6} _ T
(/G Op( p)p 7?0(,0 p)p A U e T

Esercizio 2. (10 punti)

Sia data la funzione
Elez+m) —-w<z<0
glz) =

—~r4+1 <z <
Sia f il prolungamento periodico di g sulla retta reale.
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4 Esame scritto di Analisi Matematica IT del 28 givgno 2006

9 0 sen=2m
-l -{,
=T iy sen =2m- 1.

Quindi la serie di Fourier di f &
T4 1
D P — + 1)z
5 w2 B 1) cos (2n + Dz
n=0

b) Osserviamo che se k = 1 la funzione g & continua su [—m, 7], mentre se 0 < k < 1 & continua
in ogni x € [~n,7] escluso z = 0 dove presenta una discontinuita di I specie (o salto). Di
conseguenza se k = 1 la funzione f & continua su R, mentre se 0 < k < 1sihache f @ continua
in ogni x # 2hw, per ogni b € Z, dove presenta una discontinuits di 7 specie (0 salto). Inoltre,
per k& = 1 la funzione f & di classe €7 a tratti su [—7, 7). Infatti & derivabile in ogni @ € [—m, 7
esclusi 1 punti z = 0, n, dove perd esistons le derivate laterali D0y = D™ flm) = —1,
D7 f(0) = D¥ f{—7) = 1. Quindi per il Teorema sulla convergenza uniforme della serie di
Fourier di f si ha che per k = 1 Ia serie di Fourier di [ converge uniformemente a f su R. Di

conseguenza converge anche quadraticamente e puntualmente g fsuiR.

Consideriamo ora 0 < k < 1.

Fig. 4: La funzione g per 0 < k < 1.

Osserviamo che fii_, =g € L%(—7,7), ossia che f ()} dr < +oo. Infatti,
™ 0 x 1 3 o 1 N
f [f(x)]?de = / k2 (- da:+/ (—z+7) de = {gkz(m + ) 1 + [~§(~aﬁ + ) } =
- iy 4] 4o 4]

1
-3

Ne segue che la serie di Fourler di f converge quadraticamente a fsuR.

(k? + 1)71’3.
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6 Eisame scritto di Analisi Matematica IT del 28 giugno 2006

b) Posto a = 4 si ha

=(32):

L’integrale generale del sistema lineare X' = AX & dato da
X(t)=eMC, vC eR?
dove e & la matrice esponenziale di At

Gl autovalori di Asono A =0 e Ag = 6. Quindi la matrice 4 & diagonalizzabile, Cerchiamo

un autovettore associato a Ay = 0. Si ha che

y=-—x
Av=0 == z4y=0 = { ==  y=(r,-z}) xR,
zeR

Un autovettore associato a Ay =0 & v; = (1,—1).

Cerchiamo ora un autovettore associato a Ay = 6. Risolviamo il sistema lineare (A—6w = 0.

Siha
& =2y
-2y =0 = = v={2y ,ycR,
yeR
Un autovettore associato a Ay = 6 & vp = (2, 1),

I vettori vy, vy formano, nell’ordine, le colonne della matrice di passaggio P tale che 4 =

PBP™! dove B & la matrice simile ad A4 siffaita:

(3 1)

Quindi si ha

Allora I'integrale generale &

12\ /1 00 [e o1 + 226 [
X(t):teAtCmPeBtC:(ul 1) (O 66t>(]):( 6 | Ver, ez € R

<z —¢1 -+ cae

In modo alternativo ma equivalente, si pud dire che I'integrale generale & dato da
X() = cion + ey, Yoy e € R,
ovvero che Pintegrale generale & dato da
X(t) = e X1(t) + 2. Xa(t), Ver,ez € R,
dove X, X5 sono le due soluzioni linearmente indipendenti
X1 {t) = vy, Xa(t) = %us.

Infine si osserva che avendo A un autovalore nullo e I'altro positivo, le soluzioni non costanti

souo limitate su (—oo, 0] ma non su [0, +-00).

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 63 di 285




© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Tori.rj_O__(_ fégi"_é 65d'285 s

Analisi Matematica I1
7 Settembre 2008 Versione BB {0

Nome, Cognome:

Docente: Corso di Laurea:

Matriceola Codice corso

Analisi I 7,5 cr. | Anclisi D e 1T | Analis: I, &5 cr. | Analisi D+5 Complementi Mat. A
Analisi IT V. O. {Civ, Edili) (Tndustriali) (Amb., PRT)
es. 8,53.4 es. 1,2,5 es. 1,45 es. 1,35 3,4,5

Esercizio 1. Calcolare il volume del solido che si ottiene facendo ructare intorno all’asse z la figura

_ 2 piana W/___/—————““*‘\% ——
: ‘54WM C={{zyz :{‘y:OJ 4m2§z§6$4(\}f.? }}

=z
e

Esercizio 2. Sono dati la funzione fla,yy = 222 + 9% 4 122 ed il dominio
D={(z,y) e R* : (x - 22 +y°< 4}.

{4} Determinare i punti di massimo e di minimo assoluto di fsu D, {

(i) Posto g(z,y) = arctan(f(x,y)), dire se i punti di massimo e di minimo assoluto di g{z,y) su D sono
diversi da quelli trovati precedentemente oppure no,

Esercizio 3. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

T=xz4+3y-+i
Y=3x+y—1

(1) Scrivere Pintegrale generale del sistema omogeneo associato,
(41) Serivere Iingieme di tutte le scluzioni {x(t), y(t}) del sistema dato,
{4it) Determinare la soluzioue che soddisfa le seguenti condizioni:

{ {0} -+ y{0) = 4
z(0) — y(0) = ~2

Esercizio 4. Sia data la serie di potenze:

+00 1y AT
S G)

1l
(4) Determinarne il raggio di cenvergenza.
(i3} Determinarne I'insieme di convergenza puntuale e caleolarne la somma S(z).

(#) Indicare un valore di ¢ diverso da 0 per cu

T2 et -t
Z(———]-r)—i—mfo (g) dzc:/{) S(x) dz.

el
Esercizio 5. Siano dati Parco di curva
=13 t)
R y=t(t—3), 9<t<3
z2=2

e il campo vettoriale
=
F{x,y,z) = (;r +y,{z—2)% €" yz) .

(1) Verificare che v & una curva chiusa e regolare,
(4} Calcolare fﬂf F.dpP.

(itd) Dato il campo G(,y,2) = (ysin(zy), zsin(zy), log(z* + 1)), spiegare perché

f(F+G)~dP:/F-dP
Y 7
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(i} Per trovare le soluzioni del sistema completo & aufficiente trovarne una soluzione particolare, del

. G . . . .
tipo ( b ) Imponendo che sia soluzione del sistema completo, troviamo:

0 (1 2 3 n H - a+2b=—1 . {(z:l

L'integrale generale del sistema completo & quindi:

— -3t vy =1
{:c(t)‘— N | Goes e R

(1) = cie® — o™t — 17

(##1) Osserviamo che le condizioni che le soluzioni trovate devone soddisfare in £ = 0 possono essere

riscritte: () ©)
2(0) +y(0) = 2 #(0) = —
{m(o) -0} = -4 = {y(O) = 3’
dunque :
) =g teg+l=—1 - {clz 1
Y0y =ey ey - 1= 3 S
La soluzione cercata & quindi
w2ty =e® —3et 4 1
y(t) = e®t 430t 1
Esercizio 4.A. Ponendo u = £, vediamo che la serie & la serie logaritmica -1yl lu”, che ha

raggio di convergenza 1, converge puntualmente se u € “{—1,1] & la cni somma & q(?;) log{ 1 + u).
Dunque la serie data ha raggio di convergenza R = 2 e converge punfuaimente per z € (—2,2]. La
sua somma & S{z) = log{l + £).

Se nen si riconosee ia serie, si pud procedere utilizzando per esempio il criterio della radice per calcolare
i raggio di convergenza:

lim n/I =1 — f=1.
Tl - \ T

Inoltre, per z = 2, la serie & E =1 1217 ciog la serie armonica a segni aljerni, che converge
sempl}cemente

Per o =2, la serie & }m_‘ (- iie1m = }:n —1 7> cloé la serie armonica, che diverge.

Ne segue Che la serie converge semphccmente nell’intervallo (-2, 2].

I Teoremi sulle serie di potenze garantiscono che la serie degli integrali termine a termine conver ge
allintegrale della somma su tutto Pintervallo (=R, R}. Nel nostro caso quindi T'uguaglianza & certamente
valida per ogni ¢ € {~2,2).

Esercizio 5.A.
(1) La funzione (1) & di classe O, dato che tutte le sie componenti sono polinimiali. fnoltre
V) = (A8, %0, %) = (2 2,382 — 4¢,0),

Si vede che

! o .
(A0S 7,550 = ywrowcpa

H1)=3-4=-140
Ne segue che l'arco di curva & regolare.

Inoltre v(0) = (0, 0,4} = v(2), quindi la curva & chinsa.

2
fq ¥ dP = /O F(A(1) -7/ (8) di

Poiché la terza componente di ¥'(t) & nulla, non & necessario sostituire i valori di v nella terza
‘componente del campo.

Fve)) A () = (nll) + 7200, 0,. ) - ({8,448, 0) = (32(8) + 72 (8))) (8).

2 2
/ F.dP = /0 (B, (1) dt + fo (O (1) dt.
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(%} Dobbiame calcolare:

Dungue
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{8

(4d)

(i)

bLa funzione +(f) & di classe €, dato che tutte le sue components sono polinimiali. Inoltre

¥ = (10,8, 5(0) = (3 24,38 - 6t,0).

Si vede che

] [

{vi(t)t*} S - Y40, vie0,3).

Jr3y 1.9
n(3) =5 §#0
Ne segue che Parca di curva & regolare.

Inoltre ¥(0) = (0,0,2) = y(3), quindi la curva & chiusa.

Dobbiamo calcolare:

J7ar= | TRt 0 a

Poiché la terza componente di /() & nulla, non & necessario sostituire i valori di v nella terza
componente del campo.

F{v({t) -+ = () +7208),0,...) - (), %5(8), 0) = (32.(8) + ()7 (1),

LF-dP:fOSvl<> ()dtJrf:"r'z(i)“fi(f) d.

Osserviamo che il primo dei due integrali & mullo. Infabti, possiamo sostituire 5 = 11 (1), ds = | (£} dt
mentre s varia fra 0 e 0. Allora: [{f’ dby () (8) dt = f{) sds=0,

I secondo integrale invece &:

’ ! 81
/ Yty (t) dt = f (9% — 2¢* — 9i%) dt = .

Osserviamo che il campo G & conservativo. Infatti & definito su R?, che & connesso e semplicemente
connesso, e:

Dunque

%%l(ny, z) = sinwy + ey coswy = %2 (x,y, 2)
B (2,y,2) = 0 = % (g, 2)

ELG:&(%% )_DW({}GS( o, Y, % )

Lintegrale di un campo conservativo lungo qualsiasi curva chiusa il cui sostegno & contenuto nel
dominio del campo & nullo. Ne segue che

/(F+G)-(1P:/F-dP+fG-dP=/deP.
oy Sy ¥ it
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2 Esame scritto di Analisi Matematica IT del 14 gennaio 2008
= max 3 1-—--_————IL—2————} = 3(1“ e ):__EZ_
#€[0.6) (x—-32+n i 9-+n 9+n
=06
Quindi

= 0.

27
3 - = linr
i o = flloo = lim 5
Ne segue che la successione {f,} converge uniformemente su [0, 6] alla funzione f{xz) = 3.

¢) La successione (f,,) converge uniformemente su R alla funzione f(2) = 3 se
M%ﬂ 1o = fllee = 0, dove {{fn — flloc = sup [fu(a) — flz)].
2]
Procedendo in modo analogo al caso precedente si ha che

fo = flloo = sup |fnlz) — fla)] = sup | an

n 1
-———————-n-m*ﬂB: 3‘———————-»-»-““ facad
R i e ‘ " P @

R — 3} ~+~nJ

essendo la funzione g,(z) = 3 {1 - W;ﬁm} non negativa, decrescente su (—oo, 3] e crescente

su [3, +o00) con limiti uguali per x — ~+oo

R T
= 1,11>Iinoo 3 {1 N (.1‘ — 3)2 4 n} =3

Quindi

Ne segue che la successione (f,) non converge uniformemente su R alla funzione f(z) = 3.

Esercizio 2. (10 punti)

Caleolare integrale triplo
/ ydxdydz,
D

dove

De={(z,y0eR: 2?14 de<0,y<a<2,0<z2<. 2%
Y Y

i
|
3

Svolgimento ) -
JRAASCI R IE ST EL00] ‘._,,./ - . %X?_) {/ Hf\w

R ; Damey
f’,w.ww‘“vﬁz i

M‘

Integrando per fili paralleli all’asse z si ha che V J\.q AR GRNY

R ———

\/T2+'y *
/ yd:z;dydz—- ydz pdedy = J x2+y2df,d7,,
/D B

IR

dove

K= {(L, Y e R?. 22 by —dr <0,y < a'< 2} = {(:r:,y) ceR*: o< < 2,47-\/4x—:1:2 <y < :c}

:&X“XL w—’ "

o

I

i

R
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4 Esame scritto di Analisi Matematica IT del 14 gennaio 2008

Quindi
/ ydrdydz = f psinddpdd = / pisind dpdd -+ f p°sind dp dd.
D K Ja B
Calcolando separatamente i due integrali si ottiene che
: 8
[ pPsinddodd = *“5“\/57 / p35i1}19dpd1920.
JA B

Quindi
8
/ ydxdydz = —g\/ﬁ
D

Esercizio 3. (10 punti)

Si consideri il sistema di equazioni differenziali

’:"? {m’x(.‘}a}aﬁﬁmy

v o= —(3— )z + (o — 4y
a) Studiare la stabilith della soluzione nulla al variare di & ¢ R.
b} Determinare tutti i valori di v per cui esistono soluzioni costanti non identicamente nulle.
¢} Posto ar = 3, risolvere il sistema.

d) Siponga o= % Dire, motivando opportunamente, se la seguente affermazione & vera o falsa:
se (x(t),y(t)) & una qualsiasi soluzione del sistema, allora la funzione ~{t) = e'/2 (x(¢), y(z))

¢ litnitata.

Svolgimento

a) La matrice dei coefficienti &
3—w i
4= (Lo "op ate)
Per studiare la stabilitd della soluzione nulla caleoliamo gli autovalori di 4. Si ha che

o |
S 1 =B a-Ma—4-NEB-a =N+ A ra -3

det(A=AD =12 02 aoaon

Ne segue che

—14+/13 — 4o

det(A-A}) =0 <= N+lta-3=0 <= Ay= 5
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6 Esame scritto di Analisi Matematica I del 14 gennaio 2008

L’integrale generale del sistema lineare & dato da

_ 1y 1 “tig
X)) =crmetdeamn =g (71)(3 ‘e (O) - (01_681 fr@) , e, e R

d) Per o = %13, allora la matrice A ha un unico autovalore A = ~% di molteplicith algebrica. 2.

Poiche la matrice A non & diagonale, allora l'integrale generale & dato da
X(t) = (2(t), y(t)) = crvy e 2+ oaltwy +vg) e Y% = 1 2eyn, + ot +u)l, a,aek,

dove v & un autovettore associato a A e ve & un autovettore generalizzato associato a A e vy,

Quindi la funzione v(£) = et (x(f), y(x)) &
Y1) = et? (x(t), y(x)) = e? e M2 eruy + ealtey + va)l = crvn + exltvr +wv2),  ep, 02 € R,

Poiche per t — +o0, se ¢z # 0, almeno una delle due componenti di v & illimitata, ne segue
che v ¢ illimitata. Quindi Iaffermazione “se (@(t), y(£}) & una qualsiasi soluzione del sistema,

allora la funzione v(t) = /2 (2(t), y(z)) & limitata” & falsa.
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POLITECNICO DI TORINO

) o
Nl S
I Facolta di Ingegneria, Ingegneria civile {AA-ZZ) e Ingegneria per l'ambiente e il territorio (AA-LZ}

S
i

un periode (con dimostrazione). Coefficienti e serie di Fourier per funzioni R ; loro proprieta in caso
di simmetrie (con dimostrazione). ‘ .
Teorema di convergenza quadratica; identitad di Parseval (con dimostrazione) e lemma di Riemann-
. Lebesgue (con dimostrazione)., Teorema di canvergenza puntuale, funzione regolarizzata. Teoremi di.
convergenza uniforme.
Generalizzazioni: sviluppo in serie trigoncmetrica su un intervallo compatto qualsiasi tramite
prolungamento periodico, sviluppo in serie di soli coseni o seni tramite parificazione o disparificazione. |
Teorema di derivabilits termine a termine, <enni sulle serie di Fourier in forma complessa e sulla
caratterizzazione el polinomi di Fourier come minimizzanti la distanza quadratica. e )
Sy W ¥y ST B

Funzioni di pili variabili o vettoriali _ |
Richiami su: spazio R", campi scalari {grafico, immagine, continuitd, derivabilitd parziale, gradiente,

derivate successive, matrice hessiana, classi ¥, teorema di Schwarz), funzioni vettoriali (funzioni ;
componenti, rappresentazione di campi vettoriali, continuitd e derivabilith per componenti, matrice /
jacobiana, classi ), regola della catena. s

- Elementi di topologia in R" ~ Distanza e intorni sferici, Punti interni, esterni e di frontiera. Interng,
frontiera, chiusura ed esterno di un insieme. Insiemi aperti, chiusi, limitati; compatti, convessi, stellati.
Insiemi connessi e regioni. Aperti semplicemente connessi,

Elementi di geometria delle curve e delle superfici - Rappresentazioni cartesiane e parametriche di |

curve e superfici (nel piano e nello spazio), insiemi di livello. Caso particolare dei grafici:
parametrizzazioni standard, test delle rette, elementi tangenti. Punti regolari di curve e superfici (nel
piano e nella spazio), varieta regolari. ' ,

Altri elementi sono descritti nelle parti sulle funzioni implicite e sugl integrali curvilinei e superficiali.

Funzioni implicite ~ Teorema o Dini in P? a¢ & (con dinostrazione delle formule sulic derivate).
Controesempi di punti regolari senza ipotesi di Dini. Ortogonalith tra gradiente e curve/superfici di
fivello ed equazione dei loro elementi tangenti (con dimostrazione nel caso delle curve). Cenno al caso

delle curve cartesiane nello spazio.

Ottimizzazione —~ Definizioni di estremi e punti di estremo (relativi, assoluti, liberi, vincolati). Teoremi
sui punti di estremo vincolati ad insiemi aperti, grafici, parametrici e cartesiani, metodo dei
roltiplicatori di Lagrange per vincoli scalari (con dimostrazione) e vettoriali. Teorema di Weierstrass e
ricerca di punti di estremo assoluto. Vincoli generici.

Integrazione multipla - Misura secondo Peano-Jordan, classi di insiemi quadrabili ed esempio di |
insieme non quadrabile, insiemi trascurabili, proprieta della misura. Integrazione doppia su insiemi =~
quadrabili (nel dettaglio) e formula integrale per il calcolo di aree (con dimostrazione). Significato
~geometrico dell'integrale doppio. Integrazione tripla su insiemi quadrabili (cenno) e formula integrale

per il calcolo di volumi. Classi di funzioni integrabili ed esempio di funzione non integrabile {funzione

di Dirichlet). Proprieta dell'integrale multiplo. Significato fisico-probabilistico dell‘integrale.

Calcolo di integrali doppi: teorema di riduzione a due integrazioni semplici; teorema di integrazione
mediante cambiamento di variabili, coordinate polari ed ellittiche.

Calcolo di integrali triphi: teoremi di riduzione per fili e per strati; teorema di integrazione mediante
cambiamento di variabili, coordinate sferiche e cilindriche.

Baricentro e momenti di inerzia. Primo teorema di Guldino. ;

Integrazione curvilinea — Curve parametriche: parametrizzazioni e parametrizzazioni semplici,
regolarita di punti e retta tangente, vettore tangente relativo ad una parametrizzazione,

Archi: definizioni di arco, arco semplice, arco chiuso e arco aperto, estremi di un arco, arco regolare;
teorema di Jordan; archi regolari a tratti. Orientamento di archi: verso di percorrenza e campo
continuo di versori tangenti per archi regolari, parametrizzazioni concordi e discordi; estensione ad
archi regolari a tratti tramite orientamenti compatibili.
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POLITECNICO DI TORINO

I Facolta di Ingegneria, Ingegneria civile {AA-ZZ) e Ingegneria per 'ambiente e if territorio (AA-LZ)

Sistemi piani completi a coefficienti costanti: principio di sovrapposzz;one ed esistenza di una soluzione
particolare per termini noti con struttura speciale.

Sistemi autonomi piani - Definizione di sistema autonomo. Proprieta di tempo-invarianza (con
dimostrazione). Spazio delle fasi e sua partizione in orbite. Ritratti di fase.

Punti di equilibric: definizione e caratterizzazione in termini di soluzioni costanti (con dimostrazione);
convergenza ad equilibri di soluzioni convergenti; condizioni di esistenza di equilibri non nulli per
sistemi lineari (con dimostrazione).

Stabilita alla Liapunov per punti di equilibrio: definizioni di stabilith, attrattivitd, stabilitd asintotica e
instabilitd; teorema di stabilita lineare e principio di stabilita {inearizzata.
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