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I Facolté di Ingegneria  A.A. 2006-2007
CORSO DI GEOMETRIA - prof. R. Camerlo

ESERCIZI PROPOSTI - Esercitazione 2

Spazi Vettoriali e Sottospazi, Sistemi di Generatori, Basi, Dimensione

Esercizio 1. In R? si definiscono le seguenti operazioni:

somma: (z,y) + (&',¢) = (z+ 2",y + )
prodotto: a(z,y) = (z|al,ylal)-

Si dimostri che, con questa somma e questo prodotio, R? non & uno spazio vettoriale.
Fare lo stesso con le seguenti operazioni

somma: (z,y) + (z/,1) = (z — 2/,y — V)
prodotto: a{z,y) = (az, ay).

Esercizio 2. Verificare se il sottoinsieme W C R3 dove W = {(z,y,2) eR3
& un sottospazio di R3,

:c—yzO,y+z:0}

Esercizio 3. Verificare sc il sottoinsieme W C R® dove W = {(z,y,2) € R
sottospazio di R3.

x+y+z:2} & un

Esercizio 4. Verificare se il sottoinsieme W C R*® dove W = {(z,4,2) € R}z €2} & wn
sottospazio di R3.

Esercizio 5. Sia V il sottoiusieme di Ro[X] (si verifichi che si tratta di uno spazio vettoriale)
costituito dai polinomi di grado minore o uguale a 2 che si annullano per z = 3. Dimostrare che &
un sottospazio vettoriale. '

“Esercizio 6. In R3 si considerino i seguenti sottoinsiemi:
V= {(@,9,2): 2 +y -z =0}

W ={(z,y,2):z+y+2z=0}
T={(z,y,2):e+y=0,2+2=0}

a) Verificare che V, W, T sono sottospazi;

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 3 di 162



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 5 di 162

(i) Vi

(i) Vo
7 (i) V4NV
() Vi + V2,

Esercizio 14. Dire se i polinomi
X —X2% 24X, 1+ X3, 4X
formano una base per R3[X].
Esercizio 15. Siano wi, wg, wz € R?; dire se ciascuna delle seguenti affermazione & vera o falsa
giustificando la risposta:
(i) se w1, wsz, w3 sono linearmente indipendenti esiste una base di R* che li contiene;
e (ii) esiste sempre una base di R? che contiene wr;
k (iii) se {wi,wa} & un insieme libero allora {w; + w3, wo, w3} & ancora libero per ogni ws € R%;

(iv) la dimensione d di L(wj, wa, w3) soddisfa 0 < d < 3.

Esercizio 16. In R? si consideri il sottospazio S = L(v1,va,v3,v4) dove vi = (1,0,1,1),vo =
0,1,-1,2),va = (2,1,1,4),v4 = (1,2,-1,5). Si trovi una base di S e si calcolino le componenti
di w=(1,1,1,1) rispetto a tale base.

Esercizio 17. Sono dati i seguenti vettori di R? :

oy vi=(1,2,3), vo = (=1,1,1), va3 = (0,3,k), va = (=1,k,5), v5 = (—1,10,13).

Trovare una base di L(vy,...,vs) al variare di k.

Esercizio 18.
1) Si trovi la dimensione di C? come R~spazio e come C—spazio.

2) Nel C—spazio vettoriale C3 si consideri il sottospazio V generato dai vettori vy = (1,1, -1),
vo = (4,42,4%). Si calcoli la dimensione di V. Si calcoli la dimensione dell’ R—spazio generato

da vy e vo. Si risponda alle stesse domande sostituendo v con ug = (4,42, 1).

Esercizio 19. In R? si considerino i vettori vi = (1,1,1,1), vy = (1,0,0,1),v3 = (0,0,1,1),v4 =
(1,1,0,-1),vs = (0,1,0,0). Si provi che la somma L(vi,va) + L(vs,v4) ¢ diretta e se ne trovi
una base. Si provi che vy, ve, vy sono linearmente indipendenti e si completi il loro insieme ad una
base di R?, '

Esercizio 20, In RS si consideri il sottoinsieme V = {(z1, 2, 23, 24, x5) 1 2x1 — 23 = 0,22 + 224 + 25 = 0} .
Si verifichi che V' & un sottospazio e se ne calcoli la dimensione.
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appartiene ad A perche non si pud scrivere nella forma (u/, (v')?, 4/ +v') con v/, v’ € R; infatti se
prendiamo u' = A-u,v’ = A-v risulta che la seconda componente & uguale a A-u? # (u/)? = (A u)?
e dunque neanche la terza condizione verificata.

Esercizio 10. Dimostrare che ogni spazio vettoriale su C si pud pensare come spazio vettoriale
su R restringendo l'operazione di prodotto alle coppie (numero reale, vettore).
ATT: l'affermazione non & vera se si scambiano R e C.

Risoluzione. Sia V un C-spazio vettoriale quindi su V sono definite due operazioni +
(somma fra elementi di V) e - (prodotto fra numeri complessi ed elementi di V') per cui valgono
le seguenti proprieta:

S.1 per qualsiasi v,w,z € V, (v+w) +z=v+ (W +z);
S.2 esiste il vettore nullo di V, 0, tale che 0 + v =v +0 =0 per ogni v e V;
| 5.3 per ogni v € V esiste un vettore v’ tale che v+ v/ =v/ + v = 0;
= S.4 per qualsiasiv,w eV, v+ w=w+v;
! P.l¢ per ogni v €V e per ogni a,beC r‘isulta a-(b-v)=(ab)v;
P.2¢ perogni v eV risulta 1g - v =v;
: D.1¢ perognia,be CeogniveVsiha(a+bd)-v=a-v+b-v;

D.2¢ perogniv,we Veogniae Crisultaa-(v+w)=a-v+a -w.

Consideriamo V con la stessa somma e come prodotto consideriamo lo stesso prodotto ma ristretto
al soli numeri reali. Facciamo vedere che V con queste operazioni € un R-spazio vettoriale. Dob-
biamo dimostrare che valgono le proprieta dalla S.1 alla 5.4 e le proprietad P.1g, P.2g, D.1g, D.2g.
Per quel che riguarda le proprieta dalla S.1 alla S.4, esse non fanno intervenire gli scalari e quindi
non sono toccate dal cambiamento operato e quindi continuano a valere. Per quel che riguarda
- le proprieta P.1g, P.2r, D.1g, D.2g esse valgono perché i numeri reali non sono che particolari nu-
[,, meri complessi e quindi se le proprieta P.1 ~ P.2 — D.1 — D.2 valevano per ogni numero complesso
varranno in particolare per ogni numero reale.
ATT. Non & vero invece che se V & un R-spazio vettoriale allora esso & un C-spazio vettoriale:
infatti se V' & un R-spazio vettoriale significa che in V sono state definite un’operazione di som-
ma (che a due vettori di V associa un altro elemento di V') e un’operazione di prodotto (che ad
\ un numero reale e ad un vettore di V associa un altro vettore di V') rispetto alle quali V' & uno
« spazio vettoriale. Ora Poperazione di prodotto & definita solo sui numeri reali e non sappiamo
[ } come definirla in generale sui numeri complessi e quindi non possiamo neanche parlare di C-spazio
vettoriale perché non sono neppure definite due operazioni.

Esercizio 12. I vettori v1 = (1,2,0),ve = (1,0,1),vs = (2,1,1),v4 = (0,1,0) di R3:
a) generano R3? ‘
b) sono linearmente indipendenti?

¢) formano una base di R3?
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Esercizio 14. Dire se i polinomi
X—X?% —24X, 14+X3 4X

formano una base per R3[X].

Risoluzione. L’insieme dei polinomi con coefficienti in R di grado minore o uguale a 3 (che
indichiamo con R3[X]) costituiscono un R-spazio vettoriale con la somma e il prodotto per uno
scalare usuali. Sappiamo che R3[X] = {a+bX +cX?+dX>: a,b, ¢, d € B} e quindi sappiamo che

ogni polinomio con coefficienti in R di grado minore o uguale a 3 si scrive in maniera unica come

combinazione lineare dei polinomi 1, X, X2, X3, questo si esprime in altro modo affermando che

7 i polinomi {1, X, X2, X3} formano una base per lo spazio vettoriale R3[X]. Quindi ogni base di
; R3[X] dovra essere formata da 4 elementi.
Per controllare che i 4 polinomi che l’esercizio ci indica costituiscono o meno una base per lo spazio
& sufficiente controllare se essi sono linearmente indipendenti.
Prendiamo una combinazione lineare dei 4 polinomi e la uguagliamo a 0 (il polinomio nullo) che & il
vettore nullo dello spazio vettoriale R3[X1. Se 'unico modo per cui 'uguaglianza venga verificata &
prendere tutti gli scalari uguali a 0 allora i 4 polinomi saranno l.i. e quindi costituiranno una base
per lo spazio. Sia a(X — X2) +b(=2+ X) + ¢(1 + X?) + d(4X) con a,b,¢,d € R una combinazione
lineare dei 4 polinomi. Poniamo

a(X = X3 4+ b(=2+ X) + (1 + X?) + d(4X) = 0,
J X ZaX? 4 (a4 b+4d)X — 2+ c=0.

11 polinomio ¢X3 — aX? + (a + b + 4bd)X — 2b + ¢ & uguale al polinomio nullo solo se tutti i suoi
- coeflicienti sono nulli quindi solo se sono verificate le

c=0 c= c=20
—a=10 . a= a=0
a+b-+4d=0 b+4d=0 d=0
-2b+c¢c=0 -2b=0 b=0

, Percio 'unico modo per cui 'uguaglianza e verificata ¢ prendere tutti gli scalari uguali a 0 e dunque
i 4 polinomi sono Li.

Esercizio 15. Siano wi, ws, w3 € R%: dire se ciascuna delle seguenti affermazione & vera o falsa
: 3 3 3
giustificando la risposta: '

(i) se w1, ws, w3 sono linearmente indipendenti esiste una base di R* che li contiene; < '
. . - . ‘Jﬁljl)
(ii) esiste sempre una base di R* che contiene wy; ¢ '*
(iii) se {w1, w2} & un insieme libero allora {w1 + w3, wa, w3} & ancora libero per ogni ws € R g ) )

)
(iv) la dimensione d di L(wi, wg, ws) soddisfa 0 < d < 3.

Risoluzione.

(i) Vero. Completare tramite elementi della base canonica e trovare base con metodo degli scarti
successivi.
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I Facolta di Ingegneria A.A. 2006-2007
CORSO DI GEOMETRIA - prof. R. Camerlo

ESERCIZI PROPOSTI - Esercitazione 3

Matrici e loro operazioni

Esercizio 1. Tra le seguenti matrici, eseguire tutti i prodotti possibili:

‘ t)
ey 1 2 -1 1 A O \‘ /’/A\
A={0 1 1 C=| 2 o A O
-1 0 1 —L A2
0 -5
p=@©11 E=(*%  r={4 2

Esercizio 2. Data la matrice

11 -
A=10 2 1/2
0, -2 -1

calcolare A2 — 4 + I3.

Esercizio 3. Dire quali delle seguenti condizioni su

(- 2)
c d
determinano un sottospazio di R*2:

(i) a=1

(i) a+d=0

(ili) ad —bc=0

(iv) b=c

(v) b=—c.
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Esercizio 11. Ridurre per righe la matrice

A:

o O e
O = o
_ oo

e calcolarne il rango.

Esercizio 12. Stabilire per quali valori di h la seguente matrice ha rango 0, 1, 2, 3:

1
A=1{2
1

+ > o

10
2 h
1 2h

1+4+h

Esercizio 13. Studiare il rango della matrice seguente al variare di k in IR:

Lk -1 2
- ‘ A=|2 2 -2 2%
1 1 -k 2k

Esercizio 14. Dire se ¢ vero o falso: la matrice

12 1
. A= (2 4 h)
| ha rango 2 per ogni h complesso.

Esercizio 15. In IR* sono dati i vettori

vi = (1,0,0,1)
vy =(2,0,0,1)
vs = (4,0,0,3)
w1 = (1,2,0,0)
ws = (1,1,0,0)

e i sottospazi V = L(vy, vy, v3) e W = L(wi, wa).

(a) Trovare una base B del sottospazio V + W
(b) V +W =R*?
(c) La somma V + W ¢ diretta?

(d) V NW contiene qualche vettore non nullo?

Esercizio 16. Si trovi la dimensione del sottospazio vettoriale V di IR* generato da v = (1,0,0, 1),
w=(0,1,1,0), z = (2,2,3,3).
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I Facolta di Ingegneria  A.A. 2006-2007
CORSO DI GEOMETRIA - prof. R. Camerlo

ESERCIZI PROPOSTI - Esercitazione 4

Sistemi lineari

Esercizio 1. Stabilire se il seguente sistema in z,y,2 & 1'isolubile In caso affermativo trovare

tutte le soluzioni: \ )“5‘7\"5“1_ Ef'_):; ) Li(B)=2

3z+y—2=0 1; ’i 2 0% PR

z+y—3z2=-5 P ) )
c+y=1 k() #FK(A “ﬂ N R

Esercizio 2. Stabilire se il seguente sistema nelle incognite z,y, z, ¢ e risolubile. In caso affermativo

trovare tutte le soluzioni: {,§ ix ‘2& AlA )\h«»‘)\;,\ [% A2 ﬁ)m‘\‘ﬁ)% v, }2/% L/k)/ll
2o t+y—z4+t=1 MOAO ) —‘———)\A.OA,O ,l) > 4020)0

z+y+22+t=2 rikia= \-:»\-::(A\nu n.égé,mlgvte

3xevrrgakey (g R EOY IRV
z4+z=1 Pty é.:(%,f 761 fzx‘h)& f‘ 4;: gﬁ}
-, '2'6 >0 7(-—2{ \ 3 &

Trovare tre solumonl distinte del sistema. Quante soluzioni ha questo sistema?

ot 2o ogt oA adantio ne
Esercizio 3. Stabilire se il seguente sistema in z,y, 2 & risolubile. In caso affermativo trovare
tutte le soluzioni:
z—3y+2=0
y+2z2=1
2z — by + 4z =2.

Esercizio 4. Usando il teorema di Rouche-Capelli, stabilir

e per quah valori reali di m il seguent
YR A A2
sistema & risolubile: (\f E }\\ ) 2 R’ w ﬁ‘ \Jg 74 (%/ {o AP
T+y+2:=1 \3oeim Aro } \oz
4 “J X \ .
T+ +4r=1 oAz VA(A)=2 =
N ) t ) /W‘" ru/.-mi,{,u%

T+ 3y +62=m.
y C o A sdisione

Esercizio 5. Costruire un sistema lineare di 5 equamonl in 4 1ncogmte avente:

a) ool soluzioni;;

b) oo? soluzioni;
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ha come base dello spazio delle soluzioni ((1,1,0), (1,0,1)).

Esercizio 13. Verificare che per a = —1 il sistema

xt+y—z=1
—zr+z=1
z+{d—-Dy+az=0

¢ incompatibile. Trovare la soluzione per a = 0.

Esercizio 14. Si discuta al variare del parametro complesso h il sistema lineare A, X = B, dove

h O h 4
Ap=10 0 i e B=1{i
11 -1 0

Esercizio 15. Si determini se esistono valori del parametro complesso h tali che la matrice

A i b0
Tt Av=20 2 2
00 —i

sia invertibile. Scelto uno di tali valori, se ne calcoli I'inversa.

Esercizio 16. Si determini se esistono valori del parametro complesso h tali che la matrice

i h i
Ap=12 2 2
-1 0 —i

abbia rango 2. Scelto uno di tali valori, si risolva il sistema omogeneo ApX = 0.

Esercizio 17. Discutere (8enza risolvere) il seguente sistema lineare al variare del parametro reale
A E A RS S }
200+ Dz +3y+ Az =2 +4 PES

AA-Dz+A+y+CA-1)z=2x+2
BGA—z+ A+ 1Dy+BA—-4)z=A—-1

Esercizio 18. Calcolare il determinante delle seguenti matrici:

1 2 3 0 t41l t+2 t43 1 2110
1 -2 -2 0 . 2 0 0 01
. A= B= 1 2 3 C =
1 -3 4 -1 1—9f 2_92t 3—3t 01120
0 1 2 3 ‘ 1 2110
X Vo LT,
1A = AR o BhERE
Esercizio 19. Trovare i valori di A € IR per cui
Al -1
} A=l0 2 1
01 A
3
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/\7 ‘(&,‘;L{\ﬂ,b QL)-’}
Esercizio 27. Date le seguenti matrici N pisundo
1 1 2 1 0 ())\"(%Pcf)’\m"tc LU s By ‘{%"““9" GE"\.(‘;(}'
TN T D e g
A= R 1 2 B=1]2 1 Puantol, H!-r{}; o
h—1 0 0 1 1) a4)iovo & pighne e

discutere e risolvere al variare di h ’equazione matriciale AX = B.

Esercizio 28. Verificare che le equazioni matriciali AX = B, XA = B con

1 3 4
A=|1 4 3
0 01
e
1 00
B={0 2 0
010

sono risolubili entrambe con soluzioni rispettivamente Xy ed X3 uniche e con X; # Xo.
Esercizio 29. Verificare che la matrice
1 2
A=1]10 1 1
10
& un divisore di 0 in R%3 ciod X £ 0 tale che AX = 0.

Esercizio 30. Risolvere le seguenti equazioni matriciali: AXA™' =1, AXA™! = A con

72 e™ 2
A=|0 7+1 3
0 0 1

Esercizio 31. Discutere il sistema seguente, pensando &k prima come parametro reale e poi come

parametro complesso SN NP
e ¥ e K VN e (773& /y
2¢+ ky=0 ( W )) Y- R VB TG
kx — 2y =0 \/\ \ﬁ() e k\’ rzw
\ p"ﬁ‘% (]
5
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Piu precisamente, un prodotto scalare su V¢ una forma bilineare simmetrica, che associa a due

vettori v e w di ¥ uno scalare in K, generalmente indicato con {'U: w) Spesso alcuni autori
richiedono anche che il campo K sia quello dei numeri reali e che la forma sia definita positiva, cioé
che

per ogni v diverso da zero. Per rimanere nella pill ampia generalita, scegliamo di non assumere
questa ipotesi nella definizione di prodotto scalare.

Riassumendo, un prodotto scalare & un operatore binario che verifica le seguenti condizioni per v,
w, u vettori arbitrari e k elemento del campo K arbitrario:

y 3 g K
2. (et w = {v,u) + (w,u)
s, (e w) = ke, w)

Le precedenti richieste implicano anche le seguenti proprieta:

. e tu) = (vwh + (v u)
(v, kw) = k{v,w)
(0,0) =0

A+0=0+4 =4 (la matrice nulla & I'elemento neutro della somma)
A+ (—A) =0 (esistenza di un inverso per la somma)

(A +B)+ C=A4+(B+ C) (proprieta associativa della somma)

A+ B= B+ A (proprietd commutativa della somma)

(AB)C = A(BC) (proprieta associativa del prodotto)

(4 + BYC = AC + BC (proprieta distributiva)

C(4 + B) = CA + CB (proprieta distributiva)

Nk wbo =
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[ Ao Do s)ﬁ;ﬁfs’}%ﬁm
YA MR N s o -
RS ’ a. si consideri 'endomorfismo f;, di R® associato ad Ap, rispetto alla base canonica e si trovi

una base del nucleo di f;, e una base dell’immagine di fp, per ogni h reale;

pudlont gtk

QCRinE0e B

e O)‘)), A b. si determinino gli eventuali valori del parametro reale h in corrispondenza dei quali il vettore

- (2,2,2) ha infinite controimmagini. elCetvo po h=O A=A AX- w2 Thouy
20 OOm\’\“/\m.w.m,m@;ag\m .

Esercizio 8. Si consideri I’applicazione lineare

f:R3—>R3

definita da f(z,y,2) = (z + hz,y + hz,2h2). Si stabilisca per quali » € R tale applicazione &
~ iniettiva, suriettiva, biiettiva.

Esercizio 9. Siano f:R?® - R? e g : R? — R? le due applicazioni lineari
o) = @ ot -2)
; g(s,t) = (3s —t,3t — s,8)
('1)‘ Calcolare h(z,y,2) =g of L o (&q@ QUL %To(«%
(i) Calcolando le matrici M(f), M(g), M(h) verificare che M(lfz) = M(g)M(f).
(iii) Sia v = (0,1,—1) € R3. Dire se v appartiene a: Im(f), Im(g), Im(h).
Esercizio 10. Dati v; = (1,-2,0,4), vo = (-1,1,1,0), v3 = (—1,0,2,4), dimostrare che v3 €

L(v1,v2). In ciascuno dei seguenti casi, dire se esiste un’a.l. f : R* — R? con le proprieta
enunciate:

(i) f(v1) = f(v2) = f(v3) =0 e f non nulla
(i) f(v1) = f(v2) =0e f(v3) #0
(i) (1) £0 ¢ £(vs) =0

Esciarcizio’ 11. Provare che, nell’insieme degli endqmorﬁsmi di R?
a. non esiste alcun elemento f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,3) = (3,4), £(3,4) = (1,1);
b. esiste uno ed un solo elemento f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,3) = (3,4);
¢. esistono infiniti elementi f per cui f(1,2) = (2,3); k
d. esiste uno ed un solo elemento f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,3) = (3,4), £(3,3) = (3,3);

e. esistono infiniti elementi f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,4) = (4,6).

Esercizio 12. Sia f : R»? — R?? data da f(X) = AX — X4, dove A = (; :g) 7

a. verificare che f & lineare;

~Gom ¢ ARl cow Q{;M E?@ri coLouL e £ 7&799\0-‘(@’@ 2}{;\“ AX~XA
oﬂ&k@oz\ cdolir € O AX W-\o:»ug O Lo paol e
- udateo & Vicbo 02 PAULoUL £ veds feo §
: 2

b. trovarne il nucleo;
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b. posto a = (1,1,1) e b = (1,0,-1) calcolare la matrice associata ad f rispetto alla base
(i,j,k). Completare a ad una base B di V e determinare M ;3; '

c. trovare ker f e Im(f).

Esercizio 18. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado < 3 con base
(1,z,2%,2%). Si consideri 'applicazione lineare f da V' in V definita dalla seguente espressione:

v dv
f) == de? ~ Ydz

. Calcolare f(v) dove v =2 = 2 — 42 + 23

®

b. trovare, nella base indicata, la matrice associata ad f;
c. trovare ker f e Im(f?);

d. trovare f~1(v) dove v = 2z + 323,

e. trovare f71(v) dove v = 14z + z2.

Esercizio 19. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi a coeflicienti reali di grado < 3 con base
(1,z,2%,2%). Si consideri I’applicazione lineare f da V in V definita dalla seguente espressione:

fwy=z— ——= [ vdx.
a. Trovare nucleo e immagine di f;

b. trovare, nella base indicata, la matrice associata ad f;

c. trovare il rango di M.

Esercizio 20. Siano E ed F due spazi vettoriali :rea,li di dimensione 4 e 3 rispettivamente,
(v1,va,vs,v4) una base di E ed (wi,ws,ws3) una base di F. Sia ¢ P’applicazione lineare di E
in F definito dalle equazioni :
o(vi) = w1+ wy
p(v2) = W1 — Wa + W3
p(vs) = wa

; o(vy) = w1+ wa.

Determinare ker(y) ed Im(p).

Esercizio 21. Verificare che B = (b1, b2,b3) con ‘
b1 =(17070) by = (1a3: _5) by = (3’210)
e F'= (f1, f2, f3) con - '

A=00,21)  fo=00,12)  fs=(1,35)

sono due basi di R®. Trovare la matv,ricei di cambio base da Bad F.

Esercizio 22. Siano E uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, B = (v1,Vvs, v3) una base di
E e B’ = (w1, Wy, w3) un’altra sua base con: "

W1 = V1 +2Ve + V3, Wy = V] + Tvy + 4vs, W3 = —Vi+V2+V3.
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I Facolta di Ingegneria A.A. 2006-2007
CORSO DI GEOMETRIA - prof. R. Camerlo

ESERCIZI PROPOSTI - Esercitazione 6
Diagonalizzazione, autovalori e autovettori

Drogowalet @‘r)ﬂL@, o

D boto & ustunce ook Sustiod

Trouaie. el owdkoalont be @W,me

alone a8 cmastvte. ¢ ds et AN,
) ter, o8 LW ow\tb'\,@‘ome Thao Ba VoWRlilY Cobore
e { o Mffo/) 'x? fanonam> porT@ ALl
wdopnmne. dellde o S POVICPQID
- 10 3 ’
Esercizio 1. Si considerila matrice A= |0 3 0 | . Determinare gli autovalori con le rispettive
3.0 1/ C"%SL%\ a-A Y] oL (e “(’1'*7*‘39
molteplicita e gli autovettori di A; provare se & diagonalizzabile. A
A=3 ts
10 1
Esercizio 2. Verificare che A= |0 2 3 | & diagonalizzabile, scrivere una matrice diagonale
‘ 0- 0 -2 ‘
D simile ad A e determinare una matrice invertibile P tale che D = P~1AP,
‘ 1 a a
- Esercizio 3. Determinare il valore del parametro reale a tale che la matrice A= -1 1 -1
' ‘ 1 0 2

sia diagonalizzabile.

Esercizio 4. Sia ¢ : R?2 — R? I'applicazione lineare definita da,

(A-A) AT (45 ) R DT

AL E /( +2
go(:l:,y)=(:€—y,2x—y) /1 AY

Stabilire se ¢ & semplice. -In caso affermativo trovare una base di R? formata da autovettori.
Ripetere I’esercizio nel caso in cui ¢ : C? — C2.

Esercizio 5. Consideriamo, nello spazio vettoriale R? riferito ad una base ortonormale (vi,v2)
un endomorfismo f di matrice A = (Z a) . Determinare gli autovalori e gli autovettori della

matrice A e dimostrare che essa & diagonalizzabile.

Esercizio 6. Sia ¢ l'endomorfismo dello spazio vettoriale reale R? la cui matrice, rispetto alla

2 1 0
base canonica (vq,va,v3) diR3, e M = [0 —1 -1 [ . Determinare gli autovalori e gli autospazi
k 2 2 1

di ¢ e verificare che M non & diagonalizzabile.

Esercizio 7. Provare che le seguenti matrici A e B hanno autovalori reali, mentre non ne ha la

1 -1 1 -1
lorosomma.A—(l 4) B—‘ (1 _2).
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Esercizio 15. Sia ¢ € € una radice non reale dell’equazione z* = 1 e sia

't 6 -3 2
_l0o¢ 1 1
A"oo@s
o0 o ¢

Calcolare A12.

Esercizio 16. Scrivere una matrice A € R%3, non dla,gonahazablle che abbla come polinomio
caratteristico #® + 3t2.

Esercizio 17. Scrivere due matrici 4 x 4 a elementi reali con lo stesso polinomio caratteristico,
una diagonalizzabile e l’altra no.

Esercizio 18. .Sono dati i sottospazi di R3 : V} = {(z,y,2) 1z +y +2 =0},Va = {(2,9,2) : ¢ =
t,y = 2t,z = kt}. Per quali valori di k esiste un endomorfismo di R? avente Vi come autospazio
relativo all’autovalore 4 e Vo come autospazio relativo all’autovalore -17 Fissato uno di tali k,
trovare il corrispondente endomorfismo.

Esercizio 19. In R® si considerino i vettori vi = (1,1,1),ve = (1,0, -1) e vs = (k,2,2). Studiare,
al variare di k, lesistenza di endomorfismi soddisfacenti queste condizioni:

a) vi e vg sono autovettori relativi all’autovalore 1 e v3 & autovettore relativo all’autovalore 2;

)
b) vi e v3 sono autovettori relativi all’autovalore 1 ed f non & iniettivo;
¢) vi e v3 sono autovettori relativi all’autovalore 1 e dimIm(f) = 1;

)

d) vi e v sono autovettori relativi all’autovalore 1.

Esercizio 20. Costruire gli endomorfismi- f di R3 soddisfacenti queste condizioni:

a) ker f = {(z,y,2) : x = t,y = 2t,2z = t},v1 = (1,1,1) & autovettore relativo a A = —1,vy =
(2,3,0) ¢ autovettore relativoa A =3; o '

b) ker f = {(z,y,2) :z =t+ 1,y = —t,z =t +2},v;1 e V2 come in a);
¢) come in b) con va = (2,3,2).
Esercizio 21. Si consideri la funzione f : R* — R3 definita in questo modo: f(z,y,2) =

(z+2y+ 2,2z + 4y + hz,3z+ 6y + 3z) dove h & un parametro reale Scegliere la risposta corretta
* fra le seguenti:

a. ker f & un sottospazio di dimensione 1 per ogni scelta di h reale.
b. dimIm(f) =1seh=0
c. 0 & sempre autovalore di f

d. esiste h tale che f & suriettiva.

Esercizio 22.
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I Facolta di Ingegneria  A.A. 2006-2007
CORSO DI GEOMETRIA - prof. R. Camerlo

ESERCIZI PROPOSTI - Esercitazione 7

Forme quadratiche, geometria. nel piano, coniche

" N . 4 -2
Esercizio 1. E’ data la matrice simmetrica reale A = (_2 7 ) .
(i) - Verificare che A ha due autovalori A, p reali e distinti
(ii) Provare che ogni autovettore u € V) & ortogonale ad ogni autovettore v € V.

(iil) Trovare una base ortonormale per IR? formata da autovettori di A

(iv) Determinare una matrice @ invertibile tale che Q~1AQ = (6\ 2)

(v) Determinare una matrice P tale che ‘PAP = (g‘ 2)

Esercizio 2. Scrivere la forma quadratica f(z,y) associata alla matrice dell esercizio 1.
(i) Dire se f(z,y) ¢ definita, semidefinita, non definita

(ii) Scrivere una forma canonica g(X,Y) per f(z,y)
(iii) Indicare il cambiamento di variabili (g) =P (J;) che trasforma f(z,y) in g(X,Y)

(iv) Si consideri 1’equazione f(z,y) =1 e sia C la conica corrispondente. Dire se C & un’ellisse,
un “iperbole, una parabola o altro :

(v) Provare che per ottenere un’equazione canonica per C & sufficiente una rotazione del sistema

di riferimento (a:) =P (X)
Y Y

: 4 0 -2
~ Esercizio 3. Sia f(z,y, 2) la forma quadratica associata alla matrice A= 0 -1 0
-2 0 7

(i) Dire se f & definita, semidefinita, non definita
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(iii) trovare 1’equazione della retta mediana della striscia da esse determinata.

Esercizio 11. Sono date lerette r: 2z —y+2=0ed s : £+ y—5 = 0. Si trovino le rette pé,ssanti
per il punto comune ad r e ad s, la cui intersezione con l'asse y disti 5 dall’origine.

Esercizio 12. Sono dati il punto P(1,—2) e laretta r : £ + 3y + 1 = 0. Calcolare le rette uscenti
da P che formano un angolo di 7/6 radianti con r, la retta per P parallela ad r, la retta per P
perpendicolare ad r.

Esercizio 13. Trovare la famiglia di tutte le circonferenze passanti per i punti A(1,1), B(3,—1).
Scrivere 1’equazione del luogo dei loro centri. Determinare 1’equazione delle circonferenze della
famiglia tangenti alla retta x +y+ 1 = 0.

Esercizio 14. Determinare le circonferenze passanti per i punti A(2,—1) e B(2,4) e tangenti
all”asse y, trovando le coordinate del loro punto di tangenza. ' '

Esercizio 15. Trovare 1’equazione della circonferenza tangente alla retta z+y —2 =01in P(1,1)
e passante per Q(2,1). Scrivere le equazioni delle tangenti ad essa condotte da A(5,5).

Esercizio 16. Discutere al variare di h € IR il tipo delle coniche della famiglia F' definita
dall“equazione:
22% + 2zy + hy? — 2c +2hy =0

Esistono in F' delle iperboli equilatere?

Esercizio 17. Studiare la famiglia di coniche z? + 2zy + ty? + 4z — 6y + ¢ = 0 riconoscendo
le coniche degeneri, le parabole, le iperboli, le ellissi (reali e immaginarie). Scrivere le equazioni
canoniche per le coniche corrispondenti a ¢t = 1,¢ = —1,¢ = 2 e disegnarle nel piano zy.

Esercizio 18. Verificare che la conica C 2% — 2zy + 3% +y = 0 & una parabola. Trovarne: il
vertice, 1"asse, la tangente nel vertice, una forma canonica, un cambiamento di riferimento che
realizzi tale riduzione a forma canonica. Trovare 1’equazione di una circonferenza di raggio 1 e
tangente a C nel punto P(—2,—1).

. . . 20 -1,
Esercizio 19. Verificare che il grafico y = ¢ un’iperbole e trovare un’equazione canonica.
T —

Esercizio 20. Scrivere 1’equazione dell “ellisse di centro C'(1,—1), di semiassi a = 3,b = 2, ;Wente
1"asse maggiore sulla retta ¢ + 2y + 1 = 0.

Esercizio 21. Studiare
522 + 6zy + 5y° —dr + 4y —12=0

e darne un grafico qualitativo.

Esercizio 22. Si tracci un grafico qualitativo della conica C y? =2z +y.

2 2

Esercizio 23. Si tracci un grafico qualitativo della conica C z° — 4y* = 2z.

Esercizio 24. E’ vero o falso che la retta r : z = y e la circonferenza C : 22 +y% — 2(z ~y) = 0
sono tangenti?
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I Facolta di Ingegneria. A.A. 2006-2007
CORSO DI GEOMETRIA - prof. R, Camerlo

ESERCIZI PROPOSTI - Esercitazione 9

Geometria dello spazio: circonferenze, coni, cilindri,

Esercizio 1. Dati la retta r: 2 = t,y = ¢,z = 2¢ ed il punto C(1,1, —1) trovare:

a) la sfera di centro C' e tangente ad 7;

b) la circonferenza di centro C e tangente ad 7;

¢) le sfere tangenti ad 7 in A = (1,1, 2) e passanti per C.

Esercizio 2 Veriﬁc%le che le due superficie sferiche : S : 2? + 42 + 22+ 2+ 2y+ 2 = 0 ed
S a4 y? + 224 x4y + 2z = 0 si tagliano lungo una circonferenza C. Provare che esistono due
rette tangenti a C e passanti per A(1,0,—2) e trovarne le equazioni,

Esercizio 8. Provare che non & possibile trovare una superficie sferica che passi per i punti
A(2,0,0), B(1,1,0),C(0,1,1),D(3,—1,0). Provare che esistono infinite sfere passanti per A, B, C,
E(2,-1,1). Giustificare tali risultati esaminando la la posizione dei punti. Scrivere le equazioni
della circonferenza per A, B,C' e trovarne centro, raggio e retta tangente in A.

2 2 0.2 do =0
Esercizio 4. Si trovino centro e raggio della circonferenza C ; Ty ¢
r—y+z=0.
4yt 422 -2 +22-2=0

Esercizio 5. Si trovino centro e raggio della circonferenza C' :
z—y+1=0.

Esercizio 6. Trovare l'equazione della sfera contenente la circonferenza -y di equazione
{S:w2+y2+z2+2m—--2z;14:0
A

e passante per lorigine.
T2 —y+z+8=0 P ¢

Esercizio 7. Trovare I'equazione della sfera contenente la circonferenza «y di equazione

S:w2+y2+z2+2x—2z~71420 . ,
: e avente il centro sul piano a1y — 2 — 1 = 0.
m:2x-y+2+8=0

Esercizio 8. Dati la sfera S : 22 + 32 + 22 — 2y =0ceil piano 7: 2 —y =0
(8> / 1 nf’. e (\/«i) + @’2‘ s {;%E;m) =1
Pl ne ab, celimh

1 X
Y4y oL
2

A
= pbt
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Esercizio 15.

a. Si trovi la sfera S con centro su a : z 4+ 2z = 0 e tangente in P = (1,1,-1) al piano
T —z =2

b. Si trovi il raggio della circonferenza C, intersezione di S con il piano z = —1.

Esercizio 16. Data la sfera S di equazione 22 + y? 4 22 — 22 = 0,
(i) Si trovi la sfera S’ simmetrica di S rispetto al plano 7 : z = y.

(ii) Si proietti perpendicolarmente sul piano zz la circonferenza intersezione di S e di 7.

Esercizio 17.

(i) Sitrovi l'equazione cartesiana del cilindro che proiettalacurva L : z = y? — 422, z4+y+z=1
parallelamente alla retta z = y = —z.

(ii) Si trovino sul cilindro due rette distinte.

Esercizio 18.

(i) Si trovi 'equazione cartesiana del cilindro che proietta la curva L : z — 2y = 2% — 6z = 0
parallelamente al vettore i — 3j.

(if) Si trovino due rette sul cilindro.

Esercizio 19.

(i) Sitrovil'equazione cartesiana del cilindro che proietta la curva L : —2y+2z = 0, 2242y ~2% =
1 parallelamente al vettore i — k.

(i) Si trovi almeno una retta sul cilindro.

Esercizio 20. Data S la sfera di centro C(1,—1,—2) e passante per P(1,0,2) determinare
I'equazione del cono di vertice V(1,0,5) tangente a S.

Esercizio 21. Data S la sfera di centro C(—1,2,0) intersecata dal piano 7 : 22 — 2y +2—-6=0
secondo una circonferenza di raggio 3, scrivere I'equazione del cono di vertice V(—1,2,1) tangente

a s,

Esercizio 22. Data la circonferenza C : {z? +y? + 22 = 4jz — y — 2 = 0},

a) scrivere I'equazione cartesiana del cilindro che la proietta parallelamente alla retta z +y =
z — 2z = 0 e qualle che la proietta perpendicolarmente al piano zy. Determinare la curva C,
proiezione ortogonale di C sul piano zy;

b) scrivere I'equazione cartesiana del cono che la proietta dal punto P(1,2,1). Determinare la
curva C’ proiezione di C da P sul piano zy.
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c)

f)

Per avere co®=1 soluzione & necessario che n — p = 0, ovvero che p = n = 4. Cid vuol dire
che la matrice del sistema deve avere 4 righe 1.i. e una c.l. delle altre. Ad esempio, nel caso
di un sistema lineare non omogeneo,

10 00 a
0100 b
AB=|0010 c
0001 d
111 1|la+b+c+d

Oss: perché il sistema non omogeneo considerato sia risolubile I'ultima riga della matrice
completa A|B devono essere c.l. delle altre quattro, non basta che lo sia la riga della sola
matrice A.

Notiamo come prima cosa che perché il sistema non abbia nessuna soluzione & necessario
che il sistema considerato sia non omogeneo (un sistema lineare omogeneo ammette sempre
almeno la soluzione nulla!). Il Teorema di Rouch&-Capelli ci dice che un sistema in cui
p(A|B) # p(A) non & risolubile. Dunque, un sistema che soddifa tale condizione sara, ad
esempio,

AlB =

oo O O

0
1
0
0
0

oSO oOoOR C o
o OO O
Cto= Q0 o

infatti & facile osservare come p(A) = 4, ma p(A|B) =

Per avere co? soluzioni & necessario che n — p = 4, ovvero che p = p(A) = 0. Cid vuol dire
che il sistema deve essere necessariamente AX = 0 con A la matrice nulla (per quanto senso
possa avere un sistema del genere...).

Per avere co® soluzioni & necessario che n —p = 5, ovvero che p = p(A) = —1. Dal momento
che il rango-di una matrice & un numero positivo, si deduce che non esiste un sistema lineare
di 5 equazioni in 4 incognite che soddisfa tale condizione.

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 43 di 162




© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 45 di 162

' | Esercitazione 4 - Esercizio 7

E’ vero che un sistema lineare omogeneo di 100 equazioni e 50 incognite ha sempre

soluzioni non nulle?

Risoluzione. Un sistema lineare omogeneo & sempre risolubile dal momento che
ammette fra le sue soluzioni almeno quella nulla.
Sia A la matrice dei coeflicienti del sistema: la matrice A risulta avere 100 righe e 50

Sy colonne; sappiamo che il numero di soluzioni ¢ pari a 00" ? dove n =numero di incognite

b
i
i
1
i

e p=rk(A). ll rango di A a sua volta & pari al massimo di righe linearmente indipendenti
che si possono estrarre dalla matrice (per il teorema del rango sappiamo che questo numero
¢ sempre uguale anche al numero di colonne linearmente indipendenti che si possono
estrarre dalla matrice) e dunque il rango della matrice risulterad compreso:fra 0 e 50.
Allora 0 < rk(A) <50 e 50 — 50 < n — rk(A) < 50 — 0 e quindi il numero di soluzioni

0 e 0050'

potra variare fra co
5 Osserviamo che nel caso in cui il rango della matrice dei coeflicienti sia massimo cioe nel
caso in cui rk(A) = 50 si avranno oc’(= 1) soluzioni cio¢ solamente la soluzione nulla;
percio si pud concludere che in generale non & vero che un sistema lineare omogeneo di
100 equazioni e 50 incognite ha sempre soluzioni non nulle.
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Per studiare quante soluzioni ha il sistema & necessario calcolare il rango della matrice A, e
dunque ridurla. Una possibile riduzione & la seguente:

1 1 1 -1 111 -1 111 -1

A=|1 -1 1 1 | Bezfetls 1o g o o | £e2BemR 1o g 9

3 1 3 -1 313 -1 202 0
T O
famRazla 1o o 9
"\ 00 0

) ‘Dunque p = p(A) = 2, n = 4 e concludiamo che il sistema ha co™ P = co? soluzioni. Per
trovare lo spazio delle soluzioni risolviamo il sistema ridotto che ha come matrice associata
5 la matrice che abbiamo ottenuto al termine dell’operazione di riduzione. Otterremo dunque
il seguente sistemas
{LL +y+z—t=0 @)
2z+ 2z =0,

da cui otteniamo z = —x ¢ t = y. Dunque lo spazio delle soluzioni del nostro sistema avra
la seguente espressione '

S = {(z,y, —x,y)|x,y € R}
e una sua base sard
B = {(1> 07 _1) 0)7 (0: 1107 1)}

c) La matrice associata al sistema lineare ha la seguente forma;:

1 -1 —2 1
Av=11 X —2 -
A A 2% =)

Per studiare quante soluzioni ha il sistema ¢ necessario calcolare il rango della matrice A4 al
variare del parametro A. Notiamo innanzitutto che per A = 0 la matrice assume la seguente

forma
1 -1 -2 1
Ag=11 0 -2 0
0 0 0 0

in cui la terza riga si annulla completamente e la matrice risulta gia ridotta per righe. Dungque
in questo caso p = p(A) = 2, n = 4 e il sistema ha co™ P = oo? soluzioni. Per trovare lo
spazio delle soluzioni dovremo risolvere il seguente sistema:

(3)

T—y—22+t=0
z—2z=0,

da cui otteniamo z = 2z e y =t. Dunque lo spazio delle soluzioni del sistema per A = 0 avra
la seguente espressione :

So={(22,y,2,9)ly,2 € R}
e una sua base sard data da B = ((2,0,1,0), (0,1,0,1)).
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Esercitazione 4 - Esercizio 10

Discutere la risolubilita e, se possibile, risolvere i sistemi non omogenei ottenuti da quelli
omogenei dell’esercizio 9 con la seguente scelta di termini noti:

‘ a) (172)
b) (1,2,4) oppure (1,1,1);

¢) (a,b,c) al variare di a,b,c € R.

Risoluzione.

a) La matrice completa associata al sistema lineare non omogeneo ha la seguente forma:

11 11
) A|B_(1 . _3‘2)

-l _ Per studiare se il sistema & risolubile e quante soluzioni ha & necessario calcolare il rango
della matrice A e della matrice A|B. Una possibile riduzione & la seguente:

o 1 1 1|1 Ry—R,—Ry 11 11
A|B_<11—3’2> (00—4‘1)

Si vede che p(A|B) = p(A) = p = 2, n = 3 e quindi concludiamo che il sistema ¢ risolubile ed
ha co™ P = ool soluzioni. Per trovare lo spazio delle soluzioni risolviamo il sistema ridotto
che ha come matrice associata la matrice che abbiamo ottenuto al termine dell’operazione
di riduzione. Otterremo dunque il seguente sistema:

cty+z=1
(1)
—4z =1,
da cui otteniamo z = —1/4 e z = 5/4 — y. Dunque le soluzioni del nostro sistema saranno

tutti i vettori del tipo: {(5/4 —y,y, —1/4)}.

b) La matrice completa associata al sistema lineare non omogeneo nel primo caso ha la seguente

forma:
‘ (11 1o =1
AB=|1 -11 1|2
3 1 3 —-1]|4

“Per studiare se il sistema & risolubile e quante soluzioni ha & necessario calcolare il rango
della matrice A|B e vedere prima di tutto se p(4|B) = p(A). Una possibile riduzione ¢ la
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e quindi il sistema & risolubile se e solo se ¢ = 0 (e avra 0o? soluzioni).

Per A = —1 la matrice completa hala seguente forma
1 -1 -2 1|a
A_4|B= 1 -1"-21|b
-1 -1 -2 1|¢

Riduciamola per calcolarne il rango:

1 -1 -2 1|a 1 -1 -2 1| a
AaB=| 1 -1 —2 1| | E2BBL | 6 0 0 o0lb-a
1 -1 -2 1|c -1 -1 -2 1| ¢
1 -1 2 1] a
BooBstla, 1 g 0 0 0|b-—a
0 -2 —4 2|c+a

e dunque il sistema & risolubile se e solo se a = b (e avrd oo? soluzioni).

Si trovino le soluzioni del sisterma nei tre casi analizzati.

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 53 di 162




© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 55 di 162

Esercitazione 4 - Esercizio 15

Si determini se esistono valori del parametro complesso h tali che la matrice

i h O
Ap=12i 2 2
0 0 —i

sia invertibile, Scelto uno di tali valori, se ne calcoli I'inversa.

Risoluzione. Sappiamo che una matrice quadrata & invertibile se e solo se il suo determi-
nante & diverso da zero e dunque la matrice A, sara invertibile per quei valori di A € C per cui
|Apl # 0. Calcoliamo il determinante di Ay attraverso lo sviluppo di Laplace rispetto all’ultima
riga che presenta due zeri. Si ha
i

— _i(_1)31+3

g 1 = —i(2i - 2hi) = +2 — 2h

e dunque |Ap| =0 se e solo se h = 1.
Pertanto la matrice € invertibile per ogni h € C con h # 1.
Scegliamo un valore qualsiasi di & per cui la matrice ¢ invertibile e calcoliamo 'inversa della ma-

i 0 0
trice; per esempio scegliamo h = 0 e calcoliamo 'inversa di Ag = {2 2 2
0 0 —i
Troviamo
a) [Ao| =2; B
i 2t 0
b) la matrice trasposta di Ag: *Ag= |0 2 0 |;
0 2 —i
c) la matrice dei complementi algebrici di *Ag:
2 0 0 0 0 2
)L+ _qy1+2 _1)1+3
O S R A I 02‘
- ) , -2 0 0
t Aoy = | (cuprr| 20 O [ (Cqyeea| &0 0 | s 20 )0 o)
2 —i 10— 2
' 0 0 2¢
2i 0 i 0 3| ¢ 2
_1)3+1 _1)3+2 _1)3+3
o P G E FA A I .
d) infine 4%
1 1 -2 0 0 - 0 0
AO—1=A—(AO)]-,;:§ -2 1 2| =[-1 1% —
4ol 0 0 2 0 0 i

Si controlli come ulteriore verifica che Ag - Agl = Ay L, Ay =1.
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Esercitazione 4 - Esercizio 21

Si risolva con la regola di Cramer il sistema lineare AX = B dove

1 -2 3 1
A=|1 0 2 B=| 2
1 0 1 3

Risoluzione. Notiamo innanzitutto che la matrice A dei coefficienti del sistema & una ma-
trice invertibile dal momento che |A| = —2(=1)*2(~1) = —2 # 0. Osserviamo che il fatto che il
determinante della matrice sia non nullo significa che la matrice ha rango massimo cioé 3 e che il
sistema avra 1 sola soluzione. La regola di Cramer ci dice che le componenti dell’unica soluzione
(1, T2, x3) si trovano in questo modo:

A Ay As
= —, 9 = T, xr3 = ——
14| A A

x1

dove con A; intendiamo il determinante della matrice ottenuta dalla matrice A sostituendo la
colonna i-esima con la colonna dei termini noti del sistema. Quindi si ha '

1 -2 3
2 0 2 o] 2 2
—92(—1 1+2
3 0 1| AT 1‘_2(2—6)_—8_4
n= 2 B 9 D =
i - A +A ’3 \ .L\
11 3] T .M\”tf IR EN
12 2 A‘g/’*\lw\")‘"%\\w‘ EATS
1 31
e
1 -2 1
B ; 10 2 | 12
_103__2(_1) 13| _2_ |
wETT e T —2 I R
' L’unica soluzione del sistema & quindi (4,0, —1).
" Si noti che dal momento che la matrice A & invertibile si ha che AX = B <= A~1AX =
. A7lB <= X = A~'B e quindi il vettore colonna 0 delle soluzioni si pud trovare anche
-1

come prodotto fra A~! ¢ B: si verifichi.
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Esercitazione 4 - Esercizio 24

Stabilire per quali valori di m il seguente sistema in «,y, 2, ha soluzioni non nulle:

z+2y+z2+t=0
20 +my =0
y+z+2t=0
3z+2y+2+t=0

Risoluzione. Poiche il sistema & omogeneo esso & risolubile dal momento che ammettera al-
meno la soluzione nulla (0,0,0,0). Per il teorema di Rouche-Capelli sappiamo che il sistema avra

1 2 1 1
4—rk(A) - 12 m 0 0], . . L e
o0 soluzioni dove A = 01 1 2 ¢ la matrice dei coefficienti del sistema.
3 2 11

Pertanto il sistema ammetterd solamente la soluzione nulla se 4 — rk(A) = 0 ed ammetterd anche
soluzioni non nulle se 4 — rk(A) > 0 cioe se rk(A) < 4; ricordiamo che una matrice quadrata ha
rango massimo (pari al numero delle sue righe che & uguale al numero delle sue colonne) se e solo
se |A] # 0. Vogliamo trovare quei valori di m per cui rk(4) < 4 e quindi quei valori di m per cui
|A| = 0. )

Calcoliamo |A| attraverso lo sviluppo di Laplace rispetto alla seconda riga che presenta il maggior
numero di zeri:

2

; (1) é 91 1] 111
Al=| 5 71” Lo | =2 L1 2 (4 m(=1PP 0 1 2 | =04 m(-1+6-3) =2m.
3 0 11 2 1 1 311

Risulta percid che |4| = 0 se e solo se m = 0 e quindi il sistema ammetterd anche soluzioni
non nulle se e solo se m = 0.
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Esercitazione 4 - Esercizio 27

Date le seguenti matrici
1 2 1 0
A= h 1 2 B=12 1
h—1 0 0 11

discutere e risolvere al variare di h l’equazione matriciale AX = B.

Risoluzione. Per studiare se, al variare del parametro h, il sistema matriciale ammette
soluzione, e in caso positivo quante ne ammette, si procede come usuale per i sistemi lineari non
omogenei riducendo la matrice completa associata:

1 1 2]10 1 1 2[10
AB=| h 1 2|21 | BB 1 0 0|11
h—1 0 0[1 1 h—10 0|1 1
R 11 2[1 0
h—=1 0 0[1 1
0 00]/00

Notiamo che per & = 1 il sistema non & risolubile perché p(A;|B) = 2) ma p(A;) = 1. Per h # 1,
invece, p(An) = p(A) = p = 2 e, dal momento che n = 3, si ha n — p = 1 riga incognita libera
(questa volta la quantitd n — p mi da il numero di righe incognite libere!).

Risolviamo il sistema ridotto scrivendo la nostra matrice incognita X = IR*? come

X
X=1X
X3
ayendo messo in evidenza le righe di X. Il sistema ridotto avra dunque la seguente forma:
X1+ Xa + 2X5 = (1,0) Xq == X1~ 2X3#{4,0) )
(h—1)X1 = (1,1)

da cui otteniamo Xi.= (ﬁ, Ei—l) e Xo = (Z%f,—ﬁ) — 2X3. Se indichiamo X3 = (3, zg),

allora X, = (Z—:‘f ~ 2x5, — 527 — 2@6 ) e, in definitiva, si avra

A A -
wye - ( ok m) + (A,0> ~Kay
1 Tt A

(Caxnn _ A \) h1 «fé%f}z;ez
Nea b ova ) \pat b
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Esercitazione b - Esercizio 1

Dire se 'applicazione
g:R® - R?

definita da g(z,y, 2) = (2¢ — y, 2) ¢ lineare.

Risoluzione. L’applicazione ¢ € lineare se e solo se

(i) per ogni (z,y,2), («',y,2') € R® si ha g((z,y,2) + (¢, ¢/, 7)) = 9(z,y,2) + g(z, ¥/, 2);
(ii) per ogni (z,y,2) € R, per ogni A € R si ha g(A(z,y,2)) = Ag(z, v, 2).
Verifichiamo che le due condizioni sono soddisfatte:
(i) per ogni (2,y,2), («',y/,2") € R3 si ha che g((z,y,2) + (¢, ¢/, 7)) = g(a+ 2",y + ¢/, 2+2) =
2(z+a)—(y+y), 2+2) = Qu+22'—y—y/, 2+2") e g(x,y, 2)+9(2', ¥/, 2') = (2w—y, 2)+ (22—
Y, 2) = (2z+220" ~y—y', 2+ 2') e pertanto g((2,y,2) + (2, ¥, 7)) = 9(z,y, 2) + g(¢', ¢/, );

(ii) per ogni (z,y,2) € R®, per ogni A € R si ha g(A(z,y,2)) = g(hz, Ay, \z) = (2Az — Ay, \2) e
Ag(z,y,2) = A2z — y,2) = (2Az — Ay, A\2) e quindi g(A(z,y, 2)) = Mg(z, y, 2).

Concludiamo che g e lineare.
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Esercitazione 5 - Esercizio & IS

Sia f:R* — IR? 'a.l. definita da

Si trovi la matrice A associata ad f, ker f e Imf. Si calcoli w = f(3,2,1,0) e si trovino tutti i
v € R* tali che f(v) = w.

Risoluzione.
Scriviamo la matrice A associata ad f tramite le basi canoniche; si ha che
1 0 0 =5
A=10 1 1 1

1 -1 -1 -1

Dobbiamo trovare il nucleo di f: abbiamo che ker f = {(z,y,2,t) € R*: f(z,y,2,t) = (0,0,0)} =
{(z,y,2,t) e R* : (z = Bt,y + z+ t,z —y — 2z —t) = (0,0,0)}. Dunque i vettori del nucleo di
f sono quei vettori di R* che soddisfano il sistema lineare omogeneo AX = 0. Cerchiamo di
risolvere il sistema riducendo prima la matrice associata e risolvendo poi il sistema omogeneo
ridotto equivalente:

1 0 0 -5 1 0 0 -5 100 -5
A=fo 1 1 1 | BezBeR g o0 qp o | HezBetRe g
1 -1 -1 -1 0 -1 -1 4 000 5

Otteniamo che il sistema omogeneo ridotto equivalente &

y+z+t=0 z=-y
5t =0 t=0

da cul ker f = {(0,y, ~v,0) : y € R} ¢ quindi dimker f = 1.

Dalla relazione dim R* = dimker f 4+ dim Imf e dal fatto che dim R* = 4 e dim ker f = 1 otteniamo
che dimImf = 3; allora Im f & un sottospazio vettoriale di dimensione 3 di R? e pertando coincide
con tutto R® e applicazione lineare f & suriettiva. k

Calcoliamo w = f(3,2,1,0) = (3-5-0,2+1+0,3—-2-1-0) =(3,3,0). -

Ora dobbiamo calcolare tutti i v € R* tali che f(v) = w ciod dobbiamo calcolare f~'(w) C R*;
possiamo procedere in due modi:

1) ci ricordiamo che conoscendo un vettore vy € f~1(w) risulta che f~1(w) = vy + ker f. Nel
nostro caso vg = (3,2,1,0): infatti abbiamo appena visto che f(3,2,1,0) = (3,3,0) = w;

allora fH(w) = vg + kerf = {vg+u : u € kerf} = {(3,2,1,0) 0,y,-y,0) : y €
R} = {(3,2+y,1 —y,0) : y € R}. ChiamiamoZ—i—y =y (da cu1y ’72 e quindi
1-y=1-(y —2)=3—14') e otteniamo che f~*(w) = {(3,v,3 —¢/,0) : ¥/ € R}.

1
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Esercitazione 5 - Esercizio 9 §

L Si consideri la funzione f,, : R® — R? definita da: fm(z,y,2) = (z + 9 — mz,2 +y + m2).
Allora
a! esiste qualche m per cui fp, & iniettiva
b. ker f,, & un sottospazio di dimensione 2 per ogni scelta di m reale
‘ c. ker f, ha dimensione 3 se m =0
d. dim(Im(fy,)) = 2 per ogni m # 0.

(Si indichi la risposta corretta dandone giustificazione.)

Risoluzione. Per prima cosa ci costruiamo la matrice associata all’applicazione f, rispetto
alle basi canoniche:

11 —m
; Am_(l 1 m>‘

Calcoliamone il rango. Una possibile riduzione & la seguente:-

A = 1 1 —m Ry—Rp—Ry 1 1 —m
mT\1l 1 om 0 0 2m

. Si vede facilmente che per m = 0 la seconda riga si annulla completamente e p(Ay,) = 1 mentre
per ogni m # 0 p(A) = 2; sapendo che p(A;,) = dim(Im(f;,)) concludiamo che

e quindi poiche deve risultare che
. . . 3 Q\‘ip(’,{/«{é@
dimker f, + dim(Im(f,)) = dimR° =3 diom \F‘MQ =rl(a)
o dvpende
elipws %ﬁ:@: 5» aﬁi:‘ifﬂg% <

si ha che ‘
{per m#0 dim(Im(fy)) =2 e dimker f, =1 Man

shlvkatag,

per m=0 dim(Im(fy)) =1 e dimker f, = 2

Siamo ora in grado di scegliere 'affermazione vera fra quelle proposte dall’esercizio:

a. Il nucleo non ha dimensione 0 per nessun valore del parametro m e quindi il nucleo non si
B riduce mai al vettore nullo di R® e quindi non esistono valori di m per cui f,, & iniettiva
' e la a. & FALSA. Si poteva anche osservare che lapplicazione lineare & definita da uno
- spazio vettoriale con dimensione maggiore in uno spazio con dimensione minore ed una tale

applicazione non pud mai essere iniettiva.
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Esercitazione 5 - Esercizio 3@ :f

01 h
E’ data la matrice A, = | 0 h 1| con h parametro reale
h 0 0

a. si consideri endomorfismo f;, di R3 associato ad Ay rispetto alla base canonica e si trovi
una base del nucleo di fj e una base dell'immagine di f5, per ogni h reale;

b. si determinino gli eventuali valori del parametro reale h in corrispondenza dei quali il vetiore
(2,2,2) ha infinite controimmagini.

Risoluzione.

a. Per trovare il nucleo ker f al variare del parametro h risolviamo il sistema lineare Ap X = 0.
Dal momento che la matrice & quadrata, calcoliamone il determinante per conoscere i valori
di h per cui la matrice non ha rango massimo (e dunque ha infinite soluzioni non nulle); per
i valori di A trovati ridurremo la matrice, per sapere esattamente quante soluzioni ammette
il sistema e qual & la loro espressione.

Si vede facilmente che det Ay, = h(1 — h?) e quindi concludiamo che il determinante si
annulla per h = 0,h = 1,h = —1. Dunque per ogni h # —1,0,1, il sistema ha solo la
soluzione nulla, ker f = {(0,0,0)}, e Papplicazione & iniettiva (in realtd, dal momento che
stiamo lavorando con un endomorfismo possiamo direttamente concludere che per questi
valori di h applicazione & biiettiva).

Per h = —1, la matrice associata all’a.l. & la seguente:
0 1 N\l (O L Al A=
Aqg=10 -1 1 Lo o f Ay=2
-1 0 0 A

da cui si vede che p = p(4_1) = 2, e quindi concludiamo che il sistema A_;X = 0 ha
00%7P = oo! soluzioni. Tl sistema & equivalente al seguente sistema ridotto

y—z=0
-z =0,

da cui otteniamo che ker f_; = {(0,y,9)ly € R}. Una sua base sard data da Bye s, =
((0,1,1)).

Per h = 0, la matrice associata all’a.l. & la seguente:

9 (1)

Ag =

c OO
o O =
S = O
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~

b) Vogliamo trovare i valori di & per cui il vettore w = (2,2, 2) ha infinite controimmagini: ci
riduciamo a cercare questi valori fra i valori di A = 0,1, —1; infatti per tutti gli altri valori
del parametro 'applicazione lineare & biettiva e quindi per ogni vettore nello spazio di arrivo
R3 la controimmagine di w & un insieme costituito da un solo elemento.

Vediamo per quali valori fra h = 0,1, —1 il vettore w = (2,2,2) ha infinite controimmagini
| tramite la f;,. Risolviamo i tre sistemi AgX = w, 41X = we A_1X = w e vediamo quali
fra questi hanno infinite soluzioni.

Risolviamo il sistema AgX = w; se scriviamo dunque la matrice completa del sistema

otteniamo:

01 0]2
(Aplw)=1 0 0 1]2
00 0|2

e vediamo immediatamente che il sistema & incompatibile; questo significa che fo"l(w) ={
e quindi w ¢ Imfj.

Risolviamo il sistema A; X = w; se scriviamo dunque la matrice completa del sistema e la
riduciamo, otterremo:

01 1|2 01 1]2 01 1|2
(Ajw)y=| 0 1 1|2 | B22Brfu g 0 oflo | #2821 0 0|2 |,
1 0 0|2 1 0 0f2 0 0 0]0
1l sistema lineare associato &
z=2
e quindi f;{*(w) = {(2,,2 —y) : ¥ € R} e dunque per h = 1 il vettore w ha infinite

controimmagini.
y Risolviamo il sistema A_1 X = w; se scriviamo dunque la matrice completa del sistema e la
i riduciamo, otterremo:

0 1 -1f2\ 0 1 12 0 1 1|2
Aaqwy=[ 0 —1 1 |2 |Z2ftB b o o 0la | B2 1 0 0l2
~1 0 o0 |2 10 02 0 0 0/4

! e vediamo immediatamente che il sistema & incompatibile; questo significa che f__ll(w) =0
e quindi w ¢ Imf_;.
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Infine ci si chiede se v € Imh cioe se esistono z,y,z € R tali che h(z,y,2) = (22 + 2y +
2,2+ 2y — 3z, +y) = (0,1,-1) e quindi se ci sono soluzioni del sistems lineare la cui
matrice completa si presenta come

0 2 2 1 2 2 1 h iR
M| 1 =22 -3 1 | BB g0 4 T,
-1 11 0 -1 11 0/-1
2 2 1 peomsin (22 10
,A 00 —4|1 |2 0 —4| 1
‘ 00 -3|-1 0 0 0|-%

da cui otteniamo che il sistema & incompatibile e quindi v ¢ Imh.
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Esercitazione 5 - Esercizio % 14

Provare che, nell’insieme degli endomorfismi di R?

a. non esiste alcun elemento f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,3) = (3,4), f(3,4) = (1,1);
b. esiste uno ed un solo elemento f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,3) = (3,4);

c. esistono infiniti elementi f per cui f(1,2) = (2, 3);

d. esiste uno ed un solo elemento f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,3) = (3,4), f(3,3) = (3,3);

e. esistono infiniti elementi f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,4) = (4,6).

Risoluzione, Ricordiamo che per determinare univocamente un’applicazione lineare f fis-
sata una base nello spazio di partenza e una nello spazio di arrivo & sufficiente definire 'immagine
degli elementi di una base dello spazio di partenza. Proviamo che

a. non esiste alcun elemento f per cui f(1,2) = (2,3), £(2,3) = (3,4), f(3,4) = (1, 1); osservi-
amo che, dal momento che (3,4) = 2(2, 3) — (1, 2) per le proprieta di linearita della f si deve
avere che f(3,4) = f(2(2,3) — (1,2)) =2£(2,3) — f(1,2) =2(3,4) — (2,3) = (4,5) # (1, 1) e
quindi non esiste un endomorfismo da R? in R? con questa proprieti.

i b. esiste uno ed un solo elemento f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,3) = (8,4): i vettori (1,2) e
(2, 3) sono linearmente indipendenti e quindi costituiscono una base di R?; avendo fissato le
immagini di questi vettori 'endomorfismo & completamente determinato ed esiste un unico
endomorfismo con queste caratteristiche.

c. esistono infiniti elementi f per cui f(1,2) = (2,3): fissiamo un altro vettore di R? non
parallelo a (1,2) per esempio (1,0); i vettori (1,2) e (1,0) essendo linearmente indipendenti
sono una base per R? e dunque per determinare completamente un endomorfismo f dobbiamo
dire quali sono le loro immagini attraverso la f. L’esercizio ci impone di mandare il vettore
(1, 2) nel vettore (2, 3) ma ci lascia liberi nel scegliere dove mandare il vettore (1, 0) e possiamo
scegliere questa immagine in infiniti modi costruendo infiniti endomorfismi con la proprieta
indicata.

d. esiste uno ed un solo elemento f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,3) = (3,4), f(3,3) = (3,3):
osserviamo che (3,3) = 3(2,3) — 3(1,2); ogni applicazione lineare che soddisfa le prime 2
condizioni ¢ tale che £(3,3) = £(3(2,3) — 3(1,2)) = 3£(2,3) — 3f(1,2) = 3(3,4) — 3(2,3)) =
(9,12) — (6,9) = (3,3) e dunque rispetta anche la terza condizione; pertanto la terza
condizione ¢ superflua e percio siamo di nuovo nel caso b.

e. esistono infiniti elementi f per cui f(1,2) = (2,3), f(2,4) = (4,6): osserviamo che (2,4) =
2(1,2); ogni applicazione lineare che soddisfa la prima condizione & tale che f(2,4) =
f(2(1,2)) = 2f(1,2) = 2(2,3) = (4,6) e dunque rispetta anche la seconda condizione;
pertanto la seconda condizione & superflua e percio siamo di nuovo nel caso c.
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Dunque
0 -2 -2 0
2 4 0 =2
Mr=1y o -4 -2
0o 2 2 0

b. Per calcolare I'espressione del nucleo risolviamo il sistema lineare M ;X = 0, dove indichiamo
con X = *(a,b,c,d) il vettore delle nostre incognite (che saranno le componenti delle matrici
appartenenti al nucleo rispetto alla base I). Riducendo per righe la matrice My otteniamo

0 -2 -2 0 2 4 0 -2
M= 2 4 0 -2| RierR; |0 -2 -2 0 R3—R3—R;
F=12 0o -4 -2 2 0 -4 -2 ’
0 2 2 0 0 2 2 0
2 4 0 =2 2 4 0 =2 2 4 0 -2
0 -2 =2 0 R3—R3—2Rgy 0 -2 -2 0 Ry— R4+ Ry 0 -2 =2 0
0 -4 -4 0 0 0 o0 0 0 0 0 0
0 2 2 0 0 2 2 0 60 0. 0 0
11 sistema sara dato dalle seguenti equazioni:
2a+4b—-2d=0 a=d—2b
—2b—~2c=0 c=—b

da cui si ha che

kerf:{<(; Z):a,b7C,d€R’a:d—2b/\C:—b}:{<d:b2b Z):bideR}'

¢. Verifichiamo che M = (i 1) ¢kerf: M = G 1) € ker f se e solo se esistono b,d € R

tali che
d—20 b\ (1 1
-b d/ \1 1)

Vediamo allora se esistono b,d € R che risolvono il sistema

d—2b=1
b=1
-b=1
d=1

Il sistema ¢ evidentemente non risolubile; pertanto concludiamo che M = <i D ¢ ker f.

{10 a b 2.2 a b\\
d. 1l vettore N = (O 1) € Im(f) se e solo se esiste (c d) € R** tale che f ((c d)) =
0 -2 -2 0 a 1
1 0\ .. 2 4 0 -2 bl |0 . . o .
(0 l) cioe se e solo 9 0 -4 9 =10l Si tratta di vedere se & risolubile
0 2 2 0 d 1
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Esercitazione 5 - Esercizio 1@ 1+

Nello spazio V' dei vettori ordinari & data la funzione f definita come
fv)=aAv-bAv, (a#b).
a. verificare che f & lineare;

b. posto a = (1,1,1) e b = (1,0, ~1) calcolare la matrice associata ad f rispetto alla base
(i,j, k). Completare a ad una base B di V e determinare MJ?;

c. trovare ker f e Im(f).

Risoluzione.

a. Si vede facilmente che, per le proprieta del prodotto vettoriale,

flu+v)=aA(u+v)—bA(u+v)
=aAut+aAv—bAu—DbAv
=(aAu—bAu)+(aAv-bAv)
= f(u) + f(v)
f(ou) = aA (cu) — b A (au)

=a(aAu—bAu)
= af(u)
e dunque concludiamo che 'applicazione f & lineare.

b. Per calcolare la matrice associata ad f rispetto alla base canonica dobbiamo calcolare
limmagine dei tre versori che costituiscono la base.

i j k| |ij k
f=ani-bAi={l 1 1|-[1 0 -1|=2j-k
o o (Do o
i jkl i k
fG)=arj-bAj=1 1 1|-|1 0 —1|=-2
0o oo
i j k ij k
fk)=aAk-bAk=|1 1 1/-|1 0 —1f=i.
0 0} o 0 U
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c. Per trovare il nucleo dell’applicazione f lavoriamo, per semplicita, nella base canonica e
dunque risolviamo il sistema lineare MfX = 0 che & equivalente al sistema lineare di
equazioni

—2y+2=0
2z =0.

Concludiamo quindi che ker f = {(0,y, 2y)|y € R}.

Oss. Un metodo alternativo nel calcolo del nucleo ci viene dalla definizione della f:
ker f = {v|f(v) =0} ={vlanv—-DbAv=0}={v|/la—b)Av =0}

Quindi da questa definizione si conclude che i vettori appartenenti al nucleo sono tutti quelli
.paralleli al vettore a — b = (0, 1,2). Per trovare una base del’immagine & sufficiente ridurre

sy per colonne la matrice MfE:

0 -2 1 1 -2 0

. C3—Cs+1C
M}? = 2 0 RGN RN 0
-1 0 0 -1 0 0

Una base sard data da Byy(s) = ((0,2,—1),(=2,0,0)) ovvero dalle colonne non nulle della
matrice ridotta per colonne ottenuta a partire dalla matrice M f ; pertanto 'immagine di f
: sara data dalla combinazione lineare delle colonne linearmente indipendenti della matrice:

Im(f) = E’((Ov 27 _1)7 (_2,070))'
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c. Per calcolare 'espressione del nucleo risolviamo il sistema lineare M;X = 0, dove indichiamo
con X = (a,b,c,d)T il vettore delle nostre incognite (che saranno le componenti dei polinomi
appartenenti al nucleo rispetto alla base E). Il sistema sara dato dalle seguenti equazioni:

b0
3d =0,

da cui ricaviamob=d=0eaec incégnite libere. Quindi concludiamo che ker f = {v(z) =
| a+cz?:a,c € R}
Per quanto riguarda il calcolo dell'immagine di f2 = f o f ci ricordiamo che in generale

" la matrice associata alla, composizione di due applicazioni lineari & data dal prodotto delle
matrici associate alle due applicazioni (Mg = MyMy). Quindi

L Myz = Myoy = MyMy =

O O OO

0
0
0
0

o O OO
o O+ O

Essendo I'immagine la combinazione lineare delle colonne linearmente indipendenti (ovvia-

_ mente le colonne saranno le componenti dei polinomi rispetto alla base E!) deduciamo

che
; Im(f)? = £(z,92%) = {az + cz® : a,c € R}.

d. Dal risultato ottenuto nel punto a. osserviamo che f(v) = w e dunque possiamo facilmente
calcolare le controimmagini di w:
fHw)=v+kerf
] ={2-2c—42> + 23+ u:u € ker f}
={2-2z 42’423 +a+b2?:0,b ER}
={2+4a)—2z2—-(@-b2?+2%:a,be R}
= {a—2z —bz*+2®: @b e R}

e. Per trovare f~!(w) in questo caso dobbiamo risolvere il sistema M;X = w. Dalla matrice

completa

/ 0 0 0 0]1
0 -1 0 0]1

Mi=10 0 0 o0l1

0 0 0 3]0

osserviamo che il sistema & incompatibile e dunque non esistono controimmagini di w.

In effetti, dal calcolo dell’immagine di f

Im(f) = L(—z,32%) = {az + c2® : a,c € R}

t si poteva concludere che w ¢ Im(f) perché possiede il termine costante ed il termine in z2.
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da cui ricaviamo a = b = d = 0 e ¢ incognita libera. Quindi concludiamo che ker f = {v(z) =
cz? . ¢ € R} ed abbiamo ulteriore conferma che dimker f = 1.

Notiamo che la matrice M oltre ad essere ridotta per righe ¢ anche ridotta per colonne; per
trovare le componenti di una base dell'immagine di f rispetto alla base F fissata & sufficiente
considerare le colonne non nulle della matrice My. Allora

3
Bim(s) = (~6, —2z, 5333)

e quindi

Im(f) = £(-6, -2z, —2—3;5) ={a+bz +da3 :a, c,d € R}.

Di qui abbiamo ‘ulteriore conferma che dimIm(f) = 3.
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Esercitazione 5 - Esercizio B Z2

Siano E uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, B = (v1,va,v3) una base di E e B' =
(w1, wa,ws) un’altra sua base con:

w1 = V] +2ve+ vy, wo = vy + Tvy +4vsg, wg = —vi + vy + V3.
1) Determinare le equazioni del cambiamento dalla base B’ alla base B.

2) Se (3,2,1) sono le componenti di un vettore u rispetto alla base B, determinare le sue
componenti rispetto alla base B’.

Risoluzione.

1) Vogliamo determinare le equazioni del cambiamento dalla base B’ alla base B cio¢ vogliamo
scrivere le equazioni che ci permettono di trovare le componenti di un qualsiasi vettore di F
nella base B che indichiamo con (z,y, z) conoscendo le componenti del vettore rispetto alla
base B’ che indichiamo con (z',%/, 2'); sappiamo che in generale esiste questa relazione

wl

=Ppp |y
Z/

!

[SIR S

Dobbiamo calcolare Pp pi: sulle colonne della matrice dobbiamo scrivere le componenti dei
vettori della base B’ (w1, wo e w3) rispetto ai vettori della base B (v1, vy e v3) e dunque si

ha
11 -1
Pgp=1{2 7 1
1 4 1

Allora le equazioni del cambiamento dalla base B’ alla base B sono

x 11 -1\ [/«
yl=12 7 1 v
z 1 4 1 z

da cuil
x=w’+y’—z’

y=2z'"+7y + 7
z=1 + 4y + 7
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Esercitazione 6 - Esercizio 7

Provare che le seguenti matrici A e B hanno autovalori reali, mentre non ne ha la loro somma:
1 -1 1 -1
A—(l 4> B_(l ~2>'
Risoluzione. Per prima cosa dobbiamo calcolare gli autovalori delle matrici A e B. Per
quanto riguarda la matrice A abbiamo

A-M= (IIA 4_—1)\>
e quindi dobbiamo trovare le radici del polinomio caratteristico, risolvendo
p.c(A) = det(A - M) =(1- N4 -A)+1=0. A= g AN A
Atg A4S
A=T5-4AS0

Si puo vedere che le soluzioni sono A; 3 = #

Per la matrice B abbiamo invece
/1—X -1
B - )= ( 1 9 )\>

e quindi dobbiamo trovare le radici del polinomio caratteristico, risolvendo
pc(B)=det(B-2A)=(1-XN)(-2—-X)+1=0.

Si pud vedere che il polinomio ha due radici distinte A; o = _125\/5' '

Infine consideriamo la matrice
2 -2
A+B= (2 : )

e calcoliamone gli autovalori. Dal momento che

2—-Xx -2
A—|—B—)\I=( 9 2_)\>

avremo p.c.(A 4+ B) = det(A+ B — M) = (2 - X)?+4 = 0, ovvero Ao = 2 + 2i. Quindi il
polinomio caratteristico della matrice A + B ammette due radici complesse, e concludiamo che,
nonostante A e B siano diagonalizzabili in IR (hanno due autovalori distinti!), la matrice A + B
¢ diagonalizzabile solo in C. Osservate che questo risultato segue dal fatto che, in generale,
det(A + B) # det A + det B. ' '
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\@\.Kf‘- (111 ) Per determinare il nucleo di f risolviamo il sistema M B.Bx = 0. Dal momento che la
“matrice ha rango massimo concludiamo che ker f = {(0, O, 0)}, Im(f) = R3, e dunque f &

un endomorfismo biiettivo.
lexe; BB -
M = PogM ;" Pg,

%‘ (iv) Sipud vedere facilmente che
Q ;iéi f

“UJ\LMU\)Q dove Pp p & la matrice che ha sulle colonne i vettori vy, vg e v, ovvero gli autovettori associati
agli autovalori 1,3 e 6:

[ 0 21
P= V1 V2 U3 = 1 0 2]. :
Ve W o | o
Osservate che la matrice Po p ¢ la matrice di cambio base dalla base canonica C alla base
di autovettori B (sulle colonne-ha le componenti degli elementi-della-base.nuova Bsrispetto
alla-base vecchia. C')-
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Fsercitazione 6 - Esercizio 19

In R3 si considerino i vettori vi = (1,1,1),vy = (1,0, —1) e v3 = (k, 2,2). Studiare, al variare
di k, Desistenza di endomorfismi soddisfacenti queste condizioni:
a) vy e va sono autovettori relativi all’autovalore 1 e vs & autovettore relativo all’autovalore 2;
b) vi e v3 sono autovettori relativi all’autovalore 1 ed f non & iniettivo;

c) vi e v3 sono autovettori relativi all’autovalore 1 ¢ dimIm(f) =1;

d) vi e va sono autovettori relativi all’autovalore 1.

Risoluzione.

a) Dal momento che autovettori appartenenti ad autospazi diversi sono tra loro linearmente
indipendenti, affinché v sia un autovettore associato ad un autospazio diverso da quello
generato da vy e vg, & necessario che v non sia combinazione lineare degli altri due vettori.

‘) . . N T =2
Verifichiamo dunque se per qualche £ € IR g %:l Py
Q-0 orio

(k,2,2) = a(1,1,1) + b(1,0, —1).

Si vede facilmente che per k& = 2, vz = 2v;. Dunque concludiamo che un endomorfismo f
avente vi e vo come autovettori associati all’autovalore 1 e v3 come autovettore associato
all’autovalore 2 esiste se e solo se k # 2.

b) In questo caso, per quanto abbiamo visto nel punto precedente, dobbiamo distinguere il caso
in cui k = 2 da quello in cui k # 2.

Per k = 2 abbiamo che vy = 2v; e dunque 'autopazio V7 associato all’autovalore 1 avra
dimensione 1. Per poter identificare un endomorfismo abbiamo bisogno, come sappiamo, di
conoscere I'immagine dei vettori di una base dello spazio di partenza, ovvero di R®. Un
vettore ce I’abbiamo gia, vi, e ne conosciamo l'immagine, f(vi) = vi. Quello che ci manca
& completare vi ad una base di IR?® e scegliere 'immagine dei vettori aggiunti. Dal momento
che siamo interessati ad ottenere un endomorfismo non iniettivo, 'unica richiesta da fare &
che il rango della matrice associata ad f non abbia rango massimo. Ad esempio, se con w
e wy indichiamo i vettori che aggiungiamo a v; per completarlo a base, bastera richiedere
che f(w1) = (0,0,0) per essere sicuri che f non sia iniettivo.

Per k # 2, abbiamo visto nel punto a) che i vettori v1 e v3 sono linearmente indipendenti,
dunque l'autospazio V; avra dimensione 2. Allora per individuare un endomorfismo bastera
completare {vi, v3} per mezzo di un vettore wj e sceglierne 'immagine. Inoltre, per ottenere
un endomorfismo non iniettivo, la cosa pitt semplice & imporre f(w;) = (0,0,0) (pilt in gen-
erale, bisognera chiedere che I'immagine di w; sia una combinazione lineare delle immagini
’ di vi e vs, in modo tale che la matrice associata ad f abbia rango minore di 3).

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 95 di 162



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 97 di 162

Esercitazione 6 - Esercizio 22

(i) Si dia la definizione di matrice diagonalizzabile.
(ii) Si dia un esempio di matrice M non diagonalizzabile, giustificando la risposta.

(iii) Si costruisca la matrice (rispetto ad una base scelta a piacere) di una funzione lineare f :
R? — R? soddisfacente alle seguenti condizioni: ker f = {(z,y, 2)/z +y — 2 = 0}, f(1,1,3) =
(2,2,6). Tale matrice M & diagonalizzabile?

iv) Si dia un esempio di matrice quadrata di ordine 3 di rango uno e diagonalizzabile.

Risoluzione.

(i) Una matrice quadrata A € K™" ¢ diagonalizzabile se ¢ simile ad una matrice diagonale,

‘ovvero se esiste una matrice invertibile P € K®" tale che D = P71 AP dove D & una matrice
[ diagonale. 11 Teorema sulle matrici diagonalizzabili ci dice che se la matrice A & la matrice
{ ~A. ) associata ad un endomorfismo ¢ : V — V mediante la base £ di V, allora 4 & diagonalizzabile
D: P ' A\ se e solo se ¢ e semplice. Inoltre se F' & una base di V formata da autovettori di ¢ e P & la
: matrice di passaggio da E a F, allora D = P~'AP & una matrice diagonale i cui elementi
non nulli sono gli autovalori di A4, ciascuno con la sua molteplicita.

; 1500\ Mogabols atipenione |
(ii) Consideriamo la matrice M = 10 g e facciamo vedere che questa matrice non &
0 0\o

diagonalizzabile, Per far cio verifichiamo che l’endomorfismo ¢ a cui & associata non &
semplice. La matrice & triangolare superiore e dunque facilmente si ricavano gli autovalori
A1 = 1 con molteplicita m; = 1 e Ay = 0 con molteplicita mg = 2. Calcoliamo la dimensione
dell’autospazio Vi che dovremo confrontare con la molteplicitéa di O come radice del polinomio
caratteristico. ‘Dal momento che la matrice M ha rango 2 deduciamo che dimVy = 1 (il
sistema, lineare omogeneo MX = 0 avra oo™ P = 0032 = ool soluzioni e autospazio Vj
& precisamente lo spazio delle soluzioni di tale sistema). Dal momento che dimVy # my
concludiamo che ¢ non & semplice, e dunque M non ¢ diagonalizzabile. Notate che tutto
L questo nasce dall’aver posizionato un elemento non nullo (in questo caso il 3) in una delle

righe con diagonale nulla: proprio questo elemento fa salire a 2 il rango della matrice.

(iii) Per prima cosa ricaviamoci una base del nucleo. La condizione z+y—2z = 0, ovvero z = z+y
¢l permette di concludere che

[, - kerf:{(m,'y,:t:—i-y)}

- X \vi \/
{ ed una base di tale spazio sard data da Bye f = ((SI,O, 1), (0, f,l)). Notiamo inoltre che il
fatto che ‘
[ _ £(1,1,3) = (2,2,6) = 2 (1,1,3)
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