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Metodi numerici e calcolo scientifico

Introduzione

Esame
- Scritto 2h (con appunti, due domande, voto minimo necessario 15/30).
- Orale (solitamente due domande, fa media con lo scritto).

Bibliografia

- Calcolo numerico di base:

e MONEGATO; 100 pagine di calcolo numerico

e QUARTERONI; SACCO, SALERI; Matematica numerica (Springer)
- MATLAB® - Help:

e HIGHAM & HIGHAM; MATLAB® Users Guide (SIAM)
- Problemi di evoluzione:

e LEVEQUE; Finite Difference, Methods for Ordinary and Partial Differential
Equations — SIAM 07 CLAW PACK

e LEVEQUE; Numerical Methods for Conservation Laws; 90 (ETH — Zurich)

e JOHNSON; Finite Element Methods for Partial Differential Equations;
Cambridge University press 70
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Metodi numerici e calcolo scientifico

= +0,1000000 - 10%~ 107308

Xmin

=+ 0,0000001 - 10~

=
|

= numero che voglio rappresentare
X = rappresentazione di macchina di x

Se x| < Xpmin  Underflow X=0
Se x| > Xpmar Overflow X = Inf
0 - Inf = NaN (Not a Number)

Se x| € (Xmin » Xmax)

- Altra rappresentazione

scrivo x in forma normalizzata:

x = +0,a;0a;0a3...a; | apyq Ay BP

X=+0,a,0a,as .. a; P (troncamento)
X=x0,a,a,a; .. d; BP (arrotondamento)
Se Appq - Apgn - < %B ar = a;
else a = a;+1
Esempio:
0.123 453 0.123 512
t=3 p=10 t=3 B=10

at+1 .at+2 at+3 = 4.53 < E 10

dt=at=3

A1 -Apiz Aeyz = 512> > 10

dt=at+1=4‘

L’errore assoluto nell’approssimazione ¢é :

e =|x—%|=[0.a, a, as..a; agz1 — 0.a; ay ...

I'errore dipende da quanto € grande il numero x.

L’errore relativo nell’approssimazione é:

-5 1 g tpp 1
lx—%| _ 1578

1
@, | BP =10.000...a; — @, |fP < > Bt pP

<

€re]l =

x = mpP

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 7 di 210

x| = 2 |m|gP

= pl-t
< ZB

m = mantissa
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Test: deve essere fatto su errori relativi e basandosi su eps:

Se ho un ciclo iterativo: misuratore di errore = &,y
Esci se |ére1] < toleranza = K - eps
X : vettore
X : vettore dei risultati esatti
x, ¥ € R
e=x—X € R"
7
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Metodi numerici e calcolo scientifico

distanaza fra A e B:

|xa — xg| + lya —ygl = A — Bll4

R? — 2 & il numero di dimensione

[
Cerchio unitario {x e R? t.c ||x]|, <1}
-1 1
[ 1
{x eR? t.c ||x|l. <1}
Quadrato unitario -
max(|xq |, [x,]) =1 -1 !
Rombo unitario {xeR? t.c |x|l, =1} -
-1 1
9
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Autovalori e autovettori:

Un vettore x € R™ & un autovettore di 4 se: 31 € C

Ax = Ax
x#0

Ogni matrice nxn ha n autovalori A4, 1,, ... 4,,.
Raggio spettrale di A:
p(A) = max || 1<i<n

Se Ax =y
A(ax) = aAx = ay

Il vettore trasformato ha sempre la stessa direzione.
Calcolo I'efetto di A su tutti i vettori x tale che:

lIxll, =1 per p=2, |lxl];=1

[IIAlll, = max ||Ax||, = max
27 o=t R T w0 x|

Con MATLAB® si usa il comando: norm (a,p) p=1,p=2,p=-

max?
n
Al = max(z laj;|) = max sulla somma lungo le colonne
H
+
O
— O
n +
Al = miax(z |ajj|) = max sulla somma lungo le righe max?
j=1

14l = v p(ATA)

Se A & simmetrica, allora A ha n autovalori 1 € R e n autovettori linealmente indipendenti

A=A = [IAll, = Jp@A A) = Jp(A? = p(A).

11
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Metodi numerici e calcolo scientifico

=2 _ o Ib—Bl|,
Ixll, —°7 1Bl
Ax =b
b—b=Ax—Ax = A(x — %)
A% =D

llx — %Il = |4~ = B)|| < 1A~*III - ||b — b
lAx|l = lIbll = Al - llx]l = [Ip]l

Quello che ho dimostrato é:

Kp(A) = llAlll, - A7l

Se A e simmetrica e, come solitamente, p = 2:
Al = max | 4;]
[I|A~||| = max |autovalori di A~!| = max| %|

Infatti se w & autovettore di A con autovalori A:
lAw] = Aw
w=A14Aw = A" (Aw) = 14w

1
Mw=w = A‘1W=zw

l, non si puo farese 4 = 0
Se A é simmetricae p = 2:

K(A) = max |4;| -
© min|A| T

Una matrice mal condizionata & quella che ha 7.ypq ~ 10712,

Su MATLAR®:
Ax=b - x=A\b

Warning: matrix is nearly singular or badly conditioned

1

Tcond = m ~ 10716

Results may be inaccurate

13
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Approssimazione di funzioni
1) Ho una una funzione f “complicata”. Vorrei trovare un’approssimazione f, t.c:
f — f» piccola e f; sia piu facile da manipolare.
2) Ho dei dati, per esempio una tabella di misure sperimentali:
(x1, f1), (x2, f2)5 - (s )

fi; = f(x;) solo che non conosco f.

(x) 4

lo sono chi sceglie la griglia, poiché
conosco la funzione, e trasformo |l
sistema complicato in uno piu
semplice ma non esatto, solo
approssimato.

Esempio caso 1:

fbf(x) dx

Cerco un polinomio di grado n, P"(x) , che approssima f oppure polinomi trigonometrici di
grado n, T™(x).

N.B: se funzione non ciclica, non esiste la serie di Fourier.

¢ Interpolazione polinomiale globale
E data una funzione f regolare (cio& f € C*[a, b], continua tra a e b).
1) Scelgo dei punti xq,x,,...x,41 € [a,b] (griglia di interpolazione)
2) Calcolo la funzione f sulla griglia di interpolazione
fi=f(x1)
fo+1 = f(xn41)

3) Calcolo il polinomio P™(x) che interpola i dati (x;, ;) i=1..n+1

15
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Per trovare P™ devo trovare i coefficienti [a4, a,,...an41]-
= Ho n + 1 incognite con n + 1 equazioni.

Ho il sistema:
a X+ ax} et ag =fi

n n-1 _
a1x3 + axx3 "+t ang = f
n n-—1 —
A1Xpyq T ApXpiq T+ Apyqg = fn+1

Che in modo matriciale risulta:

[*F 7" x 1)@ fi
| x a3t x, 1| % |_ | L
XRe1 Xpri Xner U 1%nea fr+1

Matrice di Vandermonde
Vo =V (xq, ) Xn41)

detV;, # 0 seinodisono distinti = 3 una sola soluzione [ay, a5, ... an41]-
Perdo K(V;,) - o per n — . (K € il numero di condizionamento)
(N.B: La K determina I'amplificazione massima dell’errore. Quando n cresce, anche K
cresce, pero se n € troppo piccola, I'errore € alto. Quindi, si debe scegliere un valore di n che
ci permetta ottenere un errore picolo e una K non molto grande).
P™ = {spazio dei polinomi di grado < n}
Spazio lineare

Si possono creare polinomi mediante combinazioni lineari:

pEP* e apePpP"
pup2 €P" -  p+p, EP
dim(P™) = numero gradi di liberta = nel nostro caso:n + 1
Posso costruire n+ 1 funzioni linearmente independenti tra loro @, (x), ®,(x), ..., Pp41(x)
che formano una base di P" cioé ogni p € P"*(x) pud essere scritto come combinazione
lineare delle funzioni della base.
Cioé esistono dei coefficienti ¢y, cy, ..., c41 (x) tale che:
p(x) = c1P1(x) + ;@2 (%) + Cpy1Pryq (%)

17
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Metodi numerici e calcolo scientifico

n+1
P(x) = z ci Li(x)
i=1
Il polinomio di interpolazione
n+1
P(y) = ) aliy) =1,
i=1
=0 Ll(xj) + ---c]-Lj(xj) +- = con Ll(xj) =0

= ¢ Li(x) = ¢; = f;

Nella base L;(x) i coefficienti del polinomio [cy,¢; ... cns1] = [f1, f2 - sl

La matrice [Cbi(xj)] =1 — matrice identita

o Base di Newton
Un’altra base ®; € la base di Newton:
o (x) =1

®y(x) = (x — xq)

D3(x) = (x —x)(x — x2)

Prpa(0) = (X = 2x1) (X = x2) oo (X = %)

Troviamo cosi una matrice triangolare

19
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Estrapolazione
Uso il polinomio P™(x) di interpolazione per stimare f fuori dell’intervallo (a, b).

3 [x1, X2, ) X1l

wy4+1(x) cresce velocemente per x che si allontanada a o b.

La griglia piu logica di scegliere € la griglia equispaziata:

Id
/
{ h f
/ \ f
{ \ ,,.f’\‘_. /
’ /AR N N )N N [
i 1T ~NA A A N 4 kT
f \ / \ 1

V' 2B

b S -
x1

\

\

Piu mi sposto al bordo piu cresce il contributo delle funzioni nodali, per cui devo scegliere

una griglia che sia piu fitta ai bordi affinché abbiamo meno errore.

Per controllare la funzione nodale ho bisogno di una griglia che sia piu fitta ai bordi.

21
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Numero di condizionamento per l'interpolazione polinomiale
Conosco la griglia x1, x5, ... Xp41-

Chiamo f; = f(x;) i dati da interpolare.

Chiamo f; i dati perturbati.

Vorrei stimare I'errore, che a questo punto & f; — f;, si propaga sui valori del polinomio di
interpolazione.

P™(x) il polinomio P™(x) = f; i=1,.n+1 - dati esatti

P"(x) il polinomio P™(x) = f; i=1,.n+1 - dati perturbati

Vorrei valutare la differenza P™(x) — P™(x). Dimostrazione (non c’é bisogno di saperla).

[P (x) = P ()| <?|fi — f

n+1 n+1

PR =P = ) fi L@ = ) fi L)
i=1 i=1

n+1

[Preo = Preol = | ) (= ) L)
i=1

n+1

[Pr) = P < Y Ifi = fil 1 L@l

i=1
n+1

|PrGo) = B )| < max|fy = fi| ) £i00)
i=1

Calcolo il valore massimo sia a sinistra che a destra.

m3x|Pn(x) P < ||fi —ﬁ”w : m}?XZ| L;(x)]

A PR T W DY P
Ove:

”Zl Li(x)|||oo = A" Costante di Lebesgue

23
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Test
e Test “buono”
f(x) = (cosx)-e*
e Test “cattivo”
f(x) = gradino
fx) = x|
f(x) = discontinua

e Test di Runge
6 = 2 o o
fx =172 x==i polinomi

La interpolazione polinomiale richiede polinomi di grado relativamente basso.

Per polinomi di grado relativamente alto (n > 10) usare griglie gaussiane.

25
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Metodi numerici e calcolo scientifico

2) d=1:ho2nodi

’-\_\_\_\_\_‘_‘—i Xj’l = x]'

Xj2 = Xjt1
i 1

I & continuo su [a, b].

3) d =2:ho3nodi

X1 =%
- - - + h
; : X =xX+-=x,
J 1 3.2 2 Tit3
Xj3 = Xj+1

PP =f(x) £;1() + f (xj%) L2 (0 + fGaa) - £3(0)

I (x) & continuo su [a, b] ma (IEL (x)) &
discontinua.

4) d =3 :ho 4 nodi

) 1+ 1
Stima di errore:
Su ogni intervallo J; :
1
ej(x) = f(x) —P(x) < @ o Wy ara @] - [0 & € [x,%41]
27
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Metodi numerici e calcolo scientifico

dof = (numero per intervallo) - M — numero di condizioni di raccordo

=d+1)-M—(M-1)

=dM+1
Base globale:
d=1
L] 1 L],2
1 i=1j
L (x) = ’
51 (x1) {0 else

Questa volta L;,(x;) non e un polinomio ma una funzione polinomiale a tratti.

Interpolazione di Hermite:

Vorrei un interpolante che ha derivata prima continua.

Abbiamo bisogno di polinomi di grado 3 tale che su ogni intervallo J; :

In(%) = f(x;) In' () = f'(x;) . .
2 condizioni su ogni nodo
Ih(xj+1) = f(xj+1) Ih,(xj+1) = f’(xj+1)
29
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Metodi numerici e calcolo scientifico

L_;,-(.‘X.']I

Trasporta il valore f(x;).

Dj(x)

)
w

o b

L’interpolante deve interpolare il valore della funzione.

L’interpolante di Hermite di f é:

M M
I3(x) = Zf(xj) Lj(x) + Z f'(37) Dj ()
j=0 j=0
Infatti se calcolo:
M
e = ) F(5) LG +0 = £Gx) Liw) = F()
=0

L;(x;) fatto in maniera di valere 1 in un nodo solo

Inoltre:

M
(Ifsn)llxl. = Z fx) L' () + Z f'(x) D' (x;) con Li(x;) =0
=0

= f'(xp) - Di (x;) con D{(x;) =1

=f'(x)

(M + 1) funzioni L;

(M + 1) funzioni D;

31
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Metodo di bisezione

Parto da:
ay=a _a+b
by = b €=
a,=a
Sef@=*f@<0 {}) _¢
a, =
else {b1 = b,
Su MATLAB®
Pongo ay, =a, by =b.
fork =0,1,...
Cc = (Clk + bk)/2
if f(ap)f(c) <0 =X € [ay,c]
Ag+1 = Ag
bg+1 =c¢
else = X € [c, by]
A1 = C
by4+1 = by
end

Test di arresto (Sulle iterazioni sucessive)
Se (b, — a;) < tol(b — a)
X=c
Oppure (sul residuo):
Se I£(c)] < tol LD
ex =X —c| < (b —ay) = %(bk—l — Q1) = Zik(b —a)

L . . . 1
Il metodo di bisezione converge di maniera lenta ( 5 per passo).

33
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Metodo di Newton
Utile se c’é piu di un valore x tale che x = 0
Se funziona, questo metodo converge molto velocemente.

| y = filxx) + £ () (o — xi)

Xps1 tcCc y=0

0 = f(xx) + fCer) (X1 — Xi)

E finalmente otteniamo

- f )

Xg+1 = Xg — f—'(xk)

v

1¢ tang:}. 29tang:. B

X la solucione esatta: f(¥) =0

Convergenza del metodo di Newton:

_ f () _
X441 = X — F o) = g(xx)

Il metodo di Newton converge se
lg'(D)l <1

[f' Cadl? = [F O f ol |Lf Gerd £ ()]

460 =1 THEDE e |7

** Errore per il metodo di Newton (questa dimostrazione non entra all'esame):

0= () = fl) + /(o) F=x) 43/ ©OG -5 con § € Gixe)
(i = 1) = s
0=
0=x; —%— (Xppq — %)+ (f—xk)-l-%%(f_xk)z
35
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Metodo delle secanti

Per evitare che l'utente debba calcolare f° nel Metodo di Newton uso il metodo delle secanti.

Ho bisogno di 2 valori iniziali x;, , x;_, I V

Inizialmente x,=a , x_;=5b

f ) G — xp—1)

et = kT o) — F (1)

Per il metodo delle secanti:
~ 1,7
er+1 = c(f) - €y

Esempio:
flx)=x?-2
[a,b] = [1,2]

{f(xk) =f)=-1
f(e-1) = f(2) = 2

~1(1-2)\ 4
X1 =1=\—/73—")=3

{ f(xp) = f(4/3) = —0.22
f(xe_1) = f(1/3) = —1.89

4 4
Xierz = 53— 022 (5 - 2) —022—-2=139

{f(xk) = £(1.39) = —0.0679
f(xp-1) = f(4/3) = —0.22

—0.0679 (1.39 - %)

—0.0679 — (—0.22)

X4z = 1,39 — =1,4153 =2

37
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Metodo di punto fisso
Soche f(x) =0
Trasformo il problema della ricerca di x, nella ricerca di un punto fisso. g(x) = x

Esempio:
flx) =x%-2 - (x=2)
gx)=x2-2+x - g(V2)=+2

Un’altra possibilita e:

- g(v2) =+2

glx) =x— o

39
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Sistemi non lineari
f=R"->R" voglio x e R"
fGx)=0
Non posso usare il metodo di bisezione.
Datii aeb €R", f(a),f(b) € R" f(a), f(b) nonhanno unsegno
Posso usare il metodo di Newton:

0 =f(xx) + flx, (a1 — xi)
N.B: f'lk = JIflx,
Dato x, calcolo Jfly,
Risolvo il sistema lineare

Iflx, 6 = =f (xx)

Trovo 6
xk+1 = xk + 5

Posso anche usare il metodo di punto fisso

Dato x, : xp41 = g(xg) converge se ||Jg|| <1

41
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ly(®) —z(t)| < K(t)|yo — 2] K = Costante allontanamento che dipende dal tempo

z(t)

Sidimostrache  |y(t) — z(t)| < ey, — to]
Se L é grande —» y(t) e z(t) si allontanano velocemente anche se z, — y, € piccolo.

Se la soluzione tende ad uno stato stazionario la dipendenza dai dati iniziali e meno
importante.

Se vale il Teorema di 3! (esistenza e unicita)

= 2 soluzioni hon si possono mai incrocciare.

wit)

| z(t)

|

|

NO | z e y avrebbero lo stesso
\I valore iniziale

I

|

t

Dipendenza dei dati inizial

43
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Soluzione esatta:

{y’(t) =fty)
y(") =u"

t"+At

Y(E) = un f £t y)dt

tn

Costruisco la soluzione numerica approssimando l'integrale.

L’area nota & f(t™, u™) - At

u™l =yt + At f(t, un)| Metodo di Eulero esplicito

¢ Eulero esplicito:

Esempio:

su MATLAB®:

t'=t, , ul=y,

forn =0,1, ... nypax
u™1 =u" + At f(t",u") Metodo di Eulero esplicito
t"*1 =" + At Metodo di Eulero esplicito

end
plot (t,u)

¢ Risolvere 'equazione diferenziale.

e Trovare u(t) 0<t<T

e Eulero implicito:

tn+1

f(t,y)dt = At f(t"+1,u"+1)

tn

|un+1 = u" + At f(tn+1'un+1)|

Per trovare u™*! devo risolvere I'equazione definita sopra.

45
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Immaginando di partire all’istante t,, dalla soluzione esata, y,,,

I3 = y(@™ + At) — u™t! nellipotesi u™ = y™ (localizzazione)

Errore locale di troncamento (LTE)

n & _ y(t™ + At) — um*?
AL AL At

Con u™?! = u™ + At f(t,,u™)
1
Tar = [y (™ + At) — [u™ + At f(t,,u™)] At

Ove u™ + At f(t,, u™) viene riferito a Eulero Esplicito.

Uso u™ = y™.

1
T = 5 0@ + 80 = [y(t™) + At £,y
Sochey = f e che y pud essere sviluppata in serie.

Sviluppo y intorno at = t,,.
1
y("+A) =yt + Aty | + E(At)zy"hn + 0(At)3
n 1 n ! Atz n 3 n n
Toe = 77" HALY (t) + —-y"(6) + 0(80)° — [y™ + At f(tn, y™)]

1 1
Tar = A—t{ At (y'(tn) — f(tny™) + 2 (A)? y"' (t,) + o(At)3} =y (ty) — f(tny™ =0

1
Ty = 3 At y"'(t,) + O(At)? LTE per E.E

Consistenza: un metodo numerico €& consistente se:
Tpe >0 per At— 0.
Accuratezza: un metodo numerico & accurato di ordine p se
Tp: = O(At)P per At — 0.

Eulero & consistente ed accurato di ordine 1.

47
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Esempio:

Calcolo di u® nel Runge-Kutta esplicito:

0
u® =y + Atz ay; f(t+ ¢ At uD)
=1
=y
1
u® =yt + Atz ay f(t + ¢ At,u®)
=1

= u™ + At ay; f(t + ¢ At,u®)

2

u® =y + Atz as; f(t + c;At,u®)
=1

= u" + At azq f(t + c; At,u™) + At az, f(t + ¢, At,u@)

Esempio:

Calcolo di u® nel Runge-Kutta implicito:

1

u® =y + Atz ay; f(t+ ¢ At uD)
=1
= u™ + At aq; f(t, + ¢, At,ul)

2

u® =y + Atz ay f(t + c;At,u®)
=1

= u + At ayy f(t+ ¢ AL uD) + At ayy f(t + ¢ At u®)

3

u® =y + Atz as; f(t + At u®)
=1

= ut+ At azy f(t+ ¢ A uD) + At ag, f(t + ¢ A, uP) + At ass f(t + c3 At, u®)

49
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Metodo di Heun (v = 2):

0 0 0 i b ! + ! 1
i = — —_=
1 1 0 1=1 ZV 2
| 1/2 1/2
¢ = ai
=1
c,=0 11 G12] _ 1
c,=1 [6121 azz] [ ] by =b; = 2
Quelli che moltiplicano f
Con
u@® =y

u@  =u 4 At ayy f(tn + At u®)
=u+At-1- f(t, +0-Ar,u®)
=u"+ At f(t,,u™)

Troviamo la soluzione:

u™t =yt + Atz b f(tn + ciAt, u®)

i=1

= u+ At [bof (tn + ¢ - AL UD) + byf (8, + ¢y - AL, u@)]
1 1
=u"+ At [Ef(tn +0-At,u®) + Ef(tn + At, u(z))]

Esempio:

Applico Heun a y' = Ay.

u@® =y

u® =y" 4+ AtAu™ = (1 + At ) u”

At
—Alu™ +u™ + At + Au"]

At
uttl =y + — [Au +)Lu]—un+2

AtA)?
untt =u"[1+AtA+( 2)

e2™ = [1 + Atd + (AtA)? + 0(At®)]

La soluzione esatta & y™*1 = y™ . gAt2

51
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e(t) = I + Utnsy) —u™?

31 = (errore commesso nel nuovo passo)

fi(t,+1) — u™*! = vecchio errore trasportato dall’equazione differenziale

Per il metodo di Eulero Esplicito (f(t,y) = f(¥)):
u™l =y + At f(u™)
vt = y" + At (y")
Sostituiusco e trovo:
e(t) = e(tpsr) = 3" +y" —u™ + At [fY™) — fF(u™)]
le(tns DI < | + Iy™ = + At IF(y™) — fF@™)

Ricordo che f & Lipshitziana, cioe: |f(y™) — f@w™)| < L|y™ —u"|

le(tnr )| < |13 + (1 + AL~ L) y™ —u|

le(tne)| = |5 + (1 + AL L) le(tn)
|lz#*| = errore nuovo

(1 + At - L)|e(t,)| = errore vecchio trasportato dall’equazione differenziale stessa
Ho costruito una relazione di ricorrenza:
le(tn)] < 115 ] + (1 + At - L) le(tn-1)
Sostituendo in |e(t,41)]:
le(tns)| < IR + (1 + At - D]+ (1 + At - L)? |e(tp—1)l

Per induzione:

n
le(tns)] < (1 + At - L) eg| + Z(l + At L)k ||
k=0

Tutti gli errori che io commeto vengono amplificati per il termine (1 + At - L):

(1+At-L)* < (eAt-L)k — pktL

< eM+DALL — HtiL

53
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So che:

le(t)| < C(A)P etE||yP*Y||, + (accumulo errore di macchina)
accumulo errore di machina = (n2 passi) - (errore di macchina su 1 passo)

errore di machina su 1 passo = Ky - eps

t
accumulo errore di machina ~ At Ky - eps

t
|e(t)|globale = C(At)P et.L”ym—l”OO + At Ky - eps

At

55
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1.2.1. Se etol [u"| < [u™*! — "1 < tol|u™|
= vado al passo successivo con At,,; e u"tl = §"*+1
1.2.2. Se [u™*?! — "] > tol |u™|
Aty q = %Athr1 e ritorno (1%)
1.2.3. Se [u™! — ™| < etol |u|
La stima & abbastanza accurata, ma il passo puo essere aumentato.
Tengo u™*t! = ™1 | esco con At,,q = 2At,4q
Devo fissare un At minimo
Se |u™| € molto piccolo non posso usare il test relativo
tol = max(RelTol|u"|, AbsTol)

Default
RelTol = 1073, AbsTol = 107°

Warning:

Calcolare sempre la souzione con almeno 2 tolleranze diverse e cofrontare i risultati.

Esempio:
EE(RRK1) (=1
Heun (RK2) (p =2)
u™tl =y Atf = f(ty,u™)
u® = yyn

u@® =y + At@

~ A

gl = 4 + ?t+ f(u(Z)))
-

Embedded RK:
"+1 utilizza informazioni che sono gia state calcolate per la soluzione u™*1.
ODE 45 (ode quattro cinque).

t tn* C,'Al t

57
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Esempio:
r=1
A u™l =y + At (EE)
Br1=0,B=1) =1

n+1l _ ,n 4 At rop n+1
B. u =u +2(f + )

(Bi=5.8=3) @=2

Per costruire I'indicatore di errore uso:

1. u™*?! calcolato con un metodo di Adams esplicito a r passi (p = r).

2. @"™*7" calcolato con un metodo di Adams implicito a r passi (p = r + 1).

r—1

antr = Z aju’”'j + At

J=0

Metodo esplicito (predictor) calcola u™*".

r—1
Bif™* + At B (f ("))
j=0

Metodo implicito (corrector) usa il valore u™*" per calcolare @"*".

Lo stimatore di errore & |[u™*" — @7 |

ODE113 usa LMM di Adams di ordine 1 a ordine 13
Si usa per calcolare funzioni molto lunghe.

RK 1 € RK 2 permettono ottenere una soluzione piu in fretta.

Stabilita

e(t) < (At)P et ||y®+V|| - per At -0

Poiché I'errore locale di troncamento T,, = C(At)? + O(At)PTL.
Consideriamo l'equazione y' =1y (4 € C).

Se applico il metodo di Eulero Esplicito u™*! = (1 + AtA) u™

La soluzione esatta & y(t) = y, e
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Chiamo regione di stabilita la regione di C tale che [u"*!| < |u™|
Per i metodi ad 1 passo:
u™l = RQAADU™ z = AAt
Regione di stabilita:
{z € C taleche |R(z)| <1}

Un metodo e A-stabile se la sua regione di stabilita contiene R,(z) < 0.
Per il metodo di Eulero Esplicito la regione di stabilita

(Ry) ={z: |1+ 2| <1}

7 '-._. o

Per il metodo di Eulero Implicito la regione di stabilita

(Rg) ={z: |1 —2z| =1}

Per singoli passi di integrazione il metodo implicito € “costoso” di usare.

Esempio:

y' = sin(y)

Eulero Implicito: u™*! = u™ + At sin(u™*1)

Per trovare u™** devo risolvere un’eq non lineare =devo usare un metodo iterativo:
Metodi di RK espliciti:

RK1 u™?! =1+ z)u®

1_ z?
RK2 u™* —(1+z+7)u”

1 _ 22 Z3
RK3 u™l=(1+z+Z+2)u"
ecc...

u™ = (e? + 0(2)P)u™
61
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Sia DIRK che i BDF sono costruiti in modo da essere A-stabili.
Nei DIRK:

untl = R(2)u"

Con R(z) funzione razionale

Esempio

14 y O

1
1-y| 1-2y y N

1/2 1/2

y' =2y In genere si lavora su sistemi differenziali

Nel caso lineare:
y' =4y  y(t) =yee

Se la matrice & diagonalizzabile: R™*AR = A
A =diag (14, ... A,) autoval di A

R = matrice degli autovettori

°°tk £k Ak
At_E_k_ E -1 _ p,Atp-1
ettt = k!A —R( _k! >R = Re”'R
k=0

A =RAR™!

= A% = RAR"'RAR™! = RA?R71
l, I — identita

Se A(A) hanno parte Reale < 0

La condizioni di stabilita viene dattata di max| 4;|
y' =2y A=-10,—-100,-107
[t,y] = ode45 (f, to, yo)

plOt (tl y,’ 0’) dtl = tl' - ti—l

63
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Sistema iperbolico:

Un sistema del tipo d,u + Vf(u) = 0 sidice iperbolico se:

J n autovalori reali n = numero eq. sistema
f n autovettorii linearmente independenti J5 = Jaccobiano funzione

In generale J, & a coefficienti non costanti (anche gli autovalori e autovettori sono funzioni
della u).
Anche la natura iperbolica del problema dipende da wu.

In gas dinamica ho 3 autovalori:

AM=u-—c
P s

Ay =u c= /y— velocita del suono
p

A3=u+c

= 3 autovettori linearmente indipendenti
= gas dinamica 1D é iperbolica

Gas dinamica — tubo d’urto

oy fu, x<0
u(x,t—O)—{uR x>0
PL Pr
u, = 0 Up = 0
EL Er
el

Onde di
rarefazione \

Discontinuita e— ‘ $
dicontatto ‘ [

Ondad’urto
(Shock)

65
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PL

PR

e Equazione di trasporto lineare
U+ fr(w) =0 & ustau,=0
f(Ww=a-u

a = costante

I:(x(t),t)
(y(t),t) = curva

Cercoy(t) tc us+au,=0 @%|_u=0
j

Voglio trovare una combinazione di x e t tale che la u rimane costante.

d| _d( (t)ty)—du dy+du_
g | VT O ) = gt e =
Questa relazione & vera per % =a
) s equivalente a:
TR e equivalente a:
du dy o
— =0 su — =a curva caratteristica
dt dt
du 0 dx
ac > M ar ¢
Questo qua vuol dire:
(0, 6) = cost dx
ulx,t) =cost. su - =a
Dati iniziali:
us+au, =0
u(x,t =0) = u,(x)
67
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Problemi al bordo
Risolvo
t . us+au, =0 per {xlsxsz
0
Dati:
u(x,t =0) =uy(x) per x; <x<x,

. u(x =x,t>0) =g,(t)
Xy X u(x =x;,t>0) = g,(t)

Non ci serve, fuori dai dati iniziali
u(x, t) = uo(xo)

t
/ X1 < X
/ - Xg — X1 = at
7
/'/ u(x, t) = uyg(x,) per x>at+x
-~ I
T o T Xo = x — at

Se x < at + x; siamo sopra della caratteristica limite e non si puo arrivare alle caratteristiche
iniziali.

u(x, t) = g1(to)
Per trovare la caratteristica per (x, t) che arriva in (x4, ty):

x—x; =a(t—ty)

- X — X . X — Xy
- = d = —
0 a 0 a
uy(x — at) per x>at+x;
u(x,t) = X=X
1 (t— " ) per x <at+x
69
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Equazioni non lineari

u:+ f(w) =0 = u; + (f(u))x =0 = ur +a(wu, =0

f = funzione non lineare di u

1
fuw) = Euz eq. di Burgers

Se f é differenziabile:

Oxf (W) = f'(u) Oxu
f'(uw) = a(uw) (velocita caratteristica)
u; +a(wu, =0
Metodo delle caratteristiche:

du 0 dx _ cost dx
P su P a(u) u = cost. su P a(u)

a(u) é costante lungo la caratteristica.
La caratteristica € una retta:

u(x, t) =ug(x,) su x —xo = a(ut.
Cioé su

= aul)  ~ x—xp = a(uben) ¢
0

1. Troviamo x, peridiversiintervalli di uy(x,).

2. Calcolo la funzione u(x, t) e gli intervalli che la definiscono.

71

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 73 di 210



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 75 di 210

Metodi numerici e calcolo scientifico

Esercizio:

1
fw) = Euz eq. di Burgers

u+u-u, =0

ut+(f(u))x =0 = ut+<%u2) =0 =

( 1 X <0
1
uy(xg) = 1—-xy 0<xy<1
0 0 x0>1
0<t=<1

Questo segnale si comprime

0 =t — sipuo fare
t > 1 - vedremo come si fa

per x9<0 per xo>1 per 0<xy<1:

ulx,t)=1- a(u) =1 ulx,t) =0 - a(u)=0 u(x,t)=x- aw) =1-1x,

X —X X — X X —X
0=1 =0 0 =1—x,
t t t
Xo =X t—x
Xn =
71

Per definire gli intervalli di u(x, t), dobbiamo sostituire i valori x, ottenuti negli intervalli della

funzione uy(x, t). Per risolvere l'intervallo in mezzo basta assicurare che si soddisfacciano le
condizioni ottenute agli entrambi lati.

(1 x <t
x—1
u(x,t)=4t_1 t<x<1
LO x>1
73
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Metodi numerici e calcolo scientifico

per xo < O0:
u(xg, ty) =1
a(ug(xo)) = ug(xo) =1
x —xo = alug(xg)) - t
x—x9 =1t
Adesso sostituiamo x, per trovare l'intervalo in funzione di t:
x—t<0

Quindi, finalmente:
u(x,t) =1 per x<t

per xo>1

up(x9) =0

a(ug(xo)) = ug(xp) =1

x —xo = a(up(xo)) - t
x—xy=0
Adesso sostituiamo x, per trovare l'intervalo in funzione di t:
x>1

Quindi, finalmente:

u(x,t) =0 per x>1

Per 0 <xp<1
uy(xg) =1 —xg
a(ug(xp)) = ug(xe) =1 —x

XxX—xog=(1—xp) t
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Onde d’acqua

Ci sono 3 valori di h(x) per poter definire

le regioni con acqua e senza ) *

Qui posso accettare soluzioni a molti valori, ma in generale questo non € possibile.

Siamo partiti da una legge integrale.

d b
EEfu@JMx=f@@JD—f@@JD

Vorrei vedere se questa equazione accetta una soluzione a gradino.

Con: In generale:
x_l)isrp(t)u(x, t) =u uy, = u(t)
. _ ug = ug(t)
x_l)lsrp(t) ulx 6) = ug
U
x_l)grp(t)f(u(X. t)) = f(u) -
i £(u6e.9) = fun) C
d jb d s® d (b
— | u(xt) =—f ul@,t)+—1 u(xt)
dt ), t), dt Jse

s(t) b
Vedere F(t) soto - = f oiu+u(s—(t),t) + o.u —u(s™(t),t)-s'(t)
a s(t)

= f(u(a,t)) = f(u(b, 1))

t
Ho=fﬂwm S @) = £
0

s(t) Faccio:
FO =] fdx 5 p@e)=f(s@®)-s'(®) a-s”

0 b-st

b b
F(t):f flr,dx - F’(t):f 0.f dx

77

© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 79 di 210



© Proprieta riservata dell'autore - Digitalizzazione e distribuzione a cura del CENTRO APPUNTI - Corso Luigi Einaudi, 55 - Torino / Pagina 81 di 210

Metodi numerici e calcolo scientifico

Uy > Ug ') > f'(ug)

S

-

e r f

Caratteristiche uscenti

Soluzione di Burgers

Se s’ = flup)—f(ug) .

UL—ugr

Tende a restare un gradino (stabile) Tende ad aprirsi (instabile)

Accetto solo onde d’urto con caratteristiche entranti

[f' () > s'(0) > f'(up)|

Condizione dell’entropia

Sef'"(u) >0 u;, > ug
f
/
e
- . u
uR ut'.
U + fx(u) =0

u(x,t =0) =u,

Pud formare discontinuita in un tempo finito, t =t; , “in quel caso” la velocita della
discontinuita & data dalla relazione di R.H.
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Soddisfa la condizione dell’entropia

Quando si forma I'onda d’urto entropica ottengo soluzioni che sono irreversibili nel tempo.

Rarefazione (rampa):

Ogni valore uy() € contenuto nella
soluzione al tempo u(x, t).

(problema reversibile nel tempo)

Qui la soluzione ¢ reversibile nel tempo.

Ug (%) '

compressione

Se sei investigando qui potreve andare
indietro nel tempo.

__________ // S

1 ' \
Per t = > la soluzione € ancora regolare
(e reversibile).

Per t > 1 si perde molta informazione relativa ai dati iniziali.

Per t > 1 ho una soluz. a gradino.

81
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Metodi numerici e calcolo scientifico

—Vmax P€r (P = Pmax) Umax P€r (,0 =0)

Onde d'urto

f(pL) - f(pR) _ Umax

s'() = [Pmax — (oL + pr)]
DL — Pr Pmax Pmax PL Pr
S’(t) >0 Per  pmax > PL + Pr
S () <0 per pmax <pLtpr
In ogni caso, 'automobilista entra nella coda, perché v, — S <0.

Quando si formano le code?

Condizione dell’entropia:

') =S'(t) = f'(pr)
2p (7 2p
Um (1 - 2 ) = = (pmax - (pL + pR)) = Vmax (1 - R )
Pmax Pmax Pmax

2 2
_2oy _(tpr) 20

Pm Pum Pm

2pp < pL + pr S 2pp

Si forma onda d’urto quando c’e piu intensita davanti che indietro (p; < pg).
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Sistemi lineari iperbolici a coefficienti costanti
Caso scalare:
us+au, =0 ove a=cost.

Problema ai valori iniziali
ur+au, =0
u(x,t =0) =uy(x) (nota)

u(x,t) = up(x —at) — segnale iniziale spostato di una lunghezza at

Sistema u(x, t) un vettore di m incognite:

Uy (xl t)
ulx,t) = [ %2 (?C’ D) m eq.
Uy (x,t)
ur+Au, =0 (%) A = Matrice m X m costante

Definizione:
Il sistema (*) € iperbolico se A ha m autovalori reali 4, ,4,, ... 4,, € m autovettori linearmente

indipendenti 7y, ...13,.

N.B.: Gli autovettori r; sono vettori colonna con m componenti costanti. Se gli autovalori sono
distinti allora & garantito che 3 m autovettori linearemente indipendente. Altrimenti devo
verificare che posso calcolare m autovettori linearemente indipendenti.

Chiamo R =[r,1y,..719] matrice di autovettori

Poiché gli r; sono linearmente indipendenti = R & invertible = A & diagonalizzabile, cioé:

R™'AR = A = diag(A; , 4, ... Ay) con Ar; = A1y

Funziona come fattore di
amplificazione, no ne
cambia la direzione.

N.B.: poiché R & costante, anche R~! & costante = 9,R = d,R =0
R ou+Ad,ul=0

0;(R"'u)+R'ARR '0,u=0
85
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Per sistemi non lineari
Jru+0d,f(u)=0
In forma caratteristica:
oiu+A(w)d,u=0 con A(u) =J¢

Se il sistema & lineare:

Variabili u Variabili
(conservative) caratteristiche

v

Evoluzione

l (x,t=0) = (xt)

A

Esatta

Caso non lineare:
procedo per passi At

chiamo u™(x) = u(x, t"™ = nAt)

R~ (u®)

v

Evoluzione

v+ = p(x, t" + At)
R(u™)

A

Approssimato
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Esercizio:
us+Au,, =0

Dati iniziali:

g (x) = {uL x<0 W, t) = [ul (x, t)]

Uy (x, t)

Siccome la matrice A non & diagonale dobbiamo trovare prima la matrice degli autovalori:

2 s S RN
detA—det( ) 1—1)_(1 N1 =) —4=22—2)—3
2+VET 12 _
2 —20—3 - A=——=1_2={’11_ 3
2 Ay =—1

AZ(/})1 /?2):(3 _01)

Un’altra forma di trovarla &€ con gli autovettori d’'ognuno degli autovalori. Per il primo:

A—/111=(1_31'1 1_21.1)=(163 123)=(_12 —42)
x=()

A=A DX; =0 - (_12 _42) (2) - (g)

{—le + 4x2 = 0
xl - 2x1 = 0

(1) <=0

Ora per il secondo autovalore, troviamo il suo autovettore:

= ()= )6 Y
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Metodi numerici per equazioni lineari iperboliche

us+au, =0

u(x, t) — soluzione esatta u(xj, t") =u
U(x,t) - soluzione numerica U(x;,t") = up
t h =x; —xj_; griglia uniforme
_ -1
0080000000 00ReeS At =t —t" passo temporale
 F E RN RN NN RN NN N x
S = = 8 5 5 5 2 N N N B B N B At

A= ™ parametro di griglia

Devo trovare una forma di discretizzare la derivata temporale:

1
(’)tul(xj‘tn) = (u}l+1 - u]”) + 0(At)

Invece, per la discretizzazione spaziale abbiamo 3 deirvate numeriche:

Uiy — U’ ) _

Ot |y emy = ————+ O(h) (AD: asimmetrico destra)
ult —

Oxu I(x],,tn) = ]Tj_l + 0(h) (AS: asimmetrico sinistra)
ull; —ut

Oxu |(xj,tn) = %}111 + 0(h?) (C: centrale)
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Condizione CFL (Courant — Friedrichs — Lewy)

Dominio di dipendenza numerico:

a =0 pn+t
Fl
n+1 _ : n n n
i / UMt = funzione (U, U, US4
t“"'ll lll.l.*-l » v # - & # St l d Un+1
" {xj—lejJ Xj+1} encil di j
t" b s e @B B e e

Dominio di dipendenza analitico {y}:

e CFL
{y} C Stencil = alAt<h (a>0)
(—¥) <xj—x-1=h ac 1,1
h a a
xj—y=alt n
At < —
|al

Per il metodo AS (a sinistra):

UMt = Ut = 2a (U - U,)

Ha condizione CFL

1
A<a per a>0

At

Per a < 0 AS ¢ instabile

.B: CFL & una condizione necessaria (ma non sufficiente!)
Se il metodo €& stabile = soddisfa la CFL.

Se il metodo non soddisfa CFL = ¢ instabile.
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Metodi numerici e calcolo scientifico

Per avere un metodo stabile indipendentemente del segno di a:

Metodi del 12 ordine:

e Metodo Upwind

Uur-=ult; a>0

Upwind = sopravvento
U a<o P P

UMt = Ut - /'la{

a>0 a <0
—_— '
- e » - ® . » o ~
J J

o Metodo di Lax - Friedrichs

Uit = (;+1+U"1) (1+1 2y

Metodi del 2° ordine:

e Metodo di Lax - Wendroff (centrada)

an+1 ( j+1 T 1) + ( j+1 ZUn + Un )

¢ Metodo di Beam - Warning

1 3
FUR2 =200 +5U a>0  j2p2 Uty —2U, + U a>0
Urtl = Ul - 2a
j J 1 3 2 n
2 f42— 2 ]+1+§an a<0 2 —2Uj 1 + U a<0
. . . i * Stencil B-W
j=2 J j*2
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