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Avant — propos
Chers collegues professeurs,
Chers éleves,

L'institut Pédagogique National a le plaisir de présenter a la famille scolaire un projet de manuel
de I’éléve pour la 6°™¢ année secondaire conformément aux nouveaux programmes de la réforme
de 1999.

Ce document a été réalisé dans des conditions d‘urgence (1 mois) afin qu’il soit disponible des le
mois de janvier 2010. Il sera expérimenté a |'aide d’une grille d’évaluation élaborée a cet effet.

Il a été procédé a l'adoption d’'une méthodologie particuliere mettant l'accent sur les points
essentiels dans les programmes suivant une approche pragmatique qui privilege les aspects
pratiques.

Ce choix a été traduit par le découpage du programme en termes de chapitres (13) et la mise en

ceuvre d’une structure de chapitre permettant aux différents utilisateurs de tirer profit.

Cette structure est ainsi congue

= “ Faire- savoir” : permet de déterminer les savoirs et savoir-faire utiles et essentiels.

= “ L'essentiel du chapitre "’ : résumé des points essentiels et incontournables.

= “ Savoir - faire ": permet a I'éleve de mettre ses capacités a |'exercice, dans un premier
temps, en traitant des applications directes du cours et dans un deuxieéme temps en passant
aux exercices de niveau avancé.

L'IPN, souhaite que les utilisateurs de ce projet de manuel lui fassent parvenij
suggestions constructives pour une prise en compte dans la prochaine éditig

€marques et

Les auteurs




crepve 1@ Géomeétrie analytique dans le plan & 1’espace

=||l Faire savoir
L’essentiel du chapitre

I. A propos des vecteurs

1. Quelques relations vectorielles

e Pour tout point A du plan ou de ’espace, on a AA =0 (vecteur nul).
e Pour tout point A et B du plan ou de I’espace, on a

AB=— BA et BA=—-AB (BA etAB sont opposés) .
e Pour tout point A, B et C du plan ou de I’espace, on a AB =AC + CB (Relation de Chasles).

Soit [AB] un segment dans le plan ou de I’espace de milieu I :

- Ai=IB-2AB , : ,
2 A | B

= AB=2Al=2IB

= IA+1B=0

Pour tout point M du plan ou de I’espace, ona :
= MA+MB=2Mi
+ Mi=—(MA+MB)

Soit ABC un triangle dans le plan ou dans I’espace.
A’, B’, C’ les milieux respectifs de [BC], [AC], [AB],
G le centre de gravité ABC.

. A'B'=%§A , BA=2A'B’
Les droites ( AB) et (A’B’) sont parall¢les ;

» GA+GB +GC=0
2——

» AG=ZAA
3
- GA'—-1GA
2

= Pour tout point M du plan ou de I’espace

MA+MB +MC=3MG : MG=%(MA+MB +|v|C).

= Dans I’espace le point G appartient au plan du triangle ABC.
(G;A; B ; C sont coplanaires).

= AB=DC

D
Soit ABCD un parallélogramme dans le plan ou dans I’espace. / /
= AC=AB+AD

A B




Dans I’espace les points A ; B ; C ; D sont coplanaires.

Soit ABCDEFGH un pavé dans I’espace
= AB=DC=HG=EF
= AG=AB+AD+AE

2. Produit d’un vecteur par un réel

u et v deux vecteurs du plan ou dans I’espace

* u=0;lu=u; -lu=-u ;

* Vao;pBeR; a(BG)E (aB)u; (o+PB)u=au+Bu ; a(U+vi=au+av.
3. Vecteurs colinéaires

= (0 est colinéaire & tout vecteur dans le plan ou dans I’espace.

= Deux vecteurs non nuls dans le plan ou dans I’espace, sont colinéaires lorsqu’ils ont la méme direction
( c’est-a-dire ils sont portés par la méme droite ou par deux droites paralléles).

= U et v sont colinéaires si, et seulement si, v=Kku aveck €R.

= Sideux vecteurs sont colinéaires, alors, tout vecteur colinéaire a I’un est colinéaire a I’autre.

Ona Si, et seulement si,

- 'U’/'
v=kuaveck eR*. > . | uetvsontcolinéaireset de méme sens. /

—_

~
v=kuaveck eR™. >. | uet vsontcolinéaires et de sens contraires. /

4. Combinaison linéaire

Soit u et v deux vecteurs et o, B.deux réels:

Le vecteur au +pv est appelé une combinaison linéaire des vecteurs uetv; o et B sont les
coefficients respectifs de u et v .

5. Norme d’un vecteur dans le plan ou dans I’espace
La norme d’un vecteur uest la distance entre deux points origine et extrémité correspondant au vecteuru .
Elle est notéeHﬁH.

Pour tout vecteur'u ;

. [if<a

- [0]=0et | =0=u=0

. ATBH:AB

Pour '[f)ut réelﬁk : o

[ =[] : [ =[]

Pour tous vecteurs uet v dans le plan ou dans I’espace;
+ [y <[ul+]v

Chapitre 1 Géométrie analytique dans le plan & I’espace 6



= Si: HGH =1, alors u est un vecteur unitaire.

I1. Bases de I’espace
Soit U ; v ; Wtrois vecteurs non nuls dans I’espace ",

Le triplet (u ; v ; w) est une base de I’espace < si, et seulement, si
u; v ; wsont non coplanaires.

" |etriplet (U; v ; W) est une base dans I’espace <”si et seulement :

Va , BEROLG+B\7 £ W; 0(\7+BVT/ % U; aW+Ba %V

= Soit (i ;j; k) unebase de "

Pour tout vecteur u de ’espace, il existe un triplet unique ( x ;Y ; z) de réels tels que :

U=Xi+yj+zk, x;y; z sont les composantes ou coordonnées de u dans la base (7 ; j; k).
X

Onécrit u| y | ;
z

e x est Pabscisse du vecteur U,

e vy est 'ordonnée du vecteur u,
e 7z est la cOte du vecteur u.

0
e 0/0
0
X X'
e AvecU|y|;V|y'|;oetpdeuxréels, ona:
z z'
-X oxX X+X' X=X oX + X'
—ul-y|;aulay[;u+v|y+y'|;u-v|y-y'|;au+Bv|ay+py'|.
=72 oz z+17' z-17' oz +pz'
X X'
= Soituly|[; v|y"'
z z'
u et vsont colinéaires si, et seulement si,
X X:=xy'—x'y=0et X X:=Oet Y y:=0
y y z z 2z

= Si(u;v;w)estunebasede ¢ et u;v; wsontdeux a deux orthogonaux ( portées par deux
droites orthogonales).
Alors labase (U ; v ; W) est une base orthogonale dans "

= Si(u;V;w)estune base orthogonale de «* et HGH=M =HWH=1




Alors, (U ; v ; w) est une base orthonormale de *

I11. Reperes
Si(i;j;k)estunebasede  etO unpointdonnéde « ,alors(O; i;j;K)estunrepérede .

Pour tout point M de I’espace ; il existe un triplet unique (X ; y ; z) de réels tels que :

OM =Xi+ yj+ 7k

X ;Y ;zsont les coordonnées du points M dans le repére (O ; i; j; k).
Onécrit M(x;y;2);

e X est ’abscisse de M ; on écrit X = Xum

e yest’ordonnée de M ; on écrit y = ym

e zestlachte de M ; on écrit z = zy

Avec i=0I;j=0J; k=0K ;
Lerepére (O i;j; k) est désigné aussi par (O, I ;J; K).

= O est I’origine du repére, K
(OI) est I’axe des abscisses
(OJ) est I’axe des ordonnées
(OK) est I’axe des cotes O J
0(0;0;0); 1(1;0;0);((0;1,0);K(0;0;1).

Xg —Xa
e SiA(Xa;Ya;Za);B(xs; ys;zs);alors AB Ye = Ya
Zg—Z,

o SiA(Xa;VYa;za); B(Xa; ya;za) et milieu de [AB], alors,

_ XptXg
= — 5
’ | : :
yy= YatVe . A | B
J )
2
2= Z,+2g
2

e Si G est le centre de gravité du triangle ABC, alors
Xa +Xg + Xc

Xg= —mmMmmm= ;
G 3 C
yoz Yat¥etVe . R
3
70 = ZA+ZB+ZC
G —3 . B

. Si(O;1;J;K)estunrepérede ¢ et (Ol)_L(0J); (0J) L (OK);(OK)L (@l ; K
alors; (O ; 1;J; K) est un repére orthogonal de " .
= Si(0;1;J;K)estunrepére orthogonal de «“ etOl=0J=0K=1;

Crnapiue 1 GEOIMErte anarytique aars 1€ pian & 1°eSpace



alors (O ;1;J; K) estun repére orthonormal de ¢ .

X
e Si u| y |dans un repére orthonormal de ¢, alors Hﬁuzwfx%y%zz .
z

e SiA(Xa;Ya;za):B(xs; Vs zs), dans un repére orthonormal de «* , alors
AB = \/(XB X2+ (Yo —Ya)’ +(Zs —2,)" -

e Dans un repére orthonormal de * , la sphére de centre Q(Xo ; Yo ; Zo) et de rayon R a pour équation
cartésienne : (X — X0 )2+ (Y— Yo )> + (z—20)* = R?

V1. Equation de droite dans le plan et dans I’espace
L’espace " est muni d’un repére (O ; 1;J; K).
1. Equations des plans ( O1J) ; (OJK) ; (OKI) :

= Le plan (O1J) a pour équation z = 0 K
= Le plan (OJK) a pour équation x =0
= Le plan (OKI) a pour équationy =0

2. Equations des droites (OI) ; (OJ) ; (OK) : |

y=0
Z

= La droite (OI) a pour systéme d’é€quations :

z

X

0

: . . 0
= La droite (OJ) a pour systeme d’équations 0
x=0

= La droite (OK) a pour systeme d’équations { 0
y =

3. Représentation paramétrique d’une droite

Soit (d) une droite passant par un point donne
a

A(Xo ; Yo ; Zo) et de vecteur directeur donnéu| b |.
C
X =X, +at
(d) est I’ensemble des points M(x ; Y ; z) de ’espace tels que : <y =Yy, +bt ;teR
zZ=12z,+ct

Ce systeme d’équations est la représentation paramétrique de (d).

4. Représentation paramétrique d’un plan

Soit . 77 un plan contenant un point donné A(Xo ; Yo ; Zo) et de base (G ;U‘) avec GLZJ _ J,[
c

T
bl
c'

y=Y,+bt+b't" ; (t;t)eR2; Ce systéme d’équations est la représentation paramétrique de - 7.

. 7’est ’ensemble des points M(x ; Y ; z) de I’espace tels que :
X=X,+at+a't'

zZ=2z,+ct+c't’

Chapitre 1 Géométrie analytique dans le plan & I’espace



4. Vecteur normal d’un plan de ’espace

e Soit .~ un plan, tout vecteur non nul n porté par une droite orthogonale a .~ est un vecteur normal de .~ .
= Soit (u; v)une base de . 7’ : n un vecteur normal de .~ si, et seulement si, nLu et n_Lv.

% Savoir-faire

A. Applications

Vecteurs et configurations

Exercicel.

ABCD un tétraédre. 1;J;K;L

les milieux respectives de :

[AB] ; [BC] ; [CD] ; [DA].

Montrer que IJKL est un parallélogramme.

Solution

—

Dans le triangle ABC, ona: 1J =%E ;

Dans le triangle ACD, ona: LK =%E ;

Donc, 1J=LK.
Donc, IJKL est un parallélogramme.

Vecteurs et alignement

Exercice2.

ABCDEFGH un cube d’aréte a.

1) Montrer que le triangle BDE est équilatéral.
2) Soit I le centre de BDE.

Montrer que : Al =%E, DT R C

que peut-on déduire pour les points A1 ; G ?
3) On prend a = 1. L’espace est rapporté au repére orthonormal A B
(D;A;C;H).

1) Donner les coordonnées des sommets de ce cube.

2) Déterminer les coordonnées de 1.

Veérifier que : Al = %E

Solution
1) Ona: ABCD ; ADHE ; ABFE sont des carrés de c6té mesurant a.

Donc:BD:a\ﬁ ;DE:a\ﬁ ;BE:a\/E X
Donc : BD = DE =BE ;
Donc ADE est un triangle équilatéral.

2) ABCDEFGH est un pavé,

Donc, AG =AB+AD+AE,

Or, | est le centre de gravité de BDE
Donc, AB+AD+AE =3Al,

Donc, AG =3Al

Chapitre 1 Géométrie analytique dans le plan & I’espace



Donc, Al = %E

D’ou les points A ; I ; J sont alignés.

3)a)Ona:D(0;0;0);A(1;0;0);C(0;1;0);H(;0;1).
Ona: DB=DA+DC ;doncB(1;1;0),

Ona: DG=DC+DH ;donc G(0;1;1),

Ona: DE=DA+DH ;doncE(1;0;1),

Ona: DF=DA+DC+DH ;donc F(1:;1; 1).

b) I est le centre de gravité de BDE,

Donc ; x, = Xa +Xp +Xe :1—0+l :g Ly, = Ye+Yp + Ve :1+O+O :E ;
3 3 3 3 3 3
, _ZatZptZe :0+0+1:1.
! 3 3 3
Don, |((3;1,1j
333
2.) (L Lo 1
3 3 3 3
oAl T-ol=al |:1ac ta-0)|=1ag| t
3 3 3 3 3 3
1 |t 1y g !
3 3 3 3
Donc, Nz%,@.
Equations de droites et de plans
Exercice3.
L’espace ¢ est rapporté a un repére (O i j; k).
1) Déterminer la nature et les éléments géométriques de ’ensemble . 7° des points M(x ; y ; z) de " tels
que :
X=1+t+t'
y=2t-t' ;(t;t)eR2
z=3+t

2) Déterminer.une équation cartésienne de . 7° (une relation entre X ; y ; z).

Solution
X=1+t+t' 1 1 1 1
1.)Ona{y=0+2t—t" ,oru|2|; u'| —1|ne sont pas colinéaires, car JJ:—l—Z:—B;«rsO.
z=3+t+0t' 1 0
Donc, - 7’ est le plan de base (u ; u’) et contenant le point A(1; 0 ; 3).
t+t'=x-1
2.)0Ona
2t-t'=y
Donc, 3t=x+y—1 et t= X+;/_1,

Chapitre 1 Géométrie analytique dans le plan & I’espace
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Or,z=3+t

X+y-1

Donc,z=3+ et3z=9+x+y-1,

Donc, -7 iX+y-32+8=0

B. Exercices
1. ABCD un tétraédre, I, J, K, L les points tels

queBi=LBA;BJ--BC:DK = -DC; DL = DA
3 3 3 3

1) Montrer que =LK = %ATf
2) Que peut-on en déduire pour le quadrilatére 1IJKL ?

2. ABCD un tétraédre, d’aréte a (a > 0). A’ milieu de
[BD].
1) Montrer que le plan (AA’C est le plan médiateur du
segment [BD].
2) Montrer que les droites (AC) et (BD) sont
orthogonales.
3) Soit T, J, K, L les milieux respectifs de [AB];
[BC] ;[CD] ; [DA]
Montrer que IJKL est un carré et déterminer son aire en
fonction de a.

3. ABCD un tétragdre, I, J, K, L les milieux
respectifs de [AB] ; [BC] ; [CD] ; [DA].
L’espace est rapporté aurepere (A ; B; C; D).
1) Donner les coordonnées des points | ; J ; K ; L.

2) Vérifier que 1J =LK .

4. L’espace “est muni d’un repere

(0:1;]; k).

- = T _" g Y _—’ = 1‘.‘ 1“

u=2i—j+k;v=3i+k ;w==i+=-j—=k.
2° 2

1) (ﬁ ; \7) est-elle'une base de  ?

2) (ﬁ ; W) est-elle une base de  ?

9. L’espace ¢ est muni d’un repére
(0;1;J;K).A(2,0:3),B(-1;2;5);C(3;-2,0).
1) Les points A ; B ; | sont-ils alignés ?
2) les points | ; J ; C sont-ils alignés ?

6 Le plan est rapporté a un repére orthonormal
1

(0:i:];k).ul2
-1

1) Déterminer”ﬁ” , uest-il unitaire ?

coordonnées de G.

3) Déterminer la représentation paramétrique de la
droite (OG).

4) Déterminer une représentation paramétrique du plan
(K), puis une équation cartésienne-de ce plan.

8. L’espace est rapporté a-un repere
(0;1;];5 k) A@;2:3);B2;0;1);C(-1;3;5).

1) Montrer que AB et AC ne sont pas colinéaires.
Déterminer les coordonnées du point D tel que ABCD
est un parallélogramme et déterminer les coordonnées
de son centre |.

3) Soit G et H les centres de gravité des triangles ABC
et ACD.

a) Déterminer les coordonnées des points G et H.

b) Montrer que | est le milieu de [GH].

9. L’espace est rapporté a un repere

CHRI)

1) .7 le plan d’équation cartésienne

2x +3y +2z + 1 = 0. ( d) la droite d’équation
X=1+t

parametrique y=1-t : teR
z=2t

Déterminer la position relative de .~ et (d).
2) .7 le plan d’équation cartésienne :

2X + 3y +2z + 1= 0. (d’) la droite d’équation

X=t
paramétrique y=_—1+t  teR
3
z:_—St
2

Déterminer la position relative de .~ et (d).
3) .~ est le plan d’équation cartésienne

2X +3y +2z +1 =0.

(d’’) la droite d’équation

_ X=2+t
paramétrique y=3+t :teR
zZ= étz z
2

10 | L’espace est rapporté a un repére orthonormal

Chapitre 1

Géométrie analytique dans le plan & I’espace
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- u , - = .
2) v:HT , donnes les coordonnées de Vv, Vest-il
uH

unitaire ?

7. L’espace est rapporté a un repere orthonormal
O;1;3;K).
1) Calculer les longueurs 1J, JK, KI. Quelle est la
nature du triangle 1IJK ?
2) Soit G le centre du triangle 1JK. Déterminer les

(0;1:); k).
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de
I’ensemble I" des points
M(X ;¥ ; z) del’espace dans chacun des cas :
1) ' d’équation cartésienne : x>+ y* + z2° = 1
2) I' d’équation cartésienne :
X2+ Yy +7°-2x -6y +82+3=0
3) I d’équation cartésienne :
XX+y+72x-1=0

Chapitre 1 Géométrie analytique dans le plan & I’espace
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2@ Equations, inequations &systemes

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

1. Equations

a) Equations du premier degré

La forme générale d’une équation du premier degré est ax + b =0 ou a et b sont deux réels/donnés.

Si alors I’ensemble des solutions est
a=0etb=0 R
a=0etb=0 %]

a=0

Gl

b) Equations du second degré

La forme générale d’une équation du second degré est ax” + bx + ¢ = 0 ou a est réel non nul
donné et b, c sont deux réels donnés.

Le discriminant de cette équation est soit le nombre A, soit le nombre A’ tel que :

2
A=b?-4dacet A= (%) - ac

Si alors I’ensemble des solutions est
A< 0(A<0) %)
—b
A= 0(A=0) {Za}
{Xl ; Xz}avec X1 = M et Xo = M
2a 2a
A>0(A>0
w=u b w SLEW/Y
Ou: xlzz— et X, = 2
a a
Si alors

X1 et X, sont les solutions
de I’équation
ax?+bx+c=0

-b C
X1+ Xo= — et X1. Xp = —
a a

L’ensemble des solutions de 1’équation

Lyl e=0 ax2+bx+c:0est{1;£}.
a
L’ensemble des solutions de 1’équation
a-b+c=0

ax2+bx+c:0est{—1; _—C}
a

{x +y=s .
ou s et p sont
Xy=p

deux réels donnés

Les nombres x et y (s’ils existent) sont les solutions
de I’équation du second degré d’inconnue X : X* —sX +p =0

Chapitre 2

Equations ; inéquations et systémes
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L’équation x° = k oul k est un réel donné.

Si alors ’ensemble des solutions est
k<0 (%)
=0 (o)

k>0 [~k ; Vi)

c) Equation bicarrée

La forme générale d’une équation bicarrée est : ax” + bx“+ + ¢ =0 avec a
un réel non nul donné et b et ¢ deux réels donnés.
Enplus:ax*+bx*+ +¢c=0 ©X=x* et aX’+bX+c=0.

2. Inéquations

a) Inéquations du premier degre

La forme générale d’un bindme du premier degré est ax + b ou a est un réel non nul donné et b un réel
donné.

e Signedeax+bsur R

X -
-00

(ox

ax +b| Signe contraire
dea

Signe
dea

RN
+
8

La forme générale d’une inéquation du premier degré‘est :
ax+b<Oouax+b<Oouax+b>0ouax+b>0

b) Inéquations du second degré
La forme générale d’un trindme du second degré est.ax + bx + ¢ ou a est un réel non nul donne, b et ¢
deux réels donnés.

Signe d’un trinome du second degré

Si alors
A< 0(A<0) X -00 +00
ax’ +bx + ¢ signe de a
_ 5 _ X - -b +o0
A= 0(A = 0) * a
ax+bx+c| Signe é) Signe
dea | dea
_ c S g
A> 0(A>0) X oo Inf(x,;x,) Up (i3 %) 400
ax*+bx+c| Signe | Signe contraire | Signe
dea I dea I dea

La forme générale d’une inéquation du second degré est :
ax> +bx + c<0ouax’ +bx+c<0ouax? +bx + ¢ >0 ouax? +bx + ¢ > 0.

Chapitre 2 Equations ; inéquations et systémes
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3. Systéme d’équations et d’inéquations
a) Systeme linéaire de deux équations a deux inconnues
La forme générale d’un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues est :

ax+by=c _
' yl oua;b;c;a’;b’;c sontsix nombres réels donnés et ou ( x ; y) est le couple de réels inconnus.
a'x+b'y=c
2 o N a‘ b b} )
Le déterminant du systeme est le nombre Atelque : A =| ol = ab’ —a’b.
a
Si alors ’ensemble des solutions est
A#0 Le systéme a une solution unique.
On la détermine par substitution ou par combinaison linéaire.
A=0 Le systéme peut ne pas avoir de solution ou en avoir une infinité

Interprétation graphique
Soit (d) et (d”) les deux droites d’équations cartésiennes ax + by =ceta’x + b’y=c’

dans un repére (O ; i; j) du plan.

Si alors I’ensemble des solutions est
(d ) et (d’) sont sécantes
(A=0)
(d)

Le systeme a un couple solution unique qui est le couple des
coordonnées du point A commun a (d ) et (d’).

A
(d”)

(d)et(d’) sont strictement
paralléles (A = 0).

(d)
Le systéme n’a pas de solution.
(d")
Les droites n’ont pas de points
communs
(d)et(d’) sont confondues
(A=0). \ P : :
(d)=(d) Le systeme a une infinité de solution qui sont tous les couples de

. — coordonnées du point de (d) (ou de d’).
Les droites ont une infinité de

points communs

b ) Systéme linéaire d’inéquation a deux inconnues

La forme générale d’une inéquation linéaire a deux inconnues est :

ax + by +c>0ouax +by +c<0ou ax +by + ¢ >0 ou ax +by + ¢ <0, avec a; b deux réels non nuls et ¢
un réel donné.

Soit (d) la droite d’équation ax +by + ¢ =0.

On considere fe nombre ax + by ¥ ¢

= ce nombre est nul pour tous les couples M(x ; y) de (d).

OT




= ce nombre est positif pour tous les points M(X ; y) de I'un des demi-plans de frontiere (d).
= ce nombre est négatif pour tous les points M(X ; y) de I’autre demi-plan.

= On détermine le demi-plan ou ax +by + ¢ > 0 (respectivement ax + by + ¢ < 0) en calculant ce nombre

pour un point donné que I’on choisit en dehors de (d).
= Un systéme d’inéquations linéaires a deux inconnues ne peut se résoudre que graphiquement

4. Polynbmes

Définition
e Soitae R ;neN ;f lafonction définie par f(x) = ax".

La fonction f est appelée un mondme de coefficient a et de degré n.
e On appelle polyndme toute somme algébrique de monémes.

P(X) = anX" + anaX"™" + anoX"2 + ...+ aixt +ap ol a, est un réel non nul et ans; ... ; a1 ; ao des réels,
est la forme réduite du polynéme P et n est appelée le degré du polynéme P. On écrit d°P = n.

e Un bindme ax + b est un polyndme de degré 1.
e Untrindme ax? + bx + ¢ est un polyndme de degré 2.

Zéro d’un polyndéme- Factorisation

= On appelle zéro ( ou racine) d’un polynome P.

Tout nombre réel o tel que P(a) = 0.
= Déterminer les zéros d’un polynéme P ; c¢’est résoudre I’équation P(x) = 0
= sia est un zéro de P(x) alors, P(x) est divisible par x - a.

Des égalités remarquables

1)a —b?’=(a-b)@+h) ; 2)a®-b’=(a-b)@+abtb’) ; 3) a+b*=(a+b)@®-ab+b?).
Forme canonique d’un trindme du second degré :
2
ax? +bx+c—a(x + Ex+ —)— af(x + _) +£_b_]
a a 4a’
4ac—b°
= af(x* —)* +
I 2a ) 4a* ]
A by, A .
= a[ (X + —)"- — ] (forme canonique)
2a 4a
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Savoir-faire

A. Applications

Equations bicarrées

Exercice 1 Résoudre dans I’équation x* + x* -12 = 0.

Solution

Soit X*=X,0na:x*+x*-12=0=X?+X-12=0< (X +4)(X -3) =0 < (x* + 4)( x* -3) = 0.

e L’¢quation X* + 4 = 0 n’a pas de solution,

e L’équation x* -3 =0 a pour solution : /3 et—+/3 .

e L’équation x* + x? -12 = 0 a donc deux solutions/3 et —+/3 .

Exercice 2

m est un nombre réel donné, on considére 1’équation d’inconnue x : x* -3mx® +m?-1 = 0.

a) Résoudre dans cette équation pour chacune des valeurs suivantesde m: 0;1 ; 3.

b) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles cette équation a

e (uatre solutions ;

e trois solutions distinctes ;

e deux solutions distinctes

Solution

a) Sim=0;onax'-1=0= (+1)(¥*-1)=0 = (E+1)(x-1)(x+1) =0.
Donc I’équation a deux solutions : -1 et 1.

e sim=1lona: x*-3x*=0= x*(x*-3) = 0= x*(x -4/3) (x++/3) = 0.
Donc I’équation a trois solutions : -J3 ;0 et \/§ .

e sim=3ona:x*-9¢+8=0 = (¥*-8)(x*-1)=0"= (x- 1)(x +1) (x-24/2)(x +24/2) =0.

Donc I’équation a quatre solutions : -2\/5 -1 let 2\/5.

b) On pose X = x?, on obtient I’équation X*=3mx +m?-1=0; (2)

Dans I’équation (2) : A=5m° +4.: p=m?-1 ets=3m.

e Onremarque que pour tout-nombre reel m; I’équation (2) admet deux solutions distinctes.

e [’équation (1) a quatre solutions distinctes si et seulement si I’équation (2) admet deux solutions
distinctes et positives. Cette conditions est réalisée si et seulementsiA>0;s>0etp >0 c’est-a-
dire me[1 ; +oo[.

e [’équation (1).a trois solutions distinctes si et seulement si, 1’équation (2) a deux solution distinctes
et positives dont I’une est nulle, cette condition est réalisée si et seulementsiA>0,p=0ets>0
c’est-a-dire m= 1.

e L’équation(l) a deux solutions distinctes si et seulement si, I’équation (2) a deux solutions distinctes
non nulles et de signes opposées, cette condition est réalisée si et seulementsiA>0;p<0
c’est-a-direm € ]-1; 1[.

Inéquations bicarrées

Exercice 1

Résoudre dans [] I’inéquation 4x* -5x* +1>0...(1)

Solution

Soit P le polyndme défini par P(x) = 4x* -5x* +1 ; on pose X = x°.

Ona: 4x* -5x% +1 = 4x* -5x% +1 ; le polyndme 4x* -5x* +1 a pour racine 1 et % .

Donc ; 4x* -5x% +1 = (4X -1)(X -1) = (4 x* -1)( x* -1) = ( 2x- 1)(2x +1)(x -1)(x+1).
On en déduit le tableau suivant :
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X -00 -1 _—1 l 1 +00
2 2
(2x-1) (2x +1) + + - + +
(1) +1) : : : : +
P(x) + - + - +
Donc I’ensemble de solution de I’inéquation (1) est S=]-1; -% [U] % 1L
Exercice 2
Résoudre dans [ I'inéquation X* >x*+12 ...... )
Solution

Ona: x* 2x*+12=x* -xX*-12>0;onpose X =x% Ona: x* - x*—12 =X*-X-12 : le polynéme
X% -X -12 a pour racine -3 et 4, donc X*-X-12 = (X + 3)(X - 4)

= (X° +3)( X* -4)

= (¢ +3)( x -2)(x +2).
Or,Vxel ; X¥+3>0;donc I'ensemble de solutions de I’inéquation (2) est S = J-00 ; -2[U [2 ; +oo].

Autres équations et inéquations
Exercice 1
Résoudre dans [ I’équation x* -x* -13x* +x +12 =0......(1)
Solution
e Soit P le polyndme défini par P(x) = x* -x* -13x? +x +12 ; P(1).= 0.
Donc il existe un polyndome Q(x) tel que P(x) = (x -1) Q(x).; ....P(-1) =0
Donc il existe un polyndome R(x) tel que Q(x) = (X +1)R(X) ;
Par lasuiteona: VvV xe 0 ;P(X)=((x-1)Q(x) = (x-1) (x +1)R(X) = (x*-1)R(X)
e Pour déterminer le polyndme R on peut effectuer une division euclidienne de P(x) par (x? -1)

X' X -13x°+x +12 | x'- 1 _ s s
X4 - X2 On obtient P(x) = (x° -1)(x" —x -12)

- X X" -x-12
X -12%° = (x-1(x+1)(x - 4)(x +3)
5+ X Donc I’ensemble de solutions de 1’équation (1) est
~12%F +12 (-1;1;-3;4}
-12x° +12
0
Exercice 2

Soit le polyndme P(X) = x* + x°>-5x + x — 6
a) Vérifier que -3 et 2 sont racines de P et en déduire une factorisation du polynéme P(X).
b) Résoudre dans [ I’inéquation X* +x3-5X + X— 6 <0 ........(2)
Solution
e P(-3)= 81 -27-45-3-6=0  donc -3estracine de P(X)
e P(2)=16 +8-20+2-6=0 donc 2 estracine de P(x)
On en déduit qu’il existe un polynéme Q(x) tel que P(X) = ( X — 2) (x -3) Q(X).
Pour déterminer ce polyndome Q, on peut utiliser la méthode de ceefficients indéterminés.
Q est un polyndme du 2°™ degré, on pose Q(X) =ax2 +bx+c:onaV x € ; P(x) = (X* +x -6)(ax® + bx +c ).
Donc, (x* +x -6)(ax’ + bx +¢) = x* + X*-5x + X — 6 ;
ax* +hx® +cx? + ax® +bx? + cx - 6ax?- 6bx - 6¢ = x* + x3-5x + X — 6
ax* + (b +a)x® +(c +b -6a)x* +(c -6b)x -6c = X' +X*-5x + X~ 6 <
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a=1

b+a=1 =b=0 2 2

= P(X)=(x"+x-6)(x"+1
c+b-6a=-5 =c=1 09 =( X )
c—-6b=1

On a pour tout réel x ; x* + 1 > 0 = P(x) est du signe de x* + x -6 ; donc I’ensemble de solution de
I’inéquation ( 2) est S=1]-3; 2]

Equations irrationnelles

On appelle équation irrationnelle toute équation ou I’inconnue figure sous un radical.

Exercice 1
Résoudre dans [ I’équation v2—x = x+ 10 ...(1)
Solution

Nous allons proposer deux méthodes pour résoudre une telle équation.

e Résolution par implication : Pour tous nombres réels a et b on a
a=b=a’=b’;onpeutécrire: V2—x =x+10=2-x= (x+ 10y’ <=x* +21x+98=0;
(x + 7)(x +14) = 0 ; I’équation (x + 7)(x +14) = 0 a deux solutions -7 et -14.
Pour terminer la résolution on doit vérifier si, -7 et 14 sont solutions de 1’équation(1) :

J2-(-7)=-7+10 -7 estsolution ; /2—(-14) ==14+10 _ -14 n’est pas solution
Donc ; ’équation ( 1) a une solution unique x = -7.
e Résolution par équivalence pour tous nombres réelsaetbona:

w2 2 — 0= p?
Ja=bhe a=b Donc: v2-x =x+10< % K o 4
b> x>-10

X=-7
X >-10

Donc I’équation ( 1) a pour solution x = -7.

{(x +7)(x+14) =0
2N =

Exercice 2

Résoudre dans [ I’équation v/—X245X+9 =+X+3 ....... )

Solution
a=>b

Pour tout nombre réel 3/a =3/b < . On peut écrire v—x2+5x+9 =J/x+3 <
a>0etb>0

—X2+5x+9=x-3=0 . i .
& X = 6. Dong, I’équation ( 2 ) a une seule solution : x = 6.

Xx—-3>0

Pour résoudre une équation irrationnelle ( E ) on peut utiliser la méthode suivantes :
e ¢liminer les radicaux par élévation au carré

e résoudre I’équation ( E )’ sans radical ainsi obtenue ;

e déterminer parmi les solutions de ( E)’ celles qui sont solutions de ( E).

Inéquations irrationnelles

Pour résoudre une telle inéquation, il est difficile de procéder par implication car les ensembles de
solutions contiennent en général une infinité d’éléments ; on ne peut donc pas vérifier si chacun d’eux est
solution de I’inéquation initiale.

Exercice 1
Résoudre dans [J I’équation X+ /Xx=1>3;.....(1)
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Solution
e Contraintes sur I’inconnue x € |1 ; +oo [

e OnaVxell;+o[:Xx+ Jx-1>3 & x-1>3-x,0rvVxe]l;+wo[; Jx-1>0 ;donc

= Si, 3—Xx <0;’inéquation est vérifiée, tout nombre réel de I’ensemble [3 ; +oo[ est solution de (1).
= Si3—x>00na: Jx-123-x ©x-1>(3-x)? ©x*-7x+10<0 < (x- 2)(x-5) < 0.
<xel[ 255
Tout nombre réel de ’ensemble [2 ; 3[ est solution de ( 1).
Donc ; I’ensemble des solutions de 1’inéquation ( 1) est [2 ; +oof

Exercice 2
Résoudre dansl) 1’inéquation : VX +1+X+2>3.....(2) .
Solution

e Contraintes sur ’inconnue x >-1et X > -2; donc X € [-1; +oo |,
e Onavxel[-1;+o[: YX+1+VX+2>3 < 2x+3+2/(x+2)(x+1)20 <

J(X+2)(x+1) > —x+3.0r ¥ x € [-1; +o [ ; J(x-1)(x+2) >0 ; donc

Si—x+ 3 <0; I'inéquation est vérifiée, tout nombre réel de I’ensemble [3 ; +oo[ est solution de (2).

Si;-x+3>0;0na (x+1)(x+2) = -x+3 & (x+1)(x+2) > (x+3)* ©X-7>20c X > g
Tout nombre réel de 1’ensemble [é ; 3 [est solution de( 2 ), donc, I’ensemble de solutions de

I’inéquation ( 2) est [g ;4o [
Systémes linéaires d’équations et d’inéquations
Systeme a trois équations a trois inconnues
ax +by+cz=d
On considére le systeme > :qa'x+b'y+c'z=d' ;Xx;y;zsont lesinconnues.
a"x+b"y+c'z=d"
2. est appelé systeme de trois équations du premier degré (ou systéme linéaire) a trois inconnues.

Résoudre 2. c¢’est déterminer les triplets ( x ; y ; z) de nombres réels qui Vvérifient les trois équations.

Nous allons étudier deux méthodes de résolution d’un tel systéme, par substitution et par pivot de Gauss.
Résolution par substitution

Exercice 1
X+y-2z=-7 ...(E)
Résoudre‘le systéeme > <2x-y+z=0 ...(E,)
2X+y+z2=8 ~(Ej)
Solution
On déduit de I’équation (E;) que z = -2x — Y ; on remplace z par sa valeur dans (E;) et (E,)
7xX+3y=23
) . 7xX+3y=23 . .
On obtient 2, s —x—-2y=-8 ; le systeme 5 i a un unique couple solution (2 ; 3).
—X — -
z=-3Xx-y+8 y

Onen déduit que z=-3x 2-3+ 8 =-1, donc ; le systeme 2, a un unique triplet solution ( 2; 3 ; -1).

Exercice 2
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2x-y-2z=6 ...(E)
Résoudre le systéeme >, :¢{x+y-z=1 (E,) .
X—-5y-z=9 .(Ej)
Solution
On en déduit de I’équation E; que : y =2x-2z -6 ; on remplace y par sa valeur dans E; et E; :
y=2Xx—-2z2—6 ...(E})
On obtient : >, :43x -3y =7 (E,)
—-Ox+9y=-21 ~.(Ej)
3x-3y=7
—-Ox+9y=-21
3x -3z = 7. On donne a I"une des inconnues une valeur arbitraire A (z=2) ;0n en déduit :

Le systeme 2., :{ a pour solution tous les couples (X ; y) de nombres réels tels que :

x=z+x
3

7
Z=\

2, y:_4 ; donc I’ensemble de triplets solutions de >, est {(%+k ; %4; k] A el }

Résolution par Pivot de Gauss

On peut également résoudre un systéme d’équations par combinaison.

Cette méthode nécessite généralement une vérification sauf dans le cas du Pivot de Gauss,dont nous nous
admettons qu’il transforme un systéme en un systeme équivalent

Exercice 1

X-5y-7z=3 ...(E)
Résoudre le systéme 2. :{5Xx+3y+z=3 ...(E,)
3x+y-2z=-1 ...(E,)

Solution
On élimine x dans (E,) et dans (Es) par combinaison de chacune de ces équations avec (E).
X—-by-7z2=3 -.(Ey) X-by-7z2=3 ~.(EY)
On obtient >, < <-28x—36z=12 . ...5x(E,)-(E,) .< <-7x-9z2=3 .. (E).
-16y -19z =10 ..3x(E;) - (E5) -16y -19z =10 .. (E)
On élimine y dans (E’3) par combinaison de ( E’y) et (E’3)
X—5y—-7z2=3
On obtient >, < <=7y—9z=3 .l reste a résoudre ce systéme triangulaire ; on obtient en commencant par la
z=2
derniére équation puis en remontant : z=2;y=-3; et x = 2. Donc le systéme ., a pour solution un triplet (2 ; -
3;2).
Exercice 2

X+y-2z=1 ...(E)
Résoudre le systéme 2., :4x-2y+z=1 ...(E,)
2x+y +z2=1  LL(Ep)

Solution
_ x+y-2z=1 ...(E) \ 3y_37=0 |
On obtient 2., < >,:43y-3z=0 ~.(E)) +(E,) le systeme{ 2y -32=3 n’a pas de solution ; donc le
2y -3z =3 3% (E)*(ES)
systeme 2., n’a pas de solution.
Exercice 3

Chapitre 2 Equations ; inéquations et systémes 21



X+2y+5z=4 ..(E)
Résoudre le systeme >;:<x+2y+2z=6 ...(E,)
2x+3y +72=10 ...(E;)
Solution
X+2y+5z=4 ..(E)
. X+2y+5z2=4 .
Onobtient 2, < >;:qy+3z=-2 (EL,)=(E) -(E,) ;Donc 2, 25 ; on donne a
y+3z=-2
y+3z=-2 (Ej)

’une des inconnues y ou z une valeur arbitraire ; z = A. On en déduit que y = -2 -3L ( E’,) ; on déduit que

X = 4 -2(-2-31) +51= 8 + 11A.

Donc I’ensemble des triplets solutions de -, est {(8+11K ; —2=3A; A); Aell }

B. Exercices
1. Résoudre dans R: les équations suivantes :

X“-AX+3=0; X*+x+1=0; x*+1=0;
X +3x-4=0; xX*-2x-2=0: x*-4x+3=0
X*-3x-4=0: x°-1=0 : x+3x1=0;

232 -x-1=0; 1- 4 = 0; (2x +1)2 -3(2x +1) -4 =0
(x-1) (x+3)=0; (1-2x)°(L +x) = 0; x(1-x) =0

2. Résoudre dans R: les inéquations :
X+1>0:;2x-1<0; %x+120.

3. Soit mun reel. Soit En I’équation :
mx- — X + 1 = 0. Déterminer, suivant les valeurs de
m, I’ensemble des solutions de En,.

4 Soit gm le trindme défini pour tout X reel,
par : gm(X) = X* + 2X -2m ol m est un paramétre
réel non nul.

1) Discuter suivant les valeurs de m le nombre de
solution dans R, de 1I’équation gm(x) = 0.

2) Dans le cas ou I’équation gm(x) = 0 admet deux
solutions réelles x* et X’ telles que x” < X’ et que
sim>0alors X’ <-2<0<x’’.

9. Onconsideére I’équation (E ) :
X' -5x>+8x° 5% + 1=0 .

1

X=X+—

1) Montrer que(E) < X
X*-5X+6=0

2) Résoudre dans R 1’équation (E ) =0

6. 1) Résoudre dansR, le systeme :
{Sa +2b=26

2a-3b=-1 "
2) Déterminer, de la question précédente, la

8. Résoudre dans R®, chacun des systémes :

X+y+z=1 X+y+z=12
1):3x+2y+4z=5 2){3x—-2y+3z=12 .
—2X—-5y+22=6 S5X—y+z=12

9. | Soit (@ i; j) untepére du plan.
1) Les droites (di); (d2); (d3) d’équations
respectives :
X+y—-2=0;3x-y-1=0;2x-3y +2 =0 sont
elles concourantes.
2) Verifier graphiquement la réponse.

10 1) Quelles valeurs faut-il donner au nombre
réeel m pour que les droites (dl); (d2); (d3)
d’équations respectives :
X+y—-2=0;3x-y-1=0;2x-3y+ m =0 soient
concourantes ?

2) Faites la figure pour la valeur de m trouvée.

11 Résoudre graphiquement les inéquations ou
systemes d’inéquations suivantes :

HN2y-x+2<0 ;2)y>0 3)x< 1.
4){x+y—l<0 5) X+y-1>0
2X—-3y >0 X—-2y+4>0

12 On donne un polynéme P et un nombre réel
a. Dans chacun des cas suivants :
Vérifier que P(X) est factorisable par x — a.
Déterminer le quotient de P(X) par x — a.
Factoriser, si possible, ce quotient.
Etudier le signe de P(X).
1) P(X) =x° - 4x* + 5x -2 eta=2

2) P(X) = -2 + 7x% - 12x + 9 eta:;

3) P(X) =23 +3x*-12x -9 eta=-3
4)P(X) = -3+ 2x* + 9x -6 eta= /3.
13 Le plan est muni d’un repere ( O ; i; ]) Or
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résolution des systémes suivants :

5 2
Sx+2y7 =26 [SNx+20y =26 |x Ty 20
{2x—3y2 -1 ’{z&spl 2 s,
Xy
7. | Le plan est rapporté aunrepére (O; i; j).

Déterminer I’intersection des droites (d) et (d”)

données par leurs équations :

(d)4x+5y-1=0 2) (d)2x-10y-4=0
(d)3x+4y-2=0 (d)-3x+15y+6=0

3)(d)4x-2y-1=0 (d)y=2x+1

donne les points A(-3; 2) ; B(0;-3); C(2; 2).

1) Déterminer une équation de chacune des droites
(AB) ; (AC) et (BC).

2) Déterminer un systéme d’inéquation définissant
I’intéieur du triangle ABC.

14 Dans chacun des cas suivants, ou P est un
polyndme de degré 2. Mettre P(x) sous la forme
canonique. Déterminer les racines éventuelles de P
Etudier le signe de P(x).
1) P(x) =x* + 2x -1

2) P(X) = -x* + x -1

5) P(X) = x2 +2x +2
6) P(x) = %x2+5x-1
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e <@g~ LIMItes & continuite

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

1. Limite en +o0 et -00

a) Limite infinie en + o

Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a; + oo ; a€ll .
Nous écrivons lim f(x)= +oo pour rendre compte du comportement suivant :

X—>+o
un réel arbitrairement choisi et ce aussi grand que 1’on veut, alors toutes les valeurs f(x)
de la fonction dépassent ce réel dés que x est assez grand.
On dit alors, que f tend vers + oo lorsque x tend vers +o.

Exemple
Chacune des fonctions suivantes tend vers +o, quand x tend vers +oo.

XX 0 X X2 o XX XX .

b) limite finie en + oo

e Limite nulle ; T une fonction positive définie sur un intervalle du type [a ; + o] ; aell .
L’écriture lim f(x) =0 traduit le comportement suivant :

X—>+o
Un réel arbitrairement choisi et ce aussi petit que 1’on veut, alors toutes les valeurs f(x) de la fonction
sont plus petites que ce réel dés que X est assez grand.

e Sif est une fonction de signe quelconque, alors par définition :
lim f(x)=0 signifie lim |f(x)/=0.

X—>+o0

On dit alors que f tend vers 0 lorsque x tend vers + .

Exemple
Chacune des fonctions suivantes tend vers 0, quand x tend vers +co.
XHE ; xr—>i ; xn—>i ; XHi :
x x? x® Jx
Limite finie
Dire que lim f(x) = { ; cest dire que XIiﬁrpw|1‘(x)—l|: 0 ;

Ouencore f(x)=£ + ¢ (x) avec ¢ (x)— 0 lorsque X— +oo.

e Une fonction n’a pas nécessairement une limite finie ou infinie quand x tend vers +oo.
C’est le cas par exemple de la fonction X — sin x
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Autres situations
e Limite egale a -
Par définition lim f(x)=— signifie lim- f(X)=+0.
X—>+o0

X—>+o0

e Limite en -oo ; cette notion n’intéresse que les fonctions définies sur un intervalle de type]- « ; a]. acl] .
Il suffit de remarquer que : lim f(x)= lim f(—x)
X—>-00 X—>+©

Exemple

e Les fonctions x > = ; x»—>i2 , xn—>i3 ont pour limite 0 en -co.
X X X

e Les fonctions: x+>x ; x> x* tendent vers -co quand x tend vers -oo.
e lim x? =+ (fonction paire)

X—>-0

Remarque
Lorsque lim f(x) =1, on dit alors que la droite d’équation y = £ est une asymptote horizontale de .

| |

2
0 ” 0 "
2. Limite en un réel.a
a) limite nulleen 0
Exemple
les fonctions : x+s x ; X x® ; X=X ; X>+/x tendent vers 0 quand x tend vers 0.

b) limite finie en a
Dire que lim.f (x) =1 ¢’est dire que lim|f (x)-1|=0,
Ouencore f(x) =£ + ¢ (x) avec limgp(x)=0.

X—>a

Le changement de variable X = a + h permet de se ramener a la recherche de la limite en 0.
imf(x)=1 = Ihlng f(x+h)=I
—

X—a

c¢) Limite infinie : asymptotes verticales
Ondit que Tim f(x) =+o lorsque pour tout A>0;
X—a

la valeur de f(x) dépasse A lorsque x est trés proche de a.
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Exemple
f(x) = L ; Iirrg f(X)=0 ; Iir? f(x) =—0  (limite a gauche ) ; Iirgl f(X)=+0 ;(limitea
X X—> X—0" x—0"

doite ).
Lorsque la fonction f admet une limite infinie en un point a, on dit que la droite A : x = a est une
asymptote verticale de ¢ .

Exemple

) = L f0) = L

3. Théorémes de comparaison
a) Théoreme de majoration, de minoration

Si pour x assez grand on a f(x) > U(x) etsi lim U(X) =+ alors, lim f(x) =+

X—>+00

Si pour x assez grand on a f(x) < U(x) etsi lim U(X)=— alors, lim f(x)=—w

Exemple
. . . A1+ X2
Calculer lim (—x+sinx ) ; lim——;
X—>+00 Xx—0 X
e Onapourtoutxell ;sinx< 1= f(x) < 1-x etcomme lim (1-x )=—o00 = lim f(x)=—0
Vi+x® 1 1 NG
e Ona:1<1+xX = _ 1< 14X = +2 > — etcomme lim—=+oo = lim =+
X X x—0 ¥ x—0 X

b) Théorémes d’encadrements

Sipour x assez grand on a | f (x) -l < U(x) et lim U(x) =0.

Alors,ona lim f(x)=I.

X—>+00

Exemples

sinx
Calculer liml1+——; lim(2- xcos—)

X—>+o© X Xx—0

sinx

e Ona: f(x)— 1—7 ou | f(x)-1|= sinx

sin X
u ; pour x>0 ; et comme

jsinx| <1 :>|f(X)—]JS— ; pour x > 0. Comme lim L = 0:>I|m(1+—smx) 1.
X

X+ X X+

e Ona: f(x)—2:-xcos% = [f(x)-2= = || , et comme

1
XCOS—
X

1
COS—
X

1
COS—
X

<1=|(F()-2)[<[x| ; et comme Iirrg|x|:0:>lirrgf(x):0.
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¢) Théoreme des Gendarmes

Si, pour x assez grand, u(x) < f(x) < v(x) ; avec lim u(x) = lim v(x) =1 = lim f (x)={

Exemples

. \1+x°
Calculer lim —

X>+00 X

cOna:x <1+xX¥< (1+x)? = 1< f(x) £1+£;etcommeona:
X

2
limi+ > =1= fim Y1 g
X>+00 X XF>+00 X

d) Opérations sur les limites
Limite d’une somme

Si f apour limite 4 | L |40 |-0|+0

Si g a pour limite £’ |40 |-0| 400 |-00| -00

alors (f + g) a pour limite | £ +¢ * | 40 | -0 | 400 | -0

Limite d’un produit
Si fa pour limite 4 £>0(£<0|{¢<0|+4w| -0 |[+0| O

Sig apour limite I +0 | +00 | -00 | 400 | -00 | -0 | o0

alors (f x g ) apour limite | £ x¢ > | 40 | 400 | -00 | +00 | 40 | -00

Limite d’un quotient

Sif apour limite { { +00 +00 -00 -0 | 0 %0
Sig apour limite #0200 [L°>0[L°<0|L°>0|L°<0|0] *w
f - I
alors (—) a pour limite | — 0 +00 5 5 o
g |

4. Continuité
Définition

|Soit f une fonction et xo un nombre reel. On dit que f est continue en xo si, lim f(x)= f(X,).

Exemples
Les fonctions suivantes.sont continues en tout point Xo de leurs domaines de définitions :

* 1 * -
o XKk ; xn—>|x| X X"(nell”) ; X>Cos ; XX FX X s X — (nel ) ;X>sinx
X

Propriétés
Solent T et g deux fonctions continues en Xo, alors les fonctions :
e f+g ; fxg ; kf (ke ) et|f| sontcontinuesen xo.

. f . : .
e SigX) # 0 => — est continue en xo et sif(x) > 0= \/?est continue en Xo
g

4. Prolongement par continuité

Soit f une fonction non définie en xo, et £ un nombre réel tel que : lim f(x)=¢{;

X—>Xg

gx)=f(x) ; xeD;
9(x,) =I

On appelle prolongement par continuité de f la fonction g définie par :{

Exemple
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%3 _x2

Un prolongement par continuité de la fonction :  f(x) = au point Xo = 1 est tel que: ona:

3 2 2 2
. XT=X .o X (x-1 .o xX“(x-=1 . .
lim =lim ( )=I|m ( )=I|mx2 =1 ; donc la fonction
x=1 X-—-1 x>l X—1 x->1  X—-1 x—1

f(x) ; XeDf -
g(x) = 1) =1 est un prolongement par continuité de fsur [] .
g =

xS Savoir-faire
A. Applications

Limites d’une fonction polyndome a infini
Exercice 1.
Calculer la limite en +o0 de la fonction : f(x)= 3x* -2x*

Solution

XF>+00 X—>+0

Ona:vxel’ ; f(x)=3x*-2x? =3x“(1—3—22) etona: lim 3x* =+ et lim (1—312) =1=
X X
lim f(x) =+ ;Plus généralement, on a, la propriété suivante :

e La limite a I’infini d’une fonction polyndme est égale a la limite de son monome du plus haut degre.

Limite d’une fonction rationnelle a ’infini

Exercice 2.
. . . 3%+ 2x°
Calculer la limite en +oo de la fonction rationnelle :  f(x) = ——<——.
-7x>+11
Solution
a 2X° 2x?
| coaxteaxe XMW g e Mo g3
Ona: vxel  ; c = 1= =X 11 ;ona: lim—=1im_—=0
X X
1+ 2x°
A4 4 2 4
et lim —3" —1;dou lim X T2 4 X _ i 3o,
X~>+ool_£ x40 — X% +11 x-o+0 —7X X—+0 X
7x°

plus généralement, ona la propriété suivante :
La limite a I’infini d’une fonction rationnelle est égale a la limite & 1’infini du quotient des mondmes de
plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

Autres types de fonctions

Exercice<a:
2
. . o . . X —4
Déterminer la limite en +oo de la fonction f(x) = vx?+1—x et en 2 de la fonction f(x) = VTV
X"+ 2X —
Solution
e Ona: lim«x?+1—x=+o00—(+x)=; donc on ne peut pas conclure directement.

Mais, Vx el ; Jx*+1+x=0; donc on peut écrire ;

(VX2 +1-X)(NX2 +1+X) 1 s . 1
- “dou lim £(x) = lim f(x)——=— =0.
(X2 +1+X) (X2 +1+X) oA ) o ) (VX2 +1+X)
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e Onalimx®*—4=0 et limx*+2x—-8=0 ; donc on ne peut conclure directement.

X4 (X-2)(x+2)  (x+2)
X2 42X -8 (X-2)(x+4)  (x+4)

Mais, Vx el \ {-4; 2};0na:

or,lim &2 _
X—2 (X+ )
Exercice 4.

2 ; donc lim f(X)==
3 X—2

L’objectif de cet exercice est d’établir des limites qui seront investies ultérieurement.

1) Soitx € ]0; g[, M son image sur le cercle trigonométrique

7 et N le point d’intersection de la droite (OM) avec la tangente de ~ en I. I
Calculer en fonction de x les aires des triangles OIM et OIN,

ainsi que I’aire du secteur circulaire OIM.
En déduire que : sinx <x < tanx.

. o b) Vérifier que
2) On suppose maintenant que X € 0 ; E[’ “ml—cosx ~ sinx., 1
a) Démontrer que [sinX|<|x| , x>0 x? x ’ 1+cosx’
- L en déduire que :
en déduire que limsinx = 0.
X0 Iim1—(:osx 21
b) Démontrer que : Iirrg cos2x =1 , endéduire que Iirrg cosx =1. x50 x2 2
N T ; c) Déterminer la limite en 0 de la
3) On suppose maintenantque x € | -— ;0[U]0; = fonction
sinx i ‘ sinx f(x) =lim cosx -1
a) Démontrer que : cosx < ——<1; en déduire que : Ilng— =1
X X207 X
Solution
1)."/( OIM) = Bxh 1><smx 1 . .%/(OIN) = Bxh 1><tanx =ltanx
2 2 2 2
/(0OIM) = anxl2 =§ ;- /AOIM) £:2/(0OIM) < .~/(OIN) & SN X <—_ tanx & sinx < x <tanx.
21 2 2 2 2

2) a) I’inégalité est évidente pour x = 0; pour X = 0 ; deux cas sont envisageables ;

T N . . .
e 1¥cas:0< x< 5 d>aprés la question 1) ona : 0 <sinx < x ; donc [sinx| <] .

o 2™ cas; g < x<0;o0na:0<-x < g ; donc ; d’aprés 1) onaa : [sin(—x)| <|-x|=[sin(x)| <|x] ;
Ona; Iim0|x|:0et VXG:l—g ; g{ [sinx| <|x| =limsinx =0 . (Th. des Gendarmes).

b)OnaIirrgcost:Iirrg(l—Zsinzx)zl.Onposex:2a;0na Ilmcosx_llmc052a =1

Xx—0

3) a) Deux cas sont a envisager :

sin x 1 . sin x
< ; on en déduit que : cosx < <1

COSX COSX COSX

T .
o 1%cas; 0<x< ) ; d’aprés la question 1) ona: 0 <sinx< x <

: T T . S
o 2°™cas; -§<X <0 ;= 0<-x< 5 d’aprés le cas précédent
sin(—x - sinx
cos(-x) < ﬁé 1 ; onen déduit que : cosx < <1;
cos(—X) COS X
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sinx

ona: limcosx =1 ; donc,d’apres les théoréme d’encadrement : Ilrrg—:l
x—0 X—> X
b) Ona: Irn(smx 2 1 _ 2}—cos X :1—C(2)sx
x>0° x ° 1+cosx X“(l+cosx) X
De plus ; IlmL_let im—r -1 donc, “ml—cgsx_l ;
X x>01+cosX 2 x>0 X 2
¢)Ona: 1-cosx :xl cgsx :>”mcosx—1:0
X X0 X
B. Exercices
(x-2)*
1. Soit la fonction f(x) = x —/X , )T =7 3
Démontre que vXe]4 : oo[; f(x) > Jx. 7. Dans chacun des cas suivants, calculer les

2)a) Trouver un reel A pour lequel :

x> A= f(x) > 10*

b) B étant un nombre réel strictement positif, trouve
un réel A tel que x > A = f(x) > B.

c) En déduire que XILrpw f(X) =+00.

X+2

X+1

| f(x) - ]4 < =

2) a) Trouver un réel A pour lequel : x> A =

£(x) -1 <10,

b) € étant u réel strictement positif, trouver un nombre
réel A pour lequel x > A =|f(x) - 1| <e

2 Soit la fonction f(x)-

Démontrer que Vx e[~

c¢) En deduire que lim f(x).

2

. . X
Soit la fonction f(X) =
3. ) m W

1) Démontrer ques ¥x.e |1 ;+oq ;f(x)>§

2) a) Comment choisir x pour que | f (x)[>10° ?
b) Peut-on-rendre f(x) aussi grand que I’on veut ?
c) En déduire la limite de f en +co.

4. Utiliser les propriétés de comparaison pour
calculer les limites des fonctions suivantes :

lim x2 +cos? x ; lim xy/1+sin?x ;

X—>+o0 X—>+o0

lim x+/1+sin? x

X—>-00

x+1

5. \/_ 1

Soit la fonction f(x) =

en

Démontrer que VXe]l,+oo[,f(X)>\/;+l,

limites de f en X, (éventuellement & gauche et a
droite).

_ 3 L

a)f(X)—W,XO— ;

b) f(x)=x2 =2 ;

9 f()—x+3—XZ41Xo:_1;
ox 1

d) f(x)= 2_4 x-2'X° 2

&) TO)= i %,=0
x(x 1) x

8  Dans chacun des cas suivants étudier la
limite de f en X, (éventuellement a gauche et a
droite).

a)f(x): ;Xo:4;
X—-2
b) f(x):—‘wzz'z;xozg
c) f(x)= —'XO=0;
1+ x* -1
B 9= x4
—X

9. | Dans chacun des cas suivants calculer la
limite de f en +o et -0 .

) 00=Y L £ (x) =x + 24X7 Bx +1

3x-1
x/Bx + 1+5x
3x-1

o +1
fores

+d) F(x) =Vx24x — X2 +1

X —/x? -3x +1

2X +\/4x +X

c) f(x) =

e) f(x)= BT =
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déduire la limite de f en +oo.

6. Dans chacun des cas suivants calculer les
limites de f en +oo et —oo.
Q) fX) =G +3x%-1 ; b)  f(x) =x*-3%° +2x;
c) f(x) = x> +5x2 -7x ; d) f(x)= 4x2 -3%% +2x

e) f(x) = -x° -x* +4 f(x) = ;
) f(x) JRIOE +3
g) f(x _4x-5 1 +4
11 Dans les deux cas suivants calculer la limite de f
enu.
: 1
Sln(X+E)—* cos(x+£)—ﬁ
a) f(x) = 25 D))= + 2
X X
12 | Soit f(x) = E(\/ﬁ,ou E désigne la partie
X
entiere.
1) Démontrer que: Vvxe]O0;1;f(x)=0 , en
déduire
Iirrg f(x).

2) Démontrer que : Vx| 0 ;400 ; 0< f(X) <

kl

en déduire la limite de f en + .

13 | Soit la fonction : f(x) = i ) ;
X
1) Démontrer que :

Vxe] 0 400 ;2< F(X) <

2X+1
2) En déduire lim f(x).

14 Dans chacun des cas, étudier la continuité de f
en Xo.

a) f(X)=3x>-5x=7 ; X,=2
b)f(x):\/4—x ;X =4,
~9X —7
OfX)=——— ; =1,
)T 8 2—5x+3 %o
d)foo= X4 C X =2
X +2 P '

Calculer les limites suivantes :

By lim( sinx

a)llm—
X—0 S|n

o)lim

+tanx) ;

sin 3x
2X
n
- £)lim sin 3x
x=0 Sin5x
n2 . n2
tan2x : h)IlmSI X
x-0 tan 5x x-0 XCOSX
15 Etudier la continuité des fonctions en Xo.
X“+4 :x<2

a) f(x ){ F Xo=2

X+2 :x>2

- d)lim

X—0

tan2x

e)lim
el 5x

Xx—0

X+1 .
b) f(x){2x+3
XZ+x+0:x>0

; Xo=0

16 Donner les prolongements par continuité
eventuelle de fen Xo.

X% -3x+2
Af(X)=——F——" :X,=2
=Skt %
b)f(x)—| | ' X, =0

X-+/X tanx
c)f(x)= X, =0; d) f(x) = X, =0
) F(X)= <" Y F(X) = 0

i ) 1
Vérifier que la fonction : =—— __est

17 . 0=

le prolongement par continuité en 0 de la fonction

f(x) = \/1+Xx _1.
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4_(t Barycentre

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I) Barycentre de quatre points dans le plan ou dans I’espace
1) Définition

Soit A ; B ; C ; D quatre points dans le plan ou dans I’espace.

Soit a;B;6;60 quatreréelstelsque: a+B+3+60=0.

Le point G tel que : «GA +BGB+8GC +6GC =0 existe et est unique, on I'appelle barycentre du
systeme

()i (BB):(Ci0)i(Di0)).

On écrit :
G = bar AlBlClDl
af g Is |o

2) Existence et unicité

o Le point G = bar Al B l ¢ l D l existe si, et seulement si, a + B+ +0=0.
aof g 15 o]
A D
. G =bar l B l < l l si, et seulement si,
) NN I T

. AG=——AB+ AD
o+p+6+0 o+p+0+0 o+p+06+0

. BG=—* BAy— %  BC+—  BD
o+p+6+0 o+pP+06+0 o+p+6+0

. CG=——=__CA P___cB+ CD
oa+P+0+6 o+p+06+0 o+p+06+0

. DG “ _ pA+— P DB BC

=———— DA+——DB+———
o+pP+0+0 oa+pP+06+0 o+pP+06+0

3) Isobarycentre

Lorsque G = bar Bl1C1DJ. i

; tel
t]t t ]t <

Alors, G est appelé isobarycentre des points A ; B ; C et D.

4) Conservation du barycentre G = bar BB g g
e En multipliant ou en divisant les masses a ; B ; 6 ; 6 par un méme réel non nul, alors G est conservé.
- B|]C]D]|._ AlB|lcCc | D
Exemple G =bar 15 = —= bar T - -
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e Siune seulement des masses de G est nulle, alors G est un barycentre de trois points.

Alelc|o| . _als]|c|

Exemple G = bar
al g [s [o] alp s |

e Sideux seulement des masses de G sont nulles, alors G est un barycentre de deux points.

SEWTS e QIBB I(C): I OD I:bar —I—H BB

e Enremplacant un groupe de points de G par leur barycentre partiel affecté de la somme non nulle
de leurs masses, alors G est conservé.

Ale|c|Db]

Al C .
Exemple G = bar ; avec | = bar barycentre partiel de G);

I{ B|D :
Ona: G = bar 3T | 3 I » Avee ] — bar IB Z (barycentre particl de ()

Ona (G — bar I J
3] 2

e Enaugmentant les points du barycentre G, sans changer la somme initiale des masses o ; ;0 ; 6,
alors, G est conserve.

Exemple < _par AI B | C I D I AI BfB|]C]|]C]D

T2 1312 2 Itz ]1

. Alslc]p]le]._
= bar 1|2|3|1|o|‘bar T

5) Fonction vectorielle de Leibniz

Soit A ; B ; C; D quatre points.donnés dans le plan (ou dans 1’espace)

Soit a.; B ;8 ; 0 quatre réels donnés.

A tout point M du plan (ou de I’espace), on associe le vecteur : f (M) = aMA +BMB +yMC+6MD .
La fonction fainsi définie est appelée fonction vectorielle de Leibniz associée au systeme :
{(A)(Bp)(Civ); (D:0)}.

En plus

Si, alors

f(M) = (o +B+y+0)MG avec,

G = bar AlBlClDl
aof g 15 [0o]

oa+p+o+0=0 E)@ple;
2MA+ MB+ 3MC—- MD=5MG avec ;
Al B|C | D
G = bar
211 3 -1
f(M) est un vecteur constant, indépendant de M.
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a+Bp+8+6=0 C’est-a -dire : ¥ M, N : f(M) = f(N).
Exemple : f(M) =f(A) = BAB+yAC+6AD

I1) Barycentre de trois points
Soit A ; B ; C trois points dans le plan ou ’espace, Soit o ; ;6 troisréelstelsque: a+B+38=0

B |C
B Y

G = bar

< o GA+BGB +3GC =0

e Si, I'une seulement des masses de G est nulle, alors G est le barycentre des deux autres points.
Exemple Al B | C bar Al B

G = bhar =
af p o | of B

e Soit ABC un triangle, G
G; A;B; C sontles sommets dun parallélogramme sur
lequel G est opposé a C, si et seulement si,

Ale|c |

G =bar
1l [ B

Ona:G =bar 'IA‘I It3 | C | ; teR

|t |
Si et seulement si,
G appartient a la parallele a (BC) passant par A.

Als|c|
1]

G est le point de concours des medianes
(AA’); ‘BB’) ; (CC’) du triangle ABC ; <
G est le centre de gravité du triangle ABC.

A’ milieu de [BC]
B’ milieu de [CA]
C’ milieu de [AB]

G = bar

Soit .~ le plan (ABC) dans I’space. @

. Als | c|
Z={Me | M = bar AR ; a+B+y# 0}

I11) Barycentre de deux points
Soit A ; B deux points distincts donnés dans le plan ou dans 1’espace,
Soit a ; B deux réels donnés tels que : a + B #0;

G =Dhar AI B |

Chapite4 | B | Barycentre
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:si, et seulement si ;

aGA +BGB =0
AG=—P AB
o+p "y .
Egalités permettant de construire G.
BG=—2_BA
o+
G;A;B sont alignés

Exemple G =bar AlB I o AG-3AB I } } }
21 3 5 A G B

e Un point G est aligné avec deux points A et B si, et seulement si,

_ A|B
G = (X'_’_B 9 U.+B;é0.
e [A; B] est un segment de miliei |,

—har AlB — I|A _ I|B A I B
= barT|T =B bar2_1 = A bar2_1

e Soit Aet B deux points Igistincts dans le plan ou dans I’espace
(AB)={M /' M =bar o ;oc+[3¢0}

o
[AB]={M / M =bar 2B g+ p20et axp=0}

[AB] ={M M = bar A%' : ke[0,1]}

1-k

e (AB) et (CD) sont sécantes en G, si et seulement si,

_ Al B | . _ C| D]|.
G—bar—GIIT‘ ;O + B1i0 et G—bar—%IT‘ ’(X.2+[32i0

e (AB); (CD) et (EF) sont concourantes en G, si et seulement si,

_ Al B | . — cl D
G =bar el et G=bar = (@ 0
o i+ B,*0 _IT‘ . 0L, +B,F

et G =bar E| F
o

3 3

;0 +B, 0

V) Coordonnées d’un barycentre
Alslclo] .

Soit G =bar ;
ol p [s |6]

a+B++0 %0,

Dans le plan rapporté & un repére (0:1; ) Dans I’espace rapporté a un repére (0;i; j;k)
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_OX, +PBXg +OX +0X,
oa+p+0+0

_ oy +BYg +3Yc + 0y,
oa+p+06+0

G

G

G

Yo

G

X _ OXp +PXg +0Xc +6X,

oa+p+06+0
Y a +BYe +0Yc +0Y,

o+B+0+0
oz, +Pzg+0z. +0z,

o+p+0+6

% Savoir-faire

A. Applications
Alignement de points
Exercice 1 H

ABCDEFGH est un pavé. /

| est le centre de gravite du triangle BDE. g ¥
Montrer que les points A ; | ; G sont alignés. \y

Solution A
Comme EFGH est un parallélogramme.
Donc,
E]F | H
-] 1 1
Or, ABFE et ADHE sont des parallélogrammes, d ou

Al B | E

G =bar

F =bar T 7 et H= bar —1| T
Elals ]z |a]lD]E]
L]t rjr |

G = bhar
-1 _1

Donc

Donc, G = bar TAITI

Donc, les points A ; | ; G sont alignés.

Concours de droites
Exercice 2
ABCD un tétraedre. ABPC, ABQD, ACRD
sont des parallélogrammes.
1) Montrer que les droites
(DP), (CQ) et (BR)
sont concourantes.
2) Que peut-on dire des quadrilateres :
DCPQ, DBPR; CBQR ?

Solution

Comme ABPC ; ABQD, ACRD sont des parallélogrammes.

AlB | C Al B

» Q = bar

D

i R=bhar

Donc, P =bar

-11 1 1 -1 1

Al |c | b |
11 ]

G = bar —

1

_ Dl P Co C co Bl R
G—bar1 1 ,G—bar—II%—I,G—bar—II—ll
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D’ou G € (DP) ; G € (CQ) ; G € (BR).

Donc les droites (DP) ; (CQ) ; (BR) sont concourantes en G.
2) Comme G est le milieu des segments [DP] ; [CQ] et [BR],
Donc, PCQR ; DBPR ; CBQR sont des parallélogrammes.

Détermination des masses d’un barycentre B
Exercice 3

ABC un triangle, Al = %Ki

D est le symétrique de B par rapport a A. D

Les droites (Bl) et (CD) se coupent en G.

La paralléle a (AB) passant par C, coupe (BI) en H.

1) Déterminer des réels a, ; B1 ; 1 tels que : G

_ A|B|C| H
G =bar — =15 ~ N

, . , A
2) Déterminer des réels ay ; B2 ; v2 telsque : H=bar I B | C I
3) Déterminer ’ensemble des points M du plan tels que : I Poll o I

2|2MA ~MB + 4MC]| = 5| MA ~ MB +2MC|
4) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que.les vecteurs
2MA —MB +4MC et MA—3MB+2MC soient colinéaires.

2

Solution

— — A
1) Al = gAC, donc, |=bar <
3 1] 2

Comme A milieu de [BD], donc D= bar 5 Bl
B Al BJ|C
Or, G € (IB), donc = donc, G = bar
e (1B) G = bar 5 IRE
Or, Ge (CD), donc 5 —gar —<+-2 | donc, G = bar —bB 4 C
3| 1 2] -1] 9
Donc,g:_—1:§ ,donc; 2B =-1doufP=-=.
1 B 2
Al B | c Al B | c |
Donc; G = bar : G = bar
A2 |2 211 14|
2
2) Comme H € (BI), Donc; H = bar ?I E: I g
Or ; H e la paralléle a, (AB) passant par C.
Donc;1+t=0 ; dout=-1 Donc; H = bar AI B |C |
11 ]2

3) 2H2W’—W3’+4M_C’H =5HMA—MB+2MCH o
2”(2—1+ 4)I\/I—GH =5H(1—1+ 2)WH PN
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2x5xMG=5x2xMH <

MG = MH

Donc, I’ensemble demandé est la médiatrice du segment [GH].
4) 2MA-MB+4MC et MA—3MB+2MC <

(2—1+4)MG est colinéaire & BA—3BB+2BC <

5MG est colinéaire (1+2)Bl <

MG est colniéaire BI .
Donc I’ensemble demandé est la droite (IB).

B. Exercices
1| (AB) est une droite, | ; J; K les points tels | 2) Montrer que G est le centre de gravité du triangle ZAH.
— 22— = 3-—=. — 3=
que: Al=—AB; BJ=- ABI AK=2AB. 7. MEDOU une pyramide de_sommet M, de base un
1) Faire une figure. parallélogramme EDOU de centre I, J et K les centres de
2) Compléter les tableaux : gravites respectifs des triangles MED et MOU.
Al & Al & | Al & Montrer que les droites (Ml) et ( JK) sont sécantes .
| = bar ; J = bar | I;K:bar—|—|

8. ABCD un tétragdre | ;J; K ;L ; M sont les milieux
respectifs de [AB] ; [BD] ; [BC] ; [CD] ; [DA] ; [CA].

2.|(AB) une droite, | J; K les points tels Montrer que les droites (IL) ; (JN) ; (KM) sont

que: A concourantes.
I= bar7|2i|;J: bar—zAI% K= bar—f"l{
Al B ) 3 9. |/ABCun triangle. G et H les points tels que:
R E%/TB %E;@:gﬁ:

1) Comment sont les points | ; J; K; L.
2) Faire une figure.
3) Montrer que | est le milieu de [JL].

1) Faire une figure.
2) Montrer que-les points A ; G ; H sont alignes.

3. [AB] unsegment de milieu I. , .
10 ABCD un carré de centre O, | et Jles points tels

~ Al B | Al B :
C = bar 13 ; D =bar =15 que.l :
1) Faire une figure. Al =§AB ; CJ =5 CD.

3) Montrer que | est le milieu de [CD]. . .
E le symétrique de C par rapport au milieu de [AB].

4. ABC un triangle. Construire les points : 1) Déterminer bar AI B I c I D I
1] 1 1 1
o tle be | Al |
G-bar1I T 'H =bar 1I T I x] I 2)Construire G =bar ';I ? I Cl I z I
E= bar Al B |C | F= bar AI B | C | 3) Déterminer I’ensemble A des points M du plan tels que :
N Y | 2711} 9“W+W3+M—C+WDH=4H2W+WB+M—C+5W)H

4) Déterminer ’ensemble I' des points M du plan tels que :

5. ABC un triangle, I, J, K les points tels | . . . ___ .
HMA+MB+MC+MD“=H4MA+4MB—4MC—4MDH

que :
— 1 — = 1 — 1=

o . E est le symétrique de C par rapport a D.
CK =2 CA+§BC 1) Determiner des réels o ; B ; y tels que :
1) Faire une figure. E = bar 'g‘l 5 _| CS |

2) Compléter les tableaux : [ Bl !

2) Soit F le symétrique de C par rapport a B.
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I:bari|L|L| y J =Dbar AI B I c I

K = bar AI B l < l
I
6. MED un triangle de centre de gravité G, Z ;
A ; H les points tels que :

MZ-1ME:EA=1ED: DH=_DM
3 3 3

1) Faire une figure.

2) Déterminer des réels o ; 3 ; v tels que :

Ale | c|

af B o

3) La droite (BG) coupe (AC) en K, déterminer
la position de K sur la droite (AC).

G =bar

13 | ABCD un carré de centre O.
Dans chacun des cas suivants, simplifier le
vecteur proposé.

MA+MB+MC + MD : MA-MB +MC + MD
MA+MB +MC —MD : -MA-MB +MC + MD

Montrer que A est le milieu de [EF].

3) Déterminer et construire I’ensemble des points M tels que :

HZMA—ZMB+ MCH - HM—A'— MB + MC + MCH.

12 ABC untriangle, I ; J les points tels que
Ai=1AB; Bi-2BL.
3 7

Les droites (IC) et (JA) se coupent en G.
1) Faire une figure.

5 ABCD un carre. |; J; K; L les milieux
respectifs de [AB]; [BC]; [CD]; [DA]; G est le
centre de gravité du triangle ABC.

Préciser chacun des vecteurs suivants :

MA + MB - MC - MD ;. MB + MC - MA - MD;
MA + MC - MB - MD : MA + MC - MB -3MD:
MA + MD - MB -MC

15 ABC untriangle. | un point tel que :
Bi- >BC.
4
La parallele a (AB) passant par C coupe (Al) en G.
Faire une figure
Déterminer des réels o ; B ; v tel que :

Ale | c |

af Bl ol

Déterminer I’ensemble des points M du plan tels
que :

AN+ VB -+ 3MC| < > [4MA + M8 + 3MC|

G =bar
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Chapitre

& Derivation & primitives

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Dérivation en un point

1) Nombre dérivé d’une fonction en xg
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle | et X, € I, on dit que f est dérivable en xg si
f () — (%)
X=X,
Cette limite est appelée nombre dérivé de f en X, et notée f “(xo).

a une limite finie en Xo.

Ona, alors f “(xo) = lim T = (%)
X—Xg X—XO

Remarque
On peut également poser h = x - xg, lorsque x tend vers Xq, h tend vers 0.

On a, donc f “(xo) = Li”(} f (% ”2— f (%) _

Exemple
Soit la f fonction définie par f(x) = x, étudions la dérivabilité de f en xo = -1.
— — 2 — — f— —
Ona: Fe)- 1) _x7-1_ (x*Dx 1) =(x-1),dou Iim—f -1 lim(x-1)=-2,
X—(-1) X+1 (x+1) x>-1 X+1 x—>-1
La fonction f est donc, dérivable en -1 et f ¢(-1) =-2.

Interprétation graphique

Soit f une fonction, ~ sa courbe représentative
et A un pointde ~ d’abscisse Xo.

Si f est dérivable en x, alors ~ admet f(X),
une tangente ( T ) en A, dont le
coefficient directeur est f ‘(xo).
Jne équation de (T) est donc :

y — f(xo) = f “(x0)(X — Xo).

Exemple

Soit la fonction f définie par f(x) = x* + x -3.
Donner une équation de la tangente ( T)

a la courbe ~ de f au point d’abscisse xo = 2.
Ona:f(2)=4+2-3=3;

lim (X*+x-3)-4-2+3 _lim X*+x-6 _lim (x=2)(x+3)
x—2 X+2 x>2  X—2 x>2  (X=2)
d’ouf(2)=>5.

Donc, I’équation de la tangente est : y—3 =5(X—2)= y=5x-7.

:Iin;(x+3) =5;
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2) Dérivabilite a gauche, Dérivabilité a droite
Définitions : Soit f une fonction définie en Xo.

a) On dit que f est dérivable a gauche en Xo, si f est définie sur un intervalle de la forme] a ; x] et
f(x)— f(%o)
X—X,

a une limite finie a gauche en Xo.

Cette limite est appelée nombre dérivé de f a gauche en Xo.

b) On dit que f est dérivable a droite en xo, si f est définie sur un intervalle de la forme] X, ;b] et
f(x)— f(%o)
X—X,

a une limite finie a droite en Xo.

Cette limite est appelée nombre dérivé de f a droite en X.

Exemple
Soit f la fonction définie par f (x) = ‘xz —]4 , ~ sacourbe représentative.

Etudions la dérivabilité de f en 1.

; . ‘xz l‘ —(le)();;l) ; sixe oo -1UJL; oo
_ — X —
f(1)=0; ()= = ; Ce rapport est égal a : =
x—-1 x-1 x=-D(x+1) . . )
== sixe[-L ]
(x-1)

(x+1) ; sixe]oo;-1UR; oo

—(x+1) ;sixe[-L 1]
IirI]—(x +1)=-2 d’ou =fy'(1)=-2 ; Iinl](x +1)=2,doufy(1)=2.
Donc, f est dérivable a gauche en 1
et admet -2 pour nombre dérivé a y

gauche en 1. \
Elle est aussi, dérivable a droite en 1
et admet 2 pour nombre dérivé a droite en 1.

|t
»
—

" admet une demi-tangente a gauche \ I
au point d’abscisse 1, de coefficient \ 2
directeur -2.
Elle admet aussi, une demi-tangente a \ 7
droite au point d’abscisse 1, de /

coefficient directeur 2. V V
Propriété -3 -2 -1 0 1 2 3

Une fonction f est dérivable en xo si et seulement si, elle est dérivable a gauche en X, et les nombres
dérivés a gauche et a droite sont égaux.

Exemple

(x+1) ; sixe]-oo; -1JUJL; oo

—(x+1) ;sixe[-L 1]

_xP_(x=1)(x+1) 9(x) -9
1

e Agauchedel; g(Xi:lg(l) = x-1) =(x+1) = ELTTZQ(X”)ZZ;

Soit g la fonction définie par : {

d’oti gg'(1) = 2.
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e Adroitedel:

2
2—— _ _
900-0@ _“Tx _2xX(x-1) iy 909-90) oy
x-1 x-1 (x-1) - x-1 X1

d’ou g4¢’(1)=2;
L’égalité des deux nombres dérivés prouve la dérivabilité de g en 1.

Demi-tangente paralléle a I’axe des ordonnées

X=X,

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ] a ; Xo ] ou [Xo ; b[.
i FO0-f(x)

admet une limite infinie & gauche ou a droite en Xo, alors la courbe représentative de f

admet une demi-tangente paralléle a ’axe des ordonnées au point d’abscisse Xo.

Exemple

Le repére (O ; I ; J) est orthonormé.
Soit f la fonction définie par f(x) = JX et ~ sacourbe représentative :

Ona
x-0

CFO-fO) _Vx _ 1

e 1 . . )
=— ;d’ou lim —== +o0, donc fn’est pas dérivable a droite en 0.

X \K x—0* \/;

~~admet une demi-tangente parall¢le a I’axe des ordonnées au point d’abscisse 0.

3. Fonction dérivées

Définition

On dit qu’une fonction f est dérivable, sur un intervalle I, lorsqu’elle est dérivable en tout point de cet

intervalle.

La fonction de I dans [J qui a tout réel x de | associe le nombre dérivé de f en x est appelée dérivee de f

est notée f°.

Exemples

e Soit la fonction f définie par f(x) = X2, soit X, un nombre réel quelconque.
Etudions la dérivabilité de f en Xo.

f ()= f(xp)

CXP=XE (X —Xp) (X +X

X=X,

o) =(X+X,) ; lIm(xX+X,) = 2%
X=X, (X—X%,) X2Xg

Donc, f est dérivable sur[l et sa fonction dérivée est : f ’(x) =2x
e Soit la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par g (X) =JX , soit Xo élément de 10 ; +oo.

900 - 9(%,) _ VX=X _ (X=X +x0) _ (x=x,) 1

X—X,
1

XXy xR XK E) VK

-

lim

X + g

L ; donc g est dérivable sur ]O ; +oof et sa fonction dérivee est g’(x) =

PN 2

<
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I1. Calculs des dérivées

1. Dérivées des fonctions usuelles

e Fonction: f x+— k (kell),

f(X)—f(Xo)zk—k — 0 =0:d’ou lim f(X)—f(XO):0
XX, X—X, X—X, % X=X, ’

Soit Xp €1 ; pour tout X # X ;

e La fonction f x ————— k est dérivable sur(] et sa dérivée est f ’(x) =0

e Fonction: f X —— x

Soit Xxpell , pour tout réel X # X ; ()~ T(x,) _ X=X =1 IimM:L
X=X, X=X, X% X=X,

La fonction f x —————— x est dérivable surl] et sa derivee est f ’(x) =1

e Fonction: f x ——— X2
fX)— F(X,)  X2=X> (X=X )(X+X
X=X, X=X, (X—X%,)

Soit xpe ], pour tout réel X = Xo ; ) = (X+X,); lim(x+X,) =20
X—Xg

La fonction f x —————— x? est dérivable sur(] et sa dérivée est f *(x) = 2x

e Fonction: f x—m8 — =

X
11
Soit Xoe [ 7, pour tout xe 1"/ X # Xo; PO T(X) _ X %, ~(X=X,) 1 ;Iim_—lz_—2
X=X, X=X, (X=Xg)XX, XX, X% XX, X
La fonction f X ——— L est dérivable surl] et sa dérivée est f’(x) = _—21
X X
e Fonction: f X — \/;
Soit xpe [1”, pour tout xel] ./ X # Xo;
FO)-Fxg) _ VX=X _(x=f)o)xf,) 1 . 1 1
X=X, X=Xy (x=X)WX+x0) (X)) Xk, 2%,

. . e 1
La fonction f x —————— /X est dérivable surl et sa dérivée est f (x) = T
X

e Fonctions: f x ——  sinxet f X ——— cosx

La fonction f : x ——  sinx est dérivable sur [ et sa dérivée est la fonction x ——— cosx
La fonction f : x ——  cosx est dérivable sur [] et sa dérivée est la fonction Xx ————  -sinx

11.2 Dérivées et opérations sur les fonctions
Dérivée de la somme de deux fonctions
Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I, f’et g’ leurs dérivées respectives.

La fonction f + g est dérivablesur l etona:(f +g) =f’+g’
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Exemples
Soit la fonction U définie par : U(x) = X? i1
X

Posons () =) ; etg(q) =, ona ') =2x;9°(9 = .
X X

U est dérivable sur [~ et U’(x) = 2x iz
X

Dérivée du produit de deux fonctions
Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I, f’ et g’ leurs dérivées respectives.

La fonction f . g est dérivable sur letona: (f.g) =f’.g +f.g°

Cas particuliers

e Si, g est la fonction définie par g(x) =k (k €J ),ong’(x)=0;
On en déduit que (kf)’=k . f’

e Si, f=gona: f’=g°, onen déduit que (F?)’=2f" 1.

Exemple

Soit f et g deux fonctions définies par f(x) = x?cosx et g(x) = 5x°.
f*(x) = (x°).cosx + X*(cosx)’ = 2XcOSX — X’SinX;

9’(x) = 5(x%)’ =5 x 2x = 10x.

Dérivée de la puissance d’une fonction
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert | et n un entier supérieur ou égal a 2.

La fonction f " est dérivable sur | etona (f"y =n.f .f""

Exemple
e Soit f la fonction définie par f(x) = x" ( n entier et n > 2),
f°(x) = (x") =n(x)".x" ' =n(1) X" .
e Soit g la fonction définie par g(x) = cosx
g ’(x) = (cos’x)’= 3(cosx)’(cos’X) = g ’(x) = -3sinx cos’x.

Dérivée de I’inverse d’une fonction
Soit g une fonction dérivable sur un intervalle 1 tel que, pour x 1, g(x) = 0.

9

.1 - 1 -
La fonction — est dérivable sur I etona (=) = —-.

g g g

Exemple
. e 1 1 —(x*+1)' _ -2x
Soit f la fonction définie par : f(x) = D Px) = = = .
par : T(x) x*+1 ®) (x2+1) (x*+1)°  (x*+1)°

Dérivée du quotient de deux fonctions
Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert | tel que, pour tout xe I, g(x) = 0.

_fg-1g'

La fonction % est dérivable sur | et on a (%)’ 7
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Exemple

f est une fonction définie par f(x) = 12)( ,
2x°+1
P = &) (2x* +1) - (@1-x)(2x* +1)" _ -1(2x* +1) —(1-x)(4x) _ 2x° —4x -1
(2x2 +1)2 (2X2 +1)2 (2X2 +1)2 .

Dérivée de la racine carrée d’une fonction
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I, tel que, pour x €l, f(x) > 0.

fl

2f

La fonction \/f est dérivable sur I etona: (\/f)'=

Exemple
Soit la fonction f définie par f(x) = Vx* +1.
Pourtout xell , x>+ 1>0:f est dérivable surll ,etona:

2X X
f'(x)= = .
20X +1 X2+l

Dériveée de la fonction f(ax + b)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I, f: x ————ax+b (a=0)
Une fonction affine et J I’image réciproque de I par cette fonction.

La fonction : x ———ax + b ; est dérivable sur J et on a (f(ax +b))’ = a f ’(ax +b)).

Exemple

Soit la fonction f définie par f(x) = cos(2x - %) ;
. T . T

f’(x) =2 x (-)sin(2x - §) = -2 sin(2x - 5)'

3 .Tableau récapitulatif

. Ensemble de f fe
f f L
dérivabilité U+Vv U+v
x——k (kell) x—0 0 kU kU’
X ——X xX—1 0 uv UvV+UVv’
X—= X — _—;L il l -V
X X V V?
X ——x" X——nx"t 0 U u'v-uv'
1 . v V2
X——F [
x—x 2% * " nU U™t
X ——sinx X ——CO0SX 0 u'
X ——COSX X ——-sinx 0 Ju 2Ju
] -
X ——tanx X ——1+ tan’x { . kK e Z} X ——U(ax +b) x ——aU’(ax +b)
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I11. Applications de la dérivation

1. Sens de variation

Théoreme (admis)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert .

e festcroissante sur I, si, et seulement si, f * est positive sur I,
o fest décroissante sur I, si, et seulement si, f * est négative sur I,
e fest constante sur I, si, et seulement si, > est nulle sur I,

Exemple

Soit f la fonction définie par : f(x) = x3 -3x -1, f est dérivable surl] et

£(x) = 3x% -3= 3(x% -1)= 3(x — 1) (x +1).

V X €]-0;-1[ U ]1; +oof, f’(x) > 0, donc f est croissante, V x €[-1 ; 1], donc f est décroissante, on en
déduit le tableau de f que 1’on compléte en calculant f (1)=1 et f (-1)=-3

X -00 -1 1 +o0

f’(x) + 0 - 0 +

w0 | T

2. Extremum relatif d’une fonction
Propriété (admise)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ] a; b[ et xo €] a; b[, si f ‘s’annule et change de signe en xo,
alors f admet un extremum relatif en Xo.

X a Xo b X a Xo b
f’(x) + - f’(x) - +
0 | — | [T~
m
f admet un maximum relatif M en X f admet un minimum relatif m en xo
v} l
Exemple
la courbe ci-contre est la ;
représentation graphique de la fonction f de “
I’exemple précédent :
f(x) = x* -3x -1. Pr
e f’gs’annule et change de signe en (-1) et en (1). \ |
e T admet un maximum relatif (1) en (-1) et B - 411\ > 4 | x
un minimum relatif (-3) en (1). | N
N |
N\
\
-3¢
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VI. Primitive d’une fonction
1. Définition

Soit deux fonctions f et F dérivables sur un intervalle 1.
La fonction F est une primitive de f sur I si pour tout X € | : F’(x) = f(x).

Exemples

La fonction F :
La fonction F :

X ——— 3x + 4 est une primitive sur [ de la fonction f : x ———3.
X ———x? est une primitive sur [ de la fonction f : x ———2x

e Lafonction F: x r—i est une primitive sur ] -oo ; O[ ou ] O ; +oo[ de la fonction f: x ’_—_21
X X
e Lafonction F : x ———+/x est une primitive sur ] 0 ; +oo[ de la fonction f: x »—%
X
2. Ensemble de primitives d’une fonction sur un intervalle
Soit F une primitive sur I’intervalle I de la fonction f,
pour tout x de I, F’(x) =T (X).
Si k est un réel, la fonction G définie sur I par :
G(x) = F(x) + k est dérivable sur | et G’(x) = F’(x) = f(X).
Donc G est une primitive de fsur I.
Réciproquement,
Si F et G sont deux primitives de f sur I, la fonction H = G — F est dérivable sur | ;
H’x)=G ‘(x)— F’(xX) =f (x) — T (x) = 0; il existe donc un réel k tel que :
H(X) = k < G(X) -F(X) = k < G(X) = F(x) + k.
D’ou le théoréme suivant :
Si F est primitive de f sur un intervalle I, toute autre primitive G de f est telle que pour tout x de | :
G(X) = F(x) + k ou k est une constante.
Ainsi, toute les primitives de x——— 2x sont les fonctions : x———x* + k.
3. Tableau de primitives usuelles
Fonction f Primitive F Sur |
a ax +k N
X lx + Kk 0
2
iz 1k 0 oul
X X
i x/_ n-
\K 20X +
COSX sinx + k N
sinx -cosx + k 0
1
o tanx + k cosx # 0
COS“X
1
sinfax +b);a#0; 2 cos(ax +b)
[
cos(ax +b);a%0 | L sin(ax +b)
a
U'(x) -1
U(X) £0
(U(x))* U(x)
U'(x)
T 2,JU(x U(x)>0
JOx) JU(X) (x)
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%, Savoir-faire

A. Application

Dérivation en un point

Exercice 1.

Dans chacun des cas suivants, calculer le nombre derivé de la fonction f en Xo, puis donner une équation
de la tangente a la courbe représentative de f en son point d’abscisse Xo.

) fX)=xX—X ; x=1 : b)f(x):x—f L Xo =2
X_
Solution
f— 2_ f—
2) f(1)=0: limt Q=T X=X XKD iy 21 - done, £41) = 1, doir I"équation de
x—1 X -1 x-1 X =1 x—1 (X _1) x—1
la tangente cherchéeest:y-0=1(x-1)<y=x-1;
b) f(2)=3;
x-1 3
fx)-f(2) x-1 ° x+1-3x+3  -2x+4  -2(x-2) -2 |
X—2 X—2 X-D(x-2) (x-D(x-2) (x-D(x-2) (x-1)°

=2
f'(2) = |IrT;— =—2 ; d’ou I’équation de la tangente cherchée est : y -3 =-2(X—-2) &y =-2X+ 7 ;
X—> X —

Exercice2.
On considére la fonction f définie par f(x) = |x—2|.
a ) Donner ’expression de la fonction f sans le signe de la valeur absolue ; b) Etudier la dérivabilité de f en 2.
Solution
) f(X)=—Xx+2 ; six<2
a

f(x)=x-2 ; six>2
b) IimM= Iimﬂz—l - lim fx)-1(2) = lim X—2 =1.

X—2" X—2 x—2" X—2 x—2° X—2 x—=2" X —2

f est dérivable a gauche en 2 et f4(2) = -1 ; f est dérivable a droite en 2 et f3(2) = 1.
Calcul de dérivées

; F(2)=0

Exercice3.
Déterminer la dérivée de la fonction f dans chacun des cas suivants : a) f(x) = 4x* = 5x* + 2 ;
2
B) ) = x005% ©) 22 1) 100 = XGB—) 1909 = sin(3x-2) 1) 222 1g) ¢ +a°
X" — +
Solution
Fonction Dérivée
f(x) = 4x° — 5x" + 2 f ’(x) = 12x° -10x
f(x) = xcosx f *(x) = (x)’.cosx + X x (-SiNX) = COSX —XSinX
2 _3)( _ 2 1y _ _ _ 2 _ 2 2
f(x) = £ Fo(x) = 3(x 1)2 2x2(2 3X) _ —3X +3; 4x2+6x _ 3X : 4X-2|-3
x -1 (x2-1) (x2-1) (x2-1)

’ (3x—x?)" 3-2x
= — f - -
f (X) m (X) 2 3X—X2 2 3X—X2

fx) = 3cos(3x—g)

— o T
f(X) = sin(3x 2)

247X 44 F () = (AX+7)(x+3)~1(2x" +7x+4) _ 4x* +19x+21-2x" ~7x 4
f(X) - X+3 (X+3)2 (X+3)2
) = 2x2 +7X +4 Fo(x) = 2x% +12x +17

T X+3 (x+3)*
f(x) = (2x% +3x)"* f °(x) = 4(4x +3)(2x* +3x)°
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Applications de la dérivation

Exercice 4.

Soit f la fonction définie par f(x) = 2x* —x?-1.

Calculer la dérivée de f et dresser son tableau de variation, citer les extremums relatifs de f

Solution
f 2(x) = 8x° -2x = 2x(4x? -1) = 2x(2x -1)(2x +1); f *(x)= 0<=>x=0o0u X = % ou X = —%.
1 1 -9
fO)=-1:f(-=)=f(=)=—.
(0) ( 2) ( 2) g
Tableau de variation
X 1 1
-0 -— 0 = +00
2 2
f’(x) - 0 + 0

109 \\\\\\\\‘é@/'ék\\éﬁ////////)

e f’s’annule et change de signe en —% ;0; %

o f admet un maximum relatif (-1) en O et en minimum relatif (%9) en—% et %

Primitives d’une fonction

Exercice 5.
Déterminer sur I’intervalle | une primitive F de la fonction f dans chacun des cas suivants
a)f(x)=3x—-4; 1=;0 b) f(x)=-2x* +3x+4 ;1=10 C) f(x):_—f ; 1 =1]0; +oo[;
X
2X 1 2X
d fX)=——=; 1=10 e) f(X) = ———; 1 =]1; +oof DIX) = ———; I1=1.
(x* +1)? Vx-1 J(X*+3)

Solution

Fonction Primitive

_ 3.
f(x) = 3x — 4 FO) = 2 x"—4x

-2 3
f(x) = -2x% +3x+4 | F(x) = ?X3+§X2+4X

9= 7 F =2
_ 2X _
Wy ey
f(x) = xl—l : F(x) = 24/x—1
fx) = X |F() = 2x*+3
(x*+3)
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B. Exercices
1. | Dans chacun des cas suivants, calculer, en
utihsant la définition, le nombre dérivé de la
fonction f en Xo.
a) f(x) = -3x% +4x +5 ; xo = 2
2Xx -3 -1
b) f() == 1%, =

c)f(x):)‘x—+21 X, =1

d) f(x) =v/2x+5 ;X =—1

2
@) f(X) =3+ 2x-4%° ; X =0;
f) f(x)=x*+1 ; xo=-1

2. Dans chacun des cas suivants, déterminer une
équation de la tangente a la courbe représentative
de la fonction f au point d’abscisse Xo.

a) f(x) = X% -3x-1; Xo=-2

x3+1 1
b)f(x) = X, == ;
) f(X) < 073
2—3X
c)f(x) = X, =0 ;
)9 =" %
d) f(x) =v2x-3 ;x,=2 ;
) f(x) =x° ;xo=%;

f)f(x)=§ Xy =2 .

Démontrer que f est continue en 1.

Etudier la dérivabilité de f en 1.

Déterminer une équation de la demi-tangente a
droite et une équation de la demi-tangente a gauche
a la courbe représentative de f au point d’abscisse
1.

Dans les exercices 6 a 15, déterminer le (ou les )
intervalle(s) :de sur le(s)quel(s) chacune des
fonctions suivantes est dérivable, et expliciter la
dérivée
3
B a) f(x) = X2 +3x +1 ; b) f(x) = %+2x2+3x;
c) f(x) = 4x -3x +1 ; d) f(x) = -2x° +x2;

e)f(x):2x-4+§ ; f) f(x) =x - 1+/X ;

7. )f(x) = (2x+3)(3x-7) ; b) f(x) :(5X-4)(1-§)

c) f(x) = (2x°+1)(3x-1) ; d) f(x) =(2x*+5)?
e) f(x) =(x* + X)cosx.

8. a) f() = (C-x)(x-9) ; b) f(x) =v/x (3-4x)
c) f(x) =-x+ (1-x)(3- x) ; d) f(x) :(2x+%)(3x -1)

g a) f(x) = (0,5 - %)2 ; b) () = (3x - 1)°

&) f(x) =x¢ (1- VX ) ; d) f(x) =(§ +2)( X +1)

2x+1 3X—7
3. Soit f la fonction définie par f(X) = x /X . 10 ) f(x) = a1 b) f(x) = > ©
"~ sa courbe représentative. 1 X L X
a) Déterminer 1’ensemble de définition de f . c) fx) — ; d)f(x) =—
b) Calculer le nombre dérivé de f en en 2. x+1 x“+1
¢) Calculer le nombre dérivé de f en 0 et donner T a) f(x) = 1 . b) f(x) = 2X
une équation de la demi-tangente a " au point 1-3x x*—4
d’abscisse 0. 1 1
c) fX) 2x+—= ; d)f(X) =———
) f(X) 7% ) f(x) e dx
4. Soit f la fonction définie par f (x) = x| x - 3| 1 9%2 By +3
a) Calculer le nombre dérive de f a droite et a | 127 a) f(x) = ————; b) f(X) = —————
gauche en 3. ) X“+X=2 X -3
f est-elle dérivable en 3. _ X . _ x-1
b) Etudier la dérivabilité de f en 0. A A ey
2
5. Soit f la fonction définie par : 13" a) f(x) = (X__lj . b) f(x) :Ll
f(x)=x"-1;si x<1 3- 1+;
X—2 . 3
f(X)=—— ;si x2>1
0= 0) f(x) = —> ©d) (%) :(ij
x+\§ 1+X
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14 a) f(x) = —cosx + sinx ; b) f(x) = sin®x
c) f(x) =cos>x ; d) f(x) = cosxsinx.

15 a) f(x) = (sinx + cosx)? ; b) f(x) = _
2—C0S X
sin? x
c) f(X) = ———
)1 1+cos® X

16  Soit f la fonction définie par :
f(x) = ax’ +bx + ¢/ ; a: b; c des réels donnés
avec a # 0.
Déterminer a ; b et ¢ sachant que : f(0) =4 ;
f’0)=3etf(1)=3.

17 | Soit a et b deux nombres réels. On considére
la fonction f définie par : f(x) =ax+ b + %
—X

a) Calculer les valeurs de a et b sachant que : f(2) = 2 ;

f’(2) = 0.
b) Donner une eéquation cartésienne de la tangente
au point d’abscisse 2 a la courbe représentative

de f.

18 Dans chacun des cas suivants, préciser sur
quel intervalle ( ou réunion d’intervalles) la
fonction f est dérivable et exprimer sa dérivée ;

a) f(x) = V2x-5 ; b) f(x):\%

¢) f(x) = sin2x d) £(x) =cos§.

. X my _ T
e) f(x) = sm(—E+§) ;) f(x) = ccos(2x+z).

g) f(x) = sincos3x ; h) f(x) = 2cosz(g—§).

19 Dans chacun des cas suivants, préciser
I’ensemble de dérivabilité de la fonction f, calculer
sa dérivée et dresser son tableau de variation.

a) f(x) =x*+1 ; b) f(X) = x* +3x% +1

2
0) f(x) = 22x+5 L) F(x) :4x -11x -2
—X X—-3

20  Soit ABCD un rectangle de périmétre P.
on désigne par X la longueur du c6té [AB].
1 a) Calculer, en fonction de x, ’aire . ~/(X) du rectangle
ABCD.
c) Etudier les variations de la fonction :
X: . /(X)
2) En déduire que I’aire d’un rectangle de
périmétre constant est maximale lorsque ce rectangle
est un carré.

Déterminer une primitive de la fonction f dans
les cas suivants et préciser sur quel intervalle.

a) f(X) =3 -3¢ 7x+1 ; b) f(x) = iz
X

2x -1 2 1
¢) f(x) = d) f(X) =X° + X +—
)16 (x* —x+1)? ) 1) 3x’

4 2 _
e)f(x)=X +4x°-2 x-1

29 Méme consigne que pour I’exercice précedent.

a) f(x) = 2x(x*+9) ; b) f(x) = %

2

0) F(X) =X(E +1)2 (><’°‘XT)2

d) f(x) =
e) f(x) = (3x —1)(2 X% —X+4)°
1 1
f) (¥ = C+x) (5 -D).
X X
23 Méme consigne que pour I’exercice précedent.

a) f(x) = sin(ZX—g) . b) f(x) = cos(%—3x)

COSX

¢) f(x) =sin®xcosx —— ;
sin®x

d) f(x) =

sinx

\/COS X

24 |f est la fonction definie par :
2
f(x) :X2_+12
(x*-1)
a) Déterminer des réels a et b tels que pour tout
a b
xel —1-1; 1} . f(x) = + )
{ § 109 (x-1% (x+1)?

b) Déduisez- en une primitive de f sur. (] —{—1 ; 1}

e) f(x) = ff(x) = tanx + tan’x.

25 |Soit f(x) = (X + 4) X +4.
Donner la dérivée de cette fonction, puis déduire
une primitive sur ] -4 ; +oo[ de la fonction :

X ——— X+4

Chapitre 5
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e (Y@~ Produit scalaire

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

|. Expression dans le plan ou dans I’espace

1) Expression a I’aide des normes et de I’angle géométrique de deux vecteurs

Soit U et v deux vecteurs non nuls dans le plan ou dans I’espace C
+ 0. = ifeoss - ) <[ st vi
0
Avec un triangle du plan ou de ’espace u g n 5
A

e ABAC=ABxACCOSA

2) Expression dans un repere orthonormal

Dans le plan Dans I’espace
Si: G(XJ ;V(X:]dans un repére orthonormé N X \ )
y y Si:uly|;v|y'|dansun repere orthonorme
©; 7)), z) \z
alors u.v =xx’+y.y’ (O:1;:j:k),
alors u.v =xx’ +y.y'+z.z’

I1- Propriétés
1) Calcul
Pour tout vecteur u dansle plan ou dans I’espace ;
e U0=0u=0

Pour tout vecteur-U et v dans le plan ou dans P’espace ;

e U.V=V.U.

Pour tout vecteur.u ; v ; w du plan ou de I’espace, et pour tout réel a et 3

e (aU).v.= U(aV)=oa(Uu.v) Par exemple : BAAC =—-AB.AC

e (au).(BV)=op (uv) Par exemple : BA.CA :(—E)(—R):(E)(E)
e U(au +pVv)=o(u.v)+pB(u.v)

o U(VHW)=U.V+U.W

2) Carré scalaire d’un vecteur

Soit U un vecteur du plan ou de I’espace,

e U =uu (carré scalaire de u) ; pour tout point A et B du plan ou de I’espace, AB = AB?

-2 —1|12
» 0=l :
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Pour tous vecteurs u et v du plan ou de I’espace,

-~ =\2 =2 . -~ =\2 =2 =2 e eN[— o -2 =2
o (u+v) =U +2uv+v (u—v) =U —2uv+V ;(u+v)(u—v):u -V
Pour tous vecteurs U du plan ou de I’espace et pour tout réel a,

—\2 S =12 N2 =2
+ (o0) =affal ; (-u) =u,
Pour tout point A et B du plan ou de I’espace,
e AB =BA =AB’=BA

3) Une opération qui conserve U.V dans le plan des vecteurs U et v

En remplacant 1’un des vecteurs de U .V par son projeté
orthogonal sur la droite portant I’autre,

alors u.v est conservé.

u
e U.V=u.v’(avec v’ projeté orthogonal de v sur la droite portantu);
e U.v =uU"’.v (avec U’ projeté orthogonal de u sur la droite portantv),
Exemple
ABCD un rectangle dans le plan ou dans I’espace. . ‘D C
ABAC = ABAB=AB? ;
ABCD = AB.BA =-ABAB
=—AB’.
A B
I11- Vecteurs colinéaires
Soiti u et v deux vecteurs non nuls dans le plan ou dans Pespace ;
Ona Si, et seulement si , Illustration

o
uet v sont colinéaires de méme 0.V = HGHH\?H
sens ~

o
uet v sont colinéaires de sens u.v = HGHH\?H )
contraires =
uet v sont colinéaires ﬁ.\?‘ = HGHH\?H
Exemple
[AB] un segment de milieu I,
I ) — 1 ) 9 . L x ]
ABAI = | AB| Al = ABx Al = SABT=2AI A f 5

2

Al :—HIAHHIBH —CIAxIB=—IA? =12 = 28"
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V- Vecteurs orthogonaux

Soit uet vdeux vecteurs non nuls dans le plan

ou dans ’espace, Uet v sont orthogonaux i
si, et seulement si u.v =0.

En plus
Ona
O estaigu 6¢e [0; E[
u.v>0 "2
0 est droit 0 = g
u.v =0
u
u.v<0 0 est obtus O ] = ; n] _.\Qe
2 v p—
u
e Soit U et v deux vecteurs dans le plan ou dans I’espace
u=0
ou
uv=0<1{v=0
ou
u et v sont orthogonaux
V- Des applications analytiques
Dans cette partie, le plan est rapporté aurepére othonormal (O ;i ; j) , (espace est rapporté au repére

orthonormal (O ;i; j; k).

1) Droite définie par Pun de ses points et I’un de ses vecteurs normaux dans le plan

(d) est la droite passant par le point A et de vecteur normal n (ﬁ #0) <
(d)={MeZ AMn=0.

~(a -
(d) est droite de vecteur normal n(b] (n#20) <

(d) a une équation cartésienne de la forme : ax +tby +c=0;avecc € R.

(d;) droite de vecteur normal ni

(d,) droite de vecteur normal n,

(dy) // (d2) =N n, colinéaire a n ,.
(di) L (dy) = ni.nz=0.
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2) Distance d’un point a une droite dans le plan

Si, (d ) est une droite dont I’équation cartésienne est :

ax + by + ¢ =0. A un point de coordonnées (Xo ; Yo), A (d)
alors, la distance de A a (d) est AH,

avec H projeté orthogonal de A sur (d).

lax, + by, +| H

Ja? +b?

Cette distance est égale a :

3) Représentation paramétrique d’un cercle dans le plan
Soit "1 un cercle de centre O et de rayon R ( R< 0),

71 est I’ensemble des points M(x ; y) du plan tels que :
X =Rcost
{y =Rsint

Ce systéme est la représentation paramétrique de 71 |

Soit 7", un cercle de centre Q(X ; Yo) et de rayon R( R> 0).
", est I’ensemble des points M(x ; y) dans le plan tels que :
X=X, +Rcost
{y =Yy, +Rsint

: te[O; 2n[

; te[0; 2q].
Ce systéme est la représentation paramétrique de 7

4) Plan défini par ’un de ses points et I’'un de ses vecteurs normaux dans I’espace &

-7’ est le plan contenant le point A et de vecteur normal n (ﬁ #0) <
7 ={Me& /AMn=0}.

a
.’ un plan de vecteur normal nibl; (n£0) <
c

.7’ a une équation cartésienne de la forme : ax +by +cz+d =0,avecd € R.

.1 plan dont de vecteur normal Ni;

. %, plan dont de vecteur normal o

o SIS < njcolinéairea no.
o J/)]_J_)/Jz = 61.62:0.

5) Distance d’un point a un plan dans ’espace

Si .7’ est un plan d’équation cartésienne

ax +thy +cz +d =0. AI

A un point de coordonnées (Xo ; Yo ; Zo) ,

alors ; la distance de A a. 7’ est AH

avec H le projeté orthogonal de A sur . 7, l
lax, + by, +cz, +d| .J/) H

et elle est égale a :

Ja? +b? +¢?
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V- Des relations métriques dans un triangle dans le plan ou dans I’espace
1) Des produits scalaires

AB? + AC? -BC?
2

AB? + BC? - AC?
2

AC? +BC? - AB?
2

5|
3|

>|
&l

>
Gl

A B

2) Relations généralisées de Pythagore ou d’Alkachy

e BC?2=AB?+ AC?-2AB xAC x COSA ;
e AC?=AB%+BC?-2AB xBC x cosB
e AB?=AC?+ BC?-2AC xBC x cosC

2%

>
w)

3) Relations de la médiane

[AB] un segment de milieu | B

dans le plan ( ou dans I’espace).

Pour tout point M dans |
le plan ou dans I’espace : M

2 - A _ 2
. MA2+MBZ=2MI2+A|23 . MA?-MB?= 2IM.AB ; MA.MBzMIZ—Af ;

e Aire (MIA) = Aire (MIB) = %Aire(MAB).

4) Aire d’un triangle

Aire (ABC) = = AB x AC x sinA

|~ N

AB x BC x sinB

N = N

AC x BC xsinC

4) Formule des sinus

sinA _sinB _sinC
BC AC AB

>
W)
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V1I- Lignes de niveau dans le plan & & surface de niveau dans I’espace &

f 2 _.R ou 7 —_ R
M ———— f(M) M —— f(M)

% Soit k un réel donné

e On désigne par Lk ’ensemble des points M du plan tels que :
f (M) =k ; Lk est appelé la ligne de niveau k de la fonction f .

e On désigne par Sk I’ensemble des points M de I’espace tels que :
f (M) = k ; Sk est appelé la surface de niveau k de la fonction f .

+ Des fonctions usuelles
1) f (M) = QM avec Q un point donné
Si alors
K<O|Ly=¢etSx=¢
kK=011,={0} petsc = {Q}
k>0 | Ly =est le cercle de centre Q et de rayon k.
Sk = est la sphére de centre Q et de rayon k.

2) f (M) = AM.u avec A un point donné et uun vecteur donné non.nul

V k € [0 ; Ly est une droite de vecteur normal u ;
Sy est plan de vecteur normal u ;

En plus, avec, u = BC, Ly est une droite perpendiculaired (BC).
Sk est plan orthogonal a. (BC).

3) f (M) = MA.MBavec A et B deux points distincts données de milieu I.

° SOith=(I) ° SOitSk=(I)

o Soit Ly ={l} o Soit S = {1},

e Soit L est un cercle de centre | e Soit Sk est une sphére de centre I.
En plus : Lo est le cercle de diametre [AB].

Soest la sphere de diametre [AB].

4)f (M) = mavec Aet B deux points distincts données
MB

Si alors
k<0 Lk=detSk=¢
k=0 L= {A} petS, = {A}
Lk = est la médiatrice de [AB].
k=1 Sk = est le plan médiateur de [AB].

keO™ _{1} Lk est le cercle de digmétre [G1G3].
Sk est la sphere de diamétre [G1G;].

B
1

B

Avec G1 = bar T

; G, = bar
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VI1I1- Fonction scalaire de Leibniz
e f(M)=aMA?+ BMB?; avec A et B deux points donnés et o ; B deux réels donnés, est appelée

fonction scalaire de Leibniz associée au systéme de points pondérés {(A;a) ; (B;B)} ;

o f(M)=aMA?+ BMB? + yMC?avec A ; B ; C ; trois points donnés et o ; B ; v ; trois réels donnés
est appelée fonction scalaire de Leibniz associée au systéme de points pondérés{(A;a) ; (BiB) ; (C;S)} .

e f(M)= aMA? + BI\/IB2 + yMC2 +OMD?; A: B C: D quatre points donnés et o ;  ; v ;  ; quatre réels donnés est
appelée fonction scalaire de Leibniz associée au systeme de points pondérés {(A; (x) X (B;B) X (C; 8) X (D; 9)} )

En plus
Si alors
La somme des e Soit Ly =¢ e Sk=¢
masses du systeme | o gpijt L, = {G} e S, = {Q}
est différente de

zéro et
G est le barycentre
du systéme

e Soit Ly un cercle de centre G e Soit Skune sphere de centre G

En plus, avec (m) somme des masses du systéme on a : pour tout point M :
f (M) = mMG? + f (G)

La somme des
masses

du systeme est égale
a zéro.

Vkel ;

L« est une droite et S est un plan ; chacun de vecteur normal u : avec
u=oMA+BMB; si f(M)=aMA?*+ BMB?;

u=oMA+BMB +SMC ; si f(M)=aMA?+ BMB?+8MC?
U=oMA+BMB +SMC +6MD ; si f(M) = aMA?+ BMB? + SMC? + BMD?
En plus, avec | un point donné

Pour tout point M : f(M) = 2Ml.u+ f (1).

Chapitre 6

Produit scalaire 57




%, Savoir- faire
A . Applications
Orthogonalité de droites
Exercice 1

1. ABCD un tétraédre régulier d’aréte a.
2

1) Montrer que ABAC = ABAD = ACAD = —

et donner trois résultats similaires.
2) Montrer que les droites (AC) et (BD).
sont orthogonales, donner deux résultats similaires.

Solution
a) Dans le triangle équilatéral ABC, ona A= %
2
e donc: ABAC = ABxACxCOS— = (a)(a)(l) _2 | Dans le triangle équilatéral ACD, oha A = g :
3 2 2
A~ AR T
Dans le triangle équilatéral ABD, ona A = g e donc: ACAD= ACxADxcosg
. 2 1, a’
e donc: ABAD = ABx ADxC0S— = (a)(a)(l) -2, =@)@)() =~
3 2 2 2 2
. . B 2
d’ou; ABAC=ABAD=ACAD = az .
Les résultats similaires sont :
2
e BABC=BABD-=BCBD-= a?
[ a2
e CACB=CACD=CB.CD= rl
N a2
e DADB=DADC=DBDC= ?

a2 a2
b) AC.BD = AC.(BA+ AD) = AC.BA + ACAD = —~ABAC + ACAD = % + % -0.

Donc, AC.BD=0 < AC et BD sont orthogonaux <> les droites (AC) et (BD) sont orthogonales.
Les résultats similaires sont :

e les droites (AB) et (CD) sont orthogonales,

e les droites (AD) et (BC) sont orthogonales.

Projection orthogonale et conservation d’un produit scalaire
Exercice 2

Soit “~ un cercle de centre Q et de rayon R. Soit M un point
Une droite passant par M coupe ~~ en A et B.
Soit A’ le point diamétralement opposé a A sur 7.

1) Montrer que le produit scalaire MA.MB

ne dépend pas des points A et B.

( ¢’est la puissance du point M par rapport au cercle 7 ).
2) En déduire que lorsqu’une autre droite passant par M

coupe 7~ enCetD, alors : MA.MB=ML.MD.
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Solution

Comme [AA’] est un diamétre de 7~ et B € 7, donc BAA’ est rectangle en B.

Or, M, A, B sont alignés.

Donc le triangle BMA” est rectangle en B.

Donc ; MAMB =MAMA' (car MB est le projeté ortho gonal deMA 'surladroite(MA)

AT _ e @R’

Or, Q est le milieu de [AA’], d’ot MAMA' = MQ? - = -MQ? = QM? - R%.

Donc, MA.MB = QM? —R?.
D’ot MA.MB est indépendant des points A et B.
b) Comme ML.MD = QM?— R? (d’aprés a), donc MA.MB =MLMD.

Distance d’un point a un plan dan I’espace
Exercice 3

L’espace est rapporté & un repére orthonormal ((O ;i; j; k).
7" le plan d’équation cartésienne x + y + 2z +1 = 0,

.7 7 le plan d’équation cartésienne x +y -z =0,

1) Montrer que . 7” et . 7’ * sont orthogonaux.

2) Soit (d) la droite d’intersection de . 7” et . 7’ °. Donner une représentation paramétrique de (d).

En déduire des éléments caracteéristiques de (d).

3) Soit A le point de coordonnées (1;1; 1).

a) Vérifier que Ag .7 et Ag .77 .

b) Voit H le projeté orthogoonal de A sur .7’ et H’ le projeté orthogonal de A sur . 7* °. Montrer que le

triangle AHA’ est rectangle.
c¢) Calculer AH et Ah’, puis en déduire HH’.

Solution
1 1
1) Un vecteur normal de . #° est n|L-|; Un vecteur normal de . 7> est n|1
2 -1

or, nn'=(1) (1) +1) 1) + @) (-1)=1+1-2=0;donc, n L.n'=0,dou . L.~

22+1=0 27=-t-1 (3z=-1
2)M(x;y;z)e(d)<:>{x+y+ Z+ y+2z7 <j{z

ravecx=t;tell ;ona: ;
X+y-2z=0 {y—Zz—t y=-3t-1

x =1

donc; (d)<y= —%—t ; tell ;c'est la représentation paramétrique de la droite (d) . D’oti un point de (d)

1
z=—=
3
1
est B(O; —%;—%) : un vecteur directeur de (d) est u| -1 |.
0

3)a)Comme1+1+2(1))+1=5#0;doncAg¢ .77 ; Commel+1-1=1=0;doncAg¢g .,
b) ona AH est un vecteur normal de . ; AH' est un vecteur normal de . 7 ° .
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or,. 7 1 .7 ;donc, AHLAH' d’ou AHH’ est rectangle en A.
. 1+1+2(1
c) AH =distance (A; .7 )= |+ i ()HJ :izﬂz
JO?+@?+2° V6 6
1+1+-1] 1 3

s — A: ) - — - _NT >
AH’ =distance (A; .77’ )= \/(1)2 AT = N =3 or, AHH’ est rectangle en A,

5,121 9 =[98 %2
6 3 6 2 2 2 2

d’ot HH'? = AH?+ AH*? =

Lignes de niveau

Exercice 4
ABC un triangle de centre de gravité G. Onpose AB=c;BC=a; CA=bh.

1) Déterminer et construire ensemble E; des points du plan tels que : MA.AB = %Cz :

2) Déterminer et construire I’ensemble E; des points du plan tels que : MA? — MB2 = b®~ a°.
Que repreésente E, pour le triangle ABC
3) a) Déterminer et construire I’ensemble E, des points du plan tels.que : MA? + MB? + MC? = b? + a%.
b) Lorsque E3 contient les sommets du triangle ABC, quelle est la nature de ce triangle ?
Solution

1) MAAB = %cz .Comme A est un point donné, AB est un vecteur nonnul

, 1 , , .
donné ; §c2 est un réel donné. Donc ; E; est une droite de vecteur

normal AB <
E; est une droite perpendiculaire a (AB). Soit H = E; n (AB), E,

Ona: ﬁ.@z%cz et AH=tAB :t&€l . Donc

tABAB=1C’ &>t = —c2bt=—% D'oi, AH=—2AB,
3 3 3 3

Donc E; est la droite perpendiculaire a (AB) en H.

2) Ona: MA?-MB?=b?*—-a* Comme :1—-1=0; Donc E; est une droite de vecteur normal
MA —MB =-AB: d’ott Ezest une droite perpendiculaire a (AB). Or, CA> -CB?=h? — a2, d’ou C € E,.
Donc ; E; est la perpendiculaire a (AB) passant par C

Donc : E» est la hauteur issue de C dans le trianale ABC.

3) a) MA? + MB? + MC? = b? + a°.

Al | c|
1
Donc ; E3 est le cercle de centre G passant parC.

Ona: bar =G . Or; CA>+CB?*+CC?= b*+a?:Donc:;C e E;.

b) Si; E; contient les sommets de ABC, alors GA = GB = GC, d’ou G est le centre du cercle circonscrit a
(ABC).
Or, G est aussi centre de gravité de (ABC), Donc, ABC est un triangle équilatéral.
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B. Exercices
1. ABC D est un rectangle de centre O, tel
que: AB=4;AD =3.
Calculer les produits scalaires suivants :
ABAC ; ABDC ; OAAB ;
AD.DB ; OA.OC.

2. \ABC un triangle equilatéral de centre O,
onpose: AB=a;
Calculer en fonction de a :
ABAC ; OAOB ; OBOA ;
OAAB ; BCCA.
3 1) Montrer que pour tous vecteursu et v
S~ N2 - =\2 ~2 =2
ona :(u+v) +(u—v) =2(u +v)
2) ABCD un parallélogramme, on pose :
u=ABet v=AD.
a) Déterminer : U+Vv et U—V.
b) En déduire que :
AC? +BD? = AB’ + BC® + CD’ + DA’

4. ABC un triangle tel que: AB =3; AC = 5;
A=T,
3

Calculer BC;
2) | milieu de [AB] ; D est le symétrique‘de B
par rapport a A. Calculer IC et CD.

5. | Montrer qu’un triangle ABC est rectangle

en C, si, et seulement si, AB.AC =AC2.
2) soit ABC un triangle rectangle en C. Montrer

que : cosAzﬁ.
AB

6. 1) ABC untriangle tel'que :

AB_V2 g T

BC 2 4

Montrer que. ABC est un triangle rectangle en
A

2) ABC est un triangle tel que :
AB e
EoJ2etB=—

BC 4

Montrer que : ABC est rectangle en C.

[ ABCD un carré de coté a (a > 0).
I ; J les milieux respectifs de [AB] et [BC].
Montrer que les droites (DI) et (AJ) sont
perpendiculaires.

8. Montrer que sur la figure
ci-contreona:

oA _on
OB OB'

9. [AB] un segment de longueur a.

f:M—AMAB
Déterminer et construire Ly (ligne de niveau k de f)
Dans chacun des cas :

1)k = %az; 2) k= -%az; 3) k= 2% 4)k =-a%5) k = 0.

10 L’espace est rapporte au repere orthnormal
(O i ] R).
1) Donner une équation cartésienne du plan .
contenant le point A(1; 2;-1) et de vecteur normal
1
n|1|.
2
2) Soit . 7 * le plan d’équation cartésienne :
X+y+2z+3=0.
a) Quelle est la position relative des plans . 7 et . 7 .
b) Déterminer la distance (A ; - 7” ’). Que représente

cette distance pour les plans .7 et . 7 °.

3) a) Déterminer une représentation paramétrique de
la droite ( d ) passant par A et de vecteur directeur

1
nl1

2
b) Quelle est la position de (d) par rapport au plan . 7
et ..

11 L’espace est rapporté au repere orthnormal

(O i ] R).
X=1+t

1) Soit (d) la droite définiepa:qy=t telr
z=-2+3t

Donner une caractérisation de (d).

2) Soit .7’ le plan orthogonal a (d) et contenant le
point A(1;0;1).

Donner une équation cartésienne de . 7 .
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12 (AB) et (CD) deux droites distincts | 1) Faire une figure.
passant ~par un  point M, tels que|2)Calculer: ABAC ; BABC ; CACB.
MA.MB = MC.MD, 3) Calculer : GA? ; GB? ; GC2.
et M=C. 4) Pour tout point P du plan, on pose :
f(M) = MA? + 2MB? + 3MC?.
a) Calculer f(G).
Déterminer et construire I’ensemble des points M du
plan tels que : f(M) = 41.

Montrer que : les points A; B ; C ; D sont 1571 ABC untriangle tel que : AB=2;AC=3;
cocycliques (appartiennent a un méme cercle). BC= 4.
13 Le plan est rapporté a un repére G = bar ’IA‘I lB I g I
orthonormal (O s J)' D est le symétrique de B par rapport a C.
-1 | milieu de [AB].

Soit ( d) la droite d’équation y = 7T et 1) Faire une figure.

2) Calculer :cosA ; cosB; cosC.

F le point de coordonnées ( O ; 1).
4 3) Calculer IC ; AD.

Soit . 7’ ’ensemble des points M du plan 4) On pose : f(M)=MA? + MB? + 2MC?.
équidistant de (d ) et F. g(M) = MA? + MB? - 2MC?.
1) Donner une équation cartésienne simplifiée
de . 7. a) Calculer : f(A); £(B) ; f(C) ; f(D); 9(A) ; 9(B) ;
. , 5 C). g(D).
2) Etudier et représenter . 7. g)( I))étc?r(mi)ner I’ensemble des points M du plan tels
. que : f(M) =.25.

L4TABC un triangle tel que : AB =2 ; ¢) Déterminer ’ensemble des points M du plan tels
AC=3;BC=4. que : g(M) = 25.

G = bar AI B | C | 5) Déterminer et construire I’ensemble I" des points M

213 du plan tels que : HW\+ WH=HW+ ZM—CH
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8(.- Etude de fonctions

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Généralités sur les fonctions

Soit f une fonction, ~ sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal ( O. T ;J).

1) Domaine de définition

On appelle domaine de définition de f ’ensemble : {x el ] f(x) existe} noté D ¢ .

Exemple

f: XHm; Df:D'{O;l}.

2) Parité

On dit que la fonction f est paire si ,

e D¢ est symétrique par rapport a zéro

e Pour tout xe Ds; ona f(-x) = f(x)
Exemple

f: XX

Df =]-0;0]U[0;+0[;

V x e Di; (-X)?=(X)?=x* = f(-x) =f(X) ;
Donc; f est paire

On dit que la fonction f est impaire si

e D¢ est symétrique par rapport a zéro

e Pour tout xe Ds; ona f(-x) = - f(x)
Exemple
f:x—>x®;Df=]-0;0]U[0;+0] ;
V x € Df; (-X)° = - = f(-X) = f(X) ;
Donc; f est impaire

3) Eléments de symétries
Axe de symétrie

Soit f une fonction numérique ; Dr son domaine de définition ~ sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repére orthogonal (‘O. I; J). Pour démontrer que I’axe A d’équation: X = a est un axe de
symétrie de ", on peut utiliser I’une des deux méthodes suivantes :

Méthode 1

Démontrer que :
D, estsymétrique par rapportaa
f(2a-x)= f(x)

Exemple

Soit f: R>R ; X

X(x—4)
La droite d’équation A : X = 2 est axe de symétrie
de la courbe représentative de f, car

4
HE== 06 —xa)

4 B 4
(4-x)(4-x-4) —x(4-x)

= f(x)

Méthode 2
Démontrer que f est paire dans le repére

(O’; Ol ; OJ)tel que O’(a ; 0).

Exemple

Soit f: R>R ; x—

X@—M;

Ona:y= ;soit: X=x-2et Y=v.

X(x—4)
4

Donc; Y= —F——.
(X—2)(X+2)

f: ROR X o
(X+2)(X-2)

La fonction f est paire..
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Centre de symétrie

Pour démontrer que le point Q( a ; b) est centre de symétrie

méthodes suivantes :

de 7, on peut utiliser I'une des deux

Méthode 1
Démontrer que :

D, estsymétrique par rapportaa
f(2a-x)=2b- f(X)

Méthode 2
Démontrer que f est impaire dans le repére

(O’; Ol ; OJ)tel que O’(a ; b).
Exemple

Exemple Soit f: R>R ; X 2+il
X_
X— " s " ]
Le point Q (1 ; 2) est centre de symétrie, car ]r?aogcr:eleegtq.)resmon de f dans ce nouveau
f-x)=24—°> 9 3 i ' 3
B 2—X—31_ X_é F(2-x)=4— f(x) f: R>R; XI—); ; ¢’est une fonction
4—f(x)=4-(2+—)=2-— impaire.
x-1 x-1

3) Asymptotes

Asymptotes paralléles aux axes de reperes :

e Si lim f (x) =00, on dit que la droite x = X

X—>Xq

est asymptote a ~; c’est une droite paralléle a

(Oy),
Exemple
f: R>R; XHiZ
X
Ona: Iimi=+oo : donc x = 0 est une

Xx—0 X2

asymptote a ~ parallele a (Oy),

e Silimf(x)=I,onditqueladroitey={ est

X—>t00
asymptote a ~; c’est une droite parallele a
(Ox).
Exemple

f: R>R ; xr—>2—i;
X

e Ona: Iim(2—1):2 ; donc y =2 estune
X—>100 X

asymptote a ', ¢’est une droite paralléle a
(Ox).

Asymptotes obliques

Lorsqu’il existe une fonction affine : x+—>ax+b ;
telle que: lim [ f(x)—(ax+hb)]=0,

on dit que la droite d’équation: y=ax+b
est une asymptote obliqgue a .

Exemple

f: R>R ; X|—>x+1—L :
X—-3

Ona: lim 1 =0 ; donc la droite d’équation

X—t0 X —3

y = X + 1 est une asymptote obliquea .

I1. Plan d’étude d’une fonction donnée

Etudier la parité de la fonction donnée,

Etudier les limites aux bornes de Dy,
Dresser le tableau de variation,

Déterminer 1’ensemble de définition de la fonction a étudier, s’il n’est pas précisé,

Etudier la dérivabilité sur Ds, calculer f ’(x) pour tout x de Dy,
A partir du signe de f ’(x), déduire le sens de variation de la fonction,

Représenter, les asymptotes s’ils existent et les tangentes pour une représentation nette et soigneuse.
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Exemples d’études de fonctions

Etude d’une fonction polyndme Soit f : x> —x> +6x> —9x +4.

e Domaine de définition : la fonction f est un polyndéme ; donc Dy =[] ;
e Limites aux bornes : lim f(x)=— lim x> =+ ; lim f(x)=— lim x* = —0
X—>+00

X—>—00 X—>—0 X—>+00

e Dérivabilité : f est dérivable sur [ , par définition, sa dérivée f ':x+>—3x*+12x—09.

e Sensde variation de f(x); soit f'(x) =0; —3x*+12x—9=0<-3(X*~4x+3)=0<>

< -3(x-3)(x-1)=0

& x=30ux=1

VX e]-0;1]U[3;+oo[;: f(x)<0;dou f estdécroissante sur cet intervalle,
vxe[l;3];f(x) >0;dou f estcroissante sur cet intervalle.

e Calcul de I'image de certains points : f(1) = -13 +6x1° - 9x1+4=10-10=0 ; f(3)= 4.

Tableau de variation

X ) 1 3 +00
f’(x) - 0 + 0 -
+o0 | —_—
f(x) — . — o
A
4 s >
5 /1
/
R|| \
\ \
T\ 1/ \
\ |/
- B >
- -7l -6 - -4 | - - - 0 4 4 ! 7 X
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Etude d’une fonction homographique : Soit f :x HX—_'_;
X+

Domaine de définition : la fonction f est une fonction homographique (rationnelle) ;
donc Ds = [ \{—2}. :

e Limites aux bornes: lim f(x)= lim X_1 ;o lim f(X) =+0; E(rg) f(x) =—o0 ;

X—>to0 X—to X X—(-2)~

e Asymptotes : il y a deux asymptotes : x=-2 (A.V);y=1(A.H)

e Dérivabilité : f est dérivable sur [1 , par définition, sa dérivée f ': x>

(x+2)*"

e Sens de variation de f(x); V x eD,; f'(x)>0;doncf est strictement croissante sur D .

e (Calcul de I’'image de certains points : f(0) = f(0)= %

Tableau de variation

X -00 -2 +00
f’(x) + ¥
+o0 1
f (X) 1 M " /
Représentation graphique
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Etude de la fonction g:x — %x P

2

2 x+1

Domaine de définition : Dy= D, =0 —{~1}.
Limites aux bornes : Iir(nl)fg(x)=—oo : Ii(rrlyg(x) =+00 ; lim g(Xx) =—o0 ; lim g(x) =+w0.

Asymptotes : il y a deux” asymptotes:x=-1let y= %x+%( asymptote oblique), (car lim il =0)
X—t0o ¥ 4

Dérivabilite : comme g est une fonction rationnelle ; elle est continue et dérivable sur son domaine de
définition.
(X=D(x+3) .

(X +1)?
Sens de variation : Soit g‘(x) =0;doncx=-3oux=1,douVX € ]J-00;-3[U[1;+oo[;
g‘(x) >0; donc g est croissante sur cet intervalle ; Vx € [-3;1]; g‘(x) <0;d’ougest
décroissante sur cet intervalle.

La dérivée est la fonction: g' : X+

Calcul de I’image de certains points : ¢(-3) = %(—3)+%—% =-1;9(1)=3.

Tableau de variation

X

-0 -3 - ]

+00

f’(x) + 0 - _

+

1
0
g | — ll N +w\1 [

=00 =00

Représentation graphique
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I11. Fonctions associées
Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ; | ; J).

Soit 7 la courbe représentative d’une fonction f, a et b deux réels.

Les fonctions : x > —f () ; x> f(—X) ; x>[f(X)| ; x> f(x—a) ; x> F(X)+h.

sont dites fonctions associées a f .

—

e Fonction : x+>—1(x) et x> f(—x)
La courbe de la fonction x — —f (x) se déduit de

celle de la fonction f par la symétrie orthogonale
d’axe (OI).

y
y =109 /

=f(x)

\
\
La courbe de la fonction x +— f(—x) se déduit de A
celle de la fonction f par la symétrie orthogonale Y=t /
d’axe (OJ). 0
o |
\Ly = lfcal |
e Fonction : x | f(x)| W
La courbe de cette fonction est ’ ,
la réunion des deux parties des courbes o I
d’équations respectives y = f(x) et y = -f(x).
/ 7
f(x-a) My..30L . /™M




e Fonction : x+— f(x-a).
La courbe de la fonction x — f (x —a) se déduit
de celle de la fonction f par la translation
de vecteur aOl .

e Fonction: x+— f(xX)+b £ 4+ Jrrrrn
La courbe de la fonctionx — f(x)+bse
déduit de celle de la fonction f par la
translation de vecteur bOJ

\

J
f (x)

| o

e Fonction : x+— f(x—a)+b
La courbe de la fonction x+— f(x—a)+b
se déduit de celle de la fonction f
f(x)+b

. ~-(a
par la translation de vecteur u .
b f(x)

IVV. Fonctions trigonometriques
Etude de la fonction f : x> sinx

e Domaine de définition est [J ;

e Périodicité ; elle est périodique de période 2nt

e Parité : elle est impaire.
Donc, il suffit de réduire I’intervalle d’étude a [0 ; .

e Dérivée : cette fonction est dérivable et par conséquent continue, sur cet ensemble.
Sa deérivée est la fonction f ':X > cosx

e Sens de variation ; VX € [0; g] ;cosXx>0;d’ou f’(x) >0;donc f estcroissante sur cet

intervalle ; V X € [% ;] ;cosx<0;dou f’(x) >0, donc f est décroissante sur cet intervalle.

Tableau de variation

X 0

T
2
' x) 0 -

+
0 |y — T

Représentation graphique
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Etude de la fonction f : X cosx
e Domaine de définition est [1 ;
e Périodicité ; elle est périodique de période 2n
e Parité : elle est paire.
Donc, il suffit de réduire I’intervalle d’étude a [0 ; mt].
e Dérivée : cette fonction est dérivable et par conséquent continue, sur cet intervalle .
Sa dérivée est la fonction f ': X+ —sinx
e Sens de variation ; VX € [0;x];-sinx<0;d’ou f’(x) <0;donc f estdécroissante sur cet
intervalle.
Tableau de variation
X 0 r T
2
- sinx - 1 -
1
COSX
-1
Représentation graphique
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Etude de la fonction tanx

e Domaine de définition est [ - {%+ krn; kel } X

e Périodicité ; elle est périodique de période 7 ;
e Parité : elle est impaire.

[

Dongc il suffit de réduire I’intervalle d’étude a I’intervalle : [0 ; g
e Limites aux bornes : lim tan X = +o

s
X—>—
2

o Dérivée : cette fonction est dérivable et par conséquent continue, sur cet intervalle.
Sa dérivée est la fonction 1 + tan’x.

e Sens de variation ; VX € [0; g [:1+tan’x> 0;d’ou f’(x) >0;donc f est croissante sur cet

intervalle

Tableau de variation

X 0 —
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1 + tan’x +

tanx .
0

Représentation graphique
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Etude de la fonction f: x — sin(§+§j

e Domaine de définition est [J ;
e Périodicité ; elle est périodique de période 4 ; car f (x + 4n) = sin(§+ 2n+%j = f(x);

e On peut réduire I’étude a I’intervalle [-27 ; 27]

e Dérivée et sens de variation : cette fonction est dérivable et par conséquent continue, sur cet intervalle

Sa dérivée est la fonctionf ¢ : x > %cos(g +%) )

Soitf'X)=0 < cos(§+%j:0<:>—+—=——; ou —+—=

La fonction f est croissante sur [_T?m ;g] ; décroissante sur [-27 ; _T?m] v [g ; 21).

Tableau de variation

X =27 —_?m

I 27
2 2
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Représentation graphique
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Etude de la fonction f: x — 2003(§+§j

e Domaine de définition est [J ;
e Périodicité ; elle est périodique de période 4x ; car f (X + 4n) = 2cos(§+ 2n+%j = f(x) ;

On peut réduire 1’étude a I’intervalle [-27 ; 27]

e Dérivée et sens de variation : cette fonction est dérivable et par conséquent continue, sur cet intervalle.

Sa dérivée est la fonction f ¢ : x > —sin(%+%} ;Soit f¢(X)=0< —sin(§+§j =0«

£+E =0 ou £+E =7 ; donc ; les valeurs de x dans I’intervalle d’étude sont : _r : 3_1t .
2 4 2 4 2 2

La fonction f est donc, croissante sur [-27 ; _—Zn] ) [%ﬂ ; 2rt] ; décroissante sur [-g ; 3?71] ;

Tableau de variation
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Représentation graphique .
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oS Savoir-faire

Eléments de symétrie d’une courbe
Exercice .1

. . \. . 1 1 . . 1

Soit f la-fonction définie par f: x+— — +1— . Démontrer que la droite d’équation x :E est un axe de
X 1-x

symétrie pour la courbe représentative de cette fonction.

Solution

Il suffit de démontrer que : f (1 —x) = f(x).Ona: f(1-x) = ! ! t 1

+ = +==1(X) ;
1-x 1-(1-x) 1-x x

donc la droite d’équation x == est un axe de symétrie pour la courbe représentative de la fonction

1 1
fixX——+—.
X 1-X \v
Exercice .2 >
Voici une partie de la courbe représentative de la fonction 3

Chapitre 8 Etude de fonctions 5 - 86
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g: X 1x +§ +i .Cette courbe admet-elle un centre de
2 2 x+1

symétrie ? si oui, lequel ?, démontrer.
Solution
D’apres la courbe, le point de concours des asymptotes est
un centre de symeétrie pour cette courbe, il s’agit du
point de coordonnées (-1 ; 1).1l suffit de démontrer que :
g(-2-x) =2-g(x).Ona:
-2-x 3 2 1 x 2 x 3
vxeDy;9(-2-x) 5 +2+_2 1 2 2 xail (2+2+X+) 2—g(x)., d’ou le point
de coordonnées ( -1 ; 1) est un centre de symétrie pour la courbe donnée.
Etude de fonctions

Exercice .2

Etudier la fonction f :x > 2x* —3x +1.

Solution

e Domaine de définition : D, =[] ; limites bornes : lim f(x)= lim x* =+ lim f(X)="lim x*=+wo ;

X—>—00 X—>—0 X=>+00 X—>+00

e Dérivabilité : comme f est une fonction polyndme ; elle est continue et dérivable sur son domaine de

définition. La dérivée est la fonction: f' : X+ 4x-3; Soitf ’(X) =0 < x= —

e Sens de variation: Vx € ]-o; % ]; f°(X) < 0d’ou f est décroissante ; V X € [% y+oo[; f°(X)>0dou

f est croissante ;

e Calcul de ’image de certains points : f(%) = 2(%)2 —3% +1= %1 =-0,125
Tableau de variation Représentation graphique
x 3 At /
+00 = +00
, 4 \ /
f’(x) - i) + ‘ I
+00 +00
9 T 0128 — 1\{\

2| - ‘Slb:_L')_

Exercice .3

: N W 2x% +2x -1 ,
Soit g la fonction définie par g(x) = % ; @) Déterminer les nombres réels a’ ; b’ et ¢’ tels que :
X —

VX ell —{%} cg(X)=ax+b +

Solution
g(x) = ax+b'=c—<:>g( X) = (@'x+b)(2x-1)+c' 2ax —a'x+2b'x—-b'+c' 2ax —(@'-2b")x—(b'-c")
(2x-1) (2x-1) 2x—1)
2a'=2
Par identification des deux écritures, on trouve : {2b'-a'=2 ; 1’équation (1) donne a’ = 1 ; I’équation (2)
c'-b'=-1
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3

donne b’ = % ; I’équation (3) donne ¢ = % Donc, les réels cherchés sont : a’ = 1; b’ :E ; ¢ = % et
. 3 1
par conséquent, g(x) =x+ — + ————.
2 2(2x-1)
e Domaine de définition: D =[] —{%}
e Limitesaux bornes: lim g(x)=—o0 ; lim g(X) =+ ; Iirq g(X)=—0 ; Iirq g(X) =+0.

X_)(E)_ X—>(E)+
1 3 .
e Ilyadeuxasymptotes: x= = (AV) ; y=x+ — (AO)(car lim ———=0).
y ymp , (AV) 5y , (A0) (car lim 22x D) )
e Derivabilité : comme g est une fonction rationnelle ; elle est continue et dérivable sur son domaine de
4x(x=1) .

définition. La dérivée est la fonction: g' : x+— 1+ > o ¥
(2x-1)

-2 , . ,
——— dou g x>
2(2x-1)

Soitg ’X)=0<x=00ux=1.

e Sensde variation: VX € ]-o;0]U[l;+o] ; g’(X)>0d’ou g est croissante ;

Vx e [0;1] ; g°(X) <0d’ou g est décroissante.

e Calcul de I’image de certains points : g(0) =0 +E +L =1; 9(1) =1 +E +L =3
2 2(-) 2 2(+))
Tableau de variation Representation graphique
X 1 N ™[ /
+00 0 — 1 +00 e 1 //
9’ [+ 0 - - 0+
1 +00 400 5

000 | [T, —

Fonction associées /
Exercice .4 '/
Déduire de la courbe représentative de la fonction sinus, 2/ L |0 1 2 | x
la courbe représentative des fonctions suivantes : / .

a) xr—>sin(x+5§) ; b) xn—->cos(—x+%n).
Solution

a) X > sin(x +5§) ; la courbe cherchée est I’'image de la courbe de : x> sinx ; par :t .

3

b) X+ cos(—x +5§) ; la courbe cherchée est 1’image de la courbe de : X+>sinx ;par: t_ .
EI

B. Exercices

1. Lerepere(O;1;J) est orthogonal.
a) Tracer la courbe représentative de la fonction
X > X* —6x+5. symétrie de s .
b) En déduire la courbe représentative de la 3)Tracer .

fonction : X - ‘xz —6X +5‘

2) Montrer que le point A(%;O) est centre de

8. Soit f la fonction définie sur(] -{O ; 4} par

2. Etudier et représenter les fonctions suivantes 4

f(x) = .
a) f(x):1—$ by fo = XL ¥ = %

3x+2 Etudier, puis tracer la coure représentative de f.
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c) f(x) = x—Z—L
X+3

3. Lerepére (O;1;J) est orthonormé.
Soit la fonction f: x> cos2x.
Etudier f et construire sa courbe représentative
7t
b) Deduire de ¢, la courbe représentative des
fonctions suivantes :

fl:x+—>cos(2x+§) ; b) f, :x+—>cos(2x+%)+1

4. Déterminer les réels a ; b et ¢ pour que la
ax+b

X+C

ait le point Q(-1 ; 2) comme centre de symétrie ;
admet , au point d’abscisse 1, une tangente
parallele a la droite d’équation y = -X.
Construire cette courbe.

courbe d’équation y =

5. Soit f la fonction définie sur [1 ; +oo[ par ;

)= Xo142,
2 X

't désignera la courbe représentative de f dans le
plan muni d’un repére orthonormal ( O ; i; ]).
1) a) Déterminer la limite de fen + oo .
b) Etudier le sens de variation de f .
c) Dresser le tableau de variation de f.
2) Etudier la position relative de ;- par rapport a

la droite A d’équation y = g—l.
3) Tracer¢ et A

6. Soit f la fonction definie sur [-3 ; 4] par ;

£(x) = x(2x -1) :

2X2-2X 45
v ¢ désignela courbe représentative de f dans le
plan muni d’un repere orthogonal (O ; i; ])

Déterminer le sens de variation de

9 Soit h la fonction définie sur [ -{1} par

h(x) = 3x+1 .

-X+1
On pose .~sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (O ; i ; j).

1) Etudier les limites de h aux bornes de son
ensemble de définition.

Préciser les asymptotes a ./ .

2) Etudier les variations de h et faire le tableau de
variation.

3) Représenter () et ses asymptotes

Démontrer que le point A(1;-3) est centre de
symeétrie pour (7).

10 Soit f la fonction définie sur par [1 " par
fx) = x + =
X

On note I sa courbe représentative dans un repére
(O; i)
1) Démontrer que f est impaire.
2) @) Déterminer lim f (x) . Interpréter,

x—0"
graphiquement le résultat.
b) Déterminer lim f (x) , demontrer que la droite
A : d’équation y = X est asymptote a I" au voisinage
de +oo.

3) Etudier les variations de f sur ]O ; +oo[ et faire
son tableau de variation. Représenter Aet T'.

11 Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo [ par

f(x) = . On note ~ sa courbe dans un

x> +3

repére (O; 1; j).
1) Démontrer que I’axe des abscisses est asymptote

a (v ), etudier les variations de f et faire son
tableau de variation.
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9@- Angles orientés de vecteurs dans le plan orienté

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Angles orientés de deux vecteurs
Soit u et v deux vecteurs non nuls dans le plan orient. v
(G ; \7)et<\7 u )désignent les deux angles définis par u et v.

e Lesangles orientés (G ; \7)et<\7 u )sont OppOSés. o

—(G : \7)=(\7;G )et-(\7 u )=(G : \7)
e Unangle orienté (G : \7)existe, si et seulement si, U #0et v#0.

e Soit A;B; C; D des points dans le plan oriente,
(E : Cﬁ) existe, si et seulement si, A # B et C #D.

Mesure d’un angle orienté
e Unangle orienté(ﬁ : \7)est mesuré modulo 27 :

(G; \7) =0 < (G : \7)2(1 [27]
& (G ; \7) =a+2n
= (G : \7)=a+2k7t kel .
e La mesure principale de (G ; \7)est celle des mesures de (G ; \7) modulo [2x], qui appartient &
I’intervalle]- 7 ; nt[.
Des exemples dela lecture et de la mesure principale sur des configurations de base

a ) ABC un‘triangle équilatéral direct de centre O.

© (W95 - (e8ion)Y

+ (CBicA)=-3 + (08 0A)--=
. (A8:AO)=%: .« (8A;B0)=-% ’~
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b) ABC un triangle isocele rectangle en A_indirect.

C(BiA-Ti e (BRiEO)-T

2 4
. (A—C@):g . (@;CTB):—%.

A
c) ABCD un carré direct de centre O
. (AB; AD)-1 + (56;DA)--%; °
. (E;A—C):%; . (@;@)=—g. ]
- (OA;0B)-7; » (0A:OC)=x
2
A |
Avec | milieu de [AB], on a (ﬁ; @):—%n : ((_)T; (T?;):% .
2) Modulo &t
Un angle orienté (G : \7) peut &tre mesuré modulo «
(G;\?)Za, [r] < (G;\?)zoﬁn;[n]
=N (G ; \7)=a—n; [7]:
<:>(G;\7):oc+kn . keZ

e Relation entre le modulo & et le modulo 2

(a;\7)=oc X [211:] (a;\7)=oc
(G;\?):a[n]Q ou < dou

(ﬁ ; \7)=(x+n ; [2n] (ﬁ ; \7):cx+n

Propriétés

T R P
(v;

. (G;Q):o;[n]@ ou o« —

(u; v)=n

Chapitre 9 Angles orientés de vecteurs dans le plan orienté
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(G;\7)=g

. (ﬁ;\?)z%ﬂn]@ ou

2

(i v):g+n:3_“:3;

—
c
<!

N—

Il
N

—27 ; [21t] (G X ‘7>:_§

3) Double d’un angle orienté (G : \7)

. Z(G : \7)est toujours mesuré modulo 2,
. -2(6; \7) :2(\7;6) ;
° -2(\7;6)=2(G; \7)

4) Colinéarité - Orthogonalité
Soit u et vdeux vecteurs non nuls

Ona

Si, et seulement si

u et vcolinéaires de méme sens

(u;v)=0

u et vcolinéaires de sens contraire

(u:v)=n

u et v colinéaires

(u:v)=0ou (u;v)=n

u et v colinéaires

(u;v)=0; [ =]

u et v colinéaires

2(u;v)=0 ;

uetv orthogonaux

Ay DL P4
(u;v)==ou (u;v) >

2
uetv orthogonaux (U V) = KL [n]
k) 2 )
u et v orthogonaux 2(U;V)=mn

Soit A ; B ; C trois points distincts deux a deux

Soit (AB) et (CD) deux droites

e A;B;Csontalignés <
(AB;AC)=00u (AB;AC) =1 <
(AB;AC)=0; [n]=
2(AB ;AC)=0

e ABC est un triangle rectangle en A <

(AB ;A—C):gou (AB ;A—C):—g R

(AB) et (CD) sont paralleles <
(AB;CD)=0o0u (AB;CD)=n ; <
(AB ;CD)=0; [n] < 2(AB;AC) =0

(AB) et (CD) sont perpendiculaires <
(AB ;ﬁ):g ou (AB ;CTI5)=—%<:>

—_— —_— ’rc R — R ——
(AB:AC) =" (1] ;& (AB;CD):E; [n] < 2(AB;CD)=n
2
2(AB ;AC)=n
5) Somme des angles d’un triangle

e ABC untriangle, ona
(AB ;AC) +(BC ;BA)+(CA ;CB) ==
2(AB ;AC)+2(BC ;BA)+2(CA ;CB) =2n

IN

TP G 7T UTYTCT UTTGITICY UG VO UTCUT O Ut 1o TG PITTr T OTTeT TG




e ABC est un triangle rectangle en A si, et seulement si,
2(BC ;BA)+2(CA .CB) =1 .

6) Relation angulaire de Chasles
Pour tous vecteursnonnulsu ; v: w,ona:

(G v ):(G ‘W ) +(W ;\7) ; (G v ):(ﬁ ‘W ) +(W ;\7) 7] ; Z(G v ):2(J;v7 )+2 W;vq)

7) Effet d’une réflexion sur un angle orienté
Fne réflexion transforme un angle orienté en son oppose.

i, A’ ; B’ ; C’ sont les images respectives des trois points A ; B ; C par une réflexion, alors :
(AB;AC)=—(A'B';A'C)=(A'C" ;A'B) ;
(AB;AC)=—(A'B';A'CY) ; [n]
= (A'C';A'B) ; [n]

e 2(AB;AC) =-2(A'B';A'C) =2(A'C';A'B))

ABC est un triangle isocele en A, si et seulement si, A
La réflexion d’axe la médiatrice de [BC] transforme
AenA;BenC;CenB, si, et seulement si,

[ (BC ;BA) =—(CB ;CA) =(CA ;CB) ;
(BC ;BA) =—(CB;CA); [n] ;
=(CA;CB); [x] ;
* 2(BC;BA) =-2(CB;CA) =2(CA ;CB).

8) Remplacement de I’un quelconque des vecteurs de ’angle orienté (G ; \7) par un vecteur qui lui
est colinéaire

Soit u et v deux vecteurs non nuls ;

A vkel’ : (G : \7): (G : k\7):(kﬁ; \7) -V kel (G : \7): (G : k\7)+n:(kﬁ; \7)+n,

e Vkel :: (G, \7): (ﬁ;k\?); [n],

=(ka ,\7) : [TE]

. Vkel :: Z(G : \7): Z(G : k\7) :Z(kﬁ; \7),

Exemple

. (ﬁ; E)z(ﬁ; /TC)+n

[ ]

Py

3

>

3l

~~— \(_)/
IQ)

. (ﬁ; ﬁ):(ATB; C?A)ch(ﬁ; /?Cf)+2n . Z(ﬁ; CA)=2
=(AB; AC) |e (BA;CA)=(AB;AC); [n]

. (ﬁ; ,TC):(,@; Af) ; [7]
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9) Bissectrice intérieure d’un angle orienté

La droite (AD) est la bissectrice intérieure
de I’angle orienté(ATB X A—C), si et seulement si,

(ATB; A—C):2<,@; m):2<ﬁ; ,?(f)

10) Théoréme de P’angle inscrit et de la tangente

Soit ~ un cercle de centre O. Soit [AB] une corde sur ~ .
e Pour tout point M appartenant a ~ privé de Aet B, ona

2(ViA ; ME)~(OA ; OB).

C’est le théoreme de I’angle inscrit.

L’angle (m ; Wé) est un angle inscrit et (O—A ; (Té)est

I’angle au centre relativement a la corde [AB].

e Pour tout point T distinct de A de latangente a ~ en A,
ona: Z(ﬁ; ,@):(O—A; O—B)

C’est le théoreme de la tangente.

e Soit ~ un cercle de centre O ; [AB] une corde sur
. Soit M un point de ~ prive de A et B.
La droite (AT) est tangente a ~ en A, si et seulement si,

Z(ﬁ; ﬁ)zZ(W\; W):(O—A; (ﬁ)

11) Cocyclicité

Quatre points A ; B ; C; D non alignés trois a trois

et distincts deux a deux sont :

cocycliques (appartiennent a un méme cercle
c'est-a-dire que chacun appartient au cercle circonscrit
au triangle formé par les trois autres), si et seulement si,

VM;N €{A;B;C;D}-{M; N}
(PM PN) (Q—M;Q_N’);
avec {P; Q}e{A;B;C;D}-{M; N} VM;N e{A;B;%'
(PM;PN) ( QM ; QN) [n] ;avec {P; Q}e{A;B; C; D}~{M; N}

Exemple
A ; B ; C; D sont cocycliques si, et seulement si,

Z(A—C; ﬁ):Z(B—C; ﬁi) <:>(A—C; ﬁ):(ﬁ:; ﬁ)[n] =N Z(C—A; ﬁ)zZ(ﬁ; @)@
2(A—B; ﬁ)zZ(C—B; C—D)

e Soit A ; B ; C; D quatre points distincts deux a deux,




Z(A—C; ﬁ)zZ(B—C; @) @(AT:; ﬁ):(ﬁ:; @) [n] &
Les quatre points A ; B ; C; D sont cocycliques ou alignés.

Soit A ; B ; C; D quatre points non alignés trois a trois et distincts deux a deux.

(A—C ; ﬁ)z(B—C ; ﬁi)@ Les points A ; B ; (AC AD BC BD+n < Les points A; B ;
C ; D sont cocycliques avec A et B du méme c6té | C; D sont cocycllques avec A et B de part et

de la corde [CD]. A d’autre de la corde [CD].
4 |
' b

e Des points appartenant a un méme cercle sont cocycliques !
(cocyclicité donnée), et alors, par

Exemple
(A—C; ﬁ):(B—C; ﬁ):(E—C; ﬁ) 7] ;

B
E
C
Z(E;T):Z(E;D—C):Z(ﬁ;ﬁ). D

e Les sommets de deux triangles rectangles de méme D
hypoténuse sont cocycliques. D
Cocyclicité remarquable), et alors, par
Exemple
2(CA; CD)=2(BA; BD); A x 0 .

(ﬁB';D—C):(A@;A—C); [7] B

12) Ensemble de points
Soit A et B deux points distincts dans le plan orienté.

L’ensemble des points M du plan tels que est
(m : W) ~0: [n] La droite (AB) privée de A et B.
(m : —B) - Le segment [AB] privé de A et B.
(m ; —B) -0 La droite (AB) privée du segment [AB].
(m —B) :g : [n] Le cercle de diamétre [AB] privé de A et B.
(

— T Un demi-cercle de
A MB) =— diametre [AB] privé
2 de A et B.
A B
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Un demi-cercle de A B

_ T
(MA ; MB) = o diametre [AB] privé de A et B. \ J

N, o Le cercle T passant par A et B, tangent a la droite (AT) tel que :
(MA;MB)za;[n] avec o :0lul0; = - )
2 2 (AT ; AB) =@, et privé de A et B.

Le grand arc og privé de A et B du cercle I" cité en

(m; W3)=oc ;avecoce}—g ; 0{ haut.

C
1
o
N
1

(m : m) 47 aVeC o }_g _ o[u}o ;g { Le petit arc AB privé de A et B du cercle I'cité en haut.

% Savoir-faire

A. Applications D
Orthogonalité de droites
Exercice 1

ABCD un carré. | et J milieux ]
respectifs de [ AB] ; [ BC] ;.
Montrer que les droites (AJ) et (ID)
sont perpendiculaires.

Solution
Ona: 2(AJ ID) Z(AT] ; NB’)+2<H3; ﬁ)+(fD : f))(Chasles)

or, 2( ):n (car (AB) L (AD)).
Z(AJ ; AB):—Z(C ; CB) (reflexion d'axe (BD)) ;
Z(CB CI)
( ) ; (réflexion d'axe la médiatrice de [AB]),
2(D| DA)
Donc : 2(AJ ; ID)=2(Dl; DA)+n+2(DA ; DI) ;

=5+ Z(E)T; 5[) ; (Chasles)

=n +0 (DI est colinéaire avec DI)

Donc ; 2(&; 6):n - d’ou [(AJ) L (1ID)].

Parallélisme de droites

Exercice 2

7 et v’ deux cercles sécants en A et B.

Une droite passant par A recoupe ~ en P et en P’.
Une droite passant par B recoupe > en Q eten Q’.
Montrer que les droites (PQ) et (P’Q’) sont paralleles.

Solution
2(PQ; P'Q)=2(PQ ; PPY)+2(PP"; P'Q): (Chasles)
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(@; ﬁ) (P— —Q) (remplacement par v ecteur colinéaire) ;

(BQ; BQ') . (Chasles) ;

2
Z(BQ BA) ( BQ' ) (cocyclicité données sur « et ~ ') ;
2
0; (car BQ est colinéaire & BQ—)

Donc ; 2(@; W) =0|; douPQ/ P'Q

Cocyclicité et ensemble de points

Exercice 3

ABCD un carré direct de centre O, de cercle circonscrit | milieu de [AB].
La parallele a (IC) passant par B recoupe ~ enE.

F est le projeté orthogonal de A sur (BE).

Donner la mesure principale de I’angle D C

orienté (@ : E:)
: v

2) Montrer que les points O ; A ;B ;
F sont cocycliques. O/\
Donner la mesure principale de I’angle orienté (% ; ﬁ)
3) Quel est ’ensemble des points M du plan tels que :
(MA ; MB)=2[n].

4 A | B
Solution
1) Comme les points A ; B ; C ; E sont cocycliques F

( cocyclicité donnée), A et E de part et d’autre de la corde [CD],
Alors, (ﬁB ; E—C)z(,@ ; PTC)%—TC

Tim= o - 5—n-2n [27];
4 4 4

Donc (EB EC) St

2) Comme les triangles AOB et AFB sont rectangles de méme hypoténuse [AB].
Donc ; les paints O ; A ; B ; F sont cocycliques avec B et F de méme coté de la corde [OA].

Donc ; (@; ﬁ):(%; BK’):_

Donc ; (FO : Iﬁ):

NAN . ND _Tc NAN - ND — ~ANn . ~DB -
3) (MA; |\/||3)_Z [x] & (MA; MB)=(CA; CB); [r] =
Les points M ; A ; B ; C sont cocycliques ; avec M =A et M = B.

Donc ; I’ensemble demandé est le cercle ~ prive des points A ; B.

Cocyclicité et ensemble de points
Exercice 4

Chapitre 9 Angles orientés de vecteurs dans le plan orienté



ABC un triangle équilatéral direct. I ; J ; K
les milieux respectifs de [AB] ; [BC] ; [CA].
7~ un cercle circonscrit au triangle AlC.
Latangente & ~~ en | coupe (BC) en D.

Le triangle DCE est équilatéral direct.

B
1) Montrer que J appartienta .
2) Montrer que les points | ; D ; C ; E sont cocycliques. '
3) Déterminer et construire T' I’ensemble des points
M tels que : (m; W&):—g ; [n] -
Solution
Comme : les triangles 1AJ et JAL sont rectangles de méme hypoténuse [AC].
Donc ; lespoints1;J; A; Lsont cocycliques.
Donc ; J appartient au cercle circonscrit au triangle (IAC) qui est . c
Donc;Je 7.
J
2) EDC est équilatéral direct. 4
— . ==\ 2&n < B
Donc;2(ED ; EC)=—;
( ) - L /I%
Or; 2(5; IE):Z (AT; Af); (angle inscrit et tan  gente) /
R, . A
2(ID ; IC)=2(AB ; AC) ; (remplacement par vecteur colinéaire) / Q
Or; ABC est équilatéral direct ;

Donc, Z(TB; A—C):E ;
3
Donc ; 2(@; ﬁ):z(lﬁ; f);
D’ou ; les points I ; D ; C; E sont cocycliques.
Tc .

3)(W;W3) 3,[n]@(m;MT3)=(K6;K|§);[n];

Donc ; T est le cercle privé de A et B, tangent a (AC) et passant par A et B, de centre Q intersection de la

médiatrice de [AB] avec la perpendiculaire a (AC) en A.
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B. Exercices
1. | ABC un triangle isocele rectangle en A direct
I, milieu de [BC].
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :
(AB ; AC) ;(AB; Al);(AC; Al);
(CA; CB);(BA; BI); (IA; IB);
(IA; 1C) ;(1B; IC).

2. ABC un triangle équilatéral direct de centre O.
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :

(BA ; AC) ;(OB; CO);(OA ; BA);(OA ; BC)

3 ABCD est un pentagone régulier direct de
centre O.
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :

(OA ; OB) ;(OA ; OC) ;(OA'; OD) ;(BA ; OA)
(OA ; OD) ;(AC ; OA)

4. ABC un triangle équilatéral direct de centre O.
I;J; K les milieux respectifs de [AB]; [BC] ; [CA]
1) Justifier-que les points A ; I ; O K sont
cocycliques ainsi que les points A ; B ; J ; K.

2) Donner tous les groupes de points de la figure,
qui sont cocycliques pour la méme raison que les
deux groupes de points de la 1°° question.

5. ABC un triangle d’angles aigus,
d’orthocentre H; o ; B; y les pieds des hauteurs
issues respectivement de A, B, C. les points Hy ;
H, ; Hz sont les symétriques de H respectivement
par rapport a (AB) ; (BC) ; (CA).
1) Faire une figure.
2) Montrer que les points A ; B ; C ; H sont

cocycliques et donner deux autres points

7. ABC untriangle de cercle circonscrit 7 . la
mediatrice de [BC] coupe “7'enE et F.

1) Montrer que (ﬁB ;ﬁé)z (ﬁ ;F—C) ;

Montrer que : (AE) est la
bissectrice intérieure de 1’angle

(A8 AC). :

C

8. ABC un triangle de cercle circonscrit .
1) Déterminer I’ensemble I'; des points M du plan

tel que.: (m ;W):(ﬁ 63’)
2) Déterminer 1’ensemble I", des points M du plan
tel que : (m ;W):(Eé a)

9 ABC un triangle équilatéral direct de centre O. 1)
Déterminer et construire 1’ensemble I" des points du plar

—_ ———\ T
telsque:{MA : MB|=—.

aue: )=3
2) Déterminer et construire ’ensemble T" © des points du
plan tels que : (m : MB):g;[n].

10 | ABC un triangle isocele en A, de cercle circonscrit
7. P un point du segment [BC] privé de B et C. La droit
(AP) recoupe ~ en M.

1) Montrer que la droite (AB) est tangente au cercle
4 circonscrit au triangle BPM.
2) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle
v, circonscrit au triangle CPM.

11 L) Soit U et v deux vecteurs non nuls, tels que

(G ,T/) = Soitket k’ deux réels non nuls.

Exprimer en fonction de a, l’angle(ka ; k\?)

Dans chacun des cas suivants :
a)kk’>0 ; b) kk’<0
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appartenant au cercle circonscrit au triangle ABC.
3) Montrer que (oTB ; oTA) :(ﬂ ; %)

Quelle est la bissectrice intérieure de I’angle

(oTB ; oﬁ)? Que représente H pour le triangle

afy?

6. ABCD un quadrilatére de cercle circonscrit ~
tel que les droites (AD) et (BC) se coupent en E et
les droites (AC)et (BD) se coupent en F. D’est le
symétrique de D par rapport a la droite (EF).

Montrer que les points E; F; C; D’ sont

- —

T 21
2) Soit U ; V deux vecteurs non nuls tels que : (u ; V):—

Donner la mesure principale de chacun des angles orientés :
(Zﬁ ;T/) ; (—ﬁ ;T/); (—U ;—T/) ;(—G ;—37/);
(653 (s 35) 2 -7V)

12 ABC untriangle. A’ ;B’;
C’ des points
des segments [BC] ;
[CA]; [AB] respectivement
tels que : les cercles
circonscrits aux triangles

C

cocycliques. A’BC’ et A’B°C se A

recoupent en |I. Démontrer que

I appartient au cercle circonserit au triangle AB’C’.
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o | (Ju@ Suites numériques

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Généralités sur les suites
1) Définitions relatives aux suites

a) Définition d’une suite
On appelle suite numérique toute fonction de O vers( .

b) Notion et vocabulaire
Si E désigne ’ensemble de définition d’une suite numérique (U,), on a les notations suivantes ;
Notation fonctionnelle : U: E -0
ni— U(n)
Notation indicielle : (Up)nee ; ou plus simplement (U,).
— U(n) ou U est appelé terme d’indice n ou terme général.
— le n®™ terme est appelé terme de rang n.

b) Détermination d’une suite numérique

En général, une suite numérique (Uy) est déterminé par :

e Ou bien une formule explicite permettant de calculer U, en fonction de n.

e Ou bien le premier terme et une formule de récurrence exprimant U, en fonction de Up;.
e Ou bien les deux premiers terme et une formule de récurrence entre Uy ; Uns1; Unea.

Exemples
o Soit (Un)nen la suite définie par : U, = 2N +1.
n+2
Cette suite est'déterminée par une formule explicite, le terme général de cette suite est : 2N +21 , le
n+
premier-terme est Uy = 1, le 15°™ terme ou terme de rang 15 est Uy = 2x14+1 =§.
2 14+2 16
e Soit(V,),.,- la suite de terme genéral V, = Jn?-1.
Cette suite est déterminée par une formule explicite,
Le premier terme est V1= 0 ; le 3°™ terme est V3= 32 -1=0-1=8 =22 .
e Soit la suite (W,),.. , la suite définie par :
W0=0
o 1 . Cette suite est définie par son premier terme et une formule de récurrence.
W, :EWH+3 ; Vnell
Ona:W;=3;W; :£W1+3=£><3+3=§+§=g y Wa= 1W2 +3=lxg+3=g+gzé P
2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4
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2) Repreésentations graphiques d’une suite numérique

Une suite numérique est une fonction, donc elle peut étre représentée dans le plan muni d’un repere, il est

¢galement possible de représenter les termes d’une suite sur un axe.
a) Repreésentation graphique d’une suite définie par une formule explicite

Exemple

Soit (U,),., lasuite de terme général : U, = 6 —n°.

Représentation de cette suite sur un axe :

Ona:Ug=6 ; U =5 : U,=2 , Us=-3 : U, =410.
U, U, U, U, U,

_10......_3..6.12..56.

Représentation dans le plan

Le plan est muni du repere (O ; I ; J).

Soit ~ la courbe représentative de la fonction

f :x ———6 — x%. Pour tout entier naturel n,

on désigne par M, le point de coordonnées (n ; f(n)).
L’ensemble des points M, est une représentation
graphique de la suite (U, ) dans le plan.

Lorsqu’on projette les points My, sur I’axe des ordonnées,
on obtient une représentation des points de la suite

sur I’axe (OJ).

b) Représentation graphique d’une suite définie par une formule de récurrence
vV, =6
Soit (V,),. la suite définie par :

nell

1 3
Vi =§(vn +V—n) ; Vnell
e Représentation de cette suite sur un axe :
13 217

Ona:Vg=6 ; Vi==—=3,25 ; V,=——=2,08 ; V;=1,76
4 104
(@) | Vs \2 Vi Vo
| | | | [ B | | | 1
0 1,76 2,08 3,25 6

Représentation de cette suite dans le plan
Le plan est muni du repere orthonormé (O ; I ; J).

. , . . y I [
Soit " la courbe représentative de la fonction | ,
|y
I 1
g —— I+ = 4
2 X 4 I 1 ]
et A la droite d’équation y = x. J I | p]|! M
Construction de V; i i e :— el e e s B
Soit M le point de "~ d’abscisse Vo =6 ; . o L
’ordonnee de My est V1 = g( ;). --22-— + N L~ f— e N e
Soit Py le point de A d’ordonnée V; ; I’abscisse L : L
de Py est V;. 1 I I
Construction de V, I I '
|
114 VoaMia | 5[ 6 |7




Soit M le point d’abscisse V; ; I’ordonnée de

M est V,= g(Vl),

Soit P, le point de A d’ordonnée V; ; I’abscisse de P est V5,

Cette méthode permet une construction de proche en proche sur ’axe ( OI) des termes d’une suite
définie par une formule de récurrence .

3) Propriétés d’une suite numérique

a) Suite majorée, Suite minorée ; Suite bornée
e Dire qu’une suite U est majorée signifie qu’il existe un réel M, tel que pour tout naturel n, U,<M
e Dire qu’une suite U est minorée signifie qu’il existe un réel m, tel que pour tout naturel n, U,>m
e Dire qu’une suite U est bornée signifie que U est majorée et minorée.

Exemples
e U(n)est la suite des naturels, ¢’est-a-dire que pour tout naturel n ; U, = n ; (Uy,) est une suite minorée

par 0, car pour tout n, U, >0 ; (Uy) n’est pas majorée.

e (V,) est la suite telle que pour tout naturels n ; V, = _::
(V) est une suite majorée par 1, car pour tout naturel n, 0 <n+1 <n+ 2, donc - +; <1, dob
n+

V<1
(Vn) est minorée par 0, car pour tout naturel n, ona: V, > 0.
Donc (Vy) est une suite bornée : pour tout naturel n, ona: 0<V,<1.

Remarques
e Une suite est positive si elle est minorée par 0.
e Une suite est négative si elle est majorée par 0.

b) Sens de variation d’une suite
e Dire qu’une suite (Uy) est croissante signifie que pour tout n, U, < Ups+1
e Dire qu’une suite(Uy,) est décroissante signifie que pour tout n, U, > Upsp
e Dire qu’une suite (Uy,) est constante signifie que pour tout n, U, = Upsy
e Dire qu’une suite (Uy,) est monotone signifie que (U,) est décroissante ou décroissante.

Remarques
Pour étudier le sens de variation d’une suite (Uy), il y a trois méthodes principales :
e On étudie directement le signe de Up+1 -Uy:
e Si pour tout naturel n, on a Up4; -U, >0, alors Ups > Uy et la suite (Uy) est croissante.
e Sipour tout naturel n, on a Ups1 -U, < 0, alors Upsy < Upet la suite (Uy) est décroissante.
e Si le signe de Uy+1 -Uy, n’est pas constant, alors la suite (Up) n’est ni, croissante, ni décroissante.

e Lorsque la suite (Up) est définie explicitement par U, = f(n), il suffit que la fonction numérique f a
variable réelle soit croissante sur [0 ; +co [ pour que (U,) soit croissante et il suffit que f soit

décroissante sur [0 ; +oo[ pour que (Uy) soit décroissante.

En effet, pour tout naturel n, on a évidement: n + 1 >n >0 et par conséquent dans le cas ou f est

croissante sur [0 ; +oo [ : f(n + 1) > f(n ) c’est-a-dire U1 > U, , donc (Uy) est croissante et dans le cas ou
f est décroissante sur [0 ; +oo[ , f(n + 1) < f(n) c’est-a-dire Uns1 < U, , donc (U,) est décroissante.

Lorsque la suite (Up) est a termes strictement positifs, on compare le quotient %a 1.

n



o Si % > 1, alors Up+; > Uy, donc (U,) est croissante;

n

o Si % <1, alors U1 < Up, donc (Uy) est décroissante.

n
Exemples
e (Uy,) est la suite définie pour tout entier naturel n par U, = n%.
Pour tout naturel n : Upsg -Uy =(n+1)>—n?=2n+1>0.
Donc, (Uy) est une suite croissante.
Mais on peut dire aussi que on a : U, = f(n) ot f est la fonction : x————x
Or, f est croissante sur [0 ; + o [.
Donc, la suite (Un) est croissante.

e (W,) est la suite telle que pour tout entier naturel n : Wy = (-1)"; Wo=1; W;=-1;Wo =1, Ws=-1...
(W) est une suite qui n’est pas croissante car W, > W3 ; et (W) n’est pas décroissante car W1 < Wh.

e Soit (U,),. «la suite de terme général .
. n(n+1)

1 1 -2
"T+D)(n+2) n(+) n+)(n+2)
Donc; Vnell",U,,—U, <0 ; lasuite (Uy) est décroissante.

Ona: vnel U, ,-U

I1. Suites arithmetiques, suites geométriques

1) Suites arithmétiques

a) définition

Dire qu’une suite (Uy) est arithmétique signifie qu’il existe un réel r, tel que, pour tout naturel n
Unit = Uy +,

r est appelé la raison de la suite (Uy).

Exemples
e Lasuite (Un) des naturels est une suite arithmétique de raison 1.
Up=0 ; U=1 ; Up=2;...

e Lasuite (\Vn) des naturels pairs est une suite arithmétique de raison 2.
Vo=0;V1=2;V,=4; ...

e Lasuite (Wn) des naturels impairs est une suite arithmétique de raison 2.
Wo:].;W1:3;W2:5;...

e Lasuite (x) telle que : pour tout naturel n :
Xn =4 ~3nest une suite arithmétique de raison -3. En effet, pour tout naturel n,
Xn+1-Xn = (4 -3(n+1) ) — (4 -3n)
=-3, et par conséquent, Xn+1 = Xp -3.

Remarques
e Pour démontrer qu’une suite donnée est arithmétique, il suffit de montrer que pour tout naturel n, le
réel : Un+1 — Uy est constant ( c’est-a-dire ne dépend pas de n).

e Soit (Uy) une suite arithmétique de raison r.
= Sir>0, alors la suite (U,) est croissante
= Sir<Q0,alors lasuite (U,) est décroissante.
= Sir =0, alors la suite (U,) est constante.
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b) Expression explicite d’une suite arithmétique

On admet la Propriété suivante :

Si (Uy) est une suite arithmétique de premier terme Uy et de raison r, alors pour tout naturel n, on a :
Un=Uo+nr

Remarque
On déduit de cette propriété que pour tous naturels, net k,ona : Up= Ux + (n — K)r.
En particulier, si (Uy,) a pour premier terme Uy, le terme général est : U,= Uy + (n— 1)r.

Exemples
e Soit (Uy) la suite des entiers naturels impairs, le premier terme de cette suite est U; =1 ;
laraisonr=2;0na:U,=Ui+(n-1)r
U=1+(n-1)2=2n-1.
e Soit (Uy) la suite arithmétique de raison -3, tel que U; = 7.
En appliquant : Up= Uy + (n—K)r; ona, Uje= U3z + (100 — 3)(-3)=7 + (97) (-3) = -284.
c) Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique :
On admet la propriété suivante :
Si S est une somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique (U,), alors :

Nombre de termesx (1* terme + dernier terme)

S=
2
+
S=U,+U, +..+U, :w; sile1” termeest U,
e Cas particuliers U +S
S=U,+U, +..+ U, =¥; sile1* termeest U,
Exemples
] . _ nx(l+n)
e Lasomme des n premiers nombres entiers naturels nonnulsest: 1 +2+3+...+n= —
e Lasomme des n premiers nombres.impairsest : 1+ 3+ 5+ ... +(2n-1) = w: n’.
e Lasomme des n premiers nombres pairsnonnulsest: 2 +4+6+ ... +2n= @ =n(n+1).
2) Suites géométriques
a) Définition
Dire qu’une suite (Un) est géométrique signifie qu’il existe un réel g tel que :
pour tout naturel n, Un+1=qU,.
Le réel g est la raison de la suite U.
Exemplé
e Lasuite des puissances de 2 est une suite géométrique de raison 2.
Up=2"=1 ; Ui=2"'=2;  Up=2"=4; U;=2°=8; ..
e Une suite constante est une suite géométrique de raison1 ; Ug=Kk ; U=k ; Ux=k;...

e Lasuite (V,) telle que pour tout naturel n, V, = 3 (%)” est une suite géométrique de raison (%) .

En effet, pour tout naturel n,ona: Vpi= 3(%)rHl :3x%x(%)" =%[3x(%)”} =%Vn

Remarque



Pour démontrer qu’une suite donnée de termes non nuls est géométrique, il suffit de démontrer que le réel

% est une constante indépendante de n, alors si% =q

n n

On a évidement Un:1=qU, et g est la raison de cette suite géométrique.

b) Expression explicite d’une suite géométrique

On admet la Proprieté suivante :

Si (Uy) est une suite géométrique de premier terme U et de raison non nulle g, alors pour tout naturel n,
U, = qun.

Remarques

On déduit de cette propriété que pour tous nombres entiers naturels net k, on a :

Un = Ug™

En particulier, si une suite (U,) a pour premier terme Uy, le terme général est : U, = U;q™ ™.

Exemples
e Soit la suite géométrique (U,,) de premier terme U= 3 et de raison q = 2, on a::U1p = U1 q'*= 3x (2)°.
e Soit la suite géométrique (U,) de raison q = _71 ettelle que Us =9 ; Ona Ui = Us ¢-°%°= 3x (_71)95.

c) Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique
On admet la Propriété suivante :

Si S une somme de termes consécutifs d une suite géométrique (Un) de raison q différent de 1, alors :
( 1- qnombre de terme)

1-q

e S= 1"terme x

_ nhtl
S=U0+U1+...+Un=U011q ; silel” termeest U,
e Cas particuliers ; qn ;
S=U,+U +..+U, =; Ull_q
1-q

si le1” termeest U,

Exemples
Uy =2

la suite définie par 1

e Soit (U,) _
Un+l=§Un y Vnel

nel

1

3_n .

(Up) est la suite géométrique de raison %et de 1¥terme Up=2o0na: Vnel ,U, =2x

La somme des 20 premiers termes de cette suite est :

(1-9%) .. 2 2 2 (1- (;)ZO)
3

e Soit (Uy) la suite géométrique de premier terme U; = 3 et de raison q = 2.
(a) 5, (122) gn_y,

La somme des n premiers termes de cette suite est :S = U, x g o
II1. Limite d’une suite
1) Convergence d’une suite
Définition
Dire qu’une suite (Un) converge vers un réel £ | signifie que tout intervalle ouvert contenant £ contient
tous les termes de la suite a partir d’un certain rang,



On note alors, limu, =£.

N—-+o0

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

On admet la Propriété suivante :
Soit (Uy) une suite numérique définie par U, = f(n)ou f est une fonction numérique.
Sifaune limite en +o, alors (U) a une limite etona: limu, = lim f(n).

N—+o0 n—-+o0

Remarques

e Onadmet que si une suite a une limite, cette limite est unique.

e Si la fonction f n’a pas de limite en +o0, on ne peut rien conclure sur 1’éventuelle limite de (U,).
Exemples

e Soit (U,),. lasuite de terme général —2n ;l et f la fonction définie par f (x) = _szl :
n+ X +
Ona: limf(x) =-2;donc limU, = lim f (x) = -2.
X—>+00 N—+0 X—>+00
e Soit (V,),. lasuite de terme général : sin(rn) et g la fonction définie par g(x) = sin(xXx).

la fonction g n” a pas de limite en +oo, par contre la suite (V)
termes sont nuls ; elle a pour limite 0.

e Soit (W), lasuite de terme général y/n* +3n® +1et hl a fonction définie par: h(x) =v'x* +3x%+1.
Ona, limh(x) =+ ;donc limW, =-+o.

X—>+00 n—-+o0
2) Suites de réferences convergeant vers 0
1
Jn

e Lessuites géometriques de raison strictement comprise entre -1 et 1 sont des suites de limite 0.

est une suite constante , dont tous les

nell

e Lessuites: (—=); (1) ; (iz) ; (is) ;... sont des suites de limites 0.
n n n

3) Suites de références divergeant vers +oo
e Lessuites: (vn); (n) ; (n?) ; (n®) ;... sont des suites de limites +oo.
e Les suites géométriques (q") , avec q un réel strictement positif supérieur a 1 sont des suites de limite + oo.

4) Opérations et limites
(Uy) ; (V,) sont des suites réelles ; £ et £ *sont des réels :

Somme
Si (Uy) apour limite L /4 l +00 -0 +00
Si (V) apour limite AN +00 -0 +00 -0 -0
alors (U, + V) a pour limite L +1L +00 -0 +00 -0
Produit
Si (Uy) a pour limite L L >0 |4 <0|L<0|+0| -0 | +0 | O
Si (V) apour limite L +00 +00 -0 | 40 | -0 | -0 | oo
alors (U, x V) a pour limite L <L +00 +00 -0 | 40 | 40 | -0
Quotient
Si (Uy) apour limite // // +00 +00 -0 -0 | 0] #0
Si (V) a pour limite L 20 |+0 | L >0 L <0 |4 >0|L <0]|0] +x
alors (ﬂ) a pour limite I_ 0 EU. . . Ep-

n | '
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5) Théoremes de comparaison
(Uy) ; (V) et (W,) sont des suites ; £ estun réels.
e Si, a partir d’un certainrang : U, > Vj et si, limV, = +oo ; alors limU, =+w.

n—-+o0 Nn—>+o0
e Si, a partir d’un certainrang : U, <V, et si, limV, = -0 ; alors limU,, =—
n—-+o0 Nn—>-+o0
e Si, 4 partir d’un certainrang :|U, -£ [<V, etsi, limv,=0;alors limu, = £
N—+% n—>+%

Théoreme de gendarmes
Si, a partir d’un certainrang : : V,, < U, < W, et si (Vn) et (Wn) convergent vers un méme réel £ , alors
(Up) converge et limu, =L

N—+00

Savoir-faire
A. Applications

Calcul de termes d’une suite
Exercice. 1
Calculer Uy ; Uy ; Uz ; Uy et Us dans chacun des cas suivants :
1. (Uy) est définie sur [ par: U, :5x 10" + 2.
1

+U

n

3. (Uy) est la somme des inverses des n premiers naturelsnon nuls.

2. (Uy) est définie sur [1 par:Up=1 et Uy=

Solution
1. Up:5x10" +2;
Ona:U;=5x10" +2 =50+2=52 ; U, =502;
Uz = 5002 ; U, = 50002 et Us = 500002
2. Up=1 et Uy= .
. 0 n+l 1+Un )
On obtient successivement;
TR VA S VAP N TP SO D VAL L.
1+1 2 141 3 1.2 5 10> 8 14> 13
2 3 5 8
3. Unest la somme des inverses des n premiers termes naturels non nuls.
Ona:U1=1=1;U2 1 1 3 ; (— ) 1:§ 1=E
1 1 2 2 3 2 3 6
1111125_ 11111251137
(— A=t —=— U, =C+=+=+)+==—+=="—
3 4 6 4 12 1 2 3 4 5 12 5 60
Remarque
on peut noter que pour tout naturel non nul : Ups, = Uy +ﬁ
+
Représentation d’une suite
Exercice. 2
Soit (Up) la suite définie surl] par: Ug=-5et Uy = af6+ U,
1. Représenter dans un méme repére (O ;i ; j) ladroite A d’équation y = x et la courbe représentative

v de la fonction : f: x> +/6+x
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2. Utiliser ~ et A pour représenter graphiquement les premiers termes de la suite sur 1’axe des
abscisses.

3. Faire une conjecture sur le sens de variation de (U,), ses bornes éventuelles.

4. De quel nombre semble se rapprocher quand n devient grand ?

Solution ' ed | | o
I semble que la suite (Uy,) soit croissante,
donc minorée par son premier terme Uy
qui vaut -5.

De plus, il est raisonnable de penser qu’elle =
est majorée par 3 et que (Up) ne cesse de se et
rapprocher de 3 quand n grandit ; plus
précisément :

U, est aussi proche de 3 que ’on veut U |0 | Bl-pl-n A P U
dés que n est suffisamment grand.

Ia

By

S ]

-
[ N N S — (U S
3

Suite majorée, minorée, bornée
Exercice. 3
Les suites proposées sont-elles bornées :

U:nHi+2 ; V:in— ()" W:n|—>£.
Jn n+1
Solution
s = * * 1 N -
o U: nHi+2 ; U est définie sur [1~ ; pourtoutnde [1 ,ona0<—=<1;c’est-a-dire 2 < U, <3,
Jn Jn
donc la suite est bornée par 2 et 3.

Remarque.
La valeur 3 est atteinte pour n = 1 et Un est aussi proche de2 que I’on veut ( sans jamais 1’atteindre),
pour que n soit suffisamment grand.

V. =-1; si n est impair

n —

e V:n(-1)" est définie sur(] , pourtoutnde [l ona: ) .
V,=1 ; si n est pair

Donc, la suite V est bornée par -1 et 1.

e Jn .
o W: m—>£1 est définie sur [1 ; pourtoutnde [J ona: —— >0 ; ¢’est-a-dire W, >0 ; de plus
n+ n+

\/ﬁg n+1 ;donc ; W, <1, Donc, la suite W est bornée par 0 et 1.

Exercigénd
Sens de variation d’une suite
Etudier le sens de variation de la suite U proposée :

n

U:n>n®-4n’-5n-1;  U:ne(-5)"; U:ni ; Up=4et U, :n—>U -071

n+1
U: n—>n?+n-5

Solution

e U:n—n®-4n®-5n-1; pour tout naturel n ;
Uns1— Un = (n +1)° — 4(n +1)? -5(n +1) -1 —n® + 4n*+ 5n +1 ;
Or,(n+1)®=n*+3n’+3n+1; donc; Up1—U,=3n?-5n-8,
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. . . : 8 . .
-1 est une racine du polyndme du second degré x+» 3x* -5x -8, ’autre racine est donc 3 d’ou

Una—Un =3(n+1)(n - 2) = =(n +1)(3n - 8)

Un+1— Uy, est donc du signe de 3n — 8, il vient

Si,n< 2,alorsUps1—Up <0

Si,n>3 alorsUp1— Uy >0

La suite U est strictement croissante & partir du rang 3.

e U:n(-5)"; lasuite U est définie sur [ et pour tout naturel n,
. Sin est pair, alors U, > 0
. Si n est impair, alors U, <0
U n’est pas monotone, méme a partir d’un certain rang.

n
e U:nm

1 ; la suite est définie sur [J et a termes strictement positifs.
n+

_ 3" n+l_3(n+D) _3n+3 .
n+2 3 n+2 n+2

Pour tout naturel n, Li)“*l

n

Sn +23 >1, donc pour tout naturel n, % > 1, U1 > U, (car U, >0), cela prouve que U est

Or,

n

strictement croissante.

e U,=4etU,:n—U,-0,71; lasuite U est définie sur [J et-pour tout naturel n,
Un+s1—Up =- 0,71 ; donc Upe1 — U, < 0. Par conséquent, U est strictement décroissante.

e U:n>n?+n-5; lasuite U est définie surl) , d’autre par, les fonctions X > x> et X — X —5 sont

strictement croissantes sur [1 , donc il est de méme de leur somme : X — x>+ x—5.
Il en résulte qu U est strictement croissante.

Suite arithmétique

Exercice. 5

a) U est une suite arithmétique Up =9 et U7 = 17,4,

e Calculer Uy.

e Calculer lasomme S telle que S = Ug +U; +...+ Uy,

b) Soit U la suite arithmétique définie surl] telle que : Uy + Ug+ Ug+ U= -8, et Uy + Us=-3.
Déterminer, sa raison r et son premier terme U,.

Solution
a) Soit r la raison de la suite arithmétique ; U7 = Uyo+ 7r;0or Uyp =9 et U;7=17,4, doncr = %z 1,2

o Uy=Up+4r=174+4x1,2=17,4+ 4,8 ; donc Uy = 22,2.
e S=Ujp+Ujp+...+ Uy ; Sestdonc la somme des onze termes consécutifs de la suite arithmétique U
de Uio a Uss.

e OnendéduitS= 12 x

%:64%22,2) d’ou'S = 187,2.

b) U est la suite arithmétique de raison r et de premier terme Uo, donc pour tout naturel n ;
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Un = U+ nr. On en déduit :

Us + Ug + Ug +U1024Uo+(4+6+8+10)r =4 Ug + 28r.
U; +Uq1= 2Up + (l + ll)l’ =2Uq + 12r.

Or;Us+ Ug+ Ug+Ug =-8 etU; +Uy1=-3

4U,+28r=-8 \ 3 1
Donc, la résolution du systeme donne Up = — etr=——.
2U,+12r=-3 2 2

Suite Géométrique
Exercice. 6

a) Soit U la suite géométrique de raison _?2 et de premier terme Uy tel que Up = 9.

Calculer Sou S = Uz + Us+ ...+ Uny.
b) U est une suite géométrique de raison positive, telle que U, =44 et Uyp = 352 ; calculer Uys.

Solution
a) S est la somme des huit termes consécutifs de la suite géométrique U, de Us a Uy ; la raison de cette
_ (e
suite est _—2, doncS=Us;— 3  .OrUy=9;doncUs; =9 x (_—2)3 :
3 1_(_3) 3
3
8
o, O g
Donc, S=9x (—)° x— 3~ =-9x = x_3
1-(-2) 3 142
3 3
2’1 o2 2 3F#2® 10088
—-9X—3 X—X——m—— =—— =
3 3 3+2 ¥ 5 6561
b) Soit q la raison de la‘suite géométrique U : U= Usq® ; donc @°= %
4
352

Or; Uy = 44 et Uy = 352, donc ° = H=8

D’autre part, Uss = Ujoq° = 352¢° ; on a :

= g°=8 soit (°)*=8;

= q>0,doncg’>0

On en déduit : ¢° = /8=2+4/2 ;

Finalement : Uz = 352 x 2+/2 : soit 704+/2 .

Remarque : ° = J8= (\/5)3; la fonction x — x>étant une bijection de(] dans(] , on en déduit :

q=+2 .

Limite d’une suite
Exercice. 7
A T’aide des opérations sur les suites, déterminer, la limite de la suite U proposée :
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a) U:n—>—2+n ; b)U:nH%; QU: n—-5n?—n; d)U:n+—>3”+(_—1)”;
n\ﬁ 3
n3

. (-0,5)" . :
e)U.m—>7n—+6, f)U.n|—>(0’7)n

Solution
a)U: n—>—2++/n ; cette suite est définie sur [ ; c’est la somme de la suite constante n > —2 et la suite
de référence : n—+/n qui diverge vers +oo, donc lim U, = +.

N—-+o0
1

b) U: n>—=— ; U est définie seulement sur J°, on sait que , lim Jn=+wet lim n? = +og,
n \ﬁ n—-+oo n—-+oo

Donc, lim n?y/n= +o.

n—-+w

L’inverse d’une suite de limite +oo, étant une suite de limite nulle, on obtient : lim U, = 0.

N—+00

) U: n—>-5n?—n ; U est définie sur 1 ,ona lim (-5n%) =-o0; lim (-n) = -0 ;
nN—-+o0

N—-+o0

Donc, lim U, = - ( la somme de deux suites de limite - co a pour limite -o).

N—-+o0

d) U: ni>3" Jr(%l)n - U est définie sur [, comme | %1 | <1 ; la:suite géométrique n — (_?l)”a pour

limite O ; d’autre part ; 3 > 1, donc la suite géométrique n +—>3"a pour limite +c, on peut conclure
lim =400

n—*

e) U:n »—>(7_?i ; U est définie sur [J , -1 <-0,5<0, donc lim (-0,5)"=0;
7>1;donc lim 7" = +o0, d’ou lim (7" + 6) = +0.

De plus, on sait que le quotient d’une suite de limite 0 par une suite de limite +oo est une suite de limite 0.
On obtient donc finalement lim U= 0

N—-+o0
n

3
U: U:n—
f) 0

est définie'sur ., on sait que : lim 3" = +oo,

n N—-+o0

d’autre part, comme , 0 <0,7<1,ona: lim (0,7)"=0

la suite U est donc le quotient d’une suite de limite +oco par une suite de limite 0.
Pour conclure il suffit, de remarquer que I’on a pour tout n de [J , (0,7)" > 0,
On peut alors affirmer que : lim U = +oo.

nN—-+w
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B. Exercices

1. Le plan est muni du repére (O ; 1 ; J) dans
chacun des cas suivants, représenter sur ’axe des
abscisses les 5 premiers termes de la suite (Uy)

U =1
L=1+2JU ;vnel’
—1+— vnel

UO

C
) U, —%UZ -3 :vnel

2. Soit (V) lassuite de terme général
Vp=2+n(-1)"
Calculer les’5 premiers termes de cette suite et
représenter ces termes sur un axe.

3 Minorer et majorer aux mieux la suite
1
U:.nm—-—.
n

4. U est la suite définie pour tout naturel n par :
Un=n”-2n+4,
Montrer que U est minorée par -5.

5. Montrer que la suite U definie pour tout
naturel

possible de choisir Ug de telle sorte que U soit une
suite constante.

a)UM:%UnJrS;b)U ~UZ2+2U, +1

n+l =

. 3+U
n+l 1_ U

n

c)U

n

9. Etudier la monotonie de la suite U telle que,
n
pourtoutn>1; U, 2 :
n

10 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(Un) est une suite arithmétique dont on précisera le
premier terme et la raison.
a)vnel ,U, =4-3(n-1),

) U, =-1
5U, ., =5U, -2 ;Vnell

11 | Dans chacun des cas suivants, préciser si la
suite (Up) est arithmétique, géométriques ou ni I’une
ni 1’autre.

YU, =(-1)" ;b U, =2"

dU, =(-3)"% e) U,

-3" c)U,=-3(n+2)
=(-3"+2 U, =10"

12 U est la suite définie par Uy = 2 et pour tout
naturel n par U, = Ups1— 5.
1. Démontrer que U est une suite arithmétique et
préciser sa raison.
2. Déterminer U, explicitement en fonction de n .
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npar:un= iz est strictement décroissante.
n+

6. | Montrer que la suite U définie pour tout
2n+1

n+3

naturel n par : Un = est strictement

croissante.

7. Etudier la monotonie de chaque suite U et V
definie ci-dessous

U, =2 v, = ('
n+1 n
a)u, =2"3""; b)V, =(n-3)%
nz +1 . ) Vo =4
2n 7 |V.,=V -3
8. U est la suite définie par Uy et pour tout
naturel n par la recurrence ci-dessous. Est-il

U, =

15 (Soit (U,),, la suite définie par

nell

U =1

U,,=1+10U_;Vnel
Calculer Uy ; U3 ; Ug et Us.
Démontrer que pour tout naturel n non nul, U, est
la somme de n termes consécutifs d’une suite
géométrique que 1’on déterminera.
En déduire I’expression de U, en fonction de n.

16 a ;b c sont trois termes consécutifs d’une
sulte géométrique de plus :
{a +b+c=19

:Calculera:;b;c.
2a+b-c=5

3. Calculer S, = Us + Uy +...+ U, et déterminer n
pour que S, = 6456.

13 U est la suite définie par Up = 1 et pour tout

U
natureln, U, =—"

1+U,
1. Calculer Uy ; Uy ; Uz ; U4 ; Us.

i, calculer: tg;t1;to; t3;

n

SiUp# 0, on pose t, =

i ts.
2. Montrer que la suite est une suite arithmétique.
3. Déduisez une expression de U, en'fonction de n.

14 | Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(Un) est une suite géométrique dont on precisera le
premier terme et la raison.
a)vnel ; U, =" ; b)vnel ;U =4""

3n 2n+2
= dvnel ; U, = o
17 En utilisant les théoremes de comparaison,
determiner la limite de la suite U proposee.

_1\"
(nl) ;b)an—lz;c)nH\m

d)n > /4n?+1-n; €) n > 2n +cosn?;
-n5

n?-n

c)vnel ; U, =

a).nm—

Hn>

18 U est la suite définie sur par U, = (%—1)n

1. Calculer les onze premiers termes de la suite U.
Quelle conjecture est-on incité a formuler ?
Démontrer que U a pour limite +co.
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ww | ] «@ Transformations

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

A - Isométries du plan

A-1) Définitions et propriétés
On appelle isométrie toute transformation du plan telle que pour tous les points M et N d’images M’et N’
ona: MN=M'N".

Propriétés

P1 Toute isométrie conserve
e [lalignement des points

e le parallélisme des droites
e [Dorthogonalité des droites

la mesure des angles

le barycentre des points pondéreés
les longueurs

les aires

Théoréme
Soient ABC et A’B’C’ deux triangles tels que : AB=A’B’ ; BC=B’C’; AC=A"C".
Il existe une isométrie et une seule qui applique A sur A’, B sur B’ et C sur C’.

A-2) Rappel

2-1) Translation

a) Propriétés caractéristiques d’une translation
Soit f une application du plan dans lui-méme,

M M’
f est une translation si est seulement si, pour
tous M et N d’images respectives M’ ; N’ ;
ona: MN=M'N";
N N’

Si f est une translation pour tous points M, N d’images respectives M’ etN’ ona : MN=M'N".
Réciproquement, on suppose que pour tous points M ; N d’images respectives M’ et N°, on a :

MN = M'N*; démontrons que f est une translation .
Soit A un point et A’ son image par f.

Pour tout point M du plan on a : AM=A'M' donc MM'=AA et f est la translation de vecteur AA".

b) Composée de deux translations
Propriéte : soient u et v deux vecteurs, la composée t-ot. est une translation de vecteur u+v.

Démonstration
Soit M un point du plan, My son image par t. et

M,

M’ ; I’image de My par t. .
Ona: MN=MM,+MM'=u+vV .
Ainsi, t-ot. est ’application qui a tout point M
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M associe le point M’ tel que : MM ' =u+V.,
t-ot. est donc la translation de vecteur u+v.
Remarque
e Pour tous vecteurs u et v ona:
u+v=v+u,donc t.ot. =t ot..
On dit que la composée des translations
est commutative (Fig. 1) M

e Siv=-u onobtient:t.ot .= Id.
Cette relation caracterise les bijections réciproques.
e Toute translation est une transformation du plan, la transformation réciproque de t-est t .-

C

Exemple

Sur la figure.; :
tgolys =t
teTCOt/TB = tic ot . ;

_1_
(tm) =t A

Expression analytique d’une translation

. . - = . . ~(a _
Le plan est muni du repéere (O ; |; J); soitt la translation de vecteur u(bj ; M(X ; y) un point du plan et

M’(x’ ; y’) son image part ; on a W':a:x’—xzae‘cy’—y= b.

i ) ) ~-(a X'=X+a
L’expression analytique de la translation du vecteur u est telle que : .

(bj {y' =y+b

2.2) Symétries orthogonales
Propriétés caractéristiques d’une symétrie orthogonale
M’ est le est le symétrique de M
par rapport a (A), siet seulement, si
A =Med( M ; M’).

M

Composée de deux symétries orthogonales d’axe paralléles

Propriété

Soit (A) et (A”) deux droites paralleles, O un point de (A) et O’ projeté orthogonal de O sur (A’) ; la
composée S; o S, des symétries orthogonales d’axes respectifs (A ) et (A”) est la translation t de

vecteurs 200",

Soit M un point M; son symétrique par rapporta (A ), M’
est le symétrique de M; par rapport a (A”).
H et H’ sont les projetés orthogonaux de
M sur (A) et (A).
Ona: MM'=MM:+MM'
= 2MM; + 2M,H'

—2HH' =200'
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Donc ; Sy o Sy = tz@’

Remarques

e Lorsque les axes (A) et (A”) sont confondus on obtient Sy 0 Siay = lg.

¢ La transformation réciproque de Sy est Sa».

o Les transformations Sy 0 Sav) et Savy 0 Sy sont réciproques 1’'une de ’autre.

Décomposition d’une translation

Propriété

Soit une t translation de vecteur non nulu.

Pour toute droite de vecteur normal u, il existe une droite et une seule telle que : t. =Sa0Sa.

e Existence : soit A’ I’image de A par la translation de vecteur %G :

D’apres I’étude précédente A Vérifie : t.= Sy 0 Sa

e Unicité : soit A”” une droite telle que : t.= Sa» 0 Sp; montrons que A’” et A sont confondues.

Ona=Sp)»0Sp, =Sy 0S5y = (SA” o SA) o ( Spy 0 SA) = Spr =S = A=A
B

Donc, les droites (A’ ) et (A’”) sont confondues.
Exemples | /\ )
Soit ABCD un losange, de centre O.
|;J: KetL les milieux respectifs des cotés / \
[AB] ; [AD] ; [CD] et [CB]. A 0 C
Ona:
t5 = S@p) o S ;
t.s = S 0 Sep); 3 K
t?c = S(KL) o S(U) .

D

Expression analytique des symétries arthogonales particuliéres

Le plan est muni d’un repére (O3 13:d.) , soit S une symétrie orthogonale d’axe (A). M(x ; y) un point du
plan, M’(x’ ; y’) son image par s. On propose de déterminer 1’expression analytique de s dans trois cas

particuliers :
1) (A) parallele au axe des abscisses
Soit (A) la droite d’équation : y=bet M

le point d’intersection de la droite (A) avec (MM”) ; les points M et M’ M
ont méme abscisse et H le milieu de [MM’]. Donc, b A
x=x"ety+y =2b. { M
L’expression analytique de la symétrie T

X'=X ol =

y'=-y+2b

orthogonale d’axe (A) : y = b est telle que : {

2) (A) paralléle a I’axe des ordonnés : Soit (A) la droite
Soit (A) la droite d’équation x = a, et H le point d’intersection de (A) et (MM’) ; A

les points M et M’ont méme ordonnée et H est le milieu de [MM’].Donc,
l’exprgssion analytique de la symétrie orthogonale d’axe (A) MH‘M
d’équation : X = a est telle que : 1
X'=-X+2a T
y'=y o™ p




3) (A) est la premiére bissectrice du repere.

(A) est la droite d’équation y=x ; soientP ; Q ; P’ ; Q’
les projetés orthogonaux des points M et M’ sur

les axes du repere.

Les images respectives par s des points P et Q

sont les points P’ et Q’. Donc, X’ =yety’ =x.
L’expression analytique de la symétrie orthogonale autour
X'=y

y'=X

de 1°° bissectrice est telle que : {

2.3) Rotations
Composée de symétries d’axes sécants
Propriétée
Soient (A) et (A’) deux droites sécantes en un point O de vecteurs directeurs respectifs u et v. La
composée Sy- 0 Sy des symétries orthogonales d’axes respectifs (A) et (A’) est la rotation de centre O et
d’angle 2(6 ; \7)
Démonstration
Le point O est invariant par Sx- o Sa,
Soit M un point distinct de O. M1 son symétrique par
rapport a (A’).

OM=0M'
Démontronsque : ¢, . .
(OM ; OM') :2(u ; u')
Ona:OM=0M; et OM;=0M’ ; donc OM = OM’.
(OM ; OM')=(OM ; OM, )+(OM;’; OM

:2(6 ; CW)JrZ(CWl; ﬁ')

:2(6; ﬁ')

Remarque
Sa 0 S, est la rotation de centre O et d’angle Z(G ; J)

e Les transformations Sy- o Sp et Sx o Sy sont donc réciproques 1’une de ’autre.
e Si(A)et (A%) sont perpendiculaires Z(G : G‘) = et Sy 0 Sy est la symétrie de centre O.

e On déduit la décomposition d’une rotation que les rotations conseavent les distances et les angles
orienteés.

Exemple

ABC est un triangle équilatéral de

sens direct et de centre O ; soient A’ ; B’ C’

les milieux respectifs des cotés [BC] ; [CA] ; [AB].

. -2n . _ .
Ona: S(AB) (6] S(AC) =TI TTC) ; S(CB) o S(CC’) =TI %) )

2
Siccy 0 Sianry = S@er) 0 Sccy =1 (O, ?n).
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S@B) 0 S(aB) = S(gc) 0 SR = I (B; _—;).

Propriétés caractéristiques
Soit f une application du plan dans lui méme et o un angle non nul.
f est une rotation si et seulement si, pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’

Ona:MN=MN’ et (m; M'—N'):a.

On suppose que f est une rotation d’angle a.. Démontrons que pour tous points M ; N d’images
respectives M’ et N’.

Ona: (W ; |\/|'|\|') — o Soit O le centre de la rotation f ;

o Vérifier que (MN; MN):(MN : OM)+(OM : OM')+(OM; MN')

e Justifier que : (I\/IN ; o|v|) et <o|\/| ; M'N')sont Opposés.

( On pourra utiliser la conservation des angles par une rotation). Conclure
Réciproquement, On suppose que f est une application telle que pour tous points M et N'd’images

respectives M’ et N’ ona : MN = M’N’ et (W : M'N'):a;

e Démontrons que f est une rotation d’angle .
e Démontrons maintenant que f admet un point invariant. Soit'M un point et M’ son image par f. O le

point tel que le triangle OMM’ soit isocele en O et (CW - OM ) =0.Soit O’ I’image de O par f.

e Démontrons que O’M’ = OM’ et (o'|\/|' - OM ) — 0 (onpourra introduire le vecteur OM a ’aide de
la relation de Chasles sur les angles orientes).

Exemple B-’..., A B
Sur la figure ci-contre les images des points A ; Bet C ;

par la rotation r . g) sont respectivement A’ ; B’ et C’, si {( 1,

est ’angle orienté¢ de mesure E, e

Onadonc; (AB; A'B)=(BC;; B'C)=(CA; CAJ=v. C I A

A-3) Exemples de composées d’isométries
a) Composition de deux rotations r; et r, de méme centre O et d’angles ou et o est une rotation r3 de
centre O et d’angle orienté ou + oL

of =r
1(0; 01) 10;02) 3(0; al+a2)
b) Composition d’une rotation et d’une translation
P> . La composée d’une rotation r d’angle orienté non nul o et d’une translation est une rotation r’

d’angle orienté o .

c) Composée de deux rotations de centres différents (distincts)

P; La composée de deux rotations r et r’ de centres distincts et d’angles respectifs o et o' est :

e une rotation d’angle o + o’ Si o+ o' %0 ;

e une translation Si o+a =0;
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d) Décomposition d’une rotation
P, : Soit r une rotation de centre K et d’angle o ; O un point distinct de K. Il existe deux translations t;

et t, et une rotation r’ de centre O et d’angle o telles que :
r=tpor’ ; r=r’ oty

B — Similitudes

B-1) Définitions et propriétés

Définition

K étant un nombre strictement positif, on appelle similitude de rapport K, toute transformation du plan
telle que :

Pour tous les points M et N d’image M’ et N’ on a M’N’ = kMN.

P Toute similitude est une composée d’une isométrie et d’une homothétie.

Toute similitude conserve : Toute similitude multiplie
e [’alignement des points e Les longueurs par le rapport
e le parallélisme des droites e Lesaires par le carré du rapport
e [orthogonalité des droites
e la mesure des angles
e le barycentre des points pondérés

Théoreme

A'B" B'C' A'C
AB BC AC
II existe une similitude et une seul qui applique A sur A, B sur B’ et C sur C’.

Soient ABC et A’B’C’ deux triangles tels que :

B-2) Exemples de composition de similitudes

a) Composition de deux similitudes de méme centre

La composée de deux homothéties de méme centre Q et de rapport respectifs k1 et k2 est une homothétie
de centre Q et de rapport kix ks .

b) Composition d’une homothétie et d’une translation
P3 La composée de deux homothéties de rapport k et d’une translation est une homothétie de rapport k.

c) Composition de deux homothéties de centres distincts

La composée de deux homothéties de centre distincts et de rapport k respectifs k; et k; est :
e une homothétie de rapport kix ks Si Kix ko # 1

e une translation Si kix ko =

d) Décomposition d’une homothétie

P4 Soit h une homothétie de centre Q et de rapport k = 1 ; soit O un point distinct de

Il existe deux translations t; et t; et une homothétie h’ de centre O et de rapport k telles que :
h:tloh’ h:h’Otz
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% Savoir-faire
A. Applications

Démonstration des propriétés
Exercice 1

On considére un trapeze ABCD tel que (AB) // (CD). On désigne par K le point d’intersection des droites
(AD) et (BC). K

Montrer que le milieu M de [AB], le milieu N de [CD] et K sont alignés.

Hypothese : A B
ABCD untrapeze ; K= (AD) n (BC) ; M milieu de [AB] et N milieu de [CD].
Conclusion

K, M et N sont alignés

Solution

A : B ; C et D sont quatre points tels que (AB) / / ( DC) et AB = DC, Il existe une-homothétie h et une
seule qui transforme A en D et B en C. le centre de cette homothétie est K, I’'image par h du milieu M de

[AB] et le milieu N de [DC].
Et puisque un point et son image par h et le centre de h sont alignés, alors, K, M et N sont alignes.

D N (o

Exercice 2
On considére un triangle quelconque ABC sur les cotes (AB) ; (BC) et (AC) extérieurement, on construit
les triangles équilatéraux ABC’ et BCA’ et CAB’. B
Montrer que : AA’ =BB’ = CC’.

\ C
Hypotheése :
ABC un triangle ; ABC’ un triangle équilatéral ; BCA’ &
un triangle équilatéral ; CAB’ un triangle équilatéral "
Conclusion :
AA’=BB’ =CC’ B
Solution
On considére la rotation r de.centre A et d’angle(ATf';A—B) . c

Parr B est I'image de C’, B’ est I'image de C ; [BB’] est donc I’'image de [CC’], on en déduit que : BB’ = CC".
La rotation r’ de centre B et d’angle (ﬁ: ﬁ), permet de montrer que CC* = AA’.

Construction des figures

Exercice 1 A
Figure auxiliaire satisfaisant a toutes les conditions sauf une.

On donne le triangle ABC. Construire un carré MNPQ tel que :

1) Me[AB]; 2) Ne[AC] ; 3) (PQ) =(BC)
Solution
Recherche d’une démarche ; B c
e Construire un carré qui satisfait a 2 des 3 conditions est simple, on peut trouver une infinité de
solutions. \
Le probléme consiste alors, a trouver parmi ces constructions celle ou celles qui satisfait a la 3°™
condition.
e Construisons d’abord un carré EFGH qui satisfait au condition (1) et ( 2) : E €[AB] et
(GH) = (BC).

e Soit f une homothétie de centre B ;
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f(E)=E’€[AB] ; f(GH) =(G’H’) =(BC).
Toutes les homothéties de centre B transforment EFGH en un carré E’F’G’H’ qui satisfait aux
conditions (1) et ( 3) . ‘
Il suffit d’en choisir celles qui transforment le carré EFGH en un carré qui satisfait a la 2°™
condition.
Construction
e Sur la droite (AB) marquer un point E = B ; tracer la perpendiculaire a (BC) passant par E ;
elle coupe (BC) en (H). Sur (BC) placer un point G tel que GH =EH ; A
e On désigne par N le point d’intersection de (BF) et (AC) ; Construire le carré

; . . . N
MNPQ image de EFGH par I’homothétie de centre B qui applique F en N.
EZE
Image des supports _|
Exercice 2 B H GQ g ¢

On donne deux droites sécantes A; et A, au point qui n’appartient nia A nia A;.
Construire un carré ABCD tel que : B €A;; D €A,.

Solution

Recherche d’une démarche

Reéalisons une figure solution (esquisse). Considérons la rotation r de centre A et d’angle (A—Bﬁ))
et construisons 1’image de 1’esquisse par cette rotation. Soit A’y 1’image de A; (parr ;

on peut remarquer que D est le point d’intersection de A, et A’.
En effet D et I’image par r de B point de A;, D appartient donc a 1’image de A;.

) = A,
Construction / D

o Construire I'image A’; de A; par larotationr /. Ondésigne par D le point d’intersection de A, et A’;.
(A7)
2

e Construire le carré direct ABCD.
Recherche des lieux géométriques
Exercice 1

On donne le point A et le cercle  de centre Q et de rayon .
P étant un point de ¥~ , on désigne par-M le milieu de [AP].
Déterminer le lieu géométrique de M lorsque P décrit .

Solution
Analyse

e Considérons'I’homothétie h de centreet de rapport % :

o Désignonspar 7 ¢ I'image du cercle ¥~ par cette homothétie ; lorsque P décrit 7~ ; M décrit
7 “I’image de  par h.
Construction

Soit O’ le milieu de [OA] ; construire le cercle de centre O’ et de rayon % : ¢’est I'image de ~~ par h.

Exercice 2

On donne le cercle 7 de centre O et de rayon r et le point A de ce cercle.

B désignant un point de 7~ distinct de A.On construit le carré indirect ABCM.
Déterminer le lieu géométrique de M lorsque B décrit le cercle 7 . C

Solution
Analyse : M
Considérons la rotation de centre A et d’angle droit indirect.

e
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Lorsque B décrit ", son image M décrit le cercle  ,

image de ~~ parr.
Construction
[ ]

Construire le cercle 7 “de centre O’ et de rayon

B. Exercices

1. Larotation r est donnée par son centre O et
un point A et son image A’.
Soit B un point de “ (0. 0a) €t C un point de (OA).
Construire les images B’ et C’ des points B et C,
Justifier.

2 On donne les points A et B . construire les
centres des rotations r; et r, appliquant A sur B.

Et d’angles respectifs getg.

3. On donne les droites paralleles (d) et (d’) et
un point O. Soit r la rotation de centre O et d’angle

. , T
orienté —.
2

Construire un point M de (d) dont ’image par la
rotation r appartient a la droite (d).

4. Soit le triangle ABC, On appelle (d;) la
mediatrice de [BC] et (d,) la mediatrice de [AC].
Soit S;la symétrie
orthogonale
d’axe (di) ; Sz
celle d’axe (dy).
1) Construire
I’image
A’B°C’
du triangle
ABC par S;0S;.
2) Démontrer que

les points A; A’;B;B’;C;
appartiennent.a un méme cercle.

3) Quelle est la nature du triangle ABC pour que
S20S;-50it une symeétrie centrale.

5 ABCD est un quadrilatere quelconque.
Solent Ss; Sg; Sc les symétries centrales de
centres respectifs A ; B et C.

Déterminer 1’image du sommet D par SaoSg 0 Sc

Construire ’image O’ de O par la rotation r de centre A et d’angle droit indirect.

1, ¢’est I'image du cercle ¥ par la translation r.

soient S;; S, et Sz les symétries orthogonales
d’axes respectifs (d;) ; (dz) et (d3).

Démontrer que :S;0S; 0 Sz est une symétrie
orthogonale, préciser son axe.

7. ABC est un triangle rectangle en A. A’ ; B’
et C’ sont les milieux respectifs des cotés BC] ;
[CA] et [AB].

Trouver une translation t telle que :

S[A°C°]OSA: to S[AB’].

ABC est un triangle rectangle en A. A’ ; B’ et C’
sont les milieux respectifs des cotés BC] ; [CA] et
[AB].

Trouver une translation t telle que :

S[A’C’]OSA: to S[A’B’].

8. | ABC est un triangle quelconque.
X un point de [AB], sur la demi-droite [CA), on
marque le point Y tel que CY =AX.
Déterminer une
translation t,
une symétrie
orthogonale S
et une rotation r
telle que : I’'image
de [AX] parrotetparS otsoit [YC].
Construire ensuite ’image du triangle ABC parr o
tetparSot.

X

9. |(L,) et (L) sont deux droites sécantes, en B
non perpendiculaires. A est un point de (L,) et (D
un point de (L»).

Tous deux distincts de B. la perpendiculaires a (L)

passant par A coupe (L) en C; la, perpendiculaire

a (L1) passant par D coupe (L;) en E.

1) Démontrer que les triangles ABC et DBE sont
semblables.

Soit f la similitude qui applique AsurD ; Ben B

etCenkE.

6. ABC est 2) Soit ( A ) la bissectrice de ’angle ABC . A’ et
un triangle C’ les symétriques respectifs de A et C par
équilatéral, rapport a (A ).

(d1); (d2) Démontrer qu’il existe une homothétie de centre
et (ds) les B qui applique A’ sur D. Soit h cette homothétie.
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médiatrices
respectives

des c6tés [BC] ;
[CA] et [AB]

10 ABC est un triangle quelconque, sur le c6té
[BC] et extérieurement on construit un rectangle
AB’C’C.

On désigne par B’; C” et A” les projetés
orthogonaux de B sur [AC] de C sur [AB] et de A
sur [B’C’].

Montrer que les droites (B’B’’) ; (C’C”’) et (AA’?)
sont concourantes.

11 Démontrer que les symétriques de
I’orthocentre d’un triangle ABC par rapport aux
milieux des cotés sont sur le cercle circonscrit a ce
triangle.

12 On considere deux cercles ~ et ~ ’ tangents
enP.
Par P on trace deux droites (d; ) et (d2) qui
recoupent ~ et ~ ‘respectivement en Aj ; By ;
Ao Bo.

Démontrer que les droites (A1 A,) et (B1B;) sont
paralleles.

13 Les points A; A; B; C; A’ et B’ sont tels
que OAB est un triangle équilatéral direct.
OA’B’ est un triangle équilatéral direct,

3) S, désignent la symétrie orthogonale d’axe (A).
Démontrer que h o Sy =f.
M étant un point quelconque du plan, construire
I’image de M par S.

4) Construire ’image par f du triangle ABE.

14 ABCD et XYZT sont deux carres ; ABCD

est direct ; XYZT est indirect.
Y

A D

T

B C
Démontrer que les milieuxde [AX] ; [BY] ; [CZ]
et [DT] sont alignés.

15 Soit (d;) et (d2) sont deux droites paralléles A
est un point de la bande délimitée par (d;) et (dy).
Construire un cercle tangent a (d;), a (d;) et passant
par A.

16 (d1) et (d2) etant deux droites sécantes, P un
point qui n’appartient ni a (d;) ni a (dy).
Construire les points B de (d;) et C de (d,) tels que
P soit le milieu de [AB].

17 On donne une droite (L) et un point A ;
On considére un losange A
ABCD de sens
direct tel que
AB=BDetBe (L).
Quel est le lieu
géométrique
du point C

lorsque
B décrit (L).

(L)

C

18 On donne le cercle ~ et unpoint Ade ~.
B désignant un point de  distinct de A.
On construit le carré ABCD de centre O.
Quel est le lieu géométrique du centre O du carré
lorsque B décrit le cercle .
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OA = OA’ et OBCA’ est un parallélogramme.
Démontrer que ACB’ est équilatéral.
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s ] D@ Dénombrement

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

1. Les applications
Soit E et F deux ensembles, en associant a chaque élément x de E un seul élément y de F,
noté f(x) , on définit une application f de E vers F.
fiE F

X———— Yy p
Exemple: E:{a;b;C};FZ{l;Z;S}; ‘

fla)=1:f(b)=1;f(c) =a.

A

En plus,
Ona Si et seulement si
VXX € E;xi#X = f(X) = f(x)
Exemple
f
f est une injection de E dans F a
b »
C

VyeF;dxeE: f(X)=y
Exemple f

f est une surjection de E sur F

f est a la fois une injection et une surjection de E sur F, <
VyeF;3d'xeE: f(x)=y.
En plus, f admet une application réciproque notée f *, par

L conséquent, Vy e F: 3! xe E: f1(y)=x.
f est une bijection de E sur F Exemple ¢

f -1
a 1
b 2+
c 3
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Composée de deux applications

Siest une f application d’un ensemble E vers un ensemble F et g une application de ’ensemble F vers
un ensemble G.

Alors, gof est application de I’ensemble E cers I’ensemble G.

Définie par, VxeE : (gof) (X) = g(f(x))

Exemple

a (gof) (@) =g(f(1))=g(@) =a

\ ] (90f) (2) =g(f(2) = g(b) =
e b (9 0f)(3)=g(f(3)) = g(b) = p
C

Fonction et application

Une fonction f d’un ensemble E vers un ensemble F, est une application de E vers F, si et seulement si,
L’ensemble de définition de f est E.

2. Notionde n!lavecn e

e n! selit n factorielle : or=1 : 1'=1;
e Vn=2; nl=1x2x..xn ;
Exemple
21=1x2=2 X 31=1x2x3=6 41=1x2x3x4= 24,
k=n
vnel :[[k=n!
k=1
I I
vnel :(n+Yn!=(n+D! ; (n+1)':n+1 ; L 1 :
n! (n+1)! (n+21)
Exemple
5!1=5x41=5x4x3x2x1 X 4x31=4
I
}- Soit p et g deux entiers naturels, si, p <q, alors q—;est un entier naturel.
Exemple
I I
i=5x4x3.=20;
3! 3!

3. Cardinal d’un ensemble fini
Soit Q un ensemble fini (ayant un nombre fini d’élément).
Le nombre d’éléments de Q est le cardinal de Q2, noté card(€2).

Exemple Q={0;1;2;3} ; card(Q) = 4
Q={a;a,;a;;a,.a,} ; card(Q) =n
Q={aya,;a,;a,;a,.a,} card(Q) = n +1

Q={aya,;a,;a,;8,.2,,}  card(@)=n

e Si E est un ensemble vide ( note & ); cet ensemble n’a aucun élément., alors, card(E) =0 ;
card(E) =0 < E= .

o4




Vocabulaire & Propriétés
Si A est une partie de Q (un sous ensemble de Q), on écrit A < Q : (A inclus dans Q)
Alors ; 0 < card(A) < card(QQ)

& est la partie vide de Q et Q est la partie pleine de Q.

card(A)

Pour toute partie A d’un ensemble non vide Q, on a; e[0; 1]
card(©)

Soit A et B deux ensembles finis
card(A u B) = card(A) +card(B) — card(A "NB)

En plus si A et B sont disjoints (A N B) =, alors : card(A u B) = card(A) + card(B)

Produits cartésiens d’ensembles
Soit A et B deux ensembles ; les ensembles A x B et B x A désignent les produits cartésiens de A et B.

e AxB={(ab)/acAetbeB} ;BxA={(ba)/becBetacA }
Soit A1 ; Az ...An (nensemble)
L’ensemble :
o A x Ayx ...xA,est le produit cartésien de Az ; Az ; ... An.
et Aux Agx .. x Ay = {(a5a,i.1a,)/a, €A, 1 a, €A, ageA

En plus, si A; ; Ay ; ...An sont finis, alors A; x Az x /..xA, est fini
et, card(As x Az x ...x Ay ) = card(A;) x card(Ay) x....x card(An)
e Soit Aunensembleetn ell”:
A? désigne A x A ;
A"=AxAx .. x A
n (raceeurs
e Soit A et B deux ensembles finis-;
llya Si, et seulement si
Possibilité d’injection de A dans B card(A) < card(B)
Possibilité de surjection de A surs B card(A) > card(B)
Possibilité de bijection de A sur B card(A) = card(B)

4) Listes
Exemple

Soit Q2 = {1; 2;3;4,; 5} un ensemble; ona ( 1; 2; 3) est une liste dans Q a 3 termes

on I’appelle une 3- liste dans Q.

(1;1;2;3) >  est une 4-liste dans Q
(1;2;3;2;1;3)=————> est une 6-liste dans Q
(1;2;1;2;3;3;3;3;3) =—> estune 9-liste dans Q

e Soit n et p deux entiers naturels non nuls.
Le nombre de p- liste dans un ensemble Q ayant n éléments est n°

e Soit A et B deux ensembles finis non vides tels que ;
Card (A) =p;card(B) =n




Le nombre d’applications de A vers B est n?

5) Arrangement

Soit n et p deux entiers telsque : p<n;

On appelle p- arrangement dans un ensemble Q ayant n éléments, toute p-liste dans Q a termes distincts
deux a deux.

Exemple

soitQ={1;2;3;4;5

(1;2;3)estun 3-arrangement dans Q
(3;2;1)estun 3-arrangement dans Q
(1;2;5;4;3)estun5-arrangement dans Q
un 6- arrangement dans Q n’existe pas

e Soit n et p deux ensembles tels que p < n ; le nombre p- arrangement dans un ensemble de Q ayant n
n!

(n—p)!

élémentsest: AP =

e Soit A et B deux ensembles tels que ; card(A) = p ; card(B)=n ; avec p <n.
Le nombre d’injection de A dans B est AP.

e Un n- arrangement dans un ensemble Q ayant n éléments est appelé une permutation de Q

Exemple
Soit Q=1{1;2;3;4;5};
(1;2;3;4:;5);(2;1;4;3;5);(1;3;4;5;2)sontdes permutations de Q.

e Le nombre de permutation d’un ensemble Q ayant n élémentsest: A=n!.

e Soit A et B deux ensembles finis tels que card(A) = card(B) = n.
Le nombre de bijections de A sur B estn!.

6) Combinaison
Soit Q un ensemble fini.
On appelle une combinaison dans Q toute partie ( ou sous-ensemble) de Q.

Exemypgle
Soit Q={1;2;3;4;5}
. {1 D2 3} est une combinaison de 3 éléments dans Q.

{1 3.4 5} est une combinaison de 4 éléments dans Q.

¢ (partie vide) est la combinaison dans Q2 de zéro élément.

Q (partie pleine) est la combinaison de 5 éléments.
Une combinaison de 6 éléments dans Q n’existe pas.

Soit n et p deux entiers naturels tels que : p <n,




Le nombre de combinaison de p éléments dans un ensemble Q2 ayant n éléments est :

cp Al _ n!
p!  p!(n—p)!
Propriétés

e Vnell ;C’=1;Cl=1;C=1
e Vn; pell (p<n):CP=C "
CP +CP,, =CPi(Propriété a la base de la construction
du triangle suivant appelé le triangle

de Pascal.)
c’ ¢ 11
c? ¢, ¢ 121
cOct ¢ c o > 1 3+I 1
1 4 6+4 1

l

1 510 10 51

0 1 .
Co ... Ch+C . . C Remarque
l Le triangle de Pascal porte les valeurs des nombres C?
0 . p+L n+l
Cow - - . .C0. . +Cy

e Soit Q un ensemble fini ayant n éléments

Propriétés des

Propriétés des parties de Q nombres C?

I1y a une seule partie ( partie ayant 0 élément c’est & ( la partie vide) ). Cf =
Iy a une seule partie ( partie ayant Q élément c’est Q ( la partie pleine) ). C" =
Il'y a (n) parties ayant chacune (1) élément (les singletons de Q). C =

A toute partie de Qayant p éléements correspond une seule partie de Q ayant n—p
éléments et réciproquement ( ce sont des parties complémentaires dans Q). CP —=C"P
n n

Donc, le nombre de parties a (p) éléments est le méme que le nombre de partie a (
n- p) éléments .

7) Formules de développement du bindme de Newton

k=n k=n
Va;beR;¥nel™; (a+h) => Cfa™b* ; (a-b)"=> (-1)“Cfa™*b"
k=0 k=0
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Exemple

(a+b ZC“a2 “b* = Cla’h’ + Cla'b' + C2a’h? =a® + 2ab +b?

(a+b)’ a*b* = Cla’p® + Cla’b' +Cla'b’+ Cla’h’® = a® + 3a’b+3ab’ + b’

k=0
23:
k=0
i
k=0

(D Cka*™*p* = Cla’h’ - Cla’p" + C%a’b?* - Cla'b®+ Cja’h* =a* - 4a’b+6a’h’ —4ab® +b*

vxel ; Vnel ; (1+x)”=zn:C';x"

k=0

Savoir-faire
Listes
Exercice. 1
L’allumage d’une grande salle de jeux, est assuré par 10 ampoules commandées chacune par‘un
interrupteur. Combien y-t-il de manieres différentes d’éclairer cette salle ?

Solution
e Onnote 1 pour: une ampoule est allumée
0 pour : une ampoule est éteinte

e Onpose: Q = {0;1}.

e Chaque maniére d’éclairer la salle est une 10-liste dans Q différentes de la 10-liste
(0;0;0;0;0;0;0;0;0;0), quicorrespond a la salle non éclairée.

e Donc, le nombre de maniéres d’éclairer la salle est :
2'% - 1=1024 -1=1023

Arrangements

Exercice. 2

Combien de facons différentes a-t-on pour-ranger 3 livres dans 5 casiers de couleurs différentes ne
pouvant contenir chacun qu’un seul livre ?

Solution
e Onnote C; ; Cy; C345Cq; Cs; les cing casiers.

e Onpose: Q = {C ;GC,;Cy;C,; Cy}.

e Chaque facon de ranger les 3 livres est un 3-arrangement dans €, alors, le nombre de facons
différentes de ranger les livres est :
A§ =E= 5x4x3x2x1 _60.
2! 2!

Tirages

Exercice. 3

Une caisse contient 7 boules indiscernables au toucher.

1) On tire au hasard successivement avec remise 3 boules de la caisse.
Quel est le nombre de tirages possibles ?

2) On tire maintenant successivement sans remise 3 boules de la caisse.
Quel est le nombre de tirages possibles ?

3) On tire maintenant simultanément 3 boules de la caisse.

Quel est le nombre de tirages possibles ?
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Solution
e Onnote:by ; by ; by ; by ; by ; by : by, les7boules.

e Onpose: Q= {b ;b,;by;b, ;b ;by;b,}.

1) Chaque tirage successif avec remise de 3 boules est une 3-liste dans Q.
Donc ; le nombre de tirages possibles est : 73 =7 x 7 x 7.= 343.

2) Chaque tirage successif sans remise de 3 boules est un 3-arrangement dans Q.
|
Donc ; le nombre de tirages possibles est : A3 = % =7x6x5=210.

3) Chaque tirage simultané de 3 boules est une combinaison de 3 éléments de Q.

| |
Donc ; le nombre de tirages possibles est : C3 = N _Tx6S g
3141 3141 3x2x1

Nombre de parties d’un ensemble finis

Exercice. 4

1.)a) Montrerque Vke [ :(k+1)!— k!= kk!

b) Calculer lasomme : S=1x1!1+2x2!+3x3!+...+2009 x 2009 !

2) @) Montrer que :vnell : > Cr=2"
k=0
b) Quel est le nombre de parties d’un ensemble Q ayant (n) élements ?

Solution
Ona:Vkel: (k+1)l=(k+1)k!;
donc ;v kel : (k+1)! —k!=(k+1-1)k!;
= kk!
Donc ;|V kell : (k+1)! —k!=Kkl.
2009 2009
b) S =D kk!=>"((k+1)kl)
k=1 k=1
= (2! -11)+ (31 -24) 4+ (41'-31) +...++(2010! -2009!).
S=2000!-1 |

Donc ;

2)a)Ona; Vabell ;Wnell : (a+h)’ =) Cla"*b*
k=0

Donc; aveca = b=1; ona: Zn:C'n‘l"’kl" =(1+1)" ;

k=0

Donc; Vel : > Cy =2"

k=0
b) le nombre de parties de Q a 0 élement est (on
e le nombre de parties de Q a 1 élément est C;
e le nombre de parties de Q a 2 éléments est C:
[ ]
[ ]
e .
¢ le nombre de parties de Q a n eéléments est C
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e donc le nombre de parties de Q est:

S
k=0

e CO+Ci+Cl+.. . +C) =

B. Exercices

Les numéros de téléphones d’un réseau
teiephonique sont des nombres entiers de 6
chiffres.
Quelle est la capacité de ce réseau ?

2. On lance deux dés cubiques de couleurs
différentes, un noir et un jaune. On reléve dans
I’ordre le numéro présenté par le dé noir, puis celui
présenté par le dé jaune.

Schématiser I’ensemble des résultats possibles.
Quels est le nombre de résultats possibles.

3. Combien de facons differentes 3 personnes
peuvent occuper 5 chaises ?

4. Combien de groupes de'7 éleves peut-on
former dans une classe de 12 éleves ?

5. De combiende manieres différentes peut-on
distribuer 5 stylosa 5 éléves ?

6. )-3 personnes occupent au hasard des places

dans une voiture a 5 places. Quel est le nombre de
facons différentes possibles ?
2) Le chauffeur et 3 personnes occupent des places
dans une voiture a 5 places, le chauffeur occupe la
place de commande. Quel est le nombre de fagons
différentes possibles ?

. Une caisse contient 8 boites dont 3 noires,
3 jaunes et 2 blanches.
On tire au hasard 3 boules simultanément

8. Une caisse contient cing boules numérotées
1;2;3;4;5.
On tire successivement deux boules sans remise.
1) quel est le nombre de tirage possible ?
schématiser le nombre de tirage possible.
2) Quel, est le nombre de tirages donnanta + b > 7.
(aet b les numéros des boules tirées).

9. |1) Montrer que Vnell ; > (-1)C =0
k=0

2) Montrer que Vnel ™ ; Y kCr=n2""
k=1

10 Résoudre dans [] 1’équation suivante :
n
ZC';Zk k=0
k=0

11 Une caisse contient 4 boules numérotées de
la 4.
1) On tire successivement avec remise deux
boules.
a) donner le nombre de tirages possibles, et
schématiser ce nombre.
b) quel est le nombre de tirage donnant
la—b|=1(aetb les numéros de boules tirées).
2) On tire maintenant successivement sans remise
deux boules.
a) Donner le nombre de tirages possibles et
schématiser ce nombre.
b) Quel est le nombre de tirage donnant
la—bl=1.
3) On tire maintenant simultanément deux boules.
a ) donner le nombre de tirages possibles et
schématiser ce nombre.
b) quel est le nombre de tirage donnant
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a) quel est le nombre de tirage possible ?

b) quel est le nombre de tirage contenant 1 seule
boule noire ?

c) quel est le nombre de tirage contenant au moins
une boule noire?

2) On tire maintenant au hasard 2 boules
simultanément.

a) quel est le nombre de tirage possible ?

b) quel est le nombre de tirage contenant deux
boules de mémes couleurs ?

c) quel est le nombre de tirage contenant deux
boules de couleurs différentes ?

la—b|=1.

12 On lance une piéce de monnaie
mauritanienne trois fois de suite.
On note a chaque fois la nature de la face visible
( A : pour face en Arabe et F : pour face en
Francais).
Quel est le nombre de résultats possibles ?
Schématiser ces résultats a I’aide d’un arbre.
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o | g Statistiques

=|ll Faire savoir

A. L’essentiel du chapitre

I. Série statistique présentant un regroupement en classes.

Dans ce chapitre on étudiera des séries statistiques a modalités regroupées en classes.
Une telle série, comportant p classes de bornes : ap; ai;az;;...ap (ap <& < ...<ap) est notee :
([&-1;ai[; ni) 1<i<p, ouniest 'effectif de la classe [ai ; ai[

I. 1 Effectifs cumulés, fréquences cumulées
Dans une série statistique ( [ai1 ; ai[ ; ni) 1<i<p:
L’effectif cumulé croissant de la classe [ax.; ; ax[ est :

i=k
DN =n4n, .40,

L’effectif cumulé décroissant de la classe [ay ; a ] est :

i=p _
Zi:kni =M Ny 40,

La fréquence cumulée croissante (respectivement décroissante) s’obtient en divisant I’effectif cumulée
croissant (respectivement décroissant) par 1’effectif total..

Exemple

On a relevé la distance parcourue par chacun des 150 taxis d’une compagnie entre leur mise en circulation
et leur premiere panne. Les résultats-de cette enquéte sont résumés dans le tableau ci- dessous.

Les distances étant exprimées en.milliers de kilométre.

Distance [0;5] [5;7] [7;9] [9;15]

Effectif (n;) 15 78 36 21

Fréquence ( fi) 10% 52% 24% 14%
On dresse les tableaux des.effectifs cumulés croissants et décroissants.

Distance ) ) ) )

parcourue [0;5] [5:;7] [7;9] [9;15]

Eff_ectlf cumulé 15 93 129 150

croissant

Effectif cumulé 150 135 57 21

décroissant

Remarque
On obtient facilement, les résultats, des fréquences cumulées, en divisant les effectifs cumulés par
I’effectif total.
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Histogramme, polygone
Reprenons 1’exemple précédent : la série de cet exemple est représentée graphiquement par
I’histogramme ci-dessous :

Dans le tableau précédent, la troisiéme colonne, par exemple, s’interpréte ainsi : 129 taxis ont parcouru
au plus 9 000 km et 57 taxis ont parcouru au moins 7000 km avant d’avoir leur premiére panne.

On en déduit le tableau suivant :

al 0 5 719 15

Nombre de taxis ayant parcouru au plus ai(x 1000km) |0 15 |93 129 | 150

Nombre de taxis ayant parcouru au moins ai(x 1000 km) | 150 | 135 | 57 |21 |0

Dans ce tableau, la somme des effectifs de chaque colonne est égale a 1’effectif total.
Ces résultats peuvent étre représentés par des polygones des effectifs cumulés croissants ou décroissants
comme I’indique les figures suivantes.

150 150
129¢ 135¢
100% 100§
93
[y T
50t
211 RSOSSN AT SOOI ;
0 > 7 B0 5 7 9 15
Polygone des effectifs cumulés Polygone des effectifs cumulés
croissants ( Fig.1) décroissants (Fig.2)

On construit de maniere analogue, les polygones des fréquences cumulées croissantes et déecroissantes.

I. 2) Caractéristiques de position
Classe modale
Définition
Soit une série statistique présentant un regroupement en classes. On appelle classe modale de cette série
toute classe d’effectif maximal.
Exemple
Dans I’exemple‘précédent, la classe modale est [5 ; 7[.
Remarques
e une série statistique peut avoir plusieurs classes modales.
e le centre d’une classe modale est appelé mode de la série statistique

Médiane

Définition

Soit une série statistique présentant un regroupement en classes d’effectif total N.

On appelle médiane de cette série, le nombre réel M tel que : le nombre d’individus de modalité

supérieure a M et le nombre d’individus de modalité inférieure & M soient tous égaux a 5

Exemple

Reprenons I’exemple précédent (distance parcourue par les taxis).

L’effectif total de la série est 150.

On représente sur le méme graphique les polygones des effectifs cumulés croissants et décroissants.
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Leur points d’intersection a pour ordonnée 75.

Soit Xg son abscisse, on a, xoe [5; 7[. Donc :

75-15 _ 93-15

Onendéduit: xo=5+ % d’oux=6,54

X,-5 7-5

On estime que la moitié des taxis ont parcouru au plus 6540 km avant la premiere panne.

Moyenne

Définition

Soit ([ai1;ai[ ; ni) 1<i<p une série statistique .
On appelle moyenne de cette série la moyenne X de la série statistique (X; ; Ni) 1<i<p, OU X; ; est le centre
de la classe [a; ; ail.

Classe Centre de la classe X; Effectif n; Ni Xi
[0;5] 2,5 15 37,5
[5;7] 6 78 468
[7 9] 8 36 288
[9; 15] 12 21 252
Total 150 1045,5

_ i=p
Si N est I’effectif total de la série, ona : X = %Znixi :
i=1

Exemple

Reprenons toujours I’exemple

précédent;.on en deduit du tableau

ci-contre que:

1045

X ==—"-=6,97.

150

Les taxis parcourent donc en
moyenne 6970 km avant leur
premier panne.

Classe Centre de la classe X; Effectif n; Ni Xi
[0;5] 2,5 15 37,5
[5 ;7] 6 78 468
[7 9] 8 36 288
[9; 15] 12 21 252
Total 150 1045,5
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Quartiles

Définitions

On appelle :

e Premier quartile d’une série statistique, et on désigne par Q1, la valeur telle que 25% des valeurs prises
par la variable (donc 25% de I’effectif total N) lui soient inférieures, et 75% des valeurs lui soient
supérieures.

e Troisiéme quartile d’une série statistique, et on désigne par Q3, la valeur telle que 75% des valeurs
prises par la variable lui soient inférieures et 25% lui soient supérieures.

Le second quartile Q2 est, d’apres la définition, la médiane M.

I. 3) Caractéristiques de dispersion

Définitions

Soit ([ai1 ; &[, Ni)1<i<p une série statistique d’effectif N et de moyenne X .

Pour tout nombre entier i tel que 1< i< p, on désigne par xi le centre de la classe [ai.1; aif,

. . 13 ., . =
L’écart moyen est le nombre réel en, tel que : en= —ZnI(XI —X).
i=1

nl‘x1 -x‘+ nz‘x2 -x‘+...np‘xp-x‘
N

Donc, en=

i=p —
La variance est le nombre réel V tel que : V = %Zni(xi —X)?
i=1

nl(x1 -§)2 + n2(x2 -?)2 +..n p(xp-i)2

Donc, V =
N

L’écart type est le nombre réel tel que : o= JV.

Remarque

i=p _
Dans la pratique, le calcul de la variance se fait a ’aide de la formule de Koenig : V = (iz nixiz) v
i=1

Exemple
Il s’agit toujours de reprendre I’exemple du I.1.
Effectif 2l 5 2 2
Classe | Centre de la classe (x;) () ‘xi =X/ | n ‘xi —X| | X5 Ni Xi
I
[0;5] |25 15 4,47 67,05 6,25 | 93,75
[5:7] |6 78 0,97 75,66 36 | 2808
[7:9 |8 36 1,03 37,08 64 | 2304
[9;15] | 12 21 5,03 105,63 | 144 | 3024
Total 150 285,42 8229,75
On en déduit du tableau que :
m= 285,42 11,9028 ; V = 8229, 75 —(6,97)2 =6,2841; 6=2,5068
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I1. Séries statistique a deux caractéres

On peut, sur une population, étudier deux caracteéres quantitatifs.

La modalité associée a chaque individu est alors un couple de nombres réels. On construit ainsi une série
statistique a deux caracteres, ou série double.

I1.1) Organisation des données
Exemple 1
On arelevé le poids (en kg ) et la taille (en cm) de 30 personnes ; on a obtenu les résultats suivants :

Poids(x) |65 |68 |62 |62 |68 |68 |59 |71 |74 |68 |68 |74 |71 |65 |65

Taille (y) | 165 | 177 | 174 | 168 | 165 | 171 | 165 | 177 | 174 | 171 | 165 | 174 | 174 | 174 | 171

Poids(x) |62 |65 |68 |71 |65 |74 |74 |71 |65 |77 |74 |62 |77 |68 |71

Taille (y) | 174 | 174 | 171 | 171 | 174 | 168 | 177 | 174 | 165 | 180 | 177 | 168 | 180 | 171 | 174

Ces données permettent de définir deux séries statistiques a un caractere : (xi’; ). et (y;j; nj) représentées
par les deux tableaux suivants :

Xi 50 |62 |65 |68 |71 |74 |77 yj 165 | 168 | 171 | 174 | 177 | 180
ni |1 |4 |6 |7 |5 [5 |2 ||/nj |5 |3 |6 |10 [4 |2

Soit X = {59; 62;65;68; 71; 74; 77} ety={165 ;168 ; 171 174 7177 ; 180}.

A chaque couple (X; ; yj) de ’ensemble X x Y , on associe le nombre d’éleves ayant le poids xi et la taille
yj. Ce nombre est note n;;.

On définit ainsi une série statistique a deux caracteres'; njj est appele effectif de la modalite (xi ; yj).
Cette série, notée (i ; v ; nij) est représentée par le'tableau a double entrée ci-contre :

Les totaux obtenus dans la derniere i |59 |62 |65 [68 |71 |74 |77 | Total
ligne du tableau sont les effectifs de la série Yi

(xi; ni) ; ceux de la derniére colonne sont 165 |1 0 2 2 0 0 0 5

les effectifs de la série (yj ; nj). 168 |0 2 0 0 0 1 0 3
Ces effectifs apparaissent ’en marge’’ 171 |0 0 1 4 1 0 0 6

du tableau a double entrée. 174 |0 2 3 0 3 2 0 10
Les séries statistiques (xi ;. ni) et (y; ; ) 177 |0 0 0 1 1 2 0 4
sont appelées séries marginales de la série 180 |0 o |o o o o |2 |3
double (xi ; y; ; nij)- Total [T [4 |6 |7 |5 |5 |2 |30

11.2) Nuage de points associés a une serie double

Soit (Xi ;.y; ; Nij ) une série double.

Le plan étant muni d’un repére orthogonal.

L’ensemble de points Mij de coordonnées (xi ; Yj) est appelé nuage de points associes a la série.

Dans le cas ou les effectifs des modalités (Xi ; yj) ne sont pas tous égaux, on représente ce nuage de points

de deux facons :

e Représentation par points pondérés : on indique a coté de chaque point Mj;, ’effectif nij ( Fig.1).

e Représentation par taches : chaque point M;; est remplacé par un disque dont I’aire est
proportionnelle a n;; .
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Fig.1 fig.2
Point moyen d’un nuage
Définition
Soit (Xi ; yj ; nij) une série statistique a deux caractérs quantitatifs.
On appelle point moyen du nuage de points représentant une série, le point de cordonnées
(x; y) ou x et y désignent les moyennes respectives des séries marginales (X; ; ni) et (y; ; n).
Exemple 2
Les notes obtenues par 10 €leves aux épreuves de biologie et de physique d’un examen sont indiquées

dans le tableau suivant :
Biologie(x) [9 [12[5]6 |9 143|612 |14

Physique | 10|13 (8 (10|13 |17 |5|8| 16|16
v)
On remarque que dans cette série, les effectifs des modalités sont tous égaux a 1.
— 3+5+42x6+2x9+2x12+2x14 o — 54+2x8+2x10+2x13+2x16+17
X = =9.; y= =11, 6.
10 10
Le point moyen du nuage associé a la série est G(9 ; 11, 6).

11.2) Ajustement linéaire

On considere dans ce paragraphe une sé€rie statistique a deux caracteres x et y tel que Ieffectif de chacune
des modalités est égale a 1.

Une telle série sera notée (Xi ; yi)1<i<n , ou N est I’effectif total de la série et ( xi ; yi) est la modalité du
i*™ individu.

Notion d’ajustement linéaire

Ajuster un nuage de points consiste a déterminer une courbe simple passant ¢’ le plus pres possible’” des
points du nuage.

Si la courbe recherchée est une droite, ’ajustement est dit linéaire, il s’agit, en pratique, de déterminer
deux droitesappelées droites de régression.

Droites de régression

Définitions

Soit (Xi ; Yi)1<i<n une série statistique a deux caractéres x et y , d’effectifs total N.
La covariance de cette série est le nombre réel, noté cov(x ;y), tel que :

e CcOV(X:y)= (% ZN: xiyij —XY.

Soit (Xi ; Yi)1<i<n Série statistique a deux caracteres X et y telle que : V(x) = 0.
La droite de régression de y en x passe par le point moyen du nuage associé a cette série et a pour
coefficient directeur
Cov(x;y)
V(x)
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Cov(x;y)
V(x)
Soit (Xi ; Yi)1<i<n Une série statistique a deux caracteres x et y , telle que : V(y) = 0.
La droite de régression de x en y passe par le point moyen du nuage associé a cette série et a pour
Cov(x; —
V(y)
% Coefficient de corrélation linéaire
Définition
Soit (Xi ; Yi)1<i<n Une série statistique a deux caractéres x et y , telle que : V(x) = 0 et V(y) = 0.
Cov(x;y)

Une équation de cette droite est : y - y= (X -Xx).

Equation :x - X =

Le coefficient de corrélation lineaire de cette série est le nombre réel r tel que : r =

Exemple
Reprenons I’exemple 2.
les calculs sont généralement disposés dans un tableau de la fagcon suivante :

JVOOANV(Y)

Xi Yi Xi- Yi Xzi y2i
9 10 90 81 100
12 13 156 144 169
5 08 40 25 64
6 10 60 36 100
9 13 117 81 169
14 17 238 196 289
3 5 15 9 25
6 8 48 36 64
12 16 192 144 256
14 16 224 196 256
90 116 1180 948 1492

On en deduit que : Cov(x;y) :%- 9x116;

Cov(x;y)=13,6.

V) =228 _go- 138,
10

La droite de régression de y en x est donc la droite (d) d’équation :
y-116= %(x —9) , c’est-a-dire : y = 0,986x + 2,73.

On en déduit aussi que :

V(y) = %—11, 67 214,64,

La droite de régression de x en y est donc la droite (d”) d’équation :
X—9= ﬁ(y—llﬁ) , C’est-a-dire : y = 1,076x + 1,92.
14,64

On en déduit aussi que le coefficient de corrélation linéaire est : r = __136 11 0,957.
J13,8.4 /14, 64
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%, Savoir-faire
A. Applications

Séries statistiques présentant un regroupement en classes

Exercice 1.

Les moyennes des notes obtenues par les 50 candidats a un concours se répartissent comme suit :

Classe [0;4]

[4;8]

[8;12]

[12; 16]

[16 ; 20]

Effectif 5

14

20

7

4

1) Construire un histogramme représentant cette série.

2) Dresser le tableau des effectifs cumulés croissants et décroissant, puis construire les polygones des

effectifs cumulés croissants et décroissants.
3) Dresser les tableaux des fréquences cumulées croissantes et décroissantes.
4) Déterminer la classe modale, la médiane et le premier quartile de cette série statistique.

5) Calculer la moyenne x de cette série statistique.

Solution

1) L’histogramme représentant cette série est le suivant :

L

0 4 8 12 16 20
2) et 3, le tableau suivant donne la réponse aux questions posées

Classe [0;4] | [4;8[|[8;12]|[12;16] | [16;20[
Effectif 5 14 20 7 4
Effectif cumulé croissant 5 19 39 46 50
Effectif cumulé décroissant 50 45 31 11 4
Fréquence 10% | 28% | 40% 14% 8%
Fréquence cumulée croissante 10 38% | 78% 92% 100%
Fréquence Clée 100% | 90% | 62% | 22% 8%
décroissante
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Les polygones des effectifs cumulés croissants et décroi

ssants se présentent comme suit :

S 50“
ot I o
30¢ o
20F o 20k
0 4 8 12 16 250 " 0 4 16 20 >

Polygone des effectifs cumulés croissants

4) la classe modale de cette série est [8 ; 12].
Tracons les droites y = 25 et y = 12,5 sur le méme graphique avec le polygone des effectifs cumulés

croissants.

s

50

Polygone des effectifs cumulés décroissants

12,5

0 40Qe8M 12 16 20
Nous constatons que M €[8 ; [12] et que Q1[4 ; 8.

25-19 39-19 6
Donc : = = :5:M:-9,2
M-8 12-8 M-8 -

La médiane de cette série est M = {9,2].
75 7 15

:|.2,5—5:19_5:> =—= Q=4+—=0Q,6,14,
Q1—4 8-4 Q1_4 2 !

Nous avons‘aussi,

Le premier quartile de cette série est |Q, [ 6,14

5)
Classe Centre de la classe (x;) | Effectif (n;) NiXi
[0; 4] 2 5 10
[4;8] 6 14 84
[8;12] 10 20 200
[12;16] 14 7 98
[16 ; 20[ 18 4 72
Total 50 464
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464

La moyenne de cette série est x = 0 - 9,28.

Exercice 2.

le tableau suivant donne la répartition en classes d’amplitudes 5 des tailles en cm de 40 individus.

Classe Effectif (ni) | Centre de la classe (xi) ‘xi—x‘ ni‘xi—x‘ ni X
[155 ;160[ 3
[160 ;165] 8
[165 :170[ 10
[170 :175] 10
[175 :180[ 7
[180 ;185[ 2
Total 40

1) Calculer la moyenne de cette série et compléter le tableau.
2) Déterminer 1’écart moyen et I’écart type de cette série.

Solution

La moyenne de la série est : x =

157,5x3+162,5x8+167,5x10+177,5x 7+182,5x 2

40

— 462,5+1300+1675+1725+1242,5+365 6780 =
X = = , done; (X =169,5|.

40
Classe Effectif (ni) | Centre de la classe (xi) |Xi - ﬂ Ni |Xi - Q‘ ni X4
[155 ;160[ 3 157,5 12 36 74918,75
[160 ;165] 8 162,5 7 56 211250
[165 ;170[ 10 167,5 2 20 280562,5
[170 ;175] 10 172,5 3 30 297562,5
[175 ;180 7 177,5 8 56 220543,75
[180 ;185 2 182,5 13 26 66612,50
Total 40 224 1150950
2)en = 222 56V =115§f§0 -(169,5)2 =435 ; 6=+/V=./435116,59 .
Exercice 3

Dans une maternité, on a relevé, pour chacune des vingt naissances, d’ une journée, 1’dge x de la mere et le

poids y du_nouveau-nés les résultats sont regroupés dans le tableau ci-dessous.

X |22 |18

20 120

16

22

26 | 22

18

22

18

26

20

26

18|18 | 22

26

20

y| 3228

3,236

2,8

2,8

3 128

3

3

3,4

3,6

3,2

3

3 [34]28

2,6

3,2

1) Présenter ces données dans un tableau a double entrée.
2) Déterminer les séries marginales associées aux caractéres x et y.
3) Représenter par des taches le nuage de points associes a cette série double.
4) Placer son point moyen G.
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Solution

1) présentation des données dans un tableau a double entrée.

X
y

16

18

26

Total

2,6

2,8

3

3,2

3,4

3,6

OO0 |0 |O

NN A~ O

Total

1

GIOINOIN PO

AR OOINO|F

N
o

Les séries marginales :

Xi

16

18

Yi

2,5 32 | 34

3,6

n;

1

5

3) Représentation du nuage de points associés a cette série.

X =

16x1+18x5+20x4+22x6+26x4

20

=211,

y= 2,6x1+2,8x5+3x6+3,2x4+3,4x2+3,6x2

20
Le point moyen est G(21,1 ; 3,07).

Exercice 4

On considére la série (x; ; y;) déterminée par le tableau :
Xi -3 -1 0 0
Yi 1 -1 4 2

=3,07.

QP

34000 e

3,2 Y )

33,07 ...... ..... 7 gt e G. H
28| 0 0

2,6 °

0 16 18 200722 26

Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et une équation de la droite de régression de

Xeny.

Calculer le coefficient de corrélation de cette série.

Solution
Xi Vi XiYi X2i y2i
-3 1 -3 9 1
-1 -1 1 1 1
0 4 0 0 16
5 2 10 25 4
1 6 8 35 22
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x=1.y=8.3
47 4 2
8 13 . 3 13
Cov(X;y)=——=x—=2-—="
Y)=3-375"2787 5
35 1 139 22 9 13
(=119 yy=-2 915
4 16 16 4 1 4

La droite de régression de y en x a pour équation :

13

4 139 556 2

., 3 8( 1) 26 26 3
Donc.y-E:— X—= |[Dy=— X ———t— =

39
16

La droite de régression de x en y a pour équation :

13

- cov(x;y) (. = 1 g 3) 1 3 ., 13
x—x_—(y—y):>x——_— Y=o =YY =X

4 17 2

4

V(y)

Cov(x;y)

y-y=

y:

Cov(x;y) (%

V(X) (

y:

26
—X
139

202

+ [
139

1

13

4

Le coefficient de corrélation est r =

NN \/139 \/’

306.
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B. Exercices
1. 1) On considére la serie statistique
presentée dans le tableau suivant :
Classe [1;2[ | [2;4] [4;5] [5;6[ [6;9[
Effec- 25 15 16 12 32
a) Construire un histogramme représentant cette
série.
b) Dresser le tableau des effectifs cumulés
croissants et décroissants, puis construire les
polygones des effectifs cumulés croissants et
décroissants.
c) Dresser le tableau des fréquences cumulées
croissantes et décroissantes.
d) Déterminer la classe modale de cette série.
c) Calculer la moyenne, la variance et 1’écart
type de cette série.

2. | Le tableau suivant donne les notes sur 100
obtenues par 120 étudiants d’une université a
leur examen final.

Classe |[30;40] [[40;50] |[50;60] |[60;70] [[70;80] |[80:907 [[90;200]

Effectif 1 3 11 21 43 32 9

a ) Dresser le tableau des fréquences

cumulées croissantes et décroissantes.
Construire les polygones des fréguences
cumulées croissantes et décroissantes.

b) Calculer la médiane, le premier quartile et le
troisieme quartile de cette série.

3. | On considére une série dont les effectifs
cumulés décroissants sont donnés dans le
tableau suivant :

Classe [0:4[ | [46[ |[6:8] | [8:10[
Eff.cu. | 4 45 24 6
dec

a) Construire le polygone des effectifs cumulés
décroissants.

b) Déterminer graphiquement, la médiane de
cette série, vérifier le résultat par le calcul.

c) Calculer la moyenne de cette série.

4

vie en heures, regroupées en huit classes, d’un lot de
piles d’une méme marque pour lampes a poche.

Dv | [50:60[ | [60:70] | [70.80[ | [80:90[ | [90;100[ | [%00120[ | [110,120[ | [420;130[
Ef 10 15 35 40 30 20 15 5

a) Calculer la moyenne, la variance et I’écart type de
cette série.

b) Calculer la médiane; le premier quartile et le
troisieme quartile de cette série.

6. La série suivante donne la répartition des tailles
en cm de 36 €léves d une classe de 6°™ année.

Tai. [145;15 | [155;160 | [160 | [165;170 | 170175 | [175.18
5[ [ ; [ [ [
165[
Effe. 3 5 6 8 8 6

a) Représenter cette série par I(histogramme des
effectifs.

b) Déterminer la ( ou les) classe(s)modale (s) de cette
série et calculer sa moyenne.

c) Construire le polygone des effectifs cumulés
croissants. Déterminer la mediane de cette série.

7. Une étude statistique portant sur un caractere X
a permis de construire 1’histogramme ci-dessous.
a) Quelle est la (ou les ) classe(s) modale(s) de la
série statistique correspondante ?
b) Construire le polygone des fréquences cumulées
croissantes et décroissantes, en déduire la médiane.
c¢) Calculer la moyenne et I’écart type de cette série.
c) Sachant, que l’effectif de la population est 250,
dresse le tableau des effectifs.

8. On dispose de la statistique suivante relative aux
exploitations agricoles d’une région, classées d’aprés

leur superficie en hectares.
Sup.en H [0;1] [1;2] [2;3[

B;51[ | [5:10 | [10;20[ | [20;40[

effectif 26 35 29 53 91 71 25

Représenter I’histogramme relatif a cette distribution.
Dans un repére orthogonal (O ; I ; J) , représenter les
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On considére une série dont les fréquences
sont données dans le tableau suivant :

Classe [0; [3;5 | [5;7 | [7;10]
3[ [ [

Eff.CU.. 0, 0, 0, 0,

dec 10% | 25% | 35% | 30%

a) Calculer la moyenne, la variance et I’écart
type de cette série.

5 | Le tableau suivant donne les durées de

Vi
Xi 0 1 2 4 5
0 0 3 0 0 0
1 0 4 2 2 0
2 3 5 4 4 2
3 1 4 0 1 0
5 0 2 2 0 1

a) Représenter par des points pondérés le nuage
de points associé a cette série.

b) Déterminer et placer le point moyen du
nuage.

10" Dans le plan muni d’un repére
(O;1;J),0nareprésenté par des points pondérés
le nuage associé a une série statistique a deux
caracteres x et y.

le 50 Ju 2v 4a
3. 4. 4 5. dam
(0] | "
3
[ S )

we

a) Dresser les tableaux des effectifs des deux
séries marginales.
b) Déterminer et placer le point moyen du nuage.

1171Soit 1a série statistique double :
X 3 5 6 8 9

11

y 12 |3 |4 |6 |5 |8

Représenter le nuage de points du tableau.
Calculer les coordonnées du point moyen G.
Déterminer une équation de la droite de
régression de y en X et une équation de la droite
de régression de x en y.

polygones cumulatifs croissants et décroissants.
Déterminer les coordonnées du point d’intersection de
ces deux polygones.

Déterminer le pourcentage des exploitations agricoles
de superficies : inférieur & 5 hectares ; supérieure a
10 hectares ; comprises entre 2 et 20 hectares.

9. 10n arelevé le nombre x de sceurs et le nombre y
de fréres de chacun des 40 éléves d’une classe.
On a obtenu la série double suivante :

12 | Le tableau suivant donne le poids y en kg d’un
NOUrTisson, X jours apres sa naissance.
Xi 5 7 10 14

18 22 26

Yi 3,61 | 3,70 | 3,75 13,85 | 3,90 | 4,05 | 4,1

a) Représenter le nuage de points associés a cette a
cette série.

b) Déterminer une équationde la droite de régression
de y en X et representer cette droite sur le graphique.
c) Donner une estimation du poids du nourrisson 30
jours apreés sa naissance.

13 Le tableau suivant donne la tension artérielle
moyenne yen fonction de ’age x d’une population

Age (x) 36 |42 |48 |54 |60 |66

Tension (y) |11,8 |14 | 12,6 |15 | 15,5 | 15,1

a) Determiner une équation pour chacune des deux
droites de régression.
b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire.

14 On a etudié trois caractéres X ; y et z sur une
population de cing individus et on a obtenu les
résultats suivants :

Xi 1 2 3 4 5
yi 40 45 35 35 30
zi 0 -3 1 4 -1

a) Représenter sur deux graphiques différents les
nuages de points associés respectivement aux séries
(Xi ;i) et

(Xi; zi).

b) Déterminer une équation de la droite de régression
de y en x et une équation de la droite de régression de
zenx.

c) Calculer les coefficients de corrélation linéaire des
séries (i ; Vi) et (Xi ; zj).
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