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Resumo

Neste trabalho usamos métodos da teoria quantica de campos para estudar teorias
efetivas que descrevam o magnetismo de cadeias de spin unidimensionais. Para tal
serao revisados conceitos fundamentais da teoria quantica de campos, e as suas co-
nexoes com a fisica estatistica e criticalidade. Desta maneira seremos capazes de
mostrar que a teoria efetiva que descreve antiferromagnetos de Heisenberg unidi-
mensionais, no limite de baixas energias, ¢ o Modelo Sigma Nao-Linear, com um
termo topolégico. Através do uso do grupo de renormalizacao, estudaremos o com-
portamento assintético desta teoria no acoplamento forte, assim como as implicagoes

que o termo topoldgico nos traz a esta analise.

Palavras-chaves: Renormalizacao, Modelo Sigma Nao-Linear, Antiferromagnetismo.
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Introducao

Nas ultimas décadas, o campo da fisica da matéria condensada viu um de-
senvolvimento réapido e, as vezes, quase revolucionario. Sem duvida, o sucesso do
campo deve muito aos avancos inovadores na area experimental. Porém, por mais
importante que seja, o progresso experimental, por si s, talvez nao explique com-
pletamente o apelo da fisica da matéria condensada moderna. De fato, muitos dos
resultados mais surpreendentes desta area da fisica surgiram do desenvolvimento

tedrico da mesma.

Ao longo deste progresso, varios dos métodos mais proeminentes usados tém
a origem em comum da teoria quantica de campos. De fato, esta evoluiu para um
status que vai além de um mero método, sendo encarada como a linguagem natural
para a descricao dos mais diversos fendomenos da matéria condensada. Além desta,
muitos dos conceitos mais importantes usados na area sdo prevenientes da fisica
estatistica, mais recentemente motivados pelo notdrio progresso na investigacao de

fenémenos criticos a nivel quéantico.

Com estas motivagoes, é evidente que um bom entendimento dos métodos
basicos da teoria quéantica de campos e da fisica estatistica torna-se indispensavel
para um entendimento dos fendémenos descritos pela teoria moderna da matéria
condensada. Esta é de fato a motivacao por tras deste trabalho, onde investigaremos
um problema concreto na matéria condensada sob o ponto de vista da teoria quantica

de campos.

E interessante ressaltar aqui que uma das motivacoes mais interessantes que
levam ao uso da teoria quantica de campos para se estudar esta classe de fendmenos é
a sua relacao intrinseca com a fisica estatistica, e de fato as analogias e consequéncias

desta conexao irao permear este trabalho desde o seu inicio.

O cerne desta conexao estd no formalismo de integrais de trajetérial, originando-
se da chamada rotagao de Wick, que até entdo é encarada como um mero artificio
matematico, usada para a realizacao de calculos de maneira mais formal dentro deste
formalismo. Para visualizarmos esta conexao, considere, por exemplo a amplitude
de transicao de uma particula quantica com um grau de liberdade, x, que se propaga

no intervalo de tempo t € 0,7, sob a agdo de um potencial V' (z). Esta amplitude

1 Uma breve introducdo a este formalismo pode ser vista no apéndice A
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é escrita como uma integral de trajetéria como:

(& o—iAT |z) = /Dx exp{i/OT dt [ZL <CZ>2 —Vi(x) } (1)

Agora considere que, por algum motivo diverso, seja efetuada a rotagao de

Wick, o que faz com que tenhamos a seguinte integral de trajetéria euclideana:

/Dxexp{—/OTdT [Z‘ (;ii)Q—i—V(:v) } 2)

Até aqui encaramos este procedimento como um mero artificio matematico,

que facilita calculagbes mal definidas com o tempo real. Porém a expressao (2)
carrega uma interpretacao que vai além do que estamos considerando até agora,

sendo exatamente a funcao de particdo um campo classico unidimensional.

Esta realizacdo ¢ facilmente vista ao se considerar uma corda elastica de
comprimento T' e tensdo m, fixa nos pontos x e x’. Supondo que o sistema esteja

sob um potencial externo V(x), a energia potencial da corda seré:

Bale(r)) = [ dr [; (%) + v<x<r>>] 3)

E importante notar que 7 nao é a variavel temporal do sistema, mas sim o
comprimento da corda. Com esta expressao dada, a funcao de particao classica do

sistema serd proporcional a:

218 ~ [ Da(r) exp{~BEpmla(r)]}, (4)

onde foi omitida a contribuicdo da energia cinética, visto que a mesma pode ser
fatorada e nio depende de z e nem de 2. E natural esperar uma integracio funcional
aqui, pois a operacao de traco que define a funcao de particdo deve ser tomada

continuamente em todas as configuracoes possiveis do sistema.

Assim chegamos a conclusao de que a integral de trajetoria euclideana de
uma particula quantica pontual é analoga a funcao de particdo de um campo cléssico
unidimensional, pois a variavel temporal ¢ agora associada a uma varidvel que mede

o comprimento da corda.

Este é um resultado que pode ser mais facilmente generalizado para a teoria

quantica de campos. Considerando uma teoria de campos em d dimensoes espacias,
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realizamos uma rotacao de Wick no funcional gerador, que se transforma no funcional

de uma teoria de campos euclideana:

ZgplJ] = /DQS exp{—/dedeE[(b} - /drddxgzﬁ(x)J(a:)} (5)

Da mesma maneira que associamos uma integral de trajetéria da particula
pontual a funcao de particao de um sistema estatistico com uma dimensao, podemos
associar o funcional gerador de uma teoria de campos euclideana d-dimensional com
uma fungio de parti¢io de algum sistema estatistico? (d + 1)-dimensional, sendo a

dimensao extra descrita pelo tempo imagindrio.

O fato de que a rotacao de Wick realiza uma analogia com um sistema com
uma dimensao extra é matematicamente consistente, pois ao se considerar uma
teoria de campos euclideana, a variavel temporal se transforma da mesma maneira
que as espaciais, nos dando uma invariancia por rotagoes e translagoes em D = d+1
dimensoes. Isso somado as condi¢oes de contorno periddicas induzidas pela operagao
de trago nos leva a uma descricao do espaco-tempo como um cilindro, que pode ser

visto na figura abaixo:

Figura 1 — Espaco-Tempo Euclideano como um cilindro com perimetro de circunfe-
réncia 5 = 1/T.

A realizacao desta conexao entre as duas teorias é de extrema utilidade, visto
que a funcao de particao essencial para a fisica estatistica, onde a partir desta é pos-
sivel extrair quantidades termodinamicas macroscopicas de modelos microscopicos.
Assim, um dos problemas centrais da fisica estatistica, que é encontrar Z para um
dado sistema, pode ser traduzido em um problema na teoria de campos com uma

integral de trajetoria, e vice-versa.

2 O termo de fonte aqui pode ser interpretado na fisica estatistica como um campo externo, como

por exemplo, um campo magnético externo em sistema de spins.
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A utilidade do intercambio de técnicas entre estas duas areas é notéria para
a fisica da matéria condensada, onde um dos conceitos mais importantes utilizados

sob o ponto de vista da fisica estatistica é o de transicao de fase.

Vamos relembrar alguns conceitos basicos da teoria de transicao de fase com
o exemplo da transigao ferromagnética de um sistema de spins em uma rede discreta.
Considere que este sistema estd inicialmente na fase em que os spins estao desalinha-
dos. Conforme a temperatura do sistema ¢ diminuida, o efeitos de interagdo entre
os spins se tornam aparentes, e assim sao formados aos poucos aglomerados com
spins apontando na mesma direcao. A escala de comprimento destes aglomerados
¢ denominada por comprimento de correlacdo, geralmente denotado por £. Quando
estamos proximos da temperatura critica, o sistema tem um comprimento de corre-
lagao de alguns comprimentos atomicos. Nesta configuragao é dito que o sistema se

encontra na ordem em curto alcange.

Ao atingirmos a temperatura critica, o comprimento de correlagao diverge.
Neste ponto o sistema se comporta com um modo coletivo tinico, e estruturas orde-
nadas existem em todas as escalas de comprimento. Assim, neste ponto o sistema

se encontra na ordem a longo alcange.

Uma descri¢do natural para estas flutuacoes a longo alcance é de fato em
termos de uma teoria de campos continua, que é formalizada pela conexao que dis-
cutimos mais acima. Uma das caracteristicas mais interessantes desta descricao em
termos de campos é o surgimento de uma relacao entre o comprimento de corre-
lacao de um modelo estatistico com a massa da teoria de campos. Isso pode ser
visto de maneira explicita se considerarmos a fun¢ao de correlacao de dois spins, por

exemplo, que em geral se comporta como:

e~ li=il/

<5z‘5j> = Gij ~ W’ (6)

Onde € é de fato o comprimento de correlacao, o que faz sentido, visto que a
funcao acima mede a escala efetiva em que temos dois pontos na rede correlacionados.
A féormula analoga a esta na teoria de campos euclideana é dada pela funcao de
correlagao de dois pontos, ou o propagador, que para um campo escalar livre é dada

por:

7/2md2
GE(ZEI . 132) _ \/7 —m|z1—z2 (7)

—€
(2m)4/2 (mlay — 2a]) T

A demonstracao desta formula pode ser vista no apéndice A. Aqui vemos

claramente que as duas quantidades decaem exponencialmente, e assim é possivel
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escrever a seguinte relacao:

mn~ — (8)

Desta maneira, quando um sistema esta no ponto critico, a sua descri¢ao por

meio de uma teoria de campos é tal que a massa seja nula.

Embora a ideia de descrever um sistema estatistico complexo por intermédio
de uma teoria de campos pareca satisfatéria, devemos levar em conta que sao poucas
as solugoes exatas conhecidas na teoria de campos. Em geral devemos usar métodos
de aproximagao, sendo a teoria de perturba¢ao o mais o proeminente destes. Uma
das caracteristicas mais notérias das solugoes perturbativas de teorias de campos é
a presenca de divergéncias, que geralmente podem ser eliminadas por um processo

de renormalizacao.

No contexto em que estamos, ao invés de tratarmos os problemas de diver-
génicas usando a renormalizacao perturbativa, ¢ mais util usar técnicas do chamado
grupo de renormalizacdo, onde estudamos como uma teoria em geral se transforma
conforme a escala de interesse muda. O grupo de renormalizagao de fato consiste em
um conjunto de ideias, que pode ser aplicado nas mais diversas situacoes e proble-

mas.

Para o caso de uma teoria de campos, a origem das divergéncias pode ser
vista como a maneira inapropriada em que as flutuacoes sdo contabilizadas, visto
que na expansao perturbativa todos os momentos sao tratados sob o mesmo pé de
igualdade. A ideia do grupo de renormalizacao aqui é considerar qual é a escala que
de fato é importante para o problema, eliminado os graus de liberdade que estao

além desta.

Este procedimento leva a uma construcao de uma teoria efetiva, que para
sistemas na matéria condensada e na fisica estatistica sao teorias definidas em uma
escala de longos comprimentos de onda. Assim, o interesse em geral desta classe
de problemas ¢ a eliminac¢ao dos graus de liberdade associados aos momentos mais
altos da teoria. Isto pode ser feito por uma integracao funcional de maneira direta,
por exemplo. Um processo como este é caracterizado como uma transformacao do
grupo de renormalizacao, que toma uma teoria com um certo conjunto de para-
metros e leva a outra em uma outra escala, descrita por um conjunto diferente de
parametros. Um resultado importante neste tipo de anélise é a dependéncia da es-
cala que as constantes de acoplamento da teoria tomam quando consideramos este
tipo de transformacao. Ao considerar uma transformagcao infinitesimal, podemos cal-

cular qual a dependéncia dos parametros da teoria com a partir de uma equagao



14 Introducao

diferencial, denotada por:

B(g(ao)) = ao2\%2) (9)

dCLO

Onde g(ag) é um pardmetro que depende de uma certa escala ag, que pode

ser uma escala de comprimento, por exemplo.

Assim, com o uso destes métodos podemos estudar um problema na matéria
condensada sob o ponto de vista da teoria quantica de campos, e considerar um

teoria efetiva na escala de interesse, usando técnicas do grupo de renormalizacao.

Neste trabalho focaremos exclusivamente no problema de se descrever uma
cadeia de spins unidimensionais . Este é um sistema que foi extensivamente estudado,
sendo um dos mais notoérios resultados devido a Haldane, onde o mesmo conjectura
uma ha diferenca crucial entre cadeias de spin, onde as de spin inteiro sao descritas
por uma teoria de campos massiva, ou, com comprimento de correlagao finito, e as de
spin inteiro sdo nao massivas, estado no ponto critico, e assim, com um comprimento

de correlagao infinito.(HALDANE, 1983a)(HALDANE, 1983b)

Este é um resultado inesperado ao se considerar a fenomenologia conhe-
cida das cadeias de spin, onde esperava-se que todas as cadeias nao fossem massi-
vas(FRADKIN, 2013). Para chegar a este resultado, deve se considerar uma teoria
de campos efetiva, que descreva a cadeia de spins a uma escala de baixas energias.
Para isso, é 1til se fazer uso do formalismo de integrais de trajetéria, o que nos leva
a necessidade natural de encontrar a integral de trajetoria de um sistema de spins,

o que ¢é feito no capitulo a seguir.
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1 Integral de Trajetéria para Spins

Iremos considerar um sistema com apenas o grau de liberdade de spin-S e
um termo de acoplamento com um campo magnético externo, e assim sera derivada
a funcao de particdo com o uso de integrais de trajetoria. Este resultado sera tutil
para uma derivacao semelhante no caso de uma cadeia de Spins. Uma caracteristica
importante a ser vista aqui é a presenga de um termo topoldgico na acao do spin,

que pode, ser interpretado como um termo de monopolo.

Para a construcao da integral de trajetéria, vamos considerar o conjunto com-
pleto de estados coerentes de spin, que tem a interpretacao de serem os autoestados
mais “classicos” do operador de spin, como veremos mais adiante. A defini¢ao geral

de estados coerentes pode ser vista no apéndice B.

1.1 Estados Coerentes de Spin

Como mencionado, vamos considerar um sistema extremamente simples, cujo
o unico grau de liberdade ¢ o do spin. O espago de Hilbert ‘H é formado por vetores
que se transformam de acordo com representagdes irredutiveis do grupo SU(2),
definido como o conjunto de matrizes 2 X 2 unitarias com determinante igual a 1,

i.e., como:

SU(2) = {g € Mat(2,C) |g'g = 1,det g = 1} (1.1)

Como SU(2) é compacto, todas as suas representagoes irredutiveis sao uni-
tarias, e de dimensao finita, dada por 25+ 1, com 25 € N, que podem ser rotuladas
como T, Esta é a dimensao do espaco de Hilbert 4 em que a representacao 7
atua, onde este é provido de uma base ortonormal, {|S, M)}, que sdo autoestados

dos operadores S? e Ss:

S*|S, M) = S(S+1)|S, M) (1.2)
S3|S, M) = M |S, M) (1.3)
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Com S? = S?+ 52+ .52, e os operadores {S;}, com i = 1,2, 3, obedecendo & seguinte

relacdo de comutagao, formando a algebra de lie de SU(2):

[S:, 5] = i€;xSk (1.4)

O primeiro passo para realizar um tratamento com integrais de trajetéria
é considerar um sistema completo de estados. A primeira vista, a escolha mais
6bvia seria usar o conjunto de estados de {|S, M)}, mas iremos tomar um caminho
diferente, usando os estados coerentes de spin[2], que sao definidos pela atuacgao da
representagao irredutivel de SU(2) no estado de peso mais alto, dado pelo |S, M)
com o maximo autovalor M, i.e., dado por |5, S), que em geral é denotado por |0).

A principio entao, temos o conjunto de estado coerentes dados por

{lg) =T®(g)]5,8), g€ SU2)} (1.5)

Entretanto, é¢ importante notar que 7)(g) nio é a tinica transformacao que
leva |0) ao vetor |g), visto que dois estados |g) e |¢') s@o fisicamente equivalentes
se diferem por uma fase. Desta maneira, definimos o subgrupo H C SU(2) como o

conjunto de transformacoes que levam um dado estado a outro equivalente:

{he sU@) | T®(h)]g) = e g)} (1.6)

Se este subgrupo for maximal, serd chamado de subgrupo de isotropia.

Assim, para eliminar a redundancia na defini¢cao dos estados coerentes, iremos
tomar o espaco quociente SU(2)/H. Agora cada estado fisico pode ser unicamente
parametrizado por uma classe de equivaléncia em SU(2)/H. Pode-se mostrar que o

espago SU(2)/H é isomorfo ao conjunto de matrizes de SU(2) do tipo:

{(_(;* j),a€R+,6€C} (1.7)

Como as matrizes acima sdo elementos de SU(2), temos que a seguinte con-

dicao deve ser satisfeita:

A+l =at+ 2 +pE=1 (1.8)

O que nos mostra que o espago SU(2)/H, tem a topologia de uma esfera S?,

i.e, o conjunto de vetores unitarios n = (sin  cos ¢, sin @ sin ¢, cos ). Isto nos permite
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parametrizar os elementos do espaco quociente, e consequentemente o conjunto de

estados coerentes, por coordenadas esféricas. Escolhendo:

o = cos(0/2), B =sin(0/2)e " (1.9)

com 0, ¢ € [0,27), os elementos g, de SU(2)/H podem agora ser escritos por:

0
Jn = €XPp ii(al sin ¢ + oy cos 9) |, (1.10)

onde aqui o7 e 0y sao as matrizes de Pauli nas dire¢oes x e y. Vemos aqui que g,
¢ uma rotagao por um angulo # em torno de um vetor m = (sin ¢, cos ¢, 0), que
¢ perpendicular tanto ao vetor n = (sin cos ¢, sin 6 sin ¢, cos @), quanto ao eixo de
quantizagdo ng = (0,0,1). De maneira geral, uma representagao de spin S de g,,

T tera a forma:

T(S) (gn) = D(S)(Il) _ eiQm-S _ 6i9(n0><n)~S (1'11)

Aqui j& definimos a notagao usada por (FRADKIN, 2013) para a representa-
¢ao irredutivel que gera os estados coerentes. Usando agora o fato de que os estados
coerentes sao definidos unicamente por elementos de SU(2)/H, podemos finalmente

escrever um estado coerente qualquer por:

In) = D (n) |8, S) = ¥moxm)S g gy (1.12)

Podemos interpretar este estado como o estado mais “classico” de spin, pois
este minimiza a relacao de incerteza para o spin, assim como o estado coerente
do oscilador harménico minimiza a incerteza entre 2 e p*> (PERELOMOV; PE-
RELOMOV, 1986). Esta interpretacao fica mais evidente se percebermos que n é

simplesmente a direcao do spin S.

Em termos dos estados |S, M), o estado |n) pode ser escrito como:

n)= 30 Dirs(w)|S. M), (1.13)

onde as matrizes D](\i)g(n) sao as matrizes da representacao de spin-S. Explicitamente

podemos escrever:
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S

m) = > |S, M)S, M| D (n)|S,S) (1.14)

M=-S
S .

= Y |8, MXS, M| o8 g g) (1.15)

M=-S
S . .

— 3|8, M)(S, M| eS¢ | 5 . (1.16)

M=-S

Aqui usamos outra forma de se escrever o operador D) (n), dada pela para-
metrizacao por dngulos de Euler (KLAUDER; SKAGERSTAM, 1985). Efetuando-se
a expansao da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff é facil mostrar que esta forma
de D™ (n) é igual & definida em (1.11). Temos entdo:

S
n) = > M |S, MYS, M| S, S) (1.17)
M=-S
S .
= > M3 g(0)]8, M). (1.18)
M=-S

Usamos aqui que o elemento de matriz do operador €% é dado pela chamada
matriz de Wigner reduzida, dy;,,,(6)(WIGNER; GRIFFIN, 1959), onde temos aqui
o caso com S = M’. Escrevendo a forma explicita de d3,4(#), temos entdo a forma

da matriz D](\f[)s(n):

D'5.(n) = eww G Mfig D cos®M(9/2) sin M (6/2). (1.19)

E importante notar que as o cunjunto de operadores D*)(n) nao formam
um grupo, pois o produto de dois elementos deste conjunto é um terceiro a menos

de uma fase:

D) (n;) D) (ny) = D) (ng)e'®m1n2ns)Ss (1.20)

Em termos matematicos, dizemos que o fator de fase é um cociclo, e que os
operadores D) (n) fornecem uma representacio projetiva. O termo ® (ny, ny, ng) é
a area do triangulo geodésico formado pelos vetores ny, ny, ng, como podemos ver

na imagem abaixo:

E importante notar que existe uma ambiguidade na definicdo desta area, j&

ue S? é uma variedade sem bordo, e assim podemos definir ® (n;, ny, ng) como
) ) )
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Figura 2 — Tridngulo geodésico formado pelos vetores ny, ns, ns.

a area de “dentro”(em cinza) ou a de “fora” (em branco). Porém, como as duas
definigoes diferem apenas por 47, esta ambiguidade gera uma fase exp(idr M), com
M sendo o autovalor de S3, que é inteiro ou meio-inteiro, e assim, o fator de fase é
1. Podemos também considerar esse resultado como um requisito para que M seja

quantizado.

A sobreposicao de dois estados de spin é dada por:

(n1|nz) = (0] D' (ny) D) (ny) |0) (1.21)
= (0] D'®) (ng)e*nrm2mo)S= ) (1.22)
) 1+ny.n5\°
— z<I>(n1,n2,n0)S 1 2> 123
‘ ( 2 (1.23)

Podemos usar também a forma matricial dos operadores (1.19) para mostrar
o produto escalar acima. Embora nao sejam ortogonais, como vimos agora a pouco,
os estados coerentes de spin formam um conjunto completo (overcomplete), e a

resolucao da identidade em termos deste conjunto de estados é dada por:

1- /du(n) InYn|. (1.24)

A quantidade du(n) é a medida invariante do espago quociente SU(2)/H,

dada explicitamente por

25 +1
du(n) = gé <n2 - 1) d*n. (1.25)
47
Para encontrar a normalizagao %, usamos o lema de Schur, como descrito

no Apéndice B
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1.2 Funcao de Particao e Termo de Wess-Zumino

Agora estamos prontos para escrever a funcao de particdo do sistema com
o uso dos estados coerentes de spin. Denotando it = —f, isto é, realizando uma

rotacao de wick, a integral de trajetéria se torna a funcao de particao do sistema:

7 = Tre'ft = Tre PH (1.26)

Com a hamiltoniana dada por H = —p - B. Vamos agora discretizar o tempo
imaginario em intervalos de comprimento d7, onde 67N = (5. Usando a féormula de
Trotter, podemos escrever:

N
Z =Tre P = lim Tr (e_‘STH) (1.27)

N—o0
6t—0

Agora inserimos a resulucao da identidade entre cada intervalo de tempo 7;,

o que nos da:

S e T R
- lim (H/du n(r) ) (H n(n) (7)) — o7 (n(Ti)|H|n(Ti+1)>> (1.29)
6t—0 \i=l1 =1

onde 7; pertence ao intervalo [0, 5] e usamos o fato de que 67 é muito pequeno para

poder eliminar os termos de segunda ordem na exponencial.

Como o primeiro termo é simplesmente a sobreposi¢ao de dois estados coe-

rentes, temos

s
1P (n;,n;41,0 ]_—|—HTZ"1’1 Ti
(n(73)[n(7i41)) = e Moni O)S< : )2 . +1)> . (1.50)
E o segundo termo pode ser aproximado por:
)| H i
n(7:)| # n(7i11)) « (n(r)| H |n(7;)) + O(67) (1.31)

(n(7:)[n(7i11))

Usando estes resultados, podemos reescrever a funcao de particao como:

N—oo
61—0

N
X (H ei@(ni,ni+1,no)5 [1 + n(T'L)

=1

Z = lim <H/dp, n(r,) )

=1

) nm“)] S [1 — b7 {n(m)| H |n<n->>D )
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Com esta expressao em maos, podemos definir a agao euclideana, ainda dis-

cretizada, por

_SE[II] = ZS;(I) (ni; N1, nO) +
+ S;ln <1 + H(Ti)Q' nz(Tz‘+1)> — 07y _(n(n)| H In(r)) (1.33)

i=1

Onde tltimo termo em (1.32) foi reescrito como uma exponencial.

Com a agao euclideana acima, podemos escrever a funcao de particao do sis-
tema na forma de integracao funcional, familiar a expressao para o gerador funcional

em teoria de campos:

Z = lim / D(n)e 5=, (1.34)
N—oo
61—0

Notemos que esta é apenas uma expressao formal, onde mantemos os limites
pois a agao acima ainda nao esta escrita de forma continua, e a medida de integragao

¢ dada por:
N

D(n) = [[ du (n(r)).
i=1
O primeiro termo da agdo é puramente geométrico, e é facilmente interpre-
tado como a soma das areas dos N triangulos geométricos formados pelos vetores
np, Njq €Ny, que no limite para o tempo continuo se torna uma superficie que
contém o pdlo norte da esfera (o vetor ng) e cujo bordo é uma curva orientada
I' = {n(7)}, que nos da a “histéria” do spin. A superficie com bordo I' que contém

ng serd denotada por X1 e a outra parte da esfera é dada por X7, como na figura 3:

Figura 3 — A curva I e as superficies X" e ¥~

Este termo entdao deve ser escrito como a drea da regiao Y 1. Denotando

n(r,s), com s € [0,1], como uma extensdo arbitraria de n(r) da curva I' para o
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interior de X1, tal que:

n(7,0) =n(7) (1.35)
n(r,1) =ny (1.36)
n(7+ f5,s) =n(r,s) (1.37)

A 4rea de X" pode ser entao escrita de maneira geral como:
1 B

A (Z*) :/ ds/ drn(7,s) - (0.n(r1,s) x n(r,s)) = Swz[n] (1.38)
0 0

Esta é a chamada Ac¢do de Wess-Zumino, que, como vimos, tem carater

puramente topolégico. Este termo também é chamado de Fase de Berry.

Tomando o limite formal para o tempo continuo nos outros termos de (A.33),

é facil mostrar que a acao euclideana toma a forma:

Spn] = —iSSws + SjT /0 dr (9n(r))? + pS /0 " 4B - n(r) (1.39)

Notemos que o segundo termo ainda nao foi descartado no limite 67 — 0.
Isso pois podemos interpretar a agao acima como exatemente a acao de uma particula
com uma massa S07/2 vinculada a uma esfera, com um monopolo magnético no

centro, cujo potencial corresponde exatamente a acao de Wess-Zumino.

1.3 Acdo para um Conjunto de Spins

Com os resultados obtidos na secdo anterior, ¢ simples realizar uma genera-

lizagdo para um sistema (unidimensional) de muitos Spins.

Consideraremos entdo uma rede arbitraria em uma dimensao, com N sitios,
e um spin em cada sitio. O Espaco de Hilbert agora serd um produto tensorial dos

espagos H descritos na secao 1.1:

N
H=QH, dimH)=(25+1)N
j=1

O processo para escrever a funcao de particdo do sistema é efetivamente o
mesmo que foi descrito na se¢do anterior, e a acao euclideana do sistema toma a

seguinte forma:

N

SE[n]:—iSZ:lSWS[n m/ dT 8nr7' +/ irS> 1 (n(r, )| # n(r, 7))
a o (1.40)
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Onde o vetor r € a posicao de n na rede. O segundo termo, como discutido no
fim da secao anterior, serve apenas para realizarmos uma analogia desta acao com
o caso de uma particula de massa m vinculada a uma esfera com um monopolo no

centro. A partir de agora nao iremos mais escrever este termo, dado que m — 0.

A Hamiltoniana ainda nao foi especificada apenas por fins de generalidade.

Podemos escolher a seguinte Hamiltoniana para o sistema:

=Y JS(r)- S(r) (1.41)
(r,r’)

Onde (r,r’) é um par de pontos arbitrarios na rede, e Jy ,»» ¢ uma constante de
acoplamento da interacao entre dois spins S(r) e S(r’). Escolhemos esta forma para
a hamiltoniana pois nos proximos capitulos vamos focar a nossa andlise no chamado
Modelo de Heisenberg, para descrever o ferromagnetismo e o antiferromagnetismo a

nivel quantico.

Com esta escolha de H, e ja efetuando uma rotacdo de Wick no sistema, a

acao de um sistema de muitos Spins é:

Su[n] =S Z;SWS[H(I‘)] — /OT dt (Z) Jey (n(r,7)|S(r) - S(r') In(r, 7)) . (1.42)

Usando o fato de que o valor esperado do operador de spin S(r) é Sn(r), temos:

Sum] =8> Swsn(r)] — 5? /OT dt > Jewn(r,t)-n(r', ) (1.43)
r=1 (r,r’)

Vemos que a agao efetiva para um conjunto de N spins se escala com o valor

de S, e assim, a integral de trajetéria
Z = /DneiSM[“]

é dominada pelos pontos estacionarios da agdo Sys[n] quando S — oo, isto é, no
limite semi-classico, e as corre¢oes no limite para S grande podem ser arranjadas em
poténcias de 1/S [Ref]. Este processo é semelhante ao que ocorre quando tomamos
o limite para h tendendo a zero na integral de trajetéria para um sistema quantico

sem spin, como descrito no Apéndice A
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2 Magnetismo Quantico e o Modelo

Sigma Nao-Linear

Neste Capitulo iremos aplicar os resultados obtidos com a integral de caminho
para varios spins no modelo de Heisenberg para Ferromagnetos e Antiferromagnetos,
e estudar algumas propriedades destes sistemas. Assim, vamos derivar uma teoria
de campos efetiva para descrever o (anti)ferromagnetismo em baixas energias. Este
serda o Modelo Sigma Nao-Linear com um termo topologico, remanescente do termo

de Wess-Zumino encontrado no capitulo anterior.

2.1 Ferromagnetos Quanticos

Vamos comecar com um sistema ferromagnético 1D, descrito pela Hamilto-
niana da equacdo (1.41), onde agora o termo J,,/, que descreve a interagao de dois
Spins na cadeia, é uma constante —|.J|, que se restringe aos vizinhos mais préximos.
Esta é a Hamiltoniana do modelo de Heisenberg para um ferromagneto(FRADKIN,
2013):

=M1 % s (2.1)

Para um sistema descrito por esta hamiltoniana, o estado com todos os spins
alinhados na mesma direcao, isto ¢, com
i
¢ o ground state exato, e pode ser representado de maneira pictéria como na imagem

abaixo:

SRR IIIRRERERRTREE, HHHHHH
T T T T T T T T

Figura 4 — Ground State do Ferromagneto de Heisenberg

Considerando esta hamiltoniana, a agdo para a cadeia de spins toma a forma

mais simplificada

Sun] = SiSWS[ +SQ|J|/ dt > n( n(r' t) (2.2)

(r,r")
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A principio poderiamos usar esta forma da agdo, mas vamos usar o vinculo

n? = 1 para escrever:
(n(r,t) —n(r',1))> = n?(r,t) + n(r',t) — 2n(r, 1) - n(r', ) (2.3)

=2—2n(r,t) -n(r't) (2.4)

Portanto, a menos uma constante aditiva, a acdo é reescrita da seguinte

maneira;:

Sun] =5 Swsn(r)] -

ST (n(r,t) —n(r' 1)) (2.5)
r=1 2 /0 <§>

Esta forma a nos serd extremamente conveniente para calculos futuros.

Vamos agora deduzir qual é a teoria efetiva, continua, para o ferromagnetismo
quantico 1D no limite de baixas energias, isto é, para comprimentos de onda grandes.
Este é o limite onde o cuttoff espacial, ou a constante da rede, que denominaremos

por ag, se torna infinitesimal.

Este é um caso extremamente simples pois no seu ground state, o ferromag-
neto tem os spins alinhados, como visto na figura 4, o que nos permite definir o

vetor n(r,t) como uma funcdo continua de x, i.e., n agora serd um campo.

Usando entao o fato de que o cutoff espacial é infinitesimal na escala que nos
interessa, e que agora n é uma fungao continua da posi¢ao, com r e r’ sendo vizinhos

imediatos na rede, podemos reescrever o termo dinamico da ag¢ao como:

(n(r,t) —n(', 1)) ~ a2 (9,n(z, 1)) (2.6)

Com este resultado, podemos finalmente escrever a acao efetiva para um

ferromagneto quantico unidimensional no limite para baixas energias:

Sun] = C‘Z / dz Sysn] — 52|2‘]|“° / dz /0 it (0w (z, 1)) (2.7)

Ao contrario do que foi mencionado na introducao deste capitulo, ndo chega-
mos no modelo sigma nao-linear. De fato, como veremos na proxima se¢io, apenas o
antiferromagnetismo é descrito, neste limite, pelo modelo sigma nao linear (NLSM).
O que faz com que a agdo na equagao (2.5) nao seja a do NLSM ¢ a falta de uma
derivada temporal quadratica, como veremos mais adiante. Isto tem implicacoes

profundas no que tange ao espectro de exitacoes da teoria.

As exitagoes de um magneto quantico sao geralmente descritas pela chamada
teoria de Spin- Waves (Ondas de Spin)(AUERBACH, 1998), onde é bem conhecido o
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fato as exitacoes de um ferromagneto obedecem a uma relacao de dispersao quadra-
tica(BLOCH, 1930), o que nos faz esperar que tenhamos duas vezes mais derivadas

espaciais que temporais na agao da teoria.

Vamos entdo verificar este fato. Para tal, usaremos o vinculo local n?(x,t) —
1 = 0. Este vinculo é introduzido na acao por meio de um multiplicador de lagrange

A(z,t), nos dando um termo extra na agao:

Sentraln, A = /dx/ dt Az, t) (n*(z, 1) — 1) (2.8)

De tal maneira que a agao total do sistema é dada por:

Sr[n] = Syn] + Septra[n, Al (2.9)

Vamos deduzir as equacoes de movimento para esta agdo. A variacdo do

termo de Wess-Zumino é dada por:

T
58wy = /0 dt 51 - (9 x n) (2.10)

A variagao do termo dinamico da agao, o qual chamaremos de Sy, é calculada

COIMo:

. ’J‘S2a0 T 2
080 = =1 /d:p/o dt § (9,n(z, 1))

_M‘?%/dx/:dt (6n- 9?0+ 0, (on - 9,n)) (2.11)

Eliminando o termo de derivada total, temos:

B |J|52a0 T 2
080 = = /dx/o dt on - 9%n (2.12)

Por fim, a variacao do termo extra da acao ¢ dada por:
0Sestra[D, A] = /dac/ dt Mx,t) |(n(x,t) + on(x,t))* — 1} — Sextra[n, A] - (2.13)

- = / dz /0 dt A [(n (2,8) = 1) +200(2,t) - 02, )] ~ Searran, A

— [ | "t on(a, t) - nz, A (@, 1) (2.15)

Assim, a variacao da acao total é dada por:

3Sr[n / dz / dt on - [n x O+ |J|S%agd?n + nA(x, )] (2.16)
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E com este resultado, podemos finalmente escrever a equacao de movimento

para um ferromagneto quantico:

S
nx om + An = —|J|S%ax0*n (2.17)
0

Tomamos agora o produto escalar desta equagao com o vetor n(z, t), e usando
o vinculo n*(z,t) = 1, é possivel encontrar a expressao para o multiplicador de
lagrange:
A = —|J|S%*an - 9’n (2.18)
Agora que encontramos o nosso multiplicador de lagrange, iremos substitui-lo
na equacao de movimento:
Sn x O+ |J|S%ag [02 — (n- 92n)|n =0 (2.19)

Usando o produto triplo

nx (nxdn)=(n-9)n—9*(n-n) (2.20)
= [n- 92— 9|, (2.21)
temos:
n x 9,n — |J|Sain x (n x %) =0 (2.22)
= J,n = |J|Sain x &’n (2.23)

Esta é a equacao de Landau-Lifshitz, que é uma equagao diferencial nao
linear com derivadas temporais de primeira ordem e espaciais de segunda ordem, o
que nos leva a uma relacdo de dispersao quadratica! Esta é uma equacao que em
geral descreve o movimento de precessao de um spin em um sélido[L&L book 9 cap

7], com velocidade de precessao dada por:

Q = —|J|Sa20’n

Para escrever as relagoes de dispersao do ferromagneto, podemos tomar o
regime linear da teoria. Parametrizando o vetor n como n = (o, my, my), satisfazendo
o vinculo 0% + 72 + 72. Com esta forma para n, as equacdes de Landau-Lifshitz

linearizadas tomas a seguinte forma:

('3t7r1 ~ —‘J|SCL38§TF2, (224)
Oy ~= —|J|Saioim (2.25)
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A partir destas equagodes, é facil ver que a relacao de dispersao é dada por

Ipo| ~ | J|Sag|p|*, (2.26)

que ¢ exatamente o que queriamos mostrar, uma relagao de dispersao quadratica,
ou em outras palavras, que a frequéncia das exitacoes de baixas energias para um
ferromagneto sao proporcionais ao momento ao quadrado. Esta é a chamada de
Lei de Bloch(BLOCH, 1930). Isto é um indicio da consistécia da teoria efetiva que
construimos, ja que a mesma nos retorna um resultado ja bem conhecido na teoria

do ferromagnetismo.

Agora que ja temos um entendimento razoavel da teoria de campos que
descreve ferromagnetismo a baixas energias, vamos nos voltar para a sua contraparte,
o antiferromagnetismo, que sera bem menos trivial devido as caracteristicas do seu
ground state, e isto nos levard a resultados bem mais interessantes (e topolégicos!)

que os discutidos aqui.

2.2 Antiferromagnetos Quanticos

Consideraremos agora o Modelo de Heisenberg para um antiferromagneto,
onde na hamiltoniana em (1.41), o termo que descreve a interacao Jy, é dado por
uma constante J > 0, que se restringe aos vizinhos mais proximos, assim como no
caso ferromagnético. A hamiltoniana do antiferromagneto em d dimensoes é entao

dada por:

=17 S(r)-S(r) (2.27)
(')

Classicamente, i.e., no limite para S grande, tais tipos de modelos tendem a
minimizar a sua energia fazendo com que os vizinhos mais préximos tendam a ficar

antiparalelos, como no caso unidimensional descrito na imagem abaixo:

Figura 5 — Estado de Néel

Este é o chamado estado de Néel. Aqui escolheremos uma rede bipartida,
isto é, uma rede que se divide em outras duas subredes equivalentes intercaladas,
de maneira que cada sitio tenha seus vizinhos mais proximos pertencendo a outra

subrede. A condic¢ao para que tenhamos o ground state como um estado de Néel é
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imediatamente satisfeita em uma rede bipartida. Em d > 1 + 1 efeitos interessantes
surgem ao considerarmos uma rede nao bipartida (ou entao se considerarmos intera-

¢oes além dos vizinhos mais proximos em qualquer dimensdo.), como pode ser visto

m (SACHDEV, 2011).

Com a Hamiltoniana do sistema dada, escolhemos uma rede bipartida unidi-
mensional, isto é, uma cadeia, com um nimero par de sitios N ocupados por spins-S.
Cada sitio é rotulado por um ntimero inteiro que denotaremos por j = 1,..., N. Po-
demos entao escrever a agao, com o tempo real, de uma cadeia antiferromagnética

COImo:

Sun] = Sg:sws[ SQJ/ dtz n(j,t)-n(j+1,1). (2.28)

J=1

Como esperamos estar em torno do estado de Néel, imporemos a seguinte

condigdo para o vetor n(j):

n(j) — (=1)’'n(j) (2.29)

O termo de interagao entre dois spins na acao é reescrito da seguinte maneira:

Soln ——SQJ/ dtz 1)%*1n(j,) - n(j + 1,1) (2.30)

Usando agora o vinculo n?(j) = 1, e o fato de que (—1)**! = —1, podemos

reescrever este termo da agao a menos de uma constante:

521J]

T
Soln) = === [ dt Y (i) = n(i +1.1))° (2:31)
j=1
Vemos aqui que este é exatamente o mesmo termo que encontramos para um
ferromagneto unidimensional! Por defini¢ao é facil ver que o termo de Wess-Zumino

é impar, e assim, apds impormos a condigao (2.29), a acado fica da forma

Suln] = 83 (~1)Swsln(x)] — 217!

/OT dtz (n(j,t) —n(j +1,¢))*  (2.32)

Desta maneira, concluimos que o tnico termo que distingue a acao de um
ferromagneto para um antiferromagneto é o termo de Wess-Zumino, um efeito pu-

ramente quantico.
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Agora que construimos a acao para um antiferromagneto de Heisenberg uni-
dimensional, vamos deduzir a teoria efetiva que descreve este modelo no limite de

baixas energias, ou, de comprimentos de onda grandes.

Para isso vamos dividir o vetor n em duas componentes, uma parte que
varia pouco, denotada por m(j), que pode ser interpretada como o pardmetro de
ordem, e uma parte pequena que contabiliza as flutuacoes mais altas, denotada por
1(7)(AFFLECK, 1988). Escrevemos entao o vetor n como:

n(j) = m(j) + (=1)aol(j), (2.33)

onde ag € o cutoff espacial. As quantidades m e 1 sdo agora fungoes continuas,
mas por ora manteremos a notagao m(j) e 1(j). Ainda devemos ter o vinculo local

n(j)? = 1, que agora ¢ dado por:
() + (-1 aol())’ = m2() +2(~1Yagm(l) 1) + O@d) (234

Onde sao descartadas contribuigoes de ordens superiores de ag. Impondo

m?(j) =1 e m(j)-1(j) = 0, retornamos ao vinculo para n(j).

Vamos agora ver o efeito desta decomposi¢ao na acao. Comegaremos com o
termo que contém a acao de Wess-Zumino, que pode ser dividido em uma parte par

e uma impar:

N N/2
; 1'Swsn(n)] = 5 3~ [Swzn(2k)] = Swzn(2k - 1)] (2.35)

Aproximadamente, esta é uma variagao da a¢ao Sy z, e usando (2.10), temos:

5%/32 Sz (2k)] — Swz[n(2k — 1)] 5%/32 / dt Sn(2k) - (n(2k) x Hm(2k))

(2.36)

Aqui a variagdo de n(2k) é dada explicitamente, usando a decomposi¢ao
(2.33), por:

on(2k) = n(2k) —n(2k — 1) (2.37)
= m(2k) — m(2k — 1) + ao (1(2k) +1(2k — 1)) (2.38)
= ag (0,m(2k) + 21(2k)) + O(ag) (2.39)
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Usando este resultado, a acdo de Wess-Zumino é aproximadamente

N/2

$3 (<1 Swsln ~53 / 0t (apdm(2k) + 2a0l(2k))-(m(2k) x Fym(2k))+O(ad)
Fl (2.40)

Tomando agora o fato de que ag ¢ infinitesimal, podemos reescrever a soma

em k como uma integral, obetendo a seguinte expressao para o termo topologico:

ag—0

- = S [ 2

lim 5S> (—=1)’Sws[n %E/dxm-(aomxﬁlm)—i—S/d:1:1~(m><80m),
=1

(2.41)

onde aqui mudamos a notagao para as coordenadas temporais e espaciais, t — g
e x — x1, e escrevemos a integral dupla no tempo e no espago simplesmente como
uma integral em d?z. A partir de agora usaremos esta notacao, que remete a notacao
usada em teoria de campos em fisica de altas energias. Implicitamente, temos que

m e 1 sdo funcoes de x = (xq, 7).

Agora que temos a nova forma do termo de Wess-Zumino, vamos reescrever
o termo de interacao da acao. Dada a decomposi¢ao de n, reescrevemos o integrando

CO1mo:

(n(j,t) =0 +1,£))° = [m(j) = m(j + 1) + (=17 ael () — (1) aol(j + 1)]
[aoalm + ap(— 1)j2l] 2

a3 [(Om)® + 41 + 4(=1Y0ym - 1]

af [(Oim)® + 41°] (2.42)

12

12

Tomando o limite para ag tendendo a zero, as somas sao reescritas como integrais,

e finalmente a agdo é reescrita da segunte maneira:

CL()JSQ

lim ‘]522/ dt (n(j,t) —n(j + 1,1)) Son] ~ /de ((0m)? + 412).

(2.43)

Com estes resultados, temos finalmente qual é a lagrangiana efetiva que des-

creve o antiferromagnetismo 1D a baixas energias:

CLDJS2 2 S

Ly(m,1) = —2a0JS?*1>+S1-(m x dym)— (Oym) —i—Em-(@Om x Oym) (2.44)
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E assim, a o gerador funcional (ou a fun¢ao de partigdo com temperatura

imaginaria) é simplesmente

7 = / DmD] ¢ | #oLum)) (2.45)

Embora isto pareca o suficiente, ndo podemos parar a nossa analise por aqui.
Isso pois devemos eliminar a componente do campo que gera as flutuacdes que
variam mais rapido. Também podemos pensar que como estamos lidando com uma
teoria efetiva em baixas energias, a parte do campo n que é proporcional ao cutoff
espacial deve ser integrada, nos deixando apenas a componete m. De fato, podemos
dividir a integracao funcional em duas partes, onde uma é uma integral gaussiana
com um termo linear, que s6 depende de 1, e pode ser integrada explicitamente.

Desta maneira, escrevemos:

7 = /Dm exp [ /d2 ( 4o/ 5 (0ym)” + gm - (Opm X alm)ﬂ X (2.46)

X /Dl exp [i/d% (—2a0J5212 + 51+ (m x 80m)>} (2.47)

Agora vamos realizar a integracao funcional no campo 1. Para isso reescreve-
mos a integral de trajetoria que depende de 1 de maneira discretizada. Denotaremos

o tempo discretizado pelo indice k e a coordenada espacial por j.

Zy = lim /H II dl]kexp{ Zaoz&vo [ m;; X Oom;y) -1 — QaOJSQIik}} (2.48)

N—oo k=1

Para simplificar a integracdo, vamos renomear algumas variaveis:

= 2ayJS? (2.49)

> o0

gk = S(mj,k X 801’I1j,]§) (250)

Podemos reescrever as exponencias com somatorios como um produto de
exponencias, ja que estamos apenas lidando com quantidades classicas no expoente.

Assim, usando este fato e a as equagoes (2.49)-(2.50), temos a seguinte integral:

Z, = lim H H / dl; kexp{ mao‘ml?kﬂ'aoaonLk-1j,k} (2.51)

N=oo i k1 2
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Podemos agora calcular cada integral individualmente, para depois realizar

o produtoério. Em geral, a integral que encontramos é dada por:

/OO e 2 T g — \/2,161575 (2.52)
—00 1a

Usando este resultado, cada integral em 1 sera dada por:

. 9 3/2 . 2 A2
/dl exp mﬁ + iapdxoA - 1| = <7T> exp 1ay0To5S" A (2.53)
2 10agdxo 2aay

Retornando as variaveis originais, este resultado é reescrito como:

3/2 , 2
27 iapdxo(m, g X Jymy; )
<4ia(2,J525x0> b [ — éJao — (2.54)

Este resultado pode ser simplificado ainda mais, notando que:
(m x gym)? = (m2(80m) + (m- 60m)2)
= (pm)*
onde usamos o vinculo m? = 1, e o fato de que m e a dua derivada sdo ortogonais.

Finalmente, podemos entao escrever o resultado da integracao funcional, onde ji

desconsideraremos a constante que multiplica a exponencial em (2.54).

. NN iao(;xg(aomj k:)2
7 = ]&gnoo li[l kli[ exp l S Jac 1 (2.55)
j=1k=1
. N ia05$0(00mj k)2
= A}gnoo exp sz: S Jag (2.56)

Tomando o limite para o continuo, é facil ver que teremos uma integral no
tempo e no espago (por isso mantivemos a constante ag!). E por fim a fungao de

particao em 1 é dada por:

7y = exp [&]iao /d%(@om)ﬂ (2.57)

Agora que eliminamos as flutuagoes mais rapidas, temos a funcao de partigao

do sistema escrita como um funcional que depende apenas do campo m:

B . 2 1 2 CL[)JS2 2 § )
Z = /Dm exp [@/d x (&]ao (Opm) 5 (Oym)” + e (Oom x Jym)

(2.58)
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A lagrangiana encontrada na integral de trajetéria acima pode ser reescrita

COIMo:

Las(m) = 219 (i(@omf — v, (@) + ;Tm - (Bom x Oym) | (2.59)

onde definimos os seguintes parametros:

2
== 2.
9=3 (2.60)
vs = 2a0J S (2.61)
0 =278 (2.62)

Esta é a lagrangiana do Modelo Sigma Nao-Linear, com um termo topologico,
remanescente do termo de Wess-Zumino. Normalmente este é chamado de termo-6.
Aqui g é a constante de acoplamento da teoria, e v, é a velocidade de propagacao da
excitacao, ou da onda de spin, na cadeia. § pode ser interpretado como a constante

de acoplamento do termo topologico.

Pode-se ainda escrever o termo topologico da lagrangiana de maneira mais

geral,

Lo = :E“l’m - (0,m x 0,m), (2.63)
m

com " sendo o pseudo-tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita. Esta é
uma forma mais utilizada na literatura, e iremos escrever o termo topoldgico desta

maneira daqui em diante.

Em palavras gerais, obtivemos aqui que a teoria efetiva para flutuacoes de
baixas frequéncias, e longos comprimentos de onda, em torno de um estado com
ordenamento de Néel em curtas distancias (short-range order), é o Modelo Sigma
Nao-Linear, ou simplesmente NLSM, com um termo topoldgico. Os préximos ca-
pitulos serao focados em investigar as propriedades desta teoria de campos, assim

como qual é o papel deste termo topolégico na mesma.
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3 Termos Topolégicos

Neste capitulo iremos investigar qual a natureza do termo dos termos topo-
logicos que encontramos até agora, comecando com um tratamento relativamente
geral de teorias de campos usando a teoria de homotopias. Com isso poderemos
mostrar que a funcao de particdo que pode ser particionada em diferentes classes de
equivaléncia, que sdo rotuladas por niimeros inteiros, chamados de Cargas Topold-
gicas, ou Winding Numbers. Trataremos aqui da teoria de homotopias de maneira
relativamente informal e intuitiva, pois esta é uma vasta area e nao teremos tempo
de explora-la com mais rigor. Iremos referenciar as fontes com as provas e definigdes

formais ao longo do capitulo.

3.1 Homotopias e Teorias de Campo

Comecaremos aqui tratando de teorias de campos em geral, como visto em
(ALTLAND A.; SIMONS, 2006), pois muitas das ideias desenvolvidas aqui nao
sao exclusivas do nosso caso de estudo, que sera devidamente analisado em secoes

posteriores.

Assim, como estamos interessados em estudar conceitos topologicos especi-
almente em teorias de campo, vamos comecar dando uma definicdo um pouco mais
formal pro conceito de campo, que agora deve ser encarado como um mapa que leva
pontos de uma certa variedade M, a "Variedade Base”, para uma outra variedade
T, chamada de "Variedade Alvo”, do termo Target Manifold. Explicitamente temos

entao a definicado de um campo ¢ como

o: M — T, (3.1)
x — ¢(x), (3.2)

Usualmente M é algum subespaco de R™. Por praticidade, vamos supor que
de fato a nossa teoria seja definida sobre alguma variedade conexa M C R™. Pode-
mos ainda, sem muita perda de generalidade, tratar M como um objeto "infinita-
mente” grande. A nivel de uma teoria de campos a baixas energias, isto quer que
as configuragoes de campo sejam constantes conforme chegamos no infinito, ou seja:

blanr = b0, com ¢y constante. Desta maneira a a¢do nao se torna infinita no bordo.

No que diz respeito a nossa teoria de campo efetiva, podemos identificar



38 Capitulo 8. Termos Topoldgicos

todos os pontos de fronteira com um tnico ponto no “infinito”. Geometricamente,

isto significa que podemos compatificar M em uma esfera, como na figura abaixo:

@ @7 vy v

Figura 6 — Compatificacdo da variedade M em uma esfera.

Como o raio desta esfera nao carrega significado, podemos realizar a identifi-

cagao M ~ S™ i.e., a variedade M é equivalente a uma esfera unitaria n-dimensional.

Com isso, podemos nos concentrar em geral em campos definidos por:

o: S" — T,
r — o(x), (3.3)

Vamos agora explorar os aspectos topologicos de mapas deste tipo. Para isso
vamos considerar dois campos quaisquer ¢; ¢, que mapeiam pontos de M, ou no
nosso caso de interesse, S™, a pontos de T'. Estes mapas sao ditos topologicamente

equivalentes, ou homotdpicos, se existe um mapa continuo H, definido como

(x,s) — H(z,s), (3.4)

e que obedega a seguinte condicao
H(z,0) = ¢1(z) (3.5)
H(z,1) = ¢a(x) (3.6)

Este mapa é uma homotopia, e pode ser interpretado como o mapa que
deforma continuamente ¢; em ¢o. Com esta construgao, podemos dizer que dois
campos ¢1 e ¢o sao equivalentes, i.e, @1 ~ ¢9, se eles sao homotopicos. A demons-
tracao de que de fato temos uma relacao de equivaléncia pode ser encontrada em
(NASH; SEN;, ). Denotaremos entao a classe de equivaléncia formada por todos os
campos topologicamente equivalentes a um campo ¢ como [¢]. O conjunto de todas
as classes de equivaléncia, {[¢]}, de mapas definidos de S™ a T' forma um grupo, que

chamamos de n-ésimo grupo de Homotopia, denotado por m, (7).
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Antes de mostrarmos que 7,(7") é um grupo, é conveniente considerar o nosso

espaco base como o espaco I", definido por:

I"=Ix---xI, I=]0,1]. (3.7)
[ —

Isto é, estamos deformando o nosso espago base, S™, em um cubo n—dimensional.
Topologicamente, esta é uma operacao legal, desde que identifiquemos o bordo do
cubo, 1", com um ponto da esfera, xq. De fato, podemos escolher xq como o ponto
singular da nossa construgdo por compatificagdo, i.e., o os pontos no ”infinito”

de M que identificamos na esfera. Desta maneira, devemos ter agora a condigao

blorm = @lzy = Po, com ¢ constante.

Para mostrar que de fato 7,(7") tem estrutura de grupo, devemos primeira-
mente definir um produto fechado entre duas classes de equivaléncia. Com a con-
sideracao de que agora estamos no espaco I", definimos o que chamamos de mapa
produto, denotado por ¢, o ¢o = ¢3, que explicitamente é:

¢1(21’1,I2,...,l’n), xr1 € [0,1/2]

G3(T1s .oy y) = (3.8)
¢2(2$1—1,$2,...,$n), T € [1/2,1]

Podemos encarar esta definicaio como uma "colagem” das duas funcoes ¢, e

¢9. Além desta definicdo, precisamos de definir o mapa inverso, ¢~!, dado por:

¢ Ny, 20, .. my) = d(wy — 1,20, .., 2) (3.9)

Com isso, podemos verificar que os axiomas de um grupo sao satisfeitos se

definirmos o produto do grupo como:

[01] * [@2] = [¢1 % @3] = [¢5] (3.10)

Lembramos que axiomas que um grupo deve obedecer sao, o fechamento, a
associatividade, a existéncia de uma tunica identidade e de um tnica inversa para
cada elemento. Mostraremos aqui apenas uma ideia da prova de que m,(7") forma

um grupo, sem entrar nos detalhes.

1. Fechamento: Se [¢1] € m,(T') e [¢2] € mn(T'), entdo usando a defini¢ao (3.11)

é facil ver que esta condicao é satisfeita.

2. Associatividade: Dados ¢1, ¢9, ¢3, existe uma homotopia entre as fungoes ¢; o

(20 3) € (¢p10Pa) 0 ¢3, e desta maneira as duas sdo equivalentes, nos levando

a [¢1] * ([@2] * [@3]) = ([¢1] * [p2]) * [3]
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3. Identidade: Definindo o mapa constante como a funcao c(x; ..., xz,) que leva
ao ponto xg, pode-se mostrar que co ¢ ~ ¢ , assim como co ¢ ~ ¢ o ¢, 0 que

nos permite definir a identidade como [c], que satisfaz [c] x [¢p] = [4] * [¢] = [4].

4. Inversa: Usando a definigao (3.10), existe uma homotopia que leva ¢ 1o ¢ a c,

assim podemos definir o elemento inverso de [¢] por [¢~1] = [¢] 7!, que obedece

[0 % [¢] ™ = [d]

Com isso, podemos concluir que de fato 7,(7") tem uma estrutura de grupo.
Os detalhes desta prova, para o caso simples com d = 1, que ¢é o suficiente para

reproduzir o caso geral, podem ser encontrados em (NAKAHARA, 2003).

Assim, a estrutura topoldgica dos nossos campos estd codificada no grupo
(7). Em geral, estes grupos sao isomorfos a conjuntos ji bem conhecidos, porém,
calcula-los é uma tarefa que pode ser demasiadamente complicada, dependendo do

nosso espaco 1.

Vamos entao nos concentrar em um caso além de ser bastante recorrente, nos
sera 1til para o nosso estudo, onde T' é uma outra esfera, S™. Para o caso em que

m = n, o grupo de homotopia é isomorfo ao conjunto de ntimeros inteiros, isto é,
T (S") ~ Z.

Os casos em que m # n geralmente sdo menos triviais, ndo nos serdo importantes

aqui.

Assim, considerando o caso 7, (S™) ~ Z, temos que as func¢oes de uma esfera
S™ para outra esfera S™ sao particionadas em classes, que podem ser rotuladas por
nimeros inteiros. Estes ntimeros inteiros, chamados de Winding Numbers', podem
ser interpretados como o niimero de vezes que as variaveis de uma esfera S™ encobrem
uma outra esfera S™. Esta é uma interpretacao de dificil visualizacao em n dimensoes,
sendo de fato mais bem entendida nos casos simples em que n é igual a 1 ou 2, sendo

este ultimo o nosso objeto de interesse, que descreve o termo topologico em (2.59).

3.2 Termos Topologicos

Vamos voltar a nossa atencao a teoria de campos novamente, onde podemos
usar os conceitos que vimos na se¢ao anterior para redefinir a funcao de particao de
uma teoria. Como vimos, um campo é um mapa que leva pontos de M a T, onde

em muitos casos de interesse, M ~ S™. Cada campo pode ser atribuido a uma classe

I Traduzindo livremente, este é o Nimero de Voltas.
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de homotopia, e consequentemente, podemos reescrever a nossa fungdo de particao

em termos dessas diferentes classes de equivaléncia:

Z= ¥ /WD¢€_SE[¢]. (3.11)
(1)

We Tn

Aqui W é um elemento do grupo de homotopia m, (7, e a func¢ao de partigao é
agora particionada em uma soma de diferentes classes, correspondendo a diferentes
elementos do grupo. O simbolo W sob a integracao funcional indica que estamos
realizando uma integracao sobre uma classe de homotopia definida pelo elemento
W. Esta particao em diferentes classes pode ser interpretada como uma particao em

diferentes setores topoldgicos da teoria.

Em muitos casos, podemos ter a acao sendo escrita da seguinte maneira:

S[0] = So[¢] + Stop|d)- (3.12)

Aqui Sip[¢] é uma componente da agdo que depende apenas da classe to-
poldgica do campo ¢. Em geral, contribui¢cdes na acao deste tipo sao chamadas de
termos topoldgicos. Aqui vamos usar a notagao F'(W), para denotar termos topolé-
gicos em geral, pois como ja dito, estes s6 dependem da classe de homotopia, entao
¢é natural escrevé-los como como uma fungao de um elemento W de m,(T'). Este
termo também é chamado de carga topologica. Neste caso onde uma contribuicao
puramente topologica da agao é separada do resto da mesma, escrevemos a fungao

de partigdo como

Z= Y /WDqse—SOWe—F(W). (3.13)
)

Wemn (T

E importante notar que se F (W) depende apenas da classe de homotopia,
este serda um termo invariante sob transformacoes suaves na configuragao de campo,
e assim a ac¢ao gera as mesmas equacoes de campo que em um caso onde nao temos
este termo. Desta maneira, a adicdo de um termo topolégico na nossa ac¢ao é uma
operacao insignificante a nivel classico. Porém quando quando estamos a um nivel
quantico, este termo tem implicagoes profundas. E facil ver isto se lembrarmos que
ao quantizar um campo por integrais de trajetoria, cada configuracao de campo terd
um peso proporcional a ao fator exp(iS[¢]), e ao somarmos um termo topolégico,
teremos efeitos de interferéncia quantica, vindos de contribuigoes provenientes de
diferentes setores topoldgicos. Tais efeitos nao sao vistos a nivel classico, onde apenas

os pontos estacionarios da agao importam.



42 Capitulo 8. Termos Topoldgicos

Um caso que é frequentemente encontrado, como ja mencionado, é onde o
grupo de homotopia é isomorfo ao conjunto de ntimeros inteiros, isto é, m,(7T") ~
Z, desta maneira podemos rotular cada classe de equivaléncia [¢] por um ntimero
inteiro, que denotaremos por () € Z. Nestes casos é muito comum o termo topolégico

da acao aparecer da forma

F(Q) = 90, (3.14)
que é justamente a forma que encontramos na acao efetiva do antiferromagneto de

Heiseberg 1D, caso que exploraremos com mais aten¢ao na proxima segao.

Com esta consideragao, o fator do termo topolégico na fungao de partigao se
torna simplesmente um fator de fase, dado por exp(—ifW), com a constante 6 sendo

definida mod (27). Na literatura em geral, § é chamado de angulo topolégico.

Apesar da sua simplicidade, uma desvantagem desta representacao é que
ela depende explicitamente da decomposi¢ao da integral dos campos em diferentes
setores topoldgicos. Seria mais interessante em muitas ocasioes trabalhar com uma
representacao de Sy, [¢] que seja escrita diretamente em termos dos campos, ao invés
de simplesmente em termos do indice (). De fato é quase sempre possivel representar

a acao topoldgica como uma integral sobre uma ”Lagrangiana Topologica”:

Sinld) = [ 4" L10s[6,0,0) (3.15)

Embora nao exista um método geral de se obter esta representacao para a
acao topoldgica, muitos casos de lagrangianas de teorias de campos topologicamente
nao triviais ja sao conhecidas, e pode-se, através da experiéncia, identificar quando

um termo de uma lagrangiana é um termo-6 ou nao.

Para ilustrar melhor toda esta discussao geral, vamos nos voltar para o nosso
caso de interesse novamente, o termo topolégico encontrado na acao efetiva do an-

tiferromagneto 1D.

3.3 Termo Topolégico do NLSM e o caso m3(S?)

Vamos focar as nossas atengoes de volta ao caso da teoria de campos efetiva
para o antiferromagneto 1D. Neste caso, podemos argumentar da mesma maneira
que o caso geral discutido na secao (3.1), onde assintoticamente o campo m se torna

uma constante, para que agao se mantenha finita:

lim m(z) =m, (3.16)

|x|—o00
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Como estamos tratando de uma teoria em um espaco euclideano bidimensi-
onal, o limite acima nos permite realizar a identificagdo do espaco base como uma
esfera S2, como podemos ver pela figura 7, pelo mesmo argumento j4 discutido na
segao (3.1). Entretanto a variedade "alvo” da nossa teoria, denominado 7" no caso
geral, é também uma esfera S2, visto que o vinculo
|m|2 = 1 deve ser satisfeito em todo o espaco. Assim, uma configuracao de campo
m com uma a¢ao euclideana finita pode ser encarada com um mapa (suave) de uma

espera S? para outra esfera S2.

Figura 7 — Configuracdo de spin em um espaco euclideano 2D, compatificado em
uma, esfera S?

Com esta conclusao, podemos particionar a nossa teoria em diferentes classes
de homotopia, pertencentes ao grupo m(S?) ~ Z. Assim, cada configuragao de
campo topologicamente distinta é rotulada por um ntimero inteiro ) € Z, e a fungao

de partigao é dada por:

7= /Dme_sg (3.17)

QezZ

Onde a agao efetiva (euclideana) é dada por

Sp = 1/d2x {05(82m)2 + 1(81m)2} + o /d2x g;m- (0m x 0;m)  (3.18)
2g s 8T

Note que aqui, dado o fato de que estamos agora no espaco-tempo euclide-
ano, abandonamos a notacao covariante para o termo-6. Este é um termo, como
argumentamos em secoes anteriores, de origem geométrica, sendo remanescente da
fase proporcional a drea da esfera SU(2)/U(1), encontrada na integral de trajetoria

para um spin. Devemos nos perguntar agora, se este termo de fato é puramente
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topologico, isto é, se s6 depende da classe de homotopia do mapa m. Para isso de-
vemos ter primeiramente que o mesmo ¢ invariante sob transformacoes locais, que
sdo tais que levam uma configuracdo a outra pertencente a mesma classe. Esta é
uma exigéncia simples de se mostrar, pois quando escrevemos a variacao da acao,
pode-se ver que a mesma é proporcional ao produto de dm com uma quantidade

perpendicular este, (0;m x 0;m).

Além disso, como ja foi apontado, as classes de homotopia de m sao rotuladas

em numeros inteiros. Desta maneira, definimos a quantidade () por:

— 1 2
Q= g/d re;m - (0;m X J;m) . (3.19)

Sendo esta a chamada Carga Topologica, ou o Indice de Pontryagin. Este é
de fato um nimero inteiro, que conta o nimero de vezes os pontos do espago base,
SZ .., "varrem” a o espaco interno SZ,. Este é um fato relativamente nao trivial,

e omitiremos a prova formal aqui 2

, nos atentando apenas na sua interpretacao,
que nos leva exatamente a definicdo do que chamamos de Winding Number, como

mencionado no final da secao 3.1.

A afirmacao de que a quantidade () conta o ntimero de vezes que a esfera

2 2
Shase €ncobre a esfera S;

= . € visualizada mais facilmente se lembrarmos da férmula

) . £ 4 2
da drea em (1.38), de maneira que esta agora é area encoberta () vezes por S,

Portanto, o termo-6 é de fato um termo topoldgico, proporcional a um nimero

inteiro (), o que nos permite escrever a nossa funcao de particao da seguinte maneira:

Z=Y ¢ / D ¢—Solm] (3.20)
Qez Q

Pela deducao da acao efetiva, sabemos que o valor de 6 é

0 = 2m8, (3.21)

e com isso temos que o termo topoldgico nos da uma contribuicdo para o

peso da configuracao na integral de trajetoria de

A D (3.22)

2 Matematicamente falando, esta quantidade é chamada de grau topoldgico do mapa m, e é

possivel mostrar em geral que o grau topolégico é de fato um ndmero inteiro, que rotula as
classes de equivaléncia de m. As definigbes e a prova deste resultado podem ser vistas em
(MONASTYRSKY, 1993).
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Sabemos que S pode ser inteiro ou meio inteiro. Para o caso em que S é inteiro,
o termo acima ¢é simplesmente 1, e assim, as cadeias de spin inteiro, no limite de
baixas energias, serao descritas simplesmente pelo modelo sigma nao-linear, sem um

termo topolégico.

No caso em que o spin é semi-inteiro, o termo acima pode ser 1 ou —1, e
assim cada classe contribui com um peso na integral de trajetéria com um sinal, que

é positivo se () for par, e negativo se for impar.

Notemos que o sinal nao depende do valor do spin, mas sim se o mesmo
¢ um nimero inteiro ou semi-inteiro. Isto significa que a fisica do problema nao ¢é
analitica em S, e, como veremos mais adiante, as cadeias de spin inteiras e semi-
inteiras caem em duas classes de universalidade diferentes. Esta propriedade sera
fundamental para mostrarmos a chamada conjectura de Haldane, que afirma que
cadeias de spin inteiro tem um gap de massa, equanto as de spin semi-inteiro nao
o tem. Chegaremos a este resultado nas préximas segoes, usando técnicas do grupo

de renormalizagao.
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4 Modelo Sigma Nao-Linear

No capitulo anterior mostramos que a teoria efetiva que descreve um anti-
ferromagneto de Heisenberg unidimensional no regime de baixas energias é o Mo-
delo Sigma Nao Linear, ou simplesmente NLSM. Vamos agora analisar este modelo
usando métodos do grupo de renormalizacao, a fim de extrair o comportamento do

conforme a escala fisica de interesse muda.

4.1 Flutuacdes Quanticas e Renormalizacao

Aqui vamos ignorar o termo topoldgico da agdo pois o mesmo nao é alterado

sob o processo da renormalizacao. A funcao de particao do sistema é dada por:

Z = /Dme*SOE[m} (4.1)

com a ag¢ao euclideana agora escrita na forma

SE[m] ;g [ (Vam)?. (4.2)

Queremos que as flutuagoes sejam suficientemente pequenas e locais. Esta
suposicao equivale ao tratamento semi-classico das integrais de trajetoria, onde
S — o0. Para realizarmos a andalise através do grupo de renormalizacao de ma-
neira mais cuidadosa e geral, vamos tomar agora a dimensionalidade como d, ao

invés de simplesmente 2.

Através da andlise dimensional, onde queremos que a a¢io SF no final seja
adimensional, vemos que o campo m também é adimensional para todo d, e assim
a constante de acoplamento tem a dimensdo canonica [g] = d — 2. Vamos agora

redefinir a constante de acoplamento como

g = ual™? (4.3)

Onde u é a nova constante de acoplamento, adimensional, e toda a dimensi-

onalidade esta contida no cutoff espacial ay.

A agao classica do modelo sigma nao linear tem a propriedade de ser invari-

ante de escala, isto é, quando tomamos uma transformagao
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(x,t) — Az, 1),

a acao se mantém invariante. Vamos considerar aqui o processo de transformagoes
do grupo de renormalizacao pelo ponto de vista de Wilson, integrando os graus
de liberdade com energias mais altas na teoria, nos dando uma teoria efetiva com
os parametros reescalados, ou melhor, renormalizados. Esta abordagem também foi
utilizada de maneira independente por Polyakov, especificamente no contexto do mo-
delo sigma nao-linear(POLYAKOV, 1975). Aqui seguiremos de maneira semelhante
a (KOGUT, 1979).

Em geral, o campo m, no espago dos momentos, tem componentes de Fourier
que vao desde o setor IR, com |p| — 0, até o UV, com |p| ~ 1/ag ~ A, onde aqui A
é o cutoff UV no momento.

Para usar o esquema de integracao das variaveis com o modos "mais rapi-

b

dos”, vamos usar o vinculo do NLSM, m? = 1. Com isso podemos escolher uma
coordenada, mg, para ter apenas graus de liberdade com momentos mais altos, e

podemos reparametrizar os nossos graus de liberdade como:

my =1/1—m3cosd, myg=1/1—m3sing (4.4)

onde ¢ € [0.27]. Desta maneira, usando o formato da lagrangiana (euclideana) do
NLSM, como em (4.2), devemos reescrever os termos que correspondem aos graus

de liberdade m; e my usando as expressoes:

Vimi = V; (\/1 — mj3 cos qb) = cosqbmgv ins — /1 —m3sin ¢V, (4.5)
\/1—m3

Vimg = V; (\/1 — m3sin gb) = sin qﬁw + /1 —m3cos pV;¢. (4.6)
/1 —m?

Com estas expressoes, a lagrangiana é reescrita como:

Lgms, ¢ = 2u;d 5 (Vim)? = 2u;d 5 [(v ma)? + (Vimy)® + (Vims) ] (4.7)
1

Por fim, vamos reescalar o campo mgs como

msg = \Jual 2o (4.9)
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Agora o campo ¢ tem a dimensao canonica [o] = %, enquanto a constante de aco-
plamento da teoria é adimensional, como definimos em (4.3). Com esta redefini¢ao,

a lagrangiana é dada finalmente por:

1 2 1 d—2 2 2 ]_ Uag_Q 2
ﬁE[U,¢] :a(vza) —|—2uag_2(1—ua0 o )(Vng) +§ TS_QO_Q (Uvi0'>
(4.10)

Para efetuar a integragdo funcional sem sofrimentos desnecessarios, vamos
usar o fato de que estamos interessados no comportemento para g pequeno, que é
0 mesmo que u pequeno. Essa suposicao pode ser encarada como uma aproximagao
perturbativa, onde usaremos a expansio (1 —z)~' =1+ z + O(2?), com = pequeno,

para aproximar o iltimo termo da lagrangiana, nos dando a seguinte expressao:

1 1 1

;CE[O', ¢] = — (ViO')Q + ) (V1¢>2 - *O'2 (V,L(ﬁ)Z —+ (411)
2 2uay 2

+ ;uag_2 (oV,0)° + ;u2a3(d_2)02 (oV,0)* + O(u?). (4.12)

Agora que temos uma expressao polinomial para a Lagrangiana, podemos
efentuar a integral de trajetéria com mais facilidade. Vamos considerar uma inte-
gragao na casca de momento definida por bA < |p| < A, com b sendo um niimero
real tal que b < 1. Como esperamos que momentos com valor proximo de A nao
afetem muito fendmenos que ocorrem a baixas energias, vamos realizar a seguinte

integracao funcional:

Do (p) e~ 55179
bA<|p|<A
B 1 d 2 1 2 2 2
= [ Doewi— [d (Vo) + — (Vi) — 0 (Vig)
2 uay
bA<|p|<A

(4.13)

Aqui assumimos que ¢(p) varia pouco, e assim o termo (V;¢)? é pequeno e nao tem
momentos na casca bA < |p| < A, provido pelo fato que queremos no final tomar o
limite b — 1, que é equivalente a tomar uma transformacao infinitesimal do grupo
de renormalizagao. Assim, o segundo termo, proporcional apenas a (V;¢)? pode
ser desconsiderado e no tultimo termo, esta quantidade pode ser encarada como
um campo externo, que nao esta sendo integrado funcionalmente. De fato, como
assumimos a priori que o ¢ a componente que tem os modos mais rapidos, a integral

na casca bA < |p| < A é efetuada somente sob esse grau de liberdade.
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Com isso em mente, e ja reescrevendo as integrais no espaco dos momentos,

temos a seguinte expressao para a integral funcional:

d d
Datp)exp] ~ [ Lot + 5 [ L lawEe2) )
bA<|p|<A

Esta é uma integracao gaussiana, que pode ser facilmente calculada através
da discretizacao da integral funcional em passos de comprimento dp, como fizemos

na se¢ao 2.2, por exemplo. O resultado final é facilmente visto como:

I L)Q—QZTWW] " (4.15)

bA<|p|<A
Exponenciando e tomando o logaritmo natural deste resultado, temos a seguinte

espressao:

11 [Wr/:exp{; ) mLﬂ—Q(WVi(b)?]} (4.16)

bA<|p|<A bAL|p|<A

Vamos agora usar o fato de que sob a soma na exponencial, o termo (V;¢)?

¢ muito pequeno para escrever:

21 2

p?— (Vio)?  p2 (1 2 (4.17)
X 2
~ igexp{(v;f) } (4.18)

E com isso podemos finalmente escrever, ja voltando para a forma integral,

o resultado da integracao funcional na camada de momento bA < |p| < A:

1 d'p 2T 1 9 dip 1
exp | 5 / ——In <p2> + §(V2¢) / W? (4.19)

d
2m
bAL|p|<A (27) bA<|p|<A

Voltando agora a expressao da fun¢ao de particao com a integragao nos modos

mais rapidos ja efetuada, temos a lagrangiana efetiva escrita como:

1 A dip 21
Lglo,¢] _i/bA Whl <pg

1 1 A ddp 1 2 1 2 2 2
+3 (e~ L o) (9 -t Gt 0w a2

) + ; (Vi) + (4.20)
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Vemos aqui que os efeitos de se realizar a integracao na regiao bA < |p| < A sao
um shift na energia, dado pelo primeiro termo , e a renormaliza¢ao da constante de
acoplamento u. Além disso, o cutoff UV agora é A’, que é o cutoff anterior reduzido

por b: A" = bA. Equivalentemente, o cutoff espacial foi aumentado pelo fator b.

Esta redefinicao da constante de acoplamento pela integragdo dos modos
mais rapidos é encarada como uma transformagao inifinitesimal do grupo de renor-

malizacao, i.e., com b — 1, que é dada explicitamente por

1 1 I |
j1d—2 o d-2 _/ d52 (4.22)
u'ag uag bA (27m)° P

Para termos uma forma explicita para a constante de acoplamento renorma-
lizada, devemos efetuar a integracao no lado direito da equacao. Esta é uma integral

que ¢ facilmente efetuada em coordenadas esféricas d-dimensionais:

d—1

A dip 1 Sa A pt”
— = dp —— 4.23
/bA (2m)ip?  (2m)? /bA b p? (423)

S, [1 N bd72} Ad-2

T end d-2 (4.24)
onde
27Td/2
Sy = r(d2) (4.25)

¢ a area da superficie da hiperesfera d-dimensional. Com este resultado, temos a

expressao para u':

1 Sy [1-v"2 1
a2 _uag_2 (2m)d d—2 al?

(4.26)

Usando o fato de que o cutoff espacial é reescalado como a), = ag/b, e estamos
interessados e d tendendo a 2, definimos ¢ = d — 2, para finalmente escrever uma

expressao mais compacta para u':

1 1 Seya 1071,
S € 4.2
u u  (2m)%te ¢ b (4.27)

Como ¢ ¢é pequeno, podemos escrever a expressao (1 — b°)/e como In(b).
O nosso objetivo é reescrever esta expressao de maneira que visualizemos como u
depende de uma variagao de escala infinitesimal , isto é, quando consideramos uma

transformacao infinitesimal do grupo de renormalizacao: a), = ag + dag, com dag
0 3
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muito pequeno. Com isso em mente, vamos reescrever os fatores de b usando

—1In(b) = In <ag) ~In (1 + 5“°> _ da (4.28)

Qo Qo Qo

be = <%> - (1 + 5a°> L (4.29)

Qg Qo Qo

Substituindo estas expressoes na definicao de u’, e mantendo os termos de

primeira ordem em dag, temos a expressao:

, day u !
=u|l+—(e—— 4.
u ul + ” (5 2#)] (4.30)

—u l1 - 5:00 (a — ;;)] (4.31)

Onde ja tomamos o valor do termo Finalmente, como estamos assumindo
que a transformacao do grupo de renormalizacao é infinitesimal, temos que u' =
u(ag + dag), e a equagdo acima pode ser reescrita de maneira formal como uma

equagao diferencial, a chamada fun¢ao  de Gell-Mann-Low:

du u?
u) = ag—— = —cu+ — + Ou? 4.32
(1) = a0 o+ O(u) (432
A func¢do B(u) nos diz como a constante de acoplamento varia conforme
mudamos a escala, e tomando finalmente o limite para ¢ — 0, temos a forma da

funcao 8 para o NLSM em d =1 + 1:

U2

Blu) = 5—+ O(?) (4.33)

Em duas dimensoes, temos entdo uma funcao [ positiva. Este resultado nos
mostra que conforme aumentamos o cutoff espacial ag, isto é, conforme ”"olhamos”
para distdncias cada vez mais longas, as flutuagoes aumentam o valor efetivo da
constante de acoplamento nestas escalas. Por outro lado conforme estamos em uma
escala muito pequena, ou, no regime de altas energias, a teoria tem uma constante
de acoplamento efetiva que diminui gradativamente, onde no limite UV ela se torna
livre. Esta é a premissa basica do que chamamos de Liberdade Assintotica. Esta
propriedade fundamental no NLSM foi descoberta por Polyakov em 1975 (POLYA-
KOV, 1975), usando um método semelhante ao mostrado aqui, onde os graus de

liberdade com energias mais altas sao integrados.

E importante ressaltar que tudo o que fizemos aqui foi apenas uma analise
sem pretensoes mais profundas sob o contexto do grupo de renormalizacao, isto é,

sem tomar o devido cuidado com o tratamento perturbativo da teoria. Para tratar
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perturbativamente da mesma com consisténcia devemosem algum momento deve-
riamos mostrar que a teoria é renormalizdvel, isto é, sempre conseguimos reescalar
a constante de acoplamento, como fizemos com o metodo de Wilson, por exemplo,
em todas as ordens de g. De fato em d = 1 4+ 1 o NLSM ¢é renormalizavel, o que
nao iremos mostrar pois isto esta além do escopo deste trabalho. Os detalhes desta
andlise podem ser vistos em (ZINN-JUSTIN, 2002)

Por fim, devemos mencionar que aqui nos atentamos apenas a uma analise
pelo contexto puro da teoria de campos, sem fazer nenhuma mengao explicita a fisica
estatistica e as implicagoes que este resultado nos tras no contexto da criticalidade da
teoria. Este serd um assunto a ser explorado na secao a seguir, onde iremos mostrar
que a o NLSM é desordenado e as exitagoes tém um gap de massa dinamicamente
gerado, ou na linguagem da teoria de transigoes de fase, ela tem um comprimento
de correlacao finito. Além disso, veremos qual é o papel do termo topolégico nesta

analise.

4.2 Conjectura de Haldane

Vimos que o NLSM ¢ assintoticamente livre em 1+ 1 dimensoes, fato eviden-
ciado pelo célculo da func¢ao B(u), que mede o quanto o acoplamento varia conforme
mudamos a escala de comprimento ag. Alternativamente, podemos manter o cutoff
fixo, e variar alguma escala fisica como o comprimento da cadeia, L, ou a tempera-
tura 7. Notemos que nao mencionamos nada a respeito do comprimento da cadeia
de spin até agora, e de fato sempre assumimos implicitamente que a mesma é um

sistema unidimensional que vai de —oo a oo.

Um fato que nos permite realizar a andlise pelo ponto de vista da fisica
estatistica é que a temperatura finita 7', o sistema pode ser visto como uma faixa
de comprimento L, o comprimento linear da cadeia, e largura 1/7', no espago-tempo

Euclideano.

A anélise que realizamos na se¢ao anterior foi feita pra um NLSM com sime-
tria O(3), mas sem o termo de anisotropia, a velocidade da onda de spin, encontrada
na definicdo da lagrangiana efetiva do antiferromagneto de Heisenberg 1D. O pro-
cesso de renormalizacao descrito na secdo anterior pode ser facilmente generalizado
contabilizando o termo v, # 1, nao mudando as caracteristicas que encontramos.
Assim, para realizarmos uma descricdo mais realista, vamos manté-lo nas nossas

contas daqui em diante.

Comecamos entao o precesso de transformacgdo do grupo de renormaliza-

¢ado com um cutoff espacial ag e uma constante de acoplamento nao renormalizada
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up < 1/S. Como foi visto anteriormente, o fluxo do grupo de renormalizagao nos
mostra que o acoplamento cresce conforme aumentamos a escala de comprimento.
Porém, considerando esta afirmacao pelo ponto de vista de uma teoria a uma tem-
peratura 7" # 0 no espaco euclideano, teremos que a cadeia é finita agora, e em
algum momento o cutoff a se torna da ordem de v, /T, que é da mesma ordem que

a largura da faixa, O que faz com que as flutuagoes quanticas sejam negligiveis.

Neste ponto temos um modelo sigma nao-linear a temperatura finita 7', com
tempo imaginario, que é idéntico ao modelo de Heisenberg classico em d dimesoes
no espaco euclideano Um fato importante proveniente da fisica estatistica é que
todos os sistemas classicos 1D, com interacoes de curto alcange, tem um compri-

mento de correlacao finito &, a todas as temperaturas, ou em outras palavras, sao
desordenados(LANDAU; LIFSHITZ, 2013).

Podemos nos perguntar agora o quanto que a constante de acoplamento
muda quando chegamos nesta escala, denotada por ay ~ vs/T. Como mencionado,
o fato de contarmos agora com o termo de anisotropia v, nao muda os resultados ja

encontrados, e assim podemos analisar este caso integrando a fun¢ao 3, dada por:

uéo) = u(zo) + 217T In (ZE) (4.34)

Usando o fato de que @y é da ordem de vy/T, obtemos a dependéncia da

temperatura da constante de acoplamento:

uw(T) = ug [1 + ;—fr In <a0;5>} o (4.35)

Para temperaturas muito altas, T" > v,/aq esta expressao é aproximanda-

mente

27
ul) ————— — © 4.36
(T) In(aoT/vs) (4:36)
Esta é outra maneira de ver o resultado que ja encontramos, a liberdade
assintotica, onde o acoplamento efetivo a altas temperaturas se torna cada vez mais
pequeno. Por outro lado, a temperatura do sistema pode ser feita cada vez menor,
até atingir um ponto Tj tal que o acoplamento efetivo diverge, dado explicitamente

por

Ty ~o 2e2m/uo = 2578 (4.37)
Qo ag
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Esta é a temperatura onde a expansdo para acoplamento fraco, 1/S, nao
funciona mais, e qualquer resultado além disso esta além da teoria de perturbagao.
Para entender o que ocorre quando abaixamos mais a temperaura, devemos levar
em conta justamente que o acoplamento é forte. Nesse ponto, notemos entao que, a

valores altos de g, o NLSM ¢ desordenado em qualquer dimensao.

Como o sistema é desordenado, é esperado entao o surgimento de um compri-
mento de correlacao finito e pequeno, que denotaremos por . Como discutimos na
introducao, o comprimento de correlacao é proporcional ao inverso da massa, e assim
quando o sistema esta desordenado esperamos um gap de massa finito, dado neste
caso por A = v,/¢. Uma interpretacao deste resultado vem do fato de que classica-
mente temos uma lagrangiana com um parametro adimensional, e que é invariante
sob transformagoes de escala, e apds a transformacao do grupo de renormalizagao,
que escolhemos como a integragdo nos modos mais rapidos, o pardmetro da nossa
teoria, u, toma a forma de uma funcao que depende da escala. Desta maneira, a
teoria renormalizada nao é mais invariante sob transformacoes de escala, e para
extrairmos resultados da mesma, devemos escolher uma escala de energia (ou de
comprimento) apropriada, o que nos leva a geragdo de um comprimento de correla-
¢do, ou gap de massa. Assim, o surgimento deste gap de massa pode ser encarado
como um resultado proveniente da renormalizacdo da teoria !, isto é, de efeitos pu-
ramente quanticos. Este processo, onde um pardametro adimensional se torna uma
funcao da escala, e ganha dimensao, é geralmente chamado de Transmutacao Di-
mensional. Esta analise é extremamente semelhante a que ocorre com a teoria de
Yang-Mills, onde também temos um gap de massa dinamicamente gerado, por meio
da transmutacao dimensional, evidenciando mais um aspecto em comum entre as
duas teorias(KOGUT; STEPHANOV, 2003).

Apos a discussao qualitativa acima, vamos usar o grupo de renormalizagao
para entender melhor como este comprimento de correlacao depende da constante
de acoplamento nao renormalizada vy = 2/S. Por andlise dimensional podemos

escrever o comprimento de correlagao como

§(u) = aof(u) (4.38)

onde f é uma funcdo apenas de u, que é o acoplamento na escala do cutoff ag. O

comprimento de correlagdo é invariante sob as transformacoes do grupo de renor-

1 Deve ser notado que este é um resultado que depende somente do processo de renormalizacio

em si, e nao do método escolhido.
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malizacao, e assim a sua funcao 8 é nula, o que nos permite escrever

df (u)
du

) 4 fwy =0 (4.39)

A solugao desta equagao diferencial é facilmente vista como

f(u) = f(u')exp [— /: ﬁcé?z)] = f(u") exp [27r (i + ;)] (4.40)

onde para resolver a integral usamos a forma da fun¢ao e os acoplamentos u e
u’ sdo conectados pelo fluxo do grupo de renormalizacao. Vamos agora considerar
o comprimento de correlacdo para dois valores diferentes de u, com o mesmo valor
de ag, uy e us. Seja u* um valor de referéncia, muito grande. A partir da solucao da
equacao diferencial acima, podemos escrever a razao entre os valores de & para dois

valores diferentes de v com o mesmo ag como

§lur) /(e expl / 1 (4.41)

§(uz) aof(u eXp[/ du]

que pode ser claramente simplificado como

ggz;; = exp l— uzl @Cg)] : (4.42)

E finalmente resovendo a integral, o seguinte resultado é encontrado:

§ur) o (1 - 1)} (4.43)

§(us) U Up

= exp

O caso de interesse é quando comegamos o fluxo do grupo de renormalizacao
com o acoplamento da ordem de uy = 2/5, e o valor de us, que agora denotaremos
simplesmente por u, é grande, conforme atingimos o limite IR. Neste caso, temos o

seguinte comprimento de correlacao:

o = E(ug) ~ E(ug)e™. (4.44)

A pergunta agora é, qual o valor de (u) conforme u vai se tornando cada
vez maior, i.e, quando u — 00?7 Aqui devemos nos lembrar que o nosso modelo é
particionado em duas classes diferentes, definidas a partir do termo topolégico! De
fato, o resultado deste limite depende se o spin serd semi-inteiro ou inteiro. Podemos
encarar esta diferenca de resultados como uma evidéncia de que as cadeias de spin

estao em duas classes de universalidade diferentes, uma com spin inteiro e a outra
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com spin semi-inteiro. Vamos analisar cada caso separadamente, comegando com os

spins inteiros.

1. Spin Inteiro

Neste caso, como foi mostrado na se¢ao 3.3, nao temos o termo topologico na
acao, e assim o sistema se comporta exatamente como descrito logo acima,
sendo desordenado com o acoplamento forte, o que nos leva a ter £(u) muito
pequeno, da ordem de ag. Com isso chegamos ao fato de que o comprimento

de correlagao ¢ finito e dado por:

&0 = &(ug) = age™. (4.45)

Como o sistema é desordenado, nao temos ordem a longo alcance, nao sendo
possivel, portanto, termos o estado de Néel. O resultado acima pode ser tra-

duzido como o um gap de massa, dado explicitamente por:

A= —0758e (4.46)
€o

2. Spin Semi-Inteiro

Este é¢ um caso mais interessante, pois aqui temos a presenca do termo topolo-
gico. Notemos que embora o acoplamento u va para um acoplamento forte em
escalas de comprimento grandes, o acoplamento do termo topolégico perma-
nece no valor § = 275, pois este nao varia sob flutuagoes locais, devida a sua
natureza global, como ja discutido. Além disso, a constante de acoplamento
é relacionada com spin por g = 2/S, e u  g. Desta maneira, o acoplamento
forte é equivalente ao spin pequeno, isto é, o caso em que S = 1/2, ou entao,
em que ug x 4, e usando o fato de que a acao topolédgica é invariante sob a
mudanca de spins, dentro da mesma classe de homotopia, e que a parte dina-
mica da acao pode ser reescalada de maneira que se mantenha invariante se
mudarmos o valor do spin, podemos entao dizer que todas as cadeias de spin
se comportam de maneira qualitativamente igual as de spin 1/2, isto é, ao caso

com acoplamento forte

Isto é um resultado bastante importante, pois ja é um fato bem conhecido que
cadeias de spin 1/2 sao gapless, isto é, ndo tem um gap de massa, e assim sao
ordenadas com um comprimento de correlacdo infinto. Este é um resultado
nao trivial, que pode ser mostrado de maneira exata com o Ansatz de Bethe
(FRADKIN; STONE, 1988). Assim, no limite para acoplamento forte, temos

que &(u) diverge, o que nos leva a conclusao de que &, também diverge, e assim
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todas as cadeias de spin semi-inteiro sao ordenadas, ou, estao no ponto critico,

onde as excitagoes nao tem um gap de massa.

Este resultado ¢ conhecido como a conjectura de Haldane(HALDANE, 1983a)(HALDANE,
1983b), sendo testado numericamente (MOREO, 1987)(ZIMAN; SCHULZ, 1987) di-
versas vezes e até mesmo experimentalmente (KENZELMANN et al., 2002).
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Conclusao

Neste trabalho vimos como usar diversos métodos da teoria quantica de cam-
pos e da fisica estatistica para deduzir uma teoria efetiva que descreva cadeias de
spins unidimensionais. Foi mostrado que para o caso de uma cadeia antiferromag-
nética a teoria efetiva que a descreve é o modelo sigma nao linear, com um termo
topoldgico. As implicagoes deste termo topologico aparecem quando é considerada
a renormalizacao da teoria, onde é visto que cadeias de spin com S inteiro tem um
gap de massa, e estdo em uma Unica fase desordenada, e as cadeias com S semi-
inteiro nao tem um gap de massa, estando no ponto critico, onde o comprimento de

correlacdo ¢ infinito. Esta consititui a chamada conjectura de Haldane.
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APENDICE A - Integrais de Trajetdria e

Teoria Quantica de Campos

Neste revisados serao revisados conceitos fundamentais do formalismo de
integrais de Trajetoéria, que é fundamental para a realizacao da conexao entre a
fisica estatistica e a teoria quéntica de campos. Comecgaremos com a construcao da
integral de trajetéria sob o contexto da mecanica quantica nao relativistica, onde
serao discutidas as principais propriedades e implicagoes deste formalismo. Com isso

poderemos entao generalizar os resultados e ideias para o caso da teoria de campos.

Ao que concerne a teoria quantica de campos, faremos uma brevissima revisao
da teoria de campos escalares livres, onde deduziremos uma expressao exata para
o propagador euclideano. Nao trataremos de teorias interagentes aqui, visto que a
teoria de perturbagao, assim como a renormalizacao perturbativa, nao sao essenciais

para este trabalho.

A.1 Integrais de Trajetéria na Mecanica Quantica

Ao tratar de um problema na mecanica quantica, é comum se fazer uso do
chamado formalismo candnico, onde variaveis classicas de um sistema sao promovi-
das a operadores hermitianos, cujo espectro nos da os valores observaveis do sistema.
Esta é uma prescri¢ao baseada diretamente no formalismo hamiltoniano da mecanica
classica, o que leva a muitos a se perguntarem se ha uma forma de se produzir os
mesmos resultados a partir do formalismo lagrangiano. De fato, a formulagao por in-
tegrais de trajetoria, desenvolvida por Feynman, nos d4 uma prescri¢ao lagrangiana

da mecéanica quantica, que é totalmente equivalente a formulagao canonica.

Pode-se deduzir a integral de trajetéria de um sistema sem fazer nenhuma
men¢ao ao formalismo canénico, como pode ser visto em (FEYNMAN: HIBBS,
1965). Optaremos aqui por uma abordagem baseada no formalismo canonico, onde a
partir deste, serd deduzida a integral de trajetéria. Assim, consideremos um sistema
quantico nao relativistico descrito por um operador hamiltoniano H (Gi, p;), como
uma funcao dos operadores do momento, p;, e da posicao §;, que devem obedecer as

relacoes de comutaciao canonicas, dadas por?

1 Note que aqui omitimos A da primeira relacio de comutacio, escolhendo o sistema de unidades

naturais, onde o mesmo ¢ igual a 1.
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Como os operadores ¢; comutam para qualquer 7, é possivel definir um con-

junto completo de autoestados |¢), com autovalores g;:

Gila) = ailq) (A.3)

Escolhemos esta base de autoestados como uma ortonormal, isto ¢, com o

produto interno obedecendo:

(ald" H5 ¢ —q;)=0(qg—q). (A.4)

E como ja dito, os autoestados |¢) formam um conjunto completo de vetores

no espaco de Hilbert, que significa que os mesmos obedecem a relagao de completeza:

1~ [Tl dalaXal (A5)

De maneira similar, podemos definir um conjunto completo de autoestados
de py, denotados por |p), com autovalores dados por p;. Este também é um conjunto
de vetores ortonormais, e que obedecem a relagao de completeza da mesma maneira
que vista em (A.5). Por fim, o produto escalar entre os autoestados de §; e p; é dado

por

{qlp) = \/— H e iPi (A.6)

E importante notar aqui que estes sao operadores na chamada representacao
de Schrodinger, que é tal que os estados do sistema evoluem no tempo, enquanto os
observaveis, i.e., os operadores, se mantém constantes. A evolugao temporal de um

vetor |¢) nesta representacao é dada por

lq(t)) = e |q(0)) , (A7)

com e~ """ sendo o operador de evolugdo temporal, também denotado por U(t). A
contraparte desta ¢ a representacao de Heisenberg, onde os estados se mantém esta-

ticos, enquanto os operadores evoluem no tempo. Nesta representacao os operadores
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g; e p; evoluem como:

Os autoestadoes nesta representacao sao denotados por |q;t) e |p;t). Note
que aqui o t no ket é usado como um simples rétulo, indicando que este é o instante
em que o sistema foi medido. Estes estados também formam um conjunto completo
e ortonormal. A relagdo entre este conjunto de estados e os da representacao de

Schrodinger é dada por

lg5t) = e |q) (A.10)
pst) = e |p) (A.11)

Agora que definimos as nossas quantidades observaveis, devemos nos voltar ao
problema dindmico central da mecanica quantica, que consiste em calcular qual é a
probabilidade do sistema transitar de um dado estado, digamos, |¢), em um instante
inicial ¢, para um outro estado |¢’), em um instante posterior t'. Na representacao
de Schrodinger, esta probabilidade é dada pelo moédulo ao quadrado do seguinte

produto interno:
(g’ () = ('l eV |g) . (A.12)

Na representacao de Heisenberg, temos simplesmente (¢’ ;t'|q; t). Esta quan-
tidade é o propagador, também chamado de amplitude de probabilidade, ou ampli-
tude de transicao. A partir desta quantidade iremos deduzir a integral de trajetoria

do sistema.

Vamos considerar um caso em que t e t' estdo infinitesimalmente proximos,
0 que nos permite escrever t' = t + 0t. Assim, a amplitude de transicado é reescrita

CcOo1mo

(5t +tlg; t) = (| e |g) (A.13)

A hamiltoniana do sistema, como ja foi mencionado, é uma funcao de p; e
g;, que a principio, pode ter uma forma arbitraria com produtos de §;’s e p;’s, e
é possivel, usando as relagoes de comutagao canonicas, mudar o ordenamento dos
operadores. Sera adotada aqui a convengao onde todos os ¢;’s estao a esquerda dos
pi’s. Com esta convencao, os ¢;’s na hamiltoniana que aparece na equagao (A.12)

podem ser substituidos pelos seus respectivos autovalores. Note que isto s é possivel
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devido o caréter linear do operador de evolucdo temporal, e % que é expandido
somente na primeira ordem em dt. Para lidar com os termos de p; na hamiltoniana
da mesma maneira, tomaremos a relacao de completeza, para expandir os estados

|g) na base de |p), nos dando a seguinte expressao:

(st +otlast) = [ TLdpstalexp [~ifi(a(t). 5(0)] Ip) (pla) (A14)

Aqui foi usado o fato de que a hamiltoniana também se transforma como (A.8), o que
permite escrevé-la como uma fungao dos operadores na representacao de Heisenberg.
Com a convengao de ordenamento dos operadores p; e §; e o produto entre |q) e
|p) dados, podemos reescrever a equagao (A.14) como uma expressao que depende

apenas dos autovalores de p; e §;:

(q;t+dtlg;t) = /Hfmﬂﬂﬂwp&+ﬁj% )i (A.15)

onde cada integral em p; é calculada de —oo e oco.

Agora que temos uma expressao para o propagador calculado em um intervalo
de tempo infinitesimal, podemos calcular o caso mais geral para um intervalo de

tempo finito. Para este realizamos uma discretizac¢ao do intervalo [t, '] em N passos

Tr, que definem a sequéncia: t, 71,7, ..., 7Tn,t’; onde o intervalo entre dois passos é
dado por:
or— L2t (A.16)
Thl — T = 0T = )
e N +1

Com esta particao do intervalo de tempo, é possivel inserir N relagoes de

completeza no propagador (¢’; t'|q;t), obtendo

Wity = [ TTdn (o) Gaximvlavossmaca) - amlast) (AT
k=1

Agora podemos inserir no lugar de cada termo (qg1; Tht1|qx; Tk) & expressao
que foi encontrada para o propagador com o tempo infinitesimal (A.15), nos dando

a seguinte expressiao para a amplitude de transicdo entre ¢ e t':

etlast) = [T T [T T2

k=1 1 k=1 1

X exp{i i [Z(qlk — Gik—1)Pik—1 — 57H(ka,pk—l)] }a (A.18)

k=1 7
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— _

onde ¢ o = ¢i € ¢iN+1 = ;-
E importante ressaltar aqui estas sao variaveis em uma rede discreta, e nao
necessariamente sao fungoes suaves. Ao tomar o limite para o continuo, isto é, quando
01 — 0 (e N — 00), torna-se possivel definir as variaveis acima como fungoes de

interpolagao suaves:

ik = qi(Tk) (A.19)
Pik = pi(Tk) (A.20)

Com esta defini¢ao, podemos aproximar a diferenca ¢; , — ¢; x,—1 usando uma

expansao em Taylor na primeira ordem em 07:

Gk — k1 = Gi(6)0T + O(67%) (A.21)

Tomando agora o limite para o continuo, e usando a expressao acima, o

argumento da exponencial em (A.18) se torna apenas uma integral em 7:

N+1
]\}l_fgo > [Z(sz = Qih—1)Dij—1 — 57H(Qk,pk—1)]

or—0 k=1 i

N+1
= lim > [Z ¢ (1) pi (1) — (STH(Q(Tk),p(Tk))] 5T + O(67%)

N—oo -
or—0 k=1 v

= /t ' [Z ¢ (T)pi(T) — H(q(7), p(T))] dr (A.22)

Além disso, devemos considerar que ao tomar o limite para o continuo, as
integrais provenientes das relagoes de completeza devem ser definidas como integrais
sobre as fungoes q(7) e p(7), isto é, teremos uma integracao funcional sobre estas

fungoes. A medida de integracao é entao redefinida no limite para o continuo como:

. dpi,
Jim [ Tdax [T 5" = [ Da(r) Do) (A.23)
61—0 i,k i,k

Onde aqui absorvemos a constante 27 na definigdo da medida Dp(7). Devemos res-
saltar que o lado direto de (A.23) ndo é uma medida bem definida matematicamente,
sendo assim apenas uma expressao formal. O cédlculo explicito destas integrais fun-
cionais é de fato realizado do tempo discretizado, onde depois é tomado o limite

formal para o continuo.
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Por fim, a amplitude de transi¢ao, ou propagador, pode ser escrito da seguinte

maneira;:

(dt']q;t) = / Dq(7) Dp(7 exp{/ [Z G (T)pi H(Q(T)vp(T))] dT}
i

(A.24)

Esta é a integral de trajetoria, que recebe esta nomenclatura pois estamos
integrando sobre todos os “caminhos” possiveis ¢(7), de ¢(t) = q até ¢(t') = ¢/, além
de todas as configuragoes possiveis de p(7), sendo assim uma integragao calculada
sobre configuragoes no espago de fase. O primeiro detalhe a ser observado nesta
expressao € que estamos calculando o propagador a partir de quantidades puramente
cldssicas, em completo contraste com o formalismo candnico, baseado na algebra
de operadores hermitianos. Outro detalhe interessante que surge desta é a forma
do argumento na exponencial, que é uma soma de termos do tipo pg — H(q,p). A
principio podemos tratar esta expressao apenas como a transformada de Legendre da
funcao hamiltoniana classica, o que nos da a fungao lagrangiana, e consequentemente
a integral se torna simplesmente a acdo classica. Porém, esta é uma consideragao
equivocada, pois os momentos que aparecem na integral sao fungoes quaisquer, que a
principio ndo sao os momentos canonicamente conjugados as coordenadas ¢q. Assim,
de maneira geral, nao podemos escrever a integral de trajetéria em termos da agao

classica.

Entretanto, esta dificuldade pode ser contornada se considerarmos uma classe
de Hamiltonianas que sao quadraticas nos momentos. De fato, esta é uma forma
muito comum da funcdo Hamiltoniana, sendo encontrada em grande parte dos sis-

temas fisicos conhecidos. Tomaremos entao a seguinte forma geral para H(q,p):

- ; Z A (@) Prpm + Z B.(q)pn + C(q), (A.25)

com a matriz A sendo real, simétrica, positiva, e ndo singular?. O argumento da

exponencial em (A.24) é entdo reescrito como:

[ i li(rn() — Ha(r), plr))]) =

_fz /t’deT'Anm @) + 3 [ rButapa) + [ ar0te) (a26)

Onde redefinimos as quantidades A e B encontradas em (A.25) como:

2 Podemos encarar A,,, como a métrica.



A.1. Integrais de Trajetdria na Mecanica Quantica 73

Apm(q) = A ()0 (T — ') (A.27)
B,.(q) = Bu(q) — 4(7) (A.28)

Com esta forma no argumento da exponencial, temos uma integragao fun-
cional gaussiana, com um termo linear. Para efetuar esta integracao funcional, é
necessario dar um passo atras, considerando o tempo particionado em intervalos in-
finitesimais, de tal maneira que tenhamos um produto de integrais gaussianas, onde
a integral em d7 volta a ser uma soma. A forma geral das integrais que devemos

calcular ¢ dada por:

7= / H dpy, exp{—; Z A PmPn — ZZ B.p, — iC’} (A.29)
O resultado desta integral é dado por?:
iAN] Y2 i
I= {Det <2>} exp{2 > B,BnA,, — C’} (A.30)
™ n,m

Este é um resultado que a principio ndo nos ajuda na nossa analise, porém,
podemos reescrevé-lo de uma maneira mais adequada aos nossos propositos. Para

isso, definimos a fungao F'(p) como

1
F(p) = 53 Awmpmpn + 3 Bupn + C (A.31)

De maneira que o argumento da exponencial em (A.30) se torna simples-
mente —iF(p). Um resultado importante que concerne integrais da forma de (A.30)
¢ que podemos escrever o seu resultado em termos dos pontos estacionarios de F'(p),

denotados por p:

Pn=—>_ ApnBm, (A.32)
OF(p) = 0. (A.33)
8pn Pn=Pn

Usando o valor do ponto estacionario, é simples mostrar que o valor da inte-

gral pode ser reescrito de (A.30) para a forma mais simples:

7- {Det (;’:)] P p(iF () (A.34)

3 A prova pode ser vista em (WEINBERG, 2005)
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Em sintese, temos que integrais gaussianas podem ser calculadas, a menos de um
fator constante multiplicativo, tomando-se a variavel de integracdo no ponto estaci-
onario do argumento da exponencial. A prova e os detalhes deste resultado podem
ser vistos em (WEINBERG, 2005). Assim, para uma hamiltoniana da forma geral
(A.27), o resultado da integracdo em n componentes do momento, em um instante

de tempo, é dada por:

T-— {Det (;i)} o exp(—i > i~ Hg p)> (A.35)

A condicao para que p seja um ponto estaciondrio se traduz agora para:

ai) (pg — H(q,p)) . =0 (A.36)
= 8H([§§’ ) - =q. (A.37)

Este resultado indica que o ponto estacionario, p, ¢ justamente o momento
canonicamente conjugado a coordenada generalizada ¢, que é exatamente a condi¢ao
necessaria para que possamos escrever a funcao lagrangiana no lugar da hamiltoniana
na integral de trajetéria. Assim, ao tomar o produtério das integrais no tempo
discretizado, e tomando o limite para o continuo, chegamos a seguinte integral de

trajetoria:
witwin = [ oa ool [ ahamlarf. (s

onde o fator do determinante foi absorvido na definicao da medida de integragao Dq.
Reconhecemos agora o argumento da exponencial como a agao classica do sistema.
E importante ressaltar que para que seja possivel escrever a funcao lagrangiana,

deve-se ter a equagao (A.37) como uma invertivel.

A partir deste ponto iremos admitir esta forma para a integral de trajetoéria,
sem perda de generalidade, pois como mencionado, a classe de hamiltonianas que
possibilita esta transicao para a forma lagrangiana é comum a grande parte dos
sistemas fisicos. Esta forma ¢é de fato a encontrada por Feynman, por meios dife-
rentes dos mostrados aqui. Por este motivo, esta também ¢é chamada de integral de

Feynman.

A interpretacao da integral de trajetoria agora é mais simples de se visualizar,

onde como o préprio nome ja diz, estamos realizando uma soma sobre todos os
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infinitos caminhos possiveis que a o0 nosso sistema pode realizar, com a condigao que
o ponto inicial seja ¢, em um instante ¢, e o final seja ¢’ em um instante ¢'. Isto
representa o fato que o conceito classico de uma unica trajetéria bem definida nao

tem validade na mecanica quantica.

Uma das caracteristicas mais notérias deste formalismo ¢é justamente a sua
conexao com a mecanica classica. Para visualizarmos melhor esta relagao, abando-
naremos por ora o sistema de unidades naturais, e assim a aplitude de transicao

entre ¢ e ¢’ é reescrita com um fator h:

(¢;tg;t) = /DQ(T) eXP{;S[Q]}» (A.39)
onde os limites da integral estao subentendidos como ¢ = ¢(t) e ¢ = ¢(t'). Note
que o peso desta soma é uma fase, e quando tomamos o limite classico, isto é,
quando h — 0, o termo de fase oscila muito, de tal maneira que a integral é zero
se calculada em um pequeno intervalo [g,q + dq], a menos que ¢ seja um ponto
critico do argumento da exponencial. Esta analise consiste na chamada aprozimacdo
por fases estaciondrias, cujos detalhes podem ser vistos em (ITZYKSON; ZUBER,
1980). Desta maneira, no limite cldssico, as tinicas contribuigdes que nao se cancelam

na integral sdo aquelas que obedegem a condicao

65[q(t)] _ 0. (A.40)

dq(t)

Esta é exatamente a condicao de extremo da agado, que define a dindmica
classica do sistema. Assim, ao tomar o limite 7~ — 0, de todas as infinitas trajetorias
que o sistema quantico poderia percorrer, a tinica que contribui é aquela que satisfaz
as equagoes classicas de movimento. Este resultado corrobora as nossa interpretagao

inicial da integral de trajetéria como uma ”"soma sobre caminhos”.

O formalismo de integrais de trajetéria nos permite ir além do calculo de
amplitudes de transicao, nos permitindo também calcular elementos de matrizes
entre os estados (¢; ¥'| e |¢; t). Sendo assim, considere um operador O(p, §), onde serd
adotada a convencao em que todos os operadores p estao a esquerda dos operadores

q. Assim, vamos inserir este operador na amplitude calculada entre t e dt:

(¢t +0t[OB(t),4(t)) g ;1) = / [T dpi (d'| @D p) (p| O(p(t). 4(£)) |a)

/H Z]: eXP{—iH(Q’,p)& +i) (¢ — qz-)pi}@(q,p)-
(A.41)
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Onde o procedimento foi essencialmente o mesmo que o descrito na dedugao
de (A.15). Aqui vemos a utilidade de se tomar a convencao de ordenamento para
o operador O(§,p), que agora é simplesmente uma fun¢ao dos autovalores g e p. A

partir daqui a deducao desta formula para um tempo finito é direta.

Resultado acima pode ainda ser generalizado para o caso em que temos um

produto de diferentes operadores:

Oa(p(ta), (ta)) On(B(ts), 4(ts)) - - -

definidos com o seguinte ordenamento t, > t, > --- .

Ao inserir este produto de operadores no elemento de matriz, observamos que
se, por exemplo, t, é definido no intervalo [, 7441, podemos inserimos o operador

O, entre <qk+1m€+1

ormente, encontramos a formula geral para a integral de trajetéria de um produto

e |qx; 7). Seguindo entdo os mesmos passos ja realizados anteri-

de operadores:
(1104 (1) 4(12)) Os (B(1). (1)~ Ia:1)
= [ Da(r) Dp(r) Ou (plta). a(ta)) Oy (p(t). (1)) -+
<o [ |Satmto) - Haaarh @

Como ja esperavamos, o resultado ndo depende mais dos operadores, mas
sim de fungoes O(p, q), e este fato nos mostra que o ordenamento temporal que
impomos para os operadores nao é mais necessario, pois o lado direito de (A.42) nao
faz nenhuma mencao a este ordenamento. Assim, se este calculo for realizado com
um ordenamento temporal qualquer, terlfamos a mesma integral de trajetéria. Este
resultado nos mostra que ao calcularmos elementos de matriz, o resultado sempre
estara com o tempo ordenado. Isso nos permite reescrever o lado direito do resultado

acima como:

(@] T[Oa (p(ta), 4(ta)) Op (B(ts), 4(t)) -] t) (A.43)

Onde T é apenas um simbolo indicando o ordenamento temporal.* Este é
um resultado extremamente importante para a teoria quantica de campos, como

discutiremos mais adiante. No caso em que os operadores O sao func¢oes apenas

4 No caso de um produto de dois operadores, por exemplo, ordenamento 7" é definido por

T [A(tl)B(tQ)] = A(t1)B(t2)0(t1 - t2) + B(TQ)A(fl)o(tz — tl),

com 6(t) sendo a fungdo de Heaviside. A generalizacio para um produto de N operadores é
trivial.
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dos ¢’s, e considerando uma hamiltoniana da forma (A.25), é possivel integrar os

momentos, nos dando uma prescrigao lagrangiana da equagao (A.42).

Em diversas situacoes é mais 1til calcular o elemento de matriz entre estados
mais gerais, ao invés dos autoestados das coordenadas. Suponha entdo, por exemplo,
que o sistema se encontre no ground state, |0), e que queremos calcular a probabi-
lidade do mesmo permanecer neste estado. Além disso, é interessante realizar este
calculo para um caso em que o sistema estd no ground state em um tempo remo-
tamente distante, —t — —o0, e volta para o mesmo estado apds um tempo muito
longo, t — o0®. A motivacao para estas consideracoes especificas surge da necessi-
dade de calcular transi¢bes em processos de espalhamento, como sera discutido com
mais detalhes na préxima secdo. A primeira pergunta que surge ao considerarmos
este elemento de matriz é: como podemos reescrever a equacao (A.43) com |0) ao

invés de |q)?

Para realizar esta mudanca, considere o conjunto completo de autoestados

da Hamiltoniana, {|n)}, cujos autovalores sao dados por:

Hin)=E,|n); H|0)= Ey|0) (A.44)

Sem perda de generalidade, podemos tomar Fy = 0. Assim, como este é um

conjunto completo de estados, é possivel realizar a seguinte operacao:

lq;t) = et |q) = ZO ¢t ) (nlq) = 10) (0lg) + ; ¢t |n) (nlq) (A.45)

Agora, tomamos o limite para ¢t — oo(1 —ig), com & pequeno e positivo, que
¢ o mesmo que tomar uma continuacao analitica infinitesimal. Neste limite, todos os

termos com |n) # |0) sdo exponencialmente suprimidos, o que nos da a expressao:

;)

0) = im
0) t—o0(1—ic) (0|q)

(A.46)

Com expressao para o bra (0| é escrita de maneira similar, em termos de
|¢) desta vez. Com isso, o valor esperado do vacuo para um produto de operadores

O, 0 --- é escrito como:

S (¢ =t T [Oalta) Ou(ts) -] la;1)
0| T |O4(ty) Op(ty) -+ 10) = i
< | [ a( a) b( b) } ‘ > tﬁoc}(qlfis) <q/’0> <O\q>
Como é tomado o limite para o tempo indo para o infinito, podemos, sem perda de generalidade,
escolher o intervalo como [—t,t], ao invés de [¢t,t']

(A.47)

5
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Esta equagao pode ser simplificada se usarmos a definigdo (A.46) para escre-

ver
1 =0j0) = N (¢"s —tlq;t) (A.48)
(¢'|0) Olg) t—oc(i-ie)
O que finalmente nos da o valor esperado do vacuo para um produto de
operadores:

ot .
T [0t O] 10 = i /D4 Oulla) Ol ;exp{l Fdrita, 0}
—oo(l—ie) I Dg exp{i [, drL(q,9) }

(A.49)
Onde aqui, por simplicidade, foram considerados operadores que nao dependem do
momento p, assim como uma hamiltoniana quadratica, o que nos permite escrever
o argumento da exponencial como a ac¢ao. Por ora nao discutiremos a real utilidade
desta formula, deixando a discussao para o contexto da teoria quantica de cam-
pos, onde o calculo deste valor esperado ¢é essencial para a extracao de quantidades

observaveis na teoria.

Por fim, antes de deixarmos a mecanica quantica de lado, e prosseguir para
o caso da teoria de campos, é importante fazer uma observacao acerca da validade
matematica da formulacao de integrais de trajetoria na mesma. Note que quando
consideramos a equagao (A.15), temos uma exponencial complexa, e para manter a
convergéncia da integral, é necessario realizar uma continuacao analitica da mesma,
para um tempo imagindrio %7, definido por 7 = it. Esta operacdo ¢ chamada de
rotacao de Wick, e fornece uma maneira matematicamente mais consistente de se
calcular as integrais de trajetoria. Em teoria de campos esta é uma operacao de fato

muito usada, como mostraremos na se¢ao seguinte.

A.2 Integrais de Trajetoria na Teoria Quantica de Campos

Agora que temos o formalismo de integrais de trajetéria bem construido na
mecanica quantica, podemos voltar as nossas atenc¢oes para a teoria quantica de
campos. Esta é uma area extremamente vasta e repleta de detalhes técnicos nao tri-
viais. Como o objetivo aqui é apenas realizar uma exposicao breve e despretensiosa,

os detalhes técnicos serao ignorados, favorecendo discussoes quantitativas.

A teoria quantica de campos pode ser encarada como uma generalizagao da

mecanica quantica para infinitos graus de liberdade. Assim, ao invés de tratar de

6 Nao confundir com a 7 em (A.24), que é apenas uma variavel de integracio! A partir daqui

usaremos 7 estritamente para o tempo imaginario.
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variaveis canonicas como o momento e a posi¢ao, iremos quantizar campos classicos,

isto é, configuracoes continuas com infinitos graus de liberdade no espago-tempo.

Uma maneira de se realizar isto é por meio da quantizacao canonica, porém, é
mais 1util para os nossos propositos tratar da teoria quantica de campos sob o ponto
de vista do formalismo de integrais de trajetéria. Efetivamente, este é o método
mais util para se trabalhar com a teoria quantica de campos em geral, devida a facil
manipulagao de diversas quantidades, ao contrario da quantizagao canodnica. Além
disso, a formulacao por integrais de trajetéria fornece uma interpretacao de facil

visualizacao do limite cldssico, aos moldes do que foi apresentado na secao anterior.

Sem perda de generalidade, consideraremos aqui apenas campos escalares,
devida a sua simplicidade de manipulagdo, que denotaremos por ¢(x). Além disso,
estd implicito aqui que ¢(z) é um campo relativistico, definido sobre as coordenadas
" do espago-tempo de Minkowski. O tratamento para campos espinoriais ou veto-
riais, assim como campos de calibre, pode ser visto em (SREDNICKI, 2007). Como
campos sao configuracoes que se estendem no espago tempo de maneira continua, a

hamiltoniana tera o formato de uma integral sobre uma densidade:

H = [d'aH((@),m(2)), (A.50)
com 7(x) sendo o momento canonicamente conjugado ao campo ¢(z). A densidade

H ¢ a densidade Hamiltoniana do sistema, e por abuso de linguagem, é quase sempre

chamada simplesmente de hamiltoniana.

Analogamente ao que foi realizado para a mecanica quantica, a integral de
trajetoria é construida a partir da amplitude de transicao entre duas configuragoes
de campo. Para isso, definimos o conjunto {|¢(x))} como um conjunto completo de
autoestados do campo, que sao analogos ao conjunto de autoestados das coordena-
das na mecanica quantica. Para realizar o calculo desta amplitude de transicao, o
espago-tempo é discretizado, formando uma rede com espagamento dx. A dedugao
da integral de trajetoria para este caso é feita em completa analogia com a dedugao
na mecanica quantica, e sem perda de generalidade, consideraremos apenas hamilto-
nianas H que sejam quadraticas, o que possibilita escrever a amplitude de transicao

da seguinte maneira:

(p(x', ) |p(x,1)) = /ng(a:) exp{i/d%ﬁ}, (A.51)

onde a medida de integracao ¢ definida como:

Do(x) = lim [[do(,) (A52)

dr—0
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Porém, em teoria quantica de campos é mais 1til calcular transi¢oes do vacuo
para o vacuo’, por diversos motivos, sendo o mais notério a necessidade do calculo de
amplitudes de espalhamento. Em um tipico problema de espalhamento, um estado,
que descreve um certo conjunto de particulas em t — —oo transita para outro estado
em t — 00, que pode descrever um conjunto completamente diferente de particulas.
A amplitude de transicdo para um problema deste tipo é chamada de matriz-S.
Um dos resultados mais importantes que envolvem o a matriz-S, e de fato um dos
mais importantes de toda a teoria quantica de campos, nos diz que a amplitude
de espalhamento pode ser reduzida, além de outros termos conhecidos a priori, em
um produto de valores esperados do vacuo. Esta é a férumula de reducao LSZ, que
consiste em um resultado extremamente 1til, pois reduz o calculo de quantidades
fisicas importantes ao simples problema (a principio) de calcular os valores esperados
do vacuo, comumente chamados de func¢oes de correlagdo, nome que adotaremos
daqui em diante. Este é um resultado nao trivial, que pode ser visto com detalhes
em (ITZYKSON; ZUBER, 1980).

Por um processo similar ao que foi realizado para se deduzir (A.49), é possivel
passar da descricao em termos da base dos autoestados do campo para o vacuo, e

assim, podemos escrever o valor esperado de um produto de campos no vacuo por:

O1T [$1) -+~ d(za)] [0) = lim DY d(x1) -~ dlan) exp{i [ d'x L} (A.53)

t—r00(1—ic) I D¢ exp{i [d*x L}

O lado direito desta equacao é uma funcao das coordenadas i - - - x,,, assim
o denotaremos por G(x1,...,x,). Agora introduziremos uma maneira mais simples
e formal de se calcular essas func¢oes de correlagao, baseada na definicao do seguinte

funcional:

217 =N [ Do exp{i [dwic+ gzﬁ(x)J(x)]} (A.54)

Este é o funcional gerador das fungoes de correlacao. Com este funcional, as

fungoes de correlagao podem ser escritas como:

11 &z

G(Ila""xn) - Z[()]z'i”(SJ(Iﬁ"'J(xn)

(A.55)

J=0

Esta é uma afirmacao que pode ser diretamente verificada usando a defini¢ao
de Z[J] e de G(zy...,x,). O campo J(x) aqui aparece apenas como um artificio

que possibilita o calculo das funges de correlagao a partir de Z[.J], mas ele carrega

7 O estado de vacuo é tal que o sistema ndo tem particulas, sendo denotado por |0)
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um significado fisico por tras, sendo interpretado como uma fonte externa que gera

as excitagoes do campo ¢(x).

Para tornar esta construcao mais palatavel, vamos considerar agora o exem-

plo de um campo escalar livre, cuja acao é dada por

Suld] = 5 [ @' [(0u6()) — m*6*(a)] (A56)

Podemos reescrever Sy de outra maneira, integrando por partes e eliminando

o termo de bordo. Apos este calculo, a agdo é dada por:

Sold] = — [ do(x) (8 + m?) o(x) (A57)

Aqui reconhecemos o termo entre os campos ¢ como o operador diferencial
de Klein-Gordon, que define a equac¢ao do mesmo nome que rege a dinamica classica
do sistema 8. Esta forma da acdo se demonstrara extremamente ttil para as nossas

analises.

Para se deduzir a funcao de correlagao do campo escalar livre, devemos definir
o funcional gerador da teoria, e usar a equagdo (A.55) para extrair G(z1,... x,).
Porém, é necessario ser cuidadoso nesta analise. Como ja foi ressaltado no final
da secao anterior, os cédlculos com integrais de trajetoria nao sao geralmente bem
definidos sem uma continuagao analitica, o que motivou o uso do limite ¢ — oco(1 —
i€), por exemplo. Aqui serd considerado um caminho diferente, tomando-se uma

rotagao de Wick:

t—it=r1

E interessante notar que ao realizar esta operacao, mudamos a métrica do espaco de
Minkowski, passando para uma descricao Fuclideana, onde a métrica é definida por
(1,1,1,1). Aqui esta operagao serd usada apenas como um artificio para a realizagao

dos céalculos, onde no final voltaremos a prescri¢ao no espago de Minkowski.

Assim, com a agao da forma (A.57), e considerando o tempo imaginario, o

gerador funcional é escrito como:

ZplJ] = /Dgzﬁ exp{/d4x o(x) [(—32 + m2>} o(x) — /d4x gb(x)J(m)} (A.58)

Na presenca da fonte externa, esta equacao é dada por:

8

(0% +m?) ¢(z) = J(x)
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O subscrito em Zg ressalta que este é o funcional gerador euclideano. Pode-

mos reescrever este funcional com o uso da funcao Kg(z,y), definida por:
Kg(z,y) = 6*(x — y)(—0° + m?), (A.59)
cuja inversa é definida por:

[ 'y Ku(e. ) K5 (9.2) = 6*(a =) (A.60)

Assim, em termos de K(x,y), o gerador funcional é dado por:

/D¢exp{/d4xd4y o(r)Kg(x,y)d /d4xgz5 } (A.61)

Esta é uma integral que pode ser resolvida exatamente, nos dando, a menos

de fatores de normalizacdo, o seguinte resultado:
1
Zul) = Zel0)exp 5 [ dwd'y () g w9)T ()} (A.62)

Por fim, usando a defini¢do da funcao de correlagao como em (A.55), pode-se

calcular, por exemplo, a fun¢ao de dois pontos:

1 82ZslJ]
Z5[0] 8.7 (21)0J (22)

G(xy,20) = (A.63)

J=0

Derivando funcionalmente a equagio (A.62), temos:

5% Z [ J]

m = K (z1,29) Z]J [/K T, T7) w)dx/Kil(%@)J(x)dx Zp[J]

(A.64)

Tomando J = 0, e dividindo por Zg[0], temos a expressdo para a fungio de

correlacao de dois pontos do campo escalar livre:

GE(.Il,ZL’Q) == KEI<I1,JI2> <A65)

Como Kg é nada mais que o operador diferencial de Klein-Gordon, é facil
ver aqui que a fungao de correlagdo G(z1,z3) é a Fungio de Green deste operador,
definida como a inversa do mesmo, por meio de (A.60). Este fato justifica a notagao
usada para as fungoes de correlagao. Uma propriedade marcante da fungao G(x1, z5)
é que a mesma s6 dependem da distancia entre os pontos no espago-tempo, podendo

ser denominada por G(z; — x3), como iremos fazer daqui em diante. K possivel
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escrever a funcao de green do campo livre explicitamente, tomando a transformada

de Fourier da sua defini¢ao e resolvendo a equacgao algébrica, resultando em:

d4p eip(arl—xz)

@)t 7% 4 (A.66)

GE(iUl - 952) = /

Para voltar ao espago-tempo de Minkowski, o tempo é tomado como real
novamente, por meio de uma rotacao de Wick inversa. O resultado com o tempo

real é dado por:

d4p Z'e—ip(;m—wg)

2m)4 p2 —m? + ie

Glr1 — 13) = / ( (A.67)

A origem do termo ic é nao trivial, e é mais facilmente vista se os calculos
forem realizados a a priori no espaco de Minkowski, tomando uma continuagao ana-
litica como feito em (A.46), por exemplo”. A fungao de green escrita nesta forma ¢é
o conhecida como o propagador de Feynman, ou o propagador ordenado temporal-

mente, e é geralmente denotada por.

(0] T{d(x1)d(2)} [0) = Gy — x3) = iAp (1, 22). (A.68)

Embora essa quantidade seja mais importante para a teoria de campos re-
lativisticos, vamos nos voltar por ora ao propagador euclideano, cujas propriedades

matematicas sao mais facilmente trataveis que a sua contraparte no tempo real.

Assim sendo, integraremos Gg(x; — z3), para extrair o seu comportamento

assintotico em largas e curtas distancias. Por fins de generalidade, este processo sera

1

realizado em d dimensoes. Como o termo (p* + m?)~! na funcio Gg(z; — xo) é

estritamente positivo, é possivel escrevé-lo da seguinte maneira:

1 1 foo —a(p2 erz)
—_— == dae 2 (A.69)
p2+m2  2Jo

Com esta expressao, o propagador é reescrito como:

Gr(r) —x2) = ;/OOO doz/(;ijgd exp{_;é(p2 +m?) +ip(z; — xQ)} (A.70)

9 Uma exposicio detalhada da origem deste termo pode ser vista em (WEINBERG, 2005)
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A integral em p é gaussiana com um termo linear, e pode ser facilmente

resolvida, nos dando o seguinte resultado:

1 1 % 21 — x| mia
Gp(r1 — 22) = 2(27T)d/2/o doa’? eXp{— 1 °a 2 5 (A.71)

Usando a representacao integral da fungido de Bessel modificada , K, (z)
(GRADSHTEYN; JEFFREY; RYZHIK, 1996), podemos enfim escrever a forma

exata do propagador livre euclideano:

1 m 271
Gg(x) —x9) = om)i7 [\1’1 — 9@]] Kq_y (m|xy — x2]) . (A.72)

Com v =d/2 —1 e z=m|x; — z5|. Primeiramente, vamos explorar o limite
para grandes distancias, m|r; — x5| > 1. Usaremos entdo a férmula para o limite
assintético da fungdo de Bessel K,(z) no caso em que z > 1 (ABRAMOWITZ,
1974):

K (2) = \/Zez [1+0(1/2)]. (A.73)

Com esta féormula, a funcao de Green se comporta como

\/m/2md2 i
GE(Il - LL’Q) - mTLTE2 <A74)

—€
(27)4/2 (mlay — o)) T

Portanto, a longas distancias, o propagador euclideano tem um decaimento
exponencial com distancia (e tempo imagindrio). A escala de comprimento para este
decaimento é 1/m, o que é natural, j4 que é a tnica quantidade com unidades de

comprimento na teoria.

No caso de curtas distdncias, i.e, onde m|z; — x| < 1, usamos a férmula da

funcao de Bessel no limite onde z — 0:

Ko(2) ~ ;r(y) (;) B (A.75)

Com esta férmula, é possivel escrever o comportamento assintético da fungao

de green em curtas distancias.

Gplts — 15) = -y (A.76)

47Td/2|371 — LEQ’d_Q
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Onde os outros termos sao nulos no limite onde m|x; — 23] — 0. Note que o
termo dominante neste limite nao depende da massa. De fato esse é o comportamento
de uma teoria nao massiva, onde a fungao de green decai com uma lei de poténcia

da distancia.

A anédlise para as fungoes de green no tempo real pode ser vista em (KLEI-
NERT, 2016).

Pode ser mostrado que as fungoes de correlagdo de mais pontos podem ser
escritas apenas em funcao dos propagadores de Feynman, na forma de uma soma
de todas as combinagbes de pares possiveis. Este ¢ o teorema de Wick, que forma
a base para a construcao dos diagramas de Feynman. Esta é um resultado que esta
distante do escopo deste trabalho, e pode ser visto com detalhes em (PESKIN;
SCHROEDER, 1995).

Antes de finalizarmos esta secdo, vale a pena discutir um pouco sobre teorias
com intera¢ao. Nao mostraremos detalhes aqui, que podem ser vistos em (ITZYK-
SON; ZUBER, 1980), por exemplo

De fato, o passo natural agora é prosseguir para teorias interagentes, que
sao objeto de estudo central na teoria quantica de campos, descrevendo com pre-
cis@o processos fisicos nas mais diversas situagoes possiveis, tanto em teorias que
descrevam forgas fundamentais, como a QED e a QCD, assim como em teorias efe-
tivas usadas na matéria condensada. Uma teoria interagente é quase sempre escrita
na forma de uma lagrangiana livre somada a um termo extra, que caracteriza a
interacao do sistema:

L=Ly+ Lint.

Ao contrario da teoria livre, em quase todos os casos com interagdo nao é possivel
extrair de maneira exata o funcional gerador da teoria, o que leva a necessidade
dos mais diversos métodos de aproximacao para extracao das fungoes de correlagao,

sendo o mais comum a teoria de perturbacao.

O resultado final da teoria de perturbagdo na teoria quantica de campos é
uma expansao das funcoes de correlagdo em uma série de poténcias de um parametro
pequeno, usualmente a constante de acoplamento da interagao. Embora a conver-
géncia desta série nao seja muito bem definida, como na teoria de perturbacao na
mecanica quantica, ¢ usual trunca-la em algum ponto, usando o fato de que o pa-
rametro da expansao ¢é pequeno. Porém ao contrario do caso na mecanica quantica,
quase todos os termos desta série, em quase todos os casos, divergem. A origem
destas divergéncias nas func¢oes de correlagao é proveniente em muitos casos da ma

definicdo de campos no mesmo ponto do espaco tempo.'”

10 Um campo, ao contrario do que é apresentado em boa parte da literatura, ndo é um operador,
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A principio este é um sério problema na formulacido da teoria de campos,
pois esperamos que a mesma dé origem a resultados finitos e observaveis. Contudo,
¢é possivel tratar destas divergéncias usando técnicas de renormalizacao, onde usamos
os parametros da teoria para “absorver” os infinitos gerados pela mesma. Ha de se
ressaltar que neste escopo a renormalizagao é apenas um método, construido de

maneira Ad Hoc para eliminar as divergéncias da teoria.

e sim uma distribuicdo de operadores, cujo produto no mesmo ponto ndo é matematicamente

bem definido.
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APENDICE B - Estados Coerentes

Generalizados

Faremos uma breve descricao da construgao de de um conjunto de estados
coerentes generalizados de acordo com Perelomov (PERELOMOV; PERELOMOV,
1986).

A ideia aqui é, para um grupo de Lie qualquer, e um vetor fixo no espago de
Hilbert, definir o conjunto de estados gerados pela representagao unitaria irredutivel
do grupo. Esta ideia foi desenvolvida por Perelemov, e generaliza a construcao dos
estados coerentes para o oscilador harmonico 1D, onde o grupo de simetria é o
chamado grupo de Heisenberg-Weyl. Neste caso os estados coerentes sao gerados a
partir do vacuo pelo chamado operador de deslocamento, que é uma representagao
irredutivel do grupo de Heisenberg-Weyl. Para mais detalhes ver (PERELOMOV;
PERELOMOV, 1986).

Assim, seja G um grupo de Lie arbitrario e 7'(g) sua representac¢ao unitaria
irredutivel, com g € G, atuando no espago de Hilbert H. Tomando um vetor |¢) €
H, consideramos o conjunto {|¢,) : |1y) = T(g)|¢o)}. Notemos que dois estados
[1g,) € |1g,) sdo equivalentes se diferem por apenas uma fase, i.e., se
6ia

|¢g> = e |¢g’> ) =1 (B-1>

Desta maneira, o conjunto |t),) ndo é univocamente definido, o que nos im-
pede de realizar uma parametrizagao por elementos de G. Definiremos entao o con-
junto H como o conjunto de elementos de G' que levam um estado a outro fisicamente

equivalente :

H = {h e G:T(h) o) = ™ [tho) ; [e*™] = 1}

E ficil ver que H é um subgrupo de G, e se este for maximal, é chamado
de subgrupo de isotropia de G. Isto nos permite entao definir o espago quociente
G/H, chamado de coclasse, ou grupo quociente, onde dois elementos de G, g e ¢’ sdo

equivalentes se 3 h € H tal que gh = ¢'.
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Pode-se mostrar que esta é uma relagdo de equivaléncia, que define a classe
[g]. Assim, o conjunto de todas as classes de equivaléncia [g] forma o conjunto G/H,

que denotaremos como X, e os seus elementos, isto é, as classes [g], por .

Pode ser mostrado também que X de fato forma um grupo, com o produto

do grupo sendo dado por [g1] * [g2] = [9192] € X [5].

Assim, por construgao, temos que vetores |1),), Vg pertencente a uma classe de
G/H, diferem apenas por um fator de fase, e assim, descrevem o mesmo estado fisico.
Escolhendo um representante g(x) em uma classe de equivaléncia qualquer x € X,
temos o conjunto de estados fisicamente distintos, {’@Dg(x)>}, ou, em uma forma mais
compacta, temos {|z)}, com x € X. Com isso, podemos definir o conjunto de estados

coerentes como:

Definigao. O sistema de estados {|1,) : |¥y) = T(g) [t0)}, com g € G e
T(g) sendo a sua representacao unitdria irredutivel atuando em H, com |¢) € H
fixo, € chamado de sistema de estados coerentes. Seja entdo H o subgrupo de
isotropia para um estado |1by). Desta maneira um estado coerente |1,) € determinado

por um ponto x € X = G/H, correspondente ao elemento g tal que: |1),) = ' |x).

Voltando a eq. (B.1) , temos que a condi¢do para que dois estados, [¢g,) €

|4y,) sejam equivalentes é:
T(o) o) = €°OT(g) [6n) & T(g'g0) o) =P [go) (B2

Assim, por definicdo, g, e g1 pertencem & mesma classe em G/H.

Vamos agora considerar a agao do operador T'(¢g) em um estado [¢) = |0)
T(g)|0) = €@ |z}, (B.3)

onde a partir de agora iremos usar a denominagao |0) para o estado fixo. Aplicando

agora um operador T'(g;) no estado coerente |x), temos:

T(g1) |z) = e OT(g)T(g) = 799 |g2) (B-4)

Com f(g1,9) = a(g1g) — alg). E ficil ver também que o produto escalar de

dois estados coerentes é dado por:

(z1|2s) = "9 (0] T(g; " go) |0) (B.5)
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B.1 Completeza dos Estados
Ao que concerne a completeza dos estados {|z)}, consideremos um operador
@, dado por:
o= / dz |z )z] (B.6)
X

Onde dz é a medida invariante de X = G/ H, induzida pela medida invariante

du(g) em G. Pode ser mostrado que:

T(9)0T ' (9) = O (B.7)

Assim, @ comuta com todos os operadores T(g), e pelo lema de Schur[3],

temos que

O=2)1

Para fixar a constante A de tal maneira que a integral fique normalizada,

podemos tomar o valor esperado de O para o estado 0):

0[O0y = (0] 10y = A (B.8)

Onde escolhemos |0) como normalizado. Por outro lado, temos:

0[O0 = [ dzl(0la)P

E assim podemos fixar a constante \ como:

A= /de|<0|x>|2 (B.9)
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