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Resumo

A formulacgao atual da mecanica quantica é altamente dependente da teoria de operado-
res, relacionando em principio seus observaveis a operadores auto-adjuntos em espacos de
Hilbert. Para abordar estes conceitos neste trabalho o objetivo foi construir o conheci-
mento acerca dos fundamentos da teoria espectral, partindo de teoremas fundamentais da
analise funcional, como o teorema de Hahn Banach, e perpassando as classes de opera-
dores mais importantes para a teoria, os operadores compactos e auto-adjuntos. A ideia
de desenvolver este arcabougo surge da analise dos operadores da mecanica quantica po-
rém também encontra justificativas mais a frente na aplicacdo desses mesmos estudos na
teoria quantica de campos e em problemas em aberto atualmente como o problema da

quantizacao de modelos integraveis onde a teoria de perturbacao nao pode ser utilizada.

Palavras-chaves: Analise funcional. Teoria espectral. Teoria de Operadores. Extensoes

Auto-adjuntas.
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Introducao

A teoria das interagoes fortes é descrita por uma teoria de calibre nao abeliana: A
cromodinamica quéntica. Apesar dessa teoria ser efetivamente liberada em altas energias,
em baixas energias existem problemas, a constante de acoplamento cresce e com isso a
principal ferramenta da teoria quantica de campos, a teoria de perturbacdes, ndo pode
ser usada. Portanto o desenvolvimento de teorias nao-perturbativas tem sido o principal
foco de pesquisa nas ultimas décadas, e o avanco mais relevante veio da descoberta da
correspondéncia entre as teorias de calibre e a teoria das cordas. Em 2004 foi percebido
que ambas eram dotadas de estruturas integraveis e isto permitiu de maneira notavel que
a analise nao-perturbativa mapeasse precisamente o espectro para as teoria de calibre

assim como para a teoria das cordas.

A teoria de sistemas integraveis é uma parte integral da fisica matematica e tedrica,
com implicacoes vastas desde a matematica pura e fisica tedrica até a fisica da matéria
condensada. O problema da determinacao de seu espectro pode ser reduzido ao problema
de resolver um conjunto equagoes algébricas conhecidas coletivamente como equagoes de
Yang-Baxter. Estas equacoes desempenham um papel fundamental na teoria dos sistemas

quanticos integraveis em modelos resolvidos de maneira exata na mecanica estatistica.

A quantizagao generalizada de modelos continuos, por outro lado, tem sido um
problema aberto na maior parte dos casos. Com excegao dos casos especificos que podem
ser quantizados no caso continuo por meio das coordenadas de Bethe ansatz, é um proce-
dimento padrao considerar primeiro as versoes discretas da teoria continua. Isto ¢ feito ao
mesmo tempo para lidar com as divergéncias do ultravioleta e para padronizar produtos
entre operadores mal definidos. Apesar do método para construcao dos modelos reticula-
dos ser conhecido e aplicavel para qualquer modelo continuo a principio, essa construcao
usualmente é altamente nao trivial e a Hamiltoniana resultante tem, geralmente, uma

forma local bastante desagradavel.

Portanto, a quantizagdo de sistemas continuos e integraveis ¢ um processo alta-
mente desejavel sem que se passe primeiro por suas versoes reticulares. A dificuldade
primordial para essas quantizacgoes é a presenca de diversas singularidades nas Hamiltoni-
anas definidas quantica e mecanicamente. O processo para resolugao de tais singularidades
¢é a construcao das extensoes auto-adjuntas. Essa construcao, no entanto, é altamente nao
trivial e se baseia fortemente nos mecanismos da analise funcional. A maioria dos mo-
delos integraveis continuos interessantes ainda precisam ser quantizados e qualquer novo

progresso dependerda fortemente dos entendimentos da analise funcional.



6 Introducao

Para a construgdo desses conceitos, o caminho deste trabalho serd similar aos
capitulo sete e oito do livro (KREYSZIG, 1978), que abordam a teoria para operadores
limitados e compactos em conjunto com o sétimo capitulo do livro (RICHTMYER, 1978)
que aborda os assuntos referentes as extensoes dos operadores e seus adjuntos. Apesar
de seguir a linearidade especifica de dois livros, os assuntos estudados também foram
observados em (TETA, 2018) onde foram observados exemplos em operadores da mecénica
quéntica, (SIMON, 1981) onde os conceitos foram desenvolvidos sob uma visao diferente,
(KOLMOGOROV, 1999), (ROYDEN, 2010) e (FOLLAND, 1999) onde foram observados
conceitos pertencentes a um preparo prévio e a um possivel desenvolvimento desses estudos

mais a frente.



1 Metodologia

Para este trabalho, a metodologia adotada consistiu do estudo de uma bibliografia
adequada para o assunto escolhido em conjunto com o orientador, aliada a reconstrucao
dos assuntos em anotagoes proprias. Essa metodologia foi adotada sobre alguns itens ci-
tados na bibliografia, sendo os dois principais o livro (KREYSZIG, 1978) responsavel por
uma fundamentacao dos conceitos gerais do assunto separados entre defini¢des, teoremas,
provas e elaborages. O foi segundo (RICHTMYER, 1978) responsavel por fornecer al-
gumas adicoes referentes a operadores em geral, e operadores adjuntos e auto-adjuntos,

alguns exemplos concretos.

Esta proposta foi adotada buscando construir profundidade no assunto, tendo em
vista os diversos problemas em aberto na area desde a mecinica quantica até a fisica da

matéria condensada.

Quanto aos estudos expostos nesse trabalho, eles podem ser divididos essencial-

mente em:

i. Construcao dos elementos iniciais da teoria, com a teoria de autovetores e autova-

lores dos operadores lineares.

ii. Operadores lineares limitados, suas propriedades e as propriedades dos seus espec-

tros.
iii. Desenvolvimentos para operadores compactos, suas propriedades e as propriedades
iv. As operagoes envolvendo operadores compactos investigas por Fredholm
v. Extensoes de operadores e caracterizagoes de seus adjuntos

vi. As observacoes resultantes de aplicagoes da teoria

As defini¢bes e teoremas da bibliografia serao seguidos e provados de forma a de-
senvolver os conhecimentos sobre operadores limitados e compactos seguindo os capitulos
sete e oito de (KREYSZIG, 1978). Em seguida a mesma ideia é seguida mas construindo
conceitos sobre operadores adjuntos, auto-adjuntos, unitarios e fechados de acordo com
o capitulo sete de (RICHTMYER, 1978). Todo este estudo com auxilio da bibliografia
de suporte (TETA, 2018) onde foram observados exemplos em operadores da mecanica
quantica, (SIMON, 1981) onde os conceitos foram observados sob uma visao diferente,
(KOLMOGOROV, 1999), (ROYDEN, 2010) e (FOLLAND, 1999) onde foram observados

conceitos pertencentes a um preparo prévio.






2 Revisao bibliografica

Nesta Secao se encontram as principais construgoes deste trabalho, baseadas pri-
mariamente nos livros (KREYSZIG, 1978) e (RICHTMYER, 1978), tratando linearmente
das construcoes matematicas através de definigoes, teoremas e provas. Finalmente, che-

gamos a um breve momento de aplicagdes no final deste Capitulo.

2.1 Teoria de Operadores e Operadores limitados

Neste primeiro parte partimos da teoria geral de autovalores e autovetores em
matrizes para avancar para os conceitos envolvendo operadores limitados em geral. Um
operador linear L : D(L) C H — H age linearmente no espago de fungoes e pode, para
muitos propoésitos ser escrito como uma matriz finita, dessa forma partimos da teoria

sobre matrizes:

2.1.1 Teoria de Autovetores:

Seja A = (aj;) uma matriz quadrada n x n de componentes reais ou complexas:

Definicao: Um Autovalor de A é um numero A tal que:
Ax = .

Para x # 0. Nesse caso,  é um autovetor de A e o espaco gerado pelos autovetores e pelo

vetor nulo é o Auto-espaco.

O conjunto o(A) de todos os autovalores de A chama-se espectro de A e seu
complemento p(A) é o conjunto resolvente de A. A equagdo Axr = Az pode ser reescrita
como:

(A= Az =0.

Definicao: Escrita dessa forma ela é a equacao caracteristica e escrevendo na forma

matricial para um z # 0:

a1 — A 19 19
« oy — A ... o
det(A — \I) = 21 22 12
Qp1 Ol e Oy, — A

Definicao: Esse é o determinante caracteristico de A que resulta no polindémio

em A de grau n caracteristico de A
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Teorema: (7.1-2) "Os autovalores de uma matriz N x n A = (a;;) sao dados
pelas solugoes da equacao caracteristica de A. Portanto A tem pelo menos um autovalor

e no maximo n autovalores numericamente diferentes."
Prova:

A afirmacao segue do fato de que pelo teorema fundamental da algebra um po-
lindmio de grau positivo n com coeficientes em C tem pelo menos uma raiz em C e no

méaximo n raizes numericamente diferentes.
[ |

Teorema: (7.1-3) Todas as matrizes que representam um operador linear A X —

X em um espaco de dimensao finita dotado de norma tem os mesmos autovalores.
Prova:

vamos ver o que acontece quando passamos de uma base de X para outra. Sejam
e = (e1,...,e,) e € = (é1,...,6,) duas bases de X. Pela definicdo de uma base podemos

escrever cada €; como uma combinacao linear de e; ’s:
e=eC.

Onde e e € sao matrizes linha e C' é uma matriz quadrada com coeficientes complexos.

Cada r € X tem uma representacao unica dependendo de cada base, podemos escrever

I =€er = Zciei :é:UQZéjéj.

com x1 = (¢;) e x3 = (¢;) como vetores coluna representando os coeficientes em cada base.
Para escrever um em funcgdo do outro, usamos a passagem de base anterior ez = € xy =
eCzy, ou seja

T, = ng

De maneira similar se T'x = y = ey; = €y, e temos

y1 = Cys

Consequentemente, se 177 e T, sdo as matrizes que representam 7' nas bases de e e €
respectivamente, entao:

y1 =Tz e Yy = Tows.

Juntando as ultimas trés equacoes:
CThxy = Cyy = y1 = Ty = T1Cxs.

Vamos olhar os resultados das pontas C'Trxs = T1C'zs e multiplicar pela esquerda por
C—l
Cilchl'Q = CilTlcl’g.
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TQQZ'Q = C_lTlc.fEQ.
T2 == CilTlc.

Com C' determinado puramente pelas bases e e € de acordo com: € = eC'. Sabendo que

C71C =1 e com isso det C~!1det C' = 1, podemos chegar ao determinante caracteristico:
det(Ty — M) = det(CT'TyC — ANCIC).

det(Ty — A1) = det(C~ (T, — XI)C).
det(Ty — M) = det C~det(Ty — M) det C.
det(Ty — A1) = det(T) — AI).
Com isso a igualdade dos autovalores segue do teorema anterior.

Teorema: (7.1-4) Um operador linear em um espago complexo e normado de

dimensao finita X # {0} tem pelo menos um autovalor.

2.1.2 O operador resolvente e o espectro

Vamos considerar agora espagos dotados de norma e de dimensao qualquer. Seja
X # {0} um espago complexo normado e 7' : D(T) — X um operador linear de dominio
D(T) C X. Com T associamos Ty:

T, =T — AL

Com A um numero complexo e I a matriz identidade.

Definicao: Se T) possui inversa, denotaremos por Ry, ou seja:
R\(T) =Ty ' = (T — \I)™*.

Esse operador sera chamado operador resolvente de T. O nome resolvente é apropriado,

uma vez que o operador ajuda a resolver problemas como Thx =y — x = Ry y

Definicao: (7.2-1) Seja X # {0} um espago complexo normado e T': D(T) —
X um operador linear de dominio D(7) C X. Um valor regular de A é um numero

complexo tal que:
e (R1) R\(T) existe.
e (R2) R\(T) é limitado.

e (R3) R)\(T) é definido em um conjunto denso em X.
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O conjunto resolvente p(T") de T é o conjunto de todos os valores regulares de T' e seu
complemento o(7") no plano complexo é chamado espectro de T, se A € o(T') ele é chamado

de um valor espectral de T'.

Definigao: O conjunto o(7T") é particionado em trés conjuntos disjuntos:

« Espectro pontual (ou espectro discreto): 0,(7") é o conjunto para o qual R(7") nao

existe, se A € 0,(7), entdo A é um autovalor de 7.
 Espectro continuo: o.(7") é o conjunto em que Ry(T") existe mas nao é limitado.

 Espectro residual: 0,(7") é um conjunto em que R,(T") existe e pode ser limitado ou

nao, mas seu dominio nao é denso em X.

Observagao: uma vez que os conjuntos p(7) e o(T') sao complementares em C
podemos escrever:

C=p(T)Uo(T).

ou ainda:
C=p(T)Uo,(T)Uoc(T)Uoc,.(T).

Lema (7.2-3) Seja X um espago de Banach complexo, T': X — X um operador
linear e A € p(T). Assumindo 7' fechado ou limitado entdo Ry ¢é definido no espago

completo de X e ¢ limitada.

Se T é fechado entao Ty também é. Como T, é fechado —> R), é fechado e limitado
por (R2: R é limitado) portanto o dominio é fechado ( teorema 4.13-3) e (R3: R, é definido
num conjunto denso em X)) implica em D(R)) = D(R)) = X

Se T' é limitado entdao T é fechado por 4.13-5(a) e voltamos pra o caso anterior.

2.1.3 Propriedades espectrais de Operadores Lineares Limitados

Teorema: (7.3-1) Seja T € B(X, X), com X um espago de Banach. Se ||T|| < 1,

entao:

(I —T)~! existe como um operador limitado em todo o espaco X.
I-7)"'=YT=1+T+T*+...
§=0
Prova:

Temos ||T7]| < ||T|, da equagdo (7) na segao 2.7, e que 3 ||T|[ converge para

|7|| < 1, essas duas coisas garantem que a serie converge absolutamente desde que
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|T|] < 1. Falta provar que a Serie, que chamaremos de S serd igual a I —T)~!. Para isso:
(I-T)'I+T+T?+..+T".

=(I+T+T*+... +T") = (T+T*+ ...+ T,
]_Tn-i-l‘

Seja n — oo. Entao T ¢ 0, j& que ||T|| < 0, com isso obtemos:
(I-T)S=1.

Ou seja, S = (I —T)~*
|

Teorema: (7.3-2) O Conjunto resolvente p(7") de um operador linear limitado

T num espago de Banach X é aberto e portanto seu espectro o(7') é fechado.
Prova:

Se p(T) for o conjunto vazio entao ele serda aberto. Se p(T") nao for o conjunto

vazio: Para um Xy € p(T') e um A qualquer complexo temos:
T—XN =T —X I —(N= ).

T — X = (T =MD = (A= 2)(T = XI)7].

Ao multiplica fica claro que voltamos exatamente ao que tinhamos. Agora denotamos o

que esta dentro dos parénteses como um operador V' e reescrevemos:
T>\ = T)\OV Onde V=I- ()\ - )\0)R,\O.

Como Ay € p(T) e T é limitado entdo R), é limitado (Lema 7.2-3). Pelo teorema anterior
V' possui uma inversa e podemos representar:

e}

V=S[00 - M) Ra .

=0
E esse operador sera limitado sempre que |[|[A — \g) Ry, || < 1, ou seja:
1
A= 2o)| < o
[1Bo|

Sabendo que R), ¢ limitado e com a equagao Ty = T),V vemos que para todo A\ que

satisfizer a relacao anterior, o operador T vai ter inversa:

Ry =Ty = (T), V)™ = V1R,

Com isso, a equacao |A — \g)| < m representa uma vizinhanga de valores regulares de
0

T, para os quais Ry obedece (R1), (R2) e (R3). Como A\ € p(T') foi arbitrario, entao p(T)

é aberto e portanto, seu complemento é fechado.
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Este teorema terd como consequéncia direta, simplesmente retirando algumas

equagoes especificas da prova, o teorema a seguir:

Teorema: (7.3-3) de representacdo: Para X um espago de Banach complexo e
T um operador linear limitado. Para todo A\g € p(T') o operador resolvente Ry(T') tem a
representacao: .
Ry =Y (A=) R
j=0
Com condigao de que a serie converge absolutamente para todo A no disco delimitado

por:

1
172, |

Esse disco é um subconjunto de p(T')
Teorema: (7.3-4) O espectro o(7") de um operador linear limitado 7" : X — X
num espaco de Banach X é compacto e estd compreendido dentro do disco:

(Al < T

portanto o conjunto resolvente p(7") é nao vazio.
Prova:

Seja A # 0 e k = 1/A. Do teorema da representagdo podemos escrever:

Essa série vai convergir pelo teorema 7.3-1 para todo A tal que:

T
TH T 1 ousea: |17 < .

HA )y

|
Defini¢ao: (7.3-5) O raio Espectral r,(7") de um operador 7' € B(X, X) num

espaco de Banach complexo é um numero definido como:
ro(T) = sup [
Ao (T)
Que é o raio do menor disco fechado centrado na origem do plano complexo contendo

o(T) Usando a condigdo |[A — Ag| < vemos que pra um operador linear limitado em

HR [
um espaco de Banach complexo

ro(T) < |[T1].

Teorema: (7.4-1) Seja X um espago de Banach complexo, T € B(X, X), A, u €
p(T). Entao:
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(i) O resolvente R, satisfaz a equacdo: R, — Ry = (u — A\) R, Ra.
(ii) R, comuta com qualquer S € B(X, X) que comute com T.
(iii) Temos R \R, = R, R..

Prova:

(1)

O operador identidade I pode ser escrito como I = TyTy ' = Ty Ry para todo A. Com isso:
R, — R\ = R,I — R\I = R,(T\R») — (T,R,,) Rx.

organizando os termos:
R, — Ry = R,(T, — T»)R,.

Usando a definicao Ty =T — AI:
R, — R\ = R,(T — pI — [T — N])R,.

e finalmente:

RM - R)\ = (u — )\)R)\RM
(ii)
Por hipétese T e S comutam: ST = TS, Portanto STy = T)S. Escrevendo a matriz

identidade I como I = T\R) = R)\T), podemos escrever
RyS=R\SI=R\,ST\Ry=R\T\SRy=1S5 Ry,=S5 Ry.
Portanto Ry, S =S R,.

(iii)

Podemos provar de algumas formas. Partindo de R, — Ry = (1 — A\) R\ R,, temos:
R, — Ry = (u— AN)R\R,,.
por hipdtese, isso vale para quaisquer A, u € p(T), entdo podemos trocar os indices:
Ry — R, = (A — p)R,R.
Organizando os termos temos:
—(R,— Ry) = —(p — NR.R).
multiplicando por menos um vemos que

(1= NR\R, = R, — Ry = (11— A\)R,R.
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E finalmente
R\R, = R, R,.

|
Teorema: (7.4-2) Seja X um espago de Banach complexo, T' € B(X, X) e
P(A) = ap A" + ap A4 L+ ag.

Entao

isso quer dizer que o espectro o(p(7T")) do operador
p<T) = OénTn + OénflTn_l + ...+ Oéo[.

Consiste de todos os valores que o polinémio p assume no espectro o(7T)
Prova:

Assumindo o(7T") # @ (isso vai ser provado mais tarde). Se n = 0 temos trivial-
mente o(p(T)) = ag = p(a(T)), entao seja n > 0 e vamos dividir a prova em duas:

Na parte (i) vamos provar que o(p(T)) C p(a(T)):

Por simplicidade S = p(T') e com isso S, = p(T') — pul. Se existir S;* entdo ele
é, por construgdo, o resolvente do operador p(T'). Vamos manter p fixo. Como o espago
X é complexo entao o polinémio dado por s,(A) = p(A) — p deve poder ser fatorado em

pequenos termos, ou seja:

5= ) == A =)A= A=) ()

Onde 74, ..., 7, sdo os zeros do polinémio. que dependem de p. Reescrevendo S, = p(7T')

nos moldes da equacao anterior temos:
S,=p(T)—pl =0 (T —nI)(T—1)..(T—y1).

Se cada um dos ~; estiver contido em p(7T'), entdao cada T'—y; possui uma inversa limitada,
bem definida em X e o mesmo serd valido pra S,. Usando a equagao 2.6-11 explicitada

no apéndice reescrevemos a equacao logo acima:

1
St =p(T) = p I =—(T=nD) (T =) " (T =3l) "
E nesse caso p € p(p(T)).
p € p(p(T)) = v; € o(T) para algum j.

Voltando a equagao (x):
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3u('7i) =p(vi) —pu=0.
p=p(n) € pla(T)).
Como a escolha de p foi arbitraria, isso prova (i):
a(p(T)) < p(a(T)).
Agora para (ii) queremos provar:
p(o(T)) € o(p(T)).
Faremos isso mostrando que:
repo(T)) — rea(p(T)).
Por proposicao, k € p(a(T)), ou seja:

k=p(B) paraalgum € o(T).

Primeiro consideramos que 7' — I nao tenha inversa, nesse caso, de k = p(f3)

temos p(f#) — k = 0, portanto 5 é um zero do polinémio

$x(A) =p(A\) — k.

Podemos reescrever isso como

sx(A) =p(A) =K = (A= B)g(N).

Onde ¢g(\) denota o produto dos outros n— 1 fatores lineares e de «,. Nessa representagao

com T
Sk =p(T) =kl = (T = 1)g(T).
Como todos os fatores de g(7') vao comutar com (7 — B1):
Sk =g(T)(T" — BI).
Se S, tivesse inversa, poderiamos usar as ultimas duas equagdes gerando:

I =(T - Bg(T)S;" = S g(T)(T — BI).

O que mostraria que T — $1 tem inversa, contraria a nossa hipdtese. Portanto nessa situ-
agdo o resolvente S ! nao existe, de forma que k € o(p(T)). Como a escolha desse k foi

arbitraria fica provado que k € p(o(T)) — k € o(p(T)) se T — BI nao tiver inversa.
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Agora partindo de k = p(f) para algum § € o(T) mas agora assumindo que a

inversa (T — SI)~! existe. Para o "range'de T — 3I devemos ter:

R(T — BI) # X.
Do contrario (T — SI)~! seria limitado pelo teorema (4.12-2), aplicado & T'— 81 de forma
que S € p(T') o que iria contradizer § € o(T). De R(T' — 1) # X e S, = p(T) — kI =
(T — BI)g(T) teremos
R(S.) # X.
Isso vai implicar em x € o(p(T)), ja que p € o(p(T)) implicaria em R(S,) = X. Com isso

finalmente provamos que

Teorema: (7.4-3) Autovetores {1, ..., x,} referentes aos autovalores Ay, ..., A, de

um operador T' constituem um conjunto linearmente independente.
Prova:

Vamos assumir que {1, ..., x,} é linearmente dependente e explorar a contradigao.

Seja x,, o primeiro vetor que é uma combinacao dos antecessores:
Ty = Q121 + ... + Q1 Tipp—1-

Nesse caso, {1, ..., Z;m—1} € linearmente independente. Aplicando T — A,,/ em ambos os

lados:
m—1

(T — Al a;(T — ApI)x
7=1

m—1

Za])\ — A

Como x,, ¢ um autovetor Correspondente a A\, 0 lado esquerdo ¢é zero. Como os vetores

da direita devem formar um conjunto linearmente independente, devemos ter:
a;(Aj — Am) =0, portanto a; =0 (j=1,...m—1).

Ja que \j — A\, # 0, mas assim z,, = 0 e isso contradiz o fato de que z,, # 0, que vem de

T, ser um autovetor. Ou seja, completamos nossa prova.

2.1.4 Uso da andlise complexa na teoria espectral

Definicao: Uma funcao h é dita um holomorfismo num dominio G se do plano
complexo se h é definida e diferencidvel em G. Com a derivada h' definida:
h _
— lim (A+AN) h(/\)
AX0 AN
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Defini¢ao: (7.5-1) Seja A um subconjunto aberto de C e X um espago de Banach

complexo. Dada uma S no formato de fun¢ao operador:
S:A— B(X,X).

A—)S)\.

ela é dita um holomorfismo local em A se para todo x € X e f € X’ a funcao definida
por

h(A) = f(Saz).

é holomorfismo para todo \y € A. S é um holomorfismo em A se S é holomorfismo local

em A e A é um dominio.

Teorema: (7.5-2 Holomorfismo de R)) O operador resolvente R)(7") de um
operador linear limitado 7": X — X num espago complexo de Banach X é holomoérfico

em todo ponto Ag do conjunto resolvente p(7") de T'. Portanto é localmente holomorfo em
p(T).
Prova:

Podemos representar R) como:
ZR)\O TY TN = Xo).

Que converge absolutamente em para cada A no disco definido por:

1
A= Aol <
[ Rl

Escolhendo qualquer z € X, f € X’ e definindo h por
h(A) = F(BA(T)z).

E representando na forma de serie de potencia:
o0
Z (A —Xo)?

com ¢; = f(Ry,(T)’ ). Essa serie vai convergir absolutamente dentro do disco definido.
|

Teorema: (7.5-3) Se T' € B(X, X) com X um espaco complexo de Banach e um
A € p(T) entao:
1
RA\(D)|| 2 —.

onde 6(A) = infic,¢m|A — s|. § é distancia de A até o espectro o. Portanto:

[|RA(T)|| — 0 a medida que 6(\) — 0.
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Prova:

para todo \g € p(T') o disco definido como |A — Ag| < N é um subconjunto de

IIR
p(T). Assumindo o(7T') # @ vemos que a distancia entre \g e o espectro deve ser pelo
menos igual ao raio do disco, ou seja, 6(A) = 1/||Ry,||, isso implica: ||Rx(T)|| 2 5()\)
|

Teorema: (7.5-4) se X # {0} é um espago de Banach complexo e T' € B(X, X),
entao o(T) # @.

Prova:

Por hipdtese X # {0}. Se T' =0 entao (1) =0 # @. Se T' # 0 entao ||T|| #0 e

teremos a serie: .
Ri= 1% (1T>]
g

Como essa serie converge para ry; /\I < ”T”, ela converge absolutamente para 77 M < ﬁ, isto
é, |A| > 2||T||. Para esses A pela formula da soma de serie geométricas:
1 1
ENERS (i < oo
IAL= (1T 11T
Mostraremos que assumir o(7") = & leva a uma contradi¢do. o(7) = @ implica em

p(T) = C. Portanto R, seria holomorfismo para todo A e consequentemente para um

x € X fixo e uma fungdo f € X’ a fungao h definida como
h(A) = f(Raz).

é holomérfica em C, ou seja, h é toda uma fun¢do, uma vez que holomorfismo implica
continuidade. h é continua e limitada no disco compacto [A| £ 2||T||. Mas h também é
limitada pra |A| = 2||T)| j& que ||RA|| < 1/||T|| e

(R = 1f(Baz)| < (ISRl = ARzl = 1A/

Com isso h é limitado em C e portanto constante, pelo teorema de Liouville que diz
que uma fung¢do que ¢é limitada em todo o plano complexo é constante. Como x € X e
f € X' h foi arbitrario. h = constante implica que que Ry nao depende de A assim como

Ry' =T — . Mas isso é impossivel e assim o teorema esté provado.
|

Teorema: (7.5-5) Se T é um operador linear limitado num espago de Banach

complexo, entdao para o raio espectral temos:

ro(T) = Tim {177,

n—o0
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Prova:

Pelo teorema do mapeamento espectral (7.4-2) temos o(7™) = [o(T)]", de forma
que:
ro(T") = [ro(T)]".

Da secao 7.3 :
ro(T7) = [|T7]].

juntando essas duas:

ro(T) = {fro(Tm) < 3/||T7|.

Para todo n, portanto:
ro(T) = lm {/[|T™]].

n—oo

vamos mostrar que isso implica em 7,(7T") = lim,, o /||7™|].

n

A serie de potencia Y ¢,k™ converge absolutamente para |k| < r, com raio de

convergéncia dado pela formula de Hadamard:

— = lim {/c,.

r n—o0

Escolhendo x = 1/\ podemos escrever a serie que representa o operador resolvente como:

o0
Ry =k Z TrK".
n=0
escolhendo |c,| = ||T"]:
oo oo oo
S| < STl = 3 feal 6l
n=0 n=0 n=0

Voltando a formula de Hadamard, temos convergéncia absoluta para |k| < r, ou seja:

L1
(Al = — >~ = lim {||T"].

| | n=—oco

1/r vai ser o raio espectral de T. Portanto:

1
ro(T) = — = Jim /7]

n—o0

2.1.5 Algebras de Banach

Definigdo: Uma algebra A sobre um campo K é um espaco vetorial A sobre K
em que cada par ordenado de elementos x, y € A um produto xy € A é definido com as

propriedades:
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L. (zy)z = x(yz).
2. 2(y+2) =zy + xz2.
3. (v+y)z =2z +yz.

4. a(zy) = (ax)y = (ay)z.

Para x, y, z € A e a escalar.

Definicao: A é dita comutativa ou abeliana se para todo z, y € A
TY = yx.

Definicao: A é dita uma &algebra com identidade existe um elemento e € A tal
que que para todo x € A

er = re = T.
e ¢ dito identidade de A

Definigdo: Uma &algebra normada A é um espago normado de forma que para
todox, ye A

[lzyll = Hl[l[yll]

Se A possuir uma identidade:
|lel] = 1.

Uma algebra de Banach é um algebra normada que é completa, um espago normado.
Exemplos:

Espacos R e C: A linha real R e o plano complexo C sao algebras de Banach

comutativas com identidade e = 1.

Espacgo C|[a,b] O espaco C|a,b] é uma algebras de Banach comutativa com iden-

tidade e = 1, com o produto xy definido usualmente:
(y)(t) = z(t)y().

Definigao: Seja A uma &lgebra complexa de Banach com identidade. Entao o
conjunto resolvente p(z) de um x € A é o conjunto de todos os A no plano complexo tal
que x — Ae é inversivel. O espectro o(z) é o complemento de p(x) no plano complexo, o

conjunto de todos os valores de A\ com os quais x — Ae nao é inversivel.

Teorema: (7.7-1) Seja A uma algebra de Banach complexa com identidade e.

Se x € A satisfaz ||z|| < 1 entdo e — x é inversivel e:

(e—xz) ' =e+) ol
j=1
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Prova:

De ||lzy|| < ||z|||ly|| podemos tirar que ||[z7]] < ||z|?, com 3 ||27]| convergindo
desde que ||z|| < 1. Portanto essa serie converge absolutamente e como A é completo ela

converge. Vamos denotar essa soma por s e mostrar que s = (¢ — z) ™!
(e —x)s =

=(e—z)le+ax+...+2a").
=(e+z+..+2")(e—2x).
=(e+x+..+2") —(z+2*+.. +2").
=e— "

"t — 00 jd que ||z|| < 1. Com isso: (e —z)s=s(e—x)=¢

levando n — oo temos

Teorema: (7.7-2) Seja A uma &lgebra de Banach complexa com identidade.
Entao o conjunto G de todos os elemento inversiveis de A é um subconjunto aberto de A

e portanto o subconjunto M de A que contem todos os elementos nao inversiveis de A é
fechado.

Prova:

Seja xg € G. Devemos mostrar que cada x € A suficientemente perto de zg, ou
seja:
o= zoll <
T — Tg —.
[|ol|
Pertence a G. Sejam y = x5'x e z = e — y. Usando ||zy|| < ||2||||y|| obtemos:
120l = I = =l = lly —ell.
= [l 'x — g "ol
= |lzg" (z — 20)[| = [faolll|z — wol] < L.

disso ||z]| < 1 e portanto e — z é inversivel por (7.7-1). Dessa forma e —z = y € G e como

a escolha de xq foi completamente arbitraria entao G é aberto.
|

Defini¢ao: O raio espectral 7,(z) de um x € A é definido como:

(1) = Aiu%)) Al

Teorema: (7.7-3) Seja A uma algebra de Banach complexa com identidade.

Entao para cada x € A o espectro o(x) é compacto e o raio espectral satisfaz:

ro(x) < [|zf]-
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Prova:

Se |A| > |||, entao ||\~ 1z|| < 1 de forma que e — A~ 1z serd inversivel por (7.7-1).
Se fizermos —A(e — A™1x) = & — Ae isso também serd inversivel, de forma que A € p(x).

Portanto nao existe A tal que |A| > ||z|| pertencente ao espectro de x.

Isso prova a equagao acima e que o(z) é limitado. Para mostrar que o(x) é fechado

provaremos que p(z) = C — o(z) é aberto.
|

Teorema: (7.7.4) Se A for algebra de Banach complexa com identidade, entdo

o(x) # @.

2.2 Operadores lineares compactos

Nesta segunda parte associamos os conceitos construidos da primeira parte com
um conceito anterior da andalise funcional: compacticidade. Em esséncia um espago mé-
trico X é dito compacto se toda sequencia em X possui uma subsequencia convergente,
como usaremos sequencias em varias das construcoes a frente vamos agora trabalhar essa

propriedade em operadores.

2.2.1 Propriedades espectrais de Operadores Lineares compactos

Definigao: (8.1-1 Operador linear compacto) Sejam X e Y espagos normados.
Um operador linear 7' : X — Y ¢ dito um operador linear compacto se T' for linear e
para todo subconjunto limitado M de X a imagem T'(M ) for relativamente compacta, isto
é, o fecho T(M) é compacto. Relembrando: um subconjunto M é dito compacto se toda
sequéncia neste subconjunto tem uma subsequencia que converge cujo limite pertence ao

subconjunto M

Lemma: Sejam X e Y espacgos normados.

e Todo operador linear Compacto T : X — Y ¢é limitado e portanto continuo.

e Se a dimensao de X for infinita, o operador identidade nao ¢ compacto.

Teorema: (8.1-3 Critério de compacticidade) Sejam X e Y espagos normados e
T : X — Y um operador linear. Entao T" é compacto se e somente se ele mapeia toda
sequéncia limitada x, de X em uma sequéncia Tz, em Y que tem uma subsequencia

convergente.

Prova:
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Se T' é compacto e x,, é limitada, entdo o fecho de Tz, é compacto e segundo
a definicdo de compacticidade tem uma subsequencia convergente. Como z,, é qualquer,
entdao todo xz,.
No outro sentido, assumindo que toda sequéncia limitada x, contem uma subsequencia
Zp, de forma que T'z,, converge em Y. Assumindo agora um subconjunto limitado B
de X qualquer e uma sequéncia y, qualquer em T(B). Entao y, = Tx, para algum x,
em B, z, é limitada porque B é limitado. Dessa forma Tz, contem uma subsequencia
convergente e portanto é compacto pela definicao 2.5-1, j& que a escolha de y,, em T'(B)

foi arbitraria.
[ |

Teorema: (8.1-4) Sejam X e Y espagos normados e T': X — Y um operador

linear. Entao:

e Se T é limitado e a dimensao de T' ¢ finita, T" é compacto.

e Se a dimensao de X ¢é finita entao T' é compacto.

Prova:

a) Seja (z,) uma sequéncia qualquer em X. Usando a desigualdade ||Tz,|| <
||T||||xn|| mostramos que a imagem o operador em Y ¢é limitada. Como T'x,, é fechada e
limitada, ||Tx,|| é relativamente compacta, ji que a dimensao de X ¢ finita. Segue que
Tz, tem uma subsequencia convergente. Como z,, foi escolhida arbitrariamente em X o

operador T é compacto.

b) Ter dim X < oo implica em 7" limitado e a dimensao de dimT'(X) < dim X,

de acordo com (2.6-9), voltando ao caso a.
|

Teorema: (8.1-5) Seja (7),) uma sequéncia de operadores lineares compactos de
um espago normado X para um espago de Banach. Se (7},) é uniformemente convergente

como operador, ||T,, — T'|| = 0 entao o operador limite 7" é compacto.
Prova:

Usando o Método diagonal para uma sequéncia limitada (x,,) qualquer a imagem

(T'z,,) possui uma subsequencia convergente, deste ponto aplicamos o teorema 8.1-3:

Como T} é compacta, (,,) tem uma subsequencia (z1,,) tal que (7121 ,,) é cauchy.
Similarmente, (21 ,,) tem uma subsequencia (xa,,) tal que (Toxs,,) ¢ cauchy. Ao continuar
com isso vemos que a sequéncia (¥,) = (Tmm) ¢ uma subsequencia de (x,,) tal que para
todo n inteiro e positivo a sequéncia (T, y,,) é cauchy. (z,,) é limitada, (x,,) < ¢ para todo

m, com isso (y,,) < ¢ para todo m.
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7

Seja € > 0, como T,,, — T existe um n = p tal que ||T — T,|| < ¢/3c. Como (T,y,,) é
cauchy, existe um N para o qual:
€
1Toys — Touwll < 5.
usando isso:

Ty; — Tyell < | Ty; — Toysl| + 1Ty — Toyrl| + 11Ty — Tyrll.

€
S 1T = Tlllysll + 5+ 1T = Tl lysll
€ €

€
<—ct+-+-—c=c
30T 307

Isso mostra que (Ty,,) é cauchy e converge, ja que Y é completo. Finalmente, Como
T mapeia uma sequéncia limitada qualquer (x,,) em uma sequéncia (7T'x,,) que possui

subsequencia convergente (1'y,,) T é compacto.
|

(Teorema: 8.1-7) Sejam X e Y espagos normados e 7' : X — Y um operador
linear compacto. Suponha que (z,,) em X ¢é fracamente convergente, ou seja, x, — .

Entao Tz, é fortemente convergente em Y e tem o limite y = T'z,,.
Prova:
Escrevemos vy, = Tz, e y = Tx, primeiro provamos v, — vy depois y,, — y:

Seja g um funcional linear em Y, definimos um funcional f em X de forma que

f(2) = g(T2).

f é linear, f é limitado por que T' é compacto e

[f ) = 19(T2)] = gl T[] = glHITTH]=]]-

Por definicdo z,, — z implica que f(x,) — f(z), ou seja, também por definicao g(Tx,) —
g(Tx), isto é, g(y.) — g(y). Como g foi escolhida arbitrariamente, estd provada y, — .

Agora, assumindo que y, — y nao seja valido. Nesse caso (y,) tem uma subse-

quencia tal que:
yne —wll 21

Para algum 7 maior que zero. Como (z,) é fracamente convergente, (z,) é limitada da
mesma forma uma subsequencia z,,. A compacticidade de T" junto do teorema 8.1-3 im-
plicam agora que T'z,, tem uma subsequencia convergente, denotemos essa subsequencia
por 7;, como essa subsequencia converge temos ; — y. Mas com isso temos simultane-

amente:

o=yl — 05 g =yl = 0.
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mas isso gera contradigao, entao nossa premissa inicial (y, — y nao seja vilido) nao pode

ser valida.
[ |

Defini¢ao: (8.2-1 Limitacao total) Seja B um subconjunto de um espaco métrico
X seja € um numero positivo dado. Um conjunto M, C X é dito Rede € de B se para
todo ponto z € B existe um ponto de M, a uma distancia menor que € de z. O conjunto
B é dito totalmente limitado se para todo € maior que zero existe um uma rede € finita
M. C X, onde finito significa que o conjunto M, consiste de uma quantidade finita de
pontos.
Observagao a limitacao total de B significa que para todo € maior que zero o conjunto B

¢é contido pela uniao de um numero finito de bolas abertas de raio e.

(Lemma 8.2-2) Seja B um subconjunto de um espago métrico X. Entao:

e Se B é relativamente compacto entao B é totalmente limitado.
e Se B é totalmente limitado e X é completo entao B é relativamente compacto.

o Se B é totalmente limitado, para todo € maior que zero B tem um Rede € finita
M. C B.

o Se B é totalmente limitada B é separavel.

Prova:

i) Partindo de B relativamente compacto. Se B é um conjunto vazio, entdo o
proprio conjunto vazio é uma rede € B. Se B for um conjunto nao vazio escolhemos um
x1 € B. Se d(x1,2) < € para todo z, entdo o conjunto {z;} é uma rede e para B. Caso
contrario, seja o € B 0 ponto que nao estd satisfeito na desigualdade anterior, ou seja,

d(x1,x9) 2 €. Nesse caso, para j = 1 ou j = 2 temos:
d(z;,2) < e

entdo {z,x2} é uma rede € para B. Caso contrario, seja x3 o ponto de z para o qual a
desigualdade nao é satisfeita, nesse caso {z1, 9, x3} é uma rede € para B. Caso contrario
continuariamos escolhendo um ponto z, € B e assim por diante. Temos certeza que para
um inteiro n positivo a sequéncia {x1,...,x,} seria uma rede € para B, porque se nao

houvesse tal n a sequéncia resultante (z;) iria obedecer
d(z;,xy) 2 €.

e uma sequéncia assim nao poderia ser cauchy e portanto nao poderia ter uma subse-

quencia convergente em X. Mas isso iria contradizer a compacticidade relativa de B, ja
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que a sequéncia (z;) estd contida em B. Dessa forma concluimos que deve existir uma
rede € finita para B, como o € positivo foi escolhido arbitrariamente concluimos que B é

totalmente limitada.

ii) Agora partindo de B totalmente limitado e X completo. Consideramos uma
sequéncia (x,) qualquer em B e mostramos que essa sequéncia tem uma subsequencia
que converge em X, dessa forma B sera relativamente compacto. Por suposigao, B possui
uma rede € para € = 1, portanto B estara contido na uniao de uma quantidade finita de
bolas abertas de raio igual a 1. Dessas bolas podemos escolher uma bola B; que contem
uma quantidade finita de termos de (z,). Seja (x;,,) a subsequencia de (x,) que estd em
By. Similarmente, B também estara contida na unidao de uma quantidade finita de bolas
de raio € = 1/2, dessas bolas escolhemos uma bola B; que contem uma subsequencia
(22,,) da subsequencia (27 ,). Continuamos esse processo escolhendo e = 1/3, 1/4, 1/5, ...
e escolhendo y,, = z,,,. Entao para todo € positivo existe um N(e) tal que todo y, com
n > N estd em uma bola de raio e. Dessa forma (y,) é cauchy. Essa sequéncia converge
em X, y, =y € X, ja que X é completo. Além disso, y,, € B implica em y € B. Isso
implica em: Pela defini¢ao de fecho, para toda sequéncia (z,) em B existe uma sequéncia
() também em B que satisfaz d(x,,z,) < 1/n para todo n. Como (z,) estd em B ela
tem uma subsequencia que converge em B. Assim (z,) também tem uma subsequencia

que converge em B e com isso B é compacto e B é relativamente compacto.

iii) Partindo de B totalmente limitada. O caso de B vazio é obvio (i), entao seja B
um conjunto nao vazio. Por hipétese para um e dado existe uma rede €; finita M., C X
onde €; = ¢/2. Portanto B esta contido na unido de uma quantidade finita de bolas de raio
€1, com os elementos de M., no centro. Sejam By, Bs, ..., B,, as bolas que unidas contém
B e x1, 19, ..., x, seus centros. Escolhemos um ponto z; € B B;. Entao M, = {z1, ..., 2, }

¢ uma rede € de B, ja que para todo z € B existe um B; contendo z, e

d(z,2z;) Sd(z,x;) +d(xj,2;) < € +€ =€

iv) Supondo B totalmente limitado, entdo usando iii) o conjunto B possui uma
rede € My, onde e = ¢, =1 /n. A unido de todas essas redes é contavel. M é denso em
B, inclusive para cada ¢ > 0 existe um n tal que 1/n < e. Portanto para cada z € B

existe um a € M, C M tal que a distancia d(z,a) < €. Isso mostra que B ¢é separavel.
|

(Teorema: 8.2-3)  Para um operador linear compacto 7' : X — Y, com X e

Y dois espagos normados. O alcance R(T") do operador T' é separavel.

Prova:
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Considerando a bola B,, = B(0;n) C X. Como T é compacto a imagem C,, =
T(By) ¢é relativamente compacta. C,, é separavel pelo lema 8.2-2 iv). A norma de um
x € X qualquer é finita, tal que ||z|| < n, assim z € B,, para algum n suficientemente

grande, consequentemente:

X=UB.=T7TX)=T(B, = C.
n=1 n=1 n=1
Como C, é separavel ele possui algum subconjunto D,, contavel e denso, de forma que a
uniao D -
D= |J D..

n=1
é contavel. Se olharmos o lado direito da igualdade anterior vemos que D é denso no
alcance R(T) = T(X)

(Teorema: 8.2-4) o operador linear compacto T : X — Y de um espaco
normado X para um espaco de Banach Y possui uma extensdo linear compacta T :
X —Y onde X éo complemento de X.

Prova:

Podemos tratar X como um subespago de X de acordo com o teorema 2.3-2.
Como T ¢ limitado, ele possui uma extensio linear limitada T : X — Y. Mostramos que
a compacticidade de T implica na compacticidade de T'. Para isso vamos considerar uma

sequéncia (7,) em X e mostramos que (7'%,) tem uma subsequencia convergente.

Como X é denso em X , existe uma sequéncia (x,) em X tal que &, — z, —
0. Dessa forma (x,) também serd limitada. Como T' é compacta, T'(x,) possui alguma

subsequencia convergente T'(x,, ). Seja
T(xp,) — Yy €Y

Agora #,, — x,, — 0 implica em z7,, — x,, — 0. Como T ¢ linear e limitado, é continuo

portanto aplicando a igualdade anterior temos:
Ty, — T, = T(x), —2p,) — T0 =0

Mas de acordo com T'(z,,) — yo € Y isso implica em Tx,}k — yo. Mostramos portanto
que a sequéncia arbitraria (i) possui uma subsequencia (7, ) tal que (T}, ) converge.

Isto prova a compacticidade de T'.
[ |

(Teorema: 8.2-5 (operador adjunto)) SejaT : X — Y um operador linear.
Se T é compacto entao seu operador adjunto 7% : Y’ — X’ também serd. Neste caso X

e Y sao espagos normados e X’ e Y/ sdo seus espacos duais respectivamente.



30 Capitulo 2. Revisdo bibliogrifica

Prova:

Consideremos um subconjunto limitado B de Y’, ou seja: ||g|| £ ¢Vg € B e
vamos mostrar que a imagem 7% (B) C X’ é totalmente limitada de forma que T (B) é

relativamente compacta de acordo com 8.2-2 ii) j4 que X’ é completo.

E necessario provar que para qualquer € fixo a imagem T*(B) possui uma rede

¢ finita. Como T é compacto a imagem T (U) da bola unitaria U = {z € X |||z|| < 1}

¢ relativamente compacta. Assim 7'(U) é totalmente limitada por i). Usando 8.2-2 iii)

temos uma rede ¢; finita M C Y(U), onde €; = €/4c. Isso significa que U contem pontos
x1, T, ..., T, tais que x € U satisfaz

€0

Ty —Tx;|| < —.

1Tz — Tyl < 2

para algum j. Definimos o operador A : Y — R™ como:

Ag = (9(Tz1),9(Txs), g(Tx3), ..., 9(Tzy,)).

g é limitado por construcao e T' é limitado por 8.1-2 i). Entao A é compacto por 8.1-4.
Ja que B é limitado A(B) é relativamente compacto e por isso totalmente limitado por
8.2-2 i). Por 8.2-2 iii) a imagem tem uma rede € finita {Ag, Aga, ..., Ag, } para si, com
€2 = €9/4, ou seja, cada g € B satisfaz

€
I|[Ag — Agillo < ZO

onde || - [|o é a norma em R". Precisamos mostrar que {T%gy,...,T*gm, } é a rede ¢

desejada para T (B) completando com isso a prova.

Da definicao de A e da ultima equacao temos imediatamente que para cada g e j

existe um k£ tal que:

g (ij) — Gk Tx] é Z Tx] — Gk Tx])| .

= ||A(g — gn)ll5-

€o

< (Z)Q'

Agora seja um x € U arbitrario. Entao existe um j para o qual ||[Tx — T'z;|| <
¢ valido. Seja um g € B arbitrario. Entao existe um & para o qual |[Ag — Agi|lo < ¢ ¢
valido e a igualdade anterior é valida para este k e um j qualquer. Reunindo essas trés

condicoes temos:
9(Tx) = gi(Tx)| < |g(Tx) — gu(Tj)| + |9(T;) — ge(Tj)| + |gr(T;) — gr(Tx)|.

€0
< llglll1Te = Ta;l| + 7 + llgel | Tx; — Tl
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€0 €0 €0
Sc—+ —+c— <e.
=44 Ty

Como isso é verdade para qualquer x € U e que pela definigdo de T temos g(Tz) =

(T*g)(x) finalmente temos
| T*g =T gi|| = SUP||;EH:1|TX(9 — gr)(z)].

= Supp=119(Tz) — gi(T2)| < €o.

Isso mostra que {T*gy,...,T*gm} é uma rede €y, como essa escolha foi feita para um ¢,
arbitrario com 7 é totalmente limitado entao T é relativamente compacto e como B

foi um subconjunto escolhido arbitrariamente de Y’ isso prova a compacticidade de T.
[ |

(Teorema: 8.3-1 (Autovalores)) O conjunto de autovalores de um operador

compacto T : X — Y é contavel e o tinico ponto de acumulac¢ao possivel é A = 0.
Prova:

Seria suficiente provar que para todo k£ > 0 o conjunto de todos os A € 0,(T") com
|A| < k ¢ finito.

Vamos supor o contrario para algum ky > 0. Nesse caso existe alguma sequéncia
(An) com infinitos autovalores distintos tais que |A| 2 kq. Para algum z,, # 0, T'z,, = A\, 2.
O conjunto de todos os x,’s é linearmente independente pelo teorema (7.4-3). Seja M,, o

alcance {x1,...,z,}, ou seja todo = € M, tem uma representac¢ao tnica
T =T+ ... + T,
Aplicando T' — A, I e usando T'X; = \;x;:
(T =X l)x = (M — A\p)xr + oo+ a1 (A1 — Ap) @1
Vemos que z,, ja nao ocorre de um lado da igualdade, com isso concluimos que:
(T — M\ D)x € M,,_;.

Os alcances M, sdo fechados, com isso sabemos que existe uma sequencia (y,) tal que:

Yn € My, |lynl| =1 ¢ ||lyn — 2|| Z § para todo z € M,_,. Mostramos que
Ty — Tyml| 2 ko/2.

de forma que (T'y,) nao tem subsequéncia convergente porque k. Isso contradiz a com-

pacticidade de T ja que (y,) é limitada.

Adicionando e subtraindo um termo podemos escrever:

Tyn — TYm = Ay — T onde T = Ny — TYn — TYp,-



32 Capitulo 2. Revisdo bibliogrifica

Se m < n, mostramos que para I € M, _q, ja que m < n—1, vemos que y,,, € M,, C M, _;.
Por isso Ty, € M,_1 ja que Tx; = A\jz;. Voltando a (T" — A\, 1)z € M,_; temos:

Mn — Ty = —(T = N1 )y, € M, 1.
Juntando Z € M,,_; e por isso x = \;'& € M,_1, de forma que
N 1 1

A =2l = [Aalllyn = 2[| 2 FAa] 2 Fko-

j& que |\| 2 k. Dessa ultima equacao e de Ty, — Ty = A\yn — T temos |[Ty, — Tym|| 2
ko/2. Dessa forma a nogao de que existem infinitos autovalores que satisfazem |\,| = ko

para um kg positivo qualquer deve ser falsa.
|

(Teorema: 8.3-2 Compacticidade do produto:) Seja T : X — X um
operador linear compacto e S : X — X um operador linear limitado em um espago

normado X. Entao T'S e ST sao compactos
Prova:

Seja B um subconjunto limitado de X qualquer. Como S é um operador limitado,
S(B) é um conjunto limitado e o conjunto T'(S(B)) = T'S(B) ¢ relativamente compacto
porque T é compacto. Portanto T'S é um operador linear compacto. Para provar que ST
também é compacto, seja (z,) uma sequencia limitada qualquer em X. Entao (T'z,,) tem

uma subsequencia convergente (T'z,, ) ¢ (STx,,) converge, portanto ST é compacta.
|

(Teorema: 8.3-3 Espaco nulo:) Seja T : X — X um operador linear
compacto em um espago normado X. Entao para todo A diferente de zero o espago vazio
N(Ty) de T\ =T — M é de dimensao finita

Prova:

Seja (,,) uma sequencia em uma bola fechada e unitéria M. Entao (z,,) é limitada
e (Tz,) possui uma subsequencia convergente (T'x,, ) por 8.1-3. Agora, x, € M C N (T))
implica que Thz,, = Tx, — A\z,, = 0 de forma que z,, = ATz, reorganizando ja que \
é diferente de zero. Consequentemente a subsequencia anterior que pode ser escrita como
Ty, = ATz, também converge. O limite estd em M ji que M ¢é fechado, e com isso
M serda compacto, ja que x, foi escolhida arbitrariamente em M. Como um espago que
possui na bola unitaria a propriedade de compacticidade deve ser de dimensdo finita, o

teorema esta provado.
|

(Teorema: 8.3-5 Alcance:) Seja T : X = X um operador compacto em
um espago normado X, entdo para todo A diferente de zero o alcance de Ty, =T — A\ é
fechado.
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Prova:

A prova pode ser feita por contradicao, primeiro suponhamos que T nao é fechado,
entao existe um y no fecho do alcance de T\ que nao pertence a esse alcance. existe uma
sequencia tal que

Yn = T/\xn — Y.

como o alcance T)(X) é um espago vetorial, zero pertence a esse espago, mas y nao
pertence, por suposi¢ao. Isso implica que y, # 0 e com isso x, ¢ N(T\) para todo
n suficientemente grande. Podemos, igualmente de maneira geral, assumir que isso vale
para todo n. Como o espago nulo é fechado, a distancia 6, entre x,, e o espago nulo de T)
é positiva, isto é:

0, = inf ||z, —z|| > 0.
ZEN(TA)

pela defini¢ao do infimum existe uma sequencia z, em N (T) tal que:
an = ||Tn — zn]| < 26,

Agora, mostramos que a,, vai para o infinito a medida que n vai para o infinito. Supondo
que isso nao seja verdade (z,, — z,) tem uma subsequencia limitada, como 7" é compacto
segue de 8.1 — 3 que T'(z, — z,) tem uma subsequencia convergente. usando a defini¢ao
de T\ e A # 0 temos [ = A‘l(T — Ty). Usando Thz, = 0, z, pertence ao espago nulo de

T, obtemos:
[ |

Lemma 8.4.1 Seja T' : X — X um operador linear compacto em um espaco
normado X e seja A diferente de zero. Entao existe um nimero inteiro r dependente de
A tal qual que de n = r em diante os espagos nulos N (T)") sdo todos iguais e se r > 0

entao as inclusoes:

N(T\°) Cc N(T\') € ... c N(Ty).
sao todas proprias.
Prova:

Para abreviar a notagdo, vamos escrever N,, = N (T\"). A ideia da prova serd:
Assumir que N,, = N,,,1 nio acontece para nenhum m e retirar disso uma contradicao.

Em seguida mostramos que N,, = N,,, implica em N,, = N, ;1 para n > m.

De um corolario de 8.3.3 sabemos que N,, C N,,+1. Suponhamos que isso nao
+
ocorra para nenhum m. Nesse caso, N, é um subespaco préprio de N, para todo n.

Como esses espacos nulos sao fechados, o lema de Riesz (2.5-4) implica na existéncia de

uma sequéncia (y,) tal que y, € Ny, [|ynl] = 1 e ||y, — z|| 2 5 para todo z € N, _;.

Mostramos que

1
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para m < n. De forma que (T'y,) nao tem subsequéncia convergente ja que |A| > 0. Mas

isso iria contradizer a compacticidade de T ja que a sequencia y,, é limitada.

Reescrevendo T\ =T — Al obtemos T' = T) + Al e com isso:
TYyp — TYm = Ay, — T  Onde: T =T0\Ym + ANy — Th\Yn-

Seja m < n, nesse caso m < n — 1 e com isso \y,, € N,, C N,_1. Além disso, y,,,inN,,
implica que 0 = T\, = Ta™ H(T\ym), ou seja, Thym € Np_1 C N,_1. De maneira
similar y,, € N, implica em Tyy, € N,_;. Juntando essas duas consequéncias concluimos

que 7 € N,,_1, voltando as equacoes que vem do lema de Riesz temos:
- > 1
1Ay = 2| = Mllyn — =[] 2 SIA

. Com isso chegamos a conclusao que esperavamos que quer dizer partimos de algo falso,

portanto deve existir um m para o qual N, = N,,41.

Suponhamos agora que N,, = N,,;1 nao implica em N,, = N, ;1. Entao N, ¢é
um subespaco préprio de N, para um n > m. Consideremos um = € N, .1 — N,,. Por
essa definicdo temos T)" ™2 = 0 mas 7)\"z # 0. Como n > m temos n —m > 0. Seja

z=T\"""z, entao

T\ =T"""2=0 mas T\"z=T\"z=0
Assim z é um elemento de N, 1 mas nao de NV,, para que N, fosse um subespaco proprio
de N,y1. Isso contradiz N, = N,,,+1 chegando & contradiz=c¢ao esperada.

Lemma 8.4.2 Seja T' : X — X um operador linear compacto em um espaco
normado X e seja A diferente de zero. Existe um menor nimero inteiro ¢ tal que de n = ¢

em diante os alcances T)\"(X) sao todas iguais e se esse ¢ for maior que zero as inclusoes
T (X) D> ThW'(X)D ... D Th(X).

Sao todas préprias.
Prova:

Abreviando a notagao, seja R, = T\"(X). Suponhamos que R nao seja igual a
Rs+1 para nenhum s. Nesse caso, Rsi1 ¢ um subespaco proprio de R para todo s. Como

esse alcances sao fechados por 8.3-6, o lema de Riesz implica na existéncia da sequéncia

1

5 para todo x € Ry, 11.

(x,) tal que x, € Ry, ||zn|| =1 e ||z, — || 2

Seja m < n, reescrevemos Ty obtendo T"= Ty + AI. Com isso escrevemos:

Txy —Tx, = ey, — (=Thay + Thx, + Axy,).
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Na direita \z,, e x,, pertencem a R,,, de forma que Thx,, pertence a R,,.1 e comon > m

também Thz, + Az, € R,, C R,,+1. Voltando a equacao em que reescrevemos 7}, temos:
Txy —Tr, = MNxpym — x)
e usando as propriedades da sequéncia:
< 1
17250 = Tanl] = [Al[|(@m = 2)|| < 5[A] > 0.

(x,) € limitada e T' é compacta, portanto (T'z,) possui uma subsequéncia convergente.
Mas isso contradiz a conclusao que acabamos de obter assumindo que R, nao ¢ igual a
Rsi1 para nenhum s, isso prova portanto que Ry = Rq para algum s. Seja ¢ o menor
s que satisfaz essa condicdo. Entao se ¢ > 0 as inclusoes declaradas no lema sao todas
proprias. Além disso, R,41 = R, significa que T mapeia R, em si mesma, essa aplicagdo

consecutiva de T\ gera R,,1 = R, para todo n > gq.
[ |

(Teorema: 8.4-3) Seja T': X — X um operador linear compacto em um
espago normado X e seja A diferente de zero. Entao existe o menor nimero inteiro n = r

para o qual:

N(T\) = N(Th ) = N (T ?) = ...

T\V(X)=TV"™(X)=T/"(X) = ...

Se esse r for maior que zero, as inclusoes:

N c N(ThY) € ... ¢ N(Ty").

TY(X) D ThWH(X) D ... D TH(X).
Sao todas préprias.
Prova:

Os lemas 8.4-1 e 8.4-2 provam as quatro afirmacoes feitas, nos resta provar que
q = r, para isso vamos provar que ¢ = r e depois que q¢ < r.
Usaremos as duas abreviagoes de notacao que usamos anteriormente, N,, = N (T)")

e Rn = T/\n(X)

Para a primeira parte, sabemos que Ry,11 = R, baseado em 8.4-2, isso significa
que Th(R,) = R,, usando isso sabemos que se um y pertence a R,, entdo esse y é T)

aplicado a algum z pertencente a R,, em suma:

y € R, = y=T)r Para algum = € R,
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Suponhamos que Thx = 0 para algum x diferente de zero, nesse caso a afirmacao anterior
com y = x; rende x; = Thxp para algum x € R,, similar para zo = Thzs ¢ assim em

diante. Para cada n obtemos entao:
0 7A T = T)\l'z = ..= T)\n_ll’n Mas 0= T)\$1 =..= T)\n_ll'n

Assim z,, ¢ N,,_; mas z,, ¢ N,,. Mas por 8.4-1 sabemos que N,,_; C N, ou seja, chegamos
a uma contradi¢ao assumindo somente que podemos ter Thx = 0 para algum x diferente

de zero, assim Thz = 0 implica que z = 0.

Lembrando que R,41 = R,, provamos que N, = N, Isso entdo implica que
g = r usando 8.4-1. J& que r é o menor inteiro para o qual temos a igualdade. Temos
Ngp1 D N, 8.3-4. Provamos que N,y C N, isso é, T{ ™'z = 0 implica que Tyz = 0

Suponhamos que isso nao é verdade, entao para algum xg
y="T\2g#0 Mas Ty =T\""zy=0.

Com isso y € Ry, y # 0 e Thy = 0. Mas isso contradiz a conclusao anterior de que assim

Thx = 0 implica que = 0, j& que y = z. Dessa forma N1 C N, e Ngy1 =N, eq=r.

Na segunda parte da prova mostramos que g < r. Se ¢ é 0 isso ja é verdade. Seja
g = 1, mostramos que ./\/q_l é um subespaco proprio de ./\/q, isso vai implica ¢ < r ja que
r é o menor inteiro para o qual N, = N, ;1. A inclusdo R, C R,—1 é propria por 8.4-2.
Sejay € Ry—1 —R,. Entao y pertence a R,_; de forma que y = Tfflx para algum z. Mas
Tyy € Ry = Ry41 implica que Thy = TI 2 para algum z. Como Tz € R, mas y ¢ R,
temos:
T e —Thz) =y — Tz # 0.

Assim x — Thz ¢ ./\fq,l mas r — Ihz € /\fq porque
TN(x —Thz) = Tohy — Thy = 0.

Com isso N1 # N, de forma que N,_; é um subespaco préprio de N e por isso ¢ < 7.

Comog<req2=rentaoq=r.
|

(Teorema: 8.4-4) Seja T': X — X um operador compacto e linear em um

espago de Banach X. Entao todo valor espectral nao nulo de T' é um autovalor de T
Prova:

Se N(Ty) # {0}, entdo A é um autovalor de T. Suponhamos que N (7)) = {0},
com A # 0. Entdo sobre Thx = 0 implica que z = 0 e Ty ' : ThX — X existe, como
{0} = N(I) = N(TY) = N(T), temos r = 0 por 8.4-3. Como X = TY(X) = T\(X)
também por 8.4-3. Juntando esses fatos segue que T) é bijetiva e sua inversa é limitada

por 4.12-2 j4 que X é completo e A € p(T).
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(Teorema: 8.4-5) Seja T : X — X um operador compacto e linear em um

espaco de Banach X. Entao o espaco X pode ser representado como:
X = N(T\") @T{(X).
Prova:

Vamos considerar um = € X. Precisamos mostrar que x tem uma representacao
tnica na forma r =y + 2z, comy € N, e z € R,,). Seja z = T)\"z, entdo z € R, mas como
R, = Ro entdo z € Ry, isso é, z = T\*"x1 para algum z; € X. Seja zo = T\"z1, entdo
o €ER, e

T\xg=T\"2,=2=T\"x.

Essa equagdao mostra que T)" (z —xy) = 0 e por isso (x — xg) pertence ao espago nulo r N,..
Podemos escrever x = (z — xg) + x¢. Por construgao zy pertence a R, e (x — o) pertence
a MN,. Portanto escrevemos um elemento geral de z em termos de elementos dos dois
conjuntos que queriamos. Dada a unicidade dessa representacao, fica provado o teorema.
Para provar a unicidade, vamos adicionar uma equagao semelhante a x = (x — o) + x¢:

r = (I—fo)—f-fg
Onde vy = xg — ©y9. Com essa construcao vy € R, e podemos escrever vg como T)"v para
algum v € X. Podemos adicionar x escrevendo:

vo = (x — o) — (x — xp).

Ambos os parenteses pertencem a N, entdao vy € N,. Juntando as duas ultimas equacoes:

T)\ZTU = T/\TUO =0.
v €N, = N5, e com isso:

vg=T\"v=0.

Se vy = 0 entdo x¢ = Ty e portanto a representacao ¢ unica. A soma N, + R, portanto é

direta.

2.2.2 As operacdes envolvendo operadores investigadas por Fredholm

As propriedades estudadas em operadores compactos até agora sao de suma impor-
tancia ao investigar equagoes envolvendo estes operadores como veremos nas investigagoes

de Fredholm sobre elas.

Para os préximos enunciados seguintes, temos como base as equagoes a

seguir:



38 Capitulo 2. Revisdo bibliogrifica

Para um operador linear compacto 7' : X — X num espaco normado X, de-

finimos o operador adjunto usando a notagdo T*X' — X’. Com isso temos equacao

(1):

Tr — ) r=y.

Sua forma homogénea, equagao (2):
Tx — A x=0.
E as versoes envolvendo o operador adjunto, equagao (3):
T"f =\ =g.
E sua versao homogénea, equagao (4):
T*f —Af = 0.
(Teorema: 8.5-1 Solugdes de (1).) Seja T : X — X um operador linear

compacto em um espaco normado X seja A um numero diferente de zero. Nesse caso, (1)

tem uma solugao x se e somente se y € tal que

fy) =0.
para todo f € X’ que satisfaz (4).
Prova:
Suponhamos umas solugao para (1) = = xg, isso é:
y="Txo— Axg = Thxo.

Seja f uma solucao qualquer de (4), primeiro temos:

fly) = f(T'xo — Axo) = f(T'xo) — Af (o).

Mas usando a propriedade f(Tx¢) = (T f)(zo) do operador adjunto, em (4) temos:

fly) = (T f)(wo) = Af(20) = 0

No sentido contrario assumimos que em (1), y satisfaz f(y) = 0 para qualquer
solugdo de (4) e mostramos que assim (1) tem solugdo. Suponha que (1) ndo possua
solugdo, entdo nao hé um x para o qual y = Thx e assim y ¢ Ty (X) como T)(X) é fechado
por 8.3-5, a distancia d de y até T\(X) é positiva. Pelo Lema 4.6-7 existe um f € X’ tal
que f(y) = d e f(z) = 0 para todo z € Ty(X). Como z € T)(X) temos z = Thz para

algum z € X, de forma que f(z) = 0 se torna:

f(Ta) = f(Tz) = M (@)
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f(Tya) = (T* f)(x) = Af ()
Isso é valido para qualquer x ja que z foi escolhido arbitrariamente no alcance de T.
Dessa forma f é uma solucio para (4) que por construcio satisfaz (5), f(y) = 0. Mas
antes disso tinhamos f(y) = d com § > 0. Consequentemente (1) deve ter uma solucio e

com isso as duas vias ficam provadas.
[ |

Lema 8.5-2 Limite para solugdes de (1) Seja 7' : X — X um operador
linear compacto em um espa¢o normado X seja A um numero dado diferente de zero.
Entao existe um numero real ¢ > 0 independente de y em (1), com o qual para todo y em

que (1) tem solugdo, pelo menos uma delas satisfaz: para r = 2
12 = cllyll.

onde y = T,7.
Prova:

Primeiro: Se (1) tem alguma solugao entdo o conjunto que contem essas solugao
possui um elemento com a norma minima: Seja xy uma solugao de (1), se x tiver qualquer
outra solugdo o valor x — xy = z vai satisfazer (2). Dessa forma, qualquer solugao de (1)
pode ser escrita como:

Tr=2x9+ =z

onde z pertence a N(T)) e no sentido oposto qualquer solugao de pode ser escrita em
termos de xg + z. Para um 1z, fixo a norma de x depende de z, podemos escrever isso
como:

= k= inf .
p(z) = ||zo + 2|| com zejl\rfl(TA)p(z)

Pela defini¢do do infimo, N (7)) possui uma sequencia (z,) tal que:
p(zn) = [|z0 + 2l — K

conforme n — oo. Como (p(z,)) converge, é limitada. J& que T' é compacto (1'z,)
possui uma subsequencia convergente, mas z, € N (T)), ou seja, Thz, = 0 implicando
em Tz, = Az, com algum A ndo nulo. Por isso (z,) também possui uma subsequencia
convergente:

an — 20

Sendo que zy também pertence a N (Ty) e
p(zn;) — p(20)
porque p é continua. Com isso voltamos a defini¢ao de p e temos:

p(20) = l[zo + 20|| = K
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Isso mostra que se (1) tiver solugbes dado um y, o conjunto dessas solugoes contém
xo + 2o = & com norma minima. Segundo: Existe um ¢ > 0 tal que ||Z|| £ ¢|]y|| é valido

para o Z de menor norma em y = T\& para o qual ha solugao de (1):

Suponhamos que essa afirmacao seja falsa, entao existe uma sequencia y,, tal que

1E231
[l

onde 7, é de norma minima e satisfaz T\x,, = y,, podemos multiplicar em ambos os lados

por um « mostrando que «ax,, corresponde a uma soluc¢ao ay, de norma minima
[ |

(Teorema: 8.5-3 Solugdes de (3)) Seja 7' : X — X um operador linear
compacto em um espago normado X seja A um numero dado diferente de zero. entao (3)

possui solugao se e comente se g(z) = 0 para todo x € X que satisfaz (2)
Prova:

Se (3) tem uma solugao f e x satisfaz (2), entdo g(x) é verdade porque:
9(2) = (T* f)() = Mf(x) = f(Tx — \z) = f(0) = 0

Para o sentido contrario, vamos considerar um z € X qualquer e definir y = T\ z.

Entao y pertence a Ty (X) e definimos um funcional f; como:

fo(y) = fo(Thz) = g(x).

fo Sera linear e podemos mostrar que é limitado usando o lema anterior que implica que

para todo y € T)(X) pelo menos um x satisfaz ||z|| < ¢||y||, com isso:

foly) = lg(@)| = llgll ll=]| = ellgll [ll]

fo é com isso, limitado. Usando o teorema de Hahn-Banach, o funcional f, possui uma
extensao f em X que é um funcional linear limitado definido em todo o X e por defini¢ao

f(Thx) = fo(Thx) = g(x). Reescrevendo usando o operador adjunto:
(D) = [(Tx = Ax) = (T"f)(x) = Af(z) = g(x)
Com isso voltamos a (3)

(Teorema: 8.6-1) Seja 7' : X — X um operador linear compacto em um

espaco normado X e um A # 0, entao:

(a) A equagdo (1) possui uma solugao x para todo y € X se e somente se a equagao (2)
s6 possui a solugao trivial z = 0. Nesse caso a solugdo de (1) é tinica e T) possui

uma inversa limitada.
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(b) A equacao (3) possui uma solugdo f para todo g € X’ se e somente se a equacao

(4) s6 possui a solugao trivial f = 0. Nesse caso a solucao de (3) é unica.

Prova:

(a) Provamos que para todo y € X a equagao (1) é soluciondvel entdo z =0 ¢ a
unica solucao para (2). Do contrario (2) teria uma solugao x; # 0. Como (1) com qualquer
y € solucionavel a expressao Thxr = y = x7 vai ter uma nova solugao xs: Thxr; = 9. Sob a

mesma justificativa temos para todo k = 2,3, ...
0 7é T = TA.’L‘Q = T>\2£Eg = ... = T)\kill'k

Com 0 = Thzy = Th*zy. Ou seja, 7, € N(Th") mas z, ¢ N(Th"1). Isso quer dizer que
N (T»*71) é um subespaco préprio de N'(Ty*) para todo k. Mas isso contradiz 8.4-3 que diz
que N (") é um subespaco préprio de N (ThF~1), entdo z = 0 deve ser a tinica solugao de
(2). (b) Segue de maneira completamente analoga usando o fato de que 7T é compacta

(8.2-5: Se T' é compacto, seu adjunto também é) e partindo de uma f; # 0.

No outro sentido da afirmagao (a), suponhamos que x = 0 é a tnica solugdo
de (2). Nesse caso (3) é soluciondvel para qualquer g pelo teorema 8.5-3. Agora T é
compacta (8.2-5). Provamos que f = 0 é a tnica solu¢ao para (4). Com isso segue de
(8.5-1: condigdes iniciais para que (1) e (3) tenham solugoes) que (1) é solucionavel para
todo y tal que f(y) = 0. A unicidade resulta do fato de que qualquer outra solugao de (1)
é uma solugao de (2) e com isso a tinica solucdo x = Ty "'y é a de minima norma e vemos

a limitacdo de T)~" usando (8.5-2):

[|zl] = 1Tyl < ellyll-

(Teorema: 8.6-2 Lema: Sistema bi-ortogonal)  Dado um conjunto line-
armente independente fi, ..., f,, no espaco dual X’ de um espaco normado X, existem

elementos 21, ..., 2, em X tais que: fj(z) = dji
Prova:

Como a ordem dos f; nao importa, ¢ suficiente mostrar que existe um z,, tal que:

fm(zm) =1, fj(zm) =0

Quando m = 1 temos f; # 0 (caso contrario o conjunto nao seria linearmente indepen-
dente), nesse caso fi(xg) # 0 para algum z( ¢ podemos definir z; como z; = 1/f1(xo) e

com isso fi(z1) = 1.

Agora seja m > 1 e vamos a hipétese de indugao de que o lema ¢é valido para

m — 1, isso é, X contém elementos zi, ..., 2,1 tais que fi(zx) = 1 e fu(zx) = 0 para
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k,n = 1,..,m — 1. Seja M um conjunto M = {z € X|fi(z) = 0,..., frm—1(z) = 0},
mostramos que M contém uma sequencia z,, tal que f,,(2,) = 5 # 0 o que retorna o
resultado desejado com z,, = 37',. Caso contrario, f,,(z) = 0 para todo z € M, entdo
tomamos um x € X qualquer e o representamos como:

m—1

fi()z

1

S}
Il
<

—_

usando a condicao da inducao para k < m —

-1

f(@) = felw) = > [i(@) fil(z) = fu(z) = fi(z) =0

j=1

3

e dessa forma Z € M de forma que f,,(Z) = 0 e usando a representagdo para & temos:

J

meM@#iﬂmm

-1

fm(x + f] fm Z]

j=1

m—1

fm(x) = Z a; fi(z)

J=1
Como a escolha de x foi arbitraria essa é uma representacao de f,, como uma combinacao
linear dos termos de {fi, ..., fim—1} € isso contradiz a independéncia linear de {f1, ..., fm}-

Como f,,(z) = 0 para todo z é impossivel entdo z,, deve conter algum z,, tal que

fm(zm) - 17 fj(zm) =0
seja valido.
|

(Teorema: 8.6-3 espacgos vazios de T, e T\*) SejaT : X — X um operador
linear compacto em um espago normado X com um A # 0. Entdo as equagoes (2) e (4)

tem o mesmo nimero de solugoes linearmente independentes. Prova:

Sejam dim N (7)) = n e dim N (7)) = m. Se n = 0 ent@o a tnica solugao para
(2) é x =0 e por 8.5-3 (3) é solucionavel para qualquer g. 8.6-1 vai implicar que f =0 ¢é

a unica solucao de (4) e portanto m = 0, valendo também o caminho contrario.

Agora sejam m e n sdo maiores que zero. Seja {z1, Za, ..., T, } uma base de N'(T)),
claramente z; ndo pertence a um Y; que é o alcance de {xs,...,x,}. Pelo teorema 4.6-7
existe um ¢; que é nulo para todo elemento de Y; e g1 (x;) = §, com ¢ > 0 a distancia de x,
a Y7. Com isso um ¢g; = 0_1g; satisfaz gi(z1) =1 e g1(x2) =0, ..., g1(z,) = 0. Repetindo
esse processo podemos obter um g, tal que go(xs) =1 € go(x1) =0, ..., g2(z,) = 0. Dessa

forma X' contém ¢, ..., g, tais que:

gr(z5) = dj0,
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Além disso, se {f1, f2, ..., fm} € uma base de N (T,*) por 8.6-2 existem elementos 21, ..., Z,

de X tais que :
fi(zk) = Gjn
Mostremos que n > m ¢é impossivel. Seja S : X — X um operador definido por
n
Sz =Tz +Y gj(z)z
j=1
Nessa definicdo S é compacta e queremos mostrar que se Syxg = Srg — Arg = 0 teremos

xo = 0. Partindo de S)xzg = 0 temos fi(S\xo) = fr(0) = 0 entdo voltando a base de
N(T\*) temos 0

(Teorema: 8.6-4 autovalores) SejaT : X — X um operador linear compacto
em um espago normado X. Se T tem valores espectrais nao nulos entao cada um desses

valores deve ser um autovalor de T

2.2.3 A Alternativa de Fredholm

Definicao (Alternativa de Fredholm): Um operador linear limitado A : X —
X em um espaco normado X satisfaz a Alternativa de Fredholm se uma das duas alter-

nativas a seguir é obedecida:

I. As equagoes nao homogéneas
Az =y A f=g

Possuem solugbes x e f paratodoy € X e g € X’ (Com A* : X’ — X’ o operador
adjunto de A). Essas solugoes sendo unicas. As equagdes homogéneas corresponden-

tes
Ar =0 Af=0

possuem somente as solugoes triviaisz =0e f =0

II. As equacoes homogéneas
Ar =0 Af=0
Possuem o mesmo numero de solugoes linearmente independentes 1, ..., x, € fi1, ..., fn.
Essas solugoes sendo tnicas. Nesse caso as equagoes nao homogéneas

Ar =y A*f=yg

nao sao solucionaveis para todo y e g, elas possuem solucao se e somente se y e g
sao tais que:

Ji(y) =0 g(z) =0
paratodo 1 <k <n



44 Capitulo 2. Revisdo bibliogrifica

(Teorema: Alternativa de Fredholm) Seja T': X — X um operador linear

compacto em um espago normado X e seja A # 0. Entao Ty = T — I satisfaz a alternativa

de Fredholm.

2.3 Extensdes, Operadores Adjuntos e Auto-Adjuntos

Nesse momento, reescrevemos alguns conceitos que abordados durante o texto e
adicionamos algumas particularidades importantes para, em seguida, nos voltarmos para
um exemplo real: uma particula de massa m em um pocgo de potencial infinito. Em
primeira vista o problema de mecanica quantica pode parecer usual, mas uma analise
um pouco cuidadosa segundo (GOPALAKRISHNAN, 2006) e (BONNEAU J. FARAUT,

2000) gera conclusées importantes.

2.3.1 Operadores lineares e suas Extensoes

Definigao: Um operador linear A ou transformagao A é o mapeamento linear de
um subconjunto D(A) de H para um subconjunto R(A) que é o alcance de A. Tanto o

dominio D(A) quanto o alcance R(A) sao variedades lineares.

Definigao: Um operador A’ é extensao de um operador A se:

. D(A) C D(A).

o Au = A'u para todo u no dominio de A.

Teorema da extensao 2.7-11: Um operador 7' limitado possui uma extensao
tinica T’ cujo dominio é o fecho de D(T) com ||T|| = ||T||. Em particular, se D(T') for

denso entao D(T") = H. O final desse teorema esté intrinsecamente ligado com a defini¢ao

de densidade presente no apéndice 1.

Prova:

Consideremos um x € D(T'), existe uma sequéncia (z,,) em D(T') tal que z,, — z.

Como T ¢ linear e limitado, temos:
T 2 =T || = [IT (20 — zm) || = 1T [|2n — 2]

isso mostra que T'x,, é cauchy porque x,, converge. Seja entao Tz, = y, com isso definimos
Tx = y. Para mostrar que essa escolha independe da sequéncia z,, suponhamos duas
sequencias que convergem para o0 mesmo valor: x,, — x e 2, — x. Baseado nessas duas

sequencias escrevenos uma Uy, -

= ($1,21,$2, 29, )
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dessa forma T'v,, converge por continuidade e suas duas subsequencias z,, e z, devem ter
o mesmo limite. Isso prova que T ¢ definido unicamente para cada = € D(T). Com essa
construcio, 7' é tinico, linear e To = TaVa € D(T) fazendo de T uma extensio de 7.
Usamos ||Tz,|| < ||T|||z.]| e levamos n ao infinito, entdo Tz, — y = Ta. Como o

mapeamento z — ||x|| é continuo temos:
12| < ||T)]]]]]

ou seja, T é limitado e sua norma é menor que a norma de 7. Mas ||T|| = ||T|| porque a

norma definida por um supremo néo pode diminuir uma extensao. Finalmente ||T|| = |||

2.3.2 Operadores Adjuntos e Auto adjuntos

(Definigao inicial de um operador adjunto): Se T ¢ um operador limitado
definido no espaco de Hilbert H entao existe um operador linear e limitado 7™ com o
mesmo dominio que é o adjunto de T tal que: [|[A*|| = ||A]| e (T™u,v) = (u,Tv) para
todo u,v € H. Além disso :

« para dois operadores A e B nesses moldes temos (AB)* = A*B*.

o (AX)* ou somente A** éigual a A .

Prova:
Para um w fixo qualquer (u,7v) é um funcional linear I(v), tomamos T*u como um
elemento tnico cuja existéncia é assegurada pelo teorema de representacao de forma que
l(v) = (T™u,v) para todo v. T depende linearmente de u portanto 7% é um operador

linear em H. Para achar seu limite escrevemos:
[(T™u, v)| = |(u, Tv)| < |[ul[[|To]] < [|ul|[|T[|[v]]
Se escolhemos v = T u:
T ul [ < |l T[T ull.

ou seja, ||T*|| < ||T|| para qualquer u. Poderiamos repetir o mesmo argumento trocando
T e T* o que nos daria ||[T*|| > ||T|| juntando os dois sé podemos ter ||T|| = ||T|.
|

Observacoes:

o Uma definicdo mais geral do operador adjunto nao requer que ele seja definido
em todo o espaco de Hilbert nem limitado, requer somente que o operador seja
linear com um dominio denso em H e que se ache os pares {v,w} que satisfazem

(w,u) = (v,Tu), onde T*v = w.
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e Se T* = T ele é dito auto adjunto e isso implica em (Twv,u) = (v,Tu) mas o

contrario nao é necessariamente verdade.

e Se T' tem uma unica extensao auto adjunta ele é dito essencialmente auto adjunto

e via de regra é mais simples lidar com 7" do que com 7.

e Se um operador U for linear e possuir uma inversa com o dominio de ambas sendo

todo o espaco H entdo temos (Uv, Uw) = (v,w) para todo v,w € H e U™ = U*.

2.3.3 Exemplos no espaco de sequencias

1. Seja & = (21, o, ...) um elemento qualquer em /2. Definindo A ¢ = (23, z3, ...) ou
seja: omitindo o primeiro elemento de ¢ e diminuindo os indices em 1, temos: D(A) = [2.
Para um n = (y1, ya, ...) vemos que An = (0,41, ¥z, ...) mantém o dominio D(A*) =1? e a
norma ||A*n|| = ||n|| ¥n, mas ||An|| > [|n||. A* nao ¢é unitaria pois sua inversa nao esta
definida em todo H.

2. Seja & = (x1, 23, ...). Definindo AE = (xq, 1, Tg, T3, Tg, .oy Topt2, Tan_1, --.), te-
mos A unitério.

3. Seja M uma matriz n X n qualquer, seja £ = (z1,x2,...) e A = (wy,ws,...)
segundo:

w; = ZMjkxk Paraj=1, 2, ..., n.
k=1

w; = x; Paraj > n.

D(A)I?, A é auto adjunta e Hermitiana e A é unitaria para todo M unitario.

2.3.4 Operadores integrais:

Seja K (x,y) uma nucleo continuo para x,y no intervalo [a, b]. Seja o dominio de
uma funcao A o conjunto de fungoes ¢(z) continuas no intervalo [a, b]. Para um ¢ qualquer,

definimos A¢ por: .
A6 = [Ad)(x) = [ K(z.9)o(y)dy.

Usando a desigualdade de Schawarz, para um x fixo:

[ Kot < [k [ o

integrando com respeito a x temos:

b rb
4l < [ [ 1K @.y) Pdzdyllo)

Ou seja, A é um operador limitado cujo dominio ¢ dendo em H = L*(a,b) de acordo com
o teorema da extensdo. A possui uma extensio linear tinica A com D(A) = H. Se o nticleo
K (a,b) satisfaz K (a,b) = K (a,b) entdo A é simétrica e A é auto adjunta.
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Operadores desse tipo podem ser generalizados tirando os limites do ntcleo K (a, b)
ou do intervalo (a,b) ou aumentando o niimero de variaveis independentes. Se a integral
anterior for finita entdo ela é do tipo Hilbert-Schmidt, uma propriedade que pode ser
interessante mais a frente. No entanto um operador integral nao precisa ser desse tipo
para ser limitado. Por exemplo, o operador Transformada de Fourier dado em L? pelas
equacoes:

D(F) = Cy°.

(Fo)(@) = (2n) " [ .. [ e=5o(y)dy ... dyn.

é definido de maneira densa e tem limite || F|| igual a 1, mas futuramente veremos que ele
nio ¢ do tipo Hilbert-Schmidt. A extensdo F para todo o conjunto L? é um mapeamento

unitario de todo o conjunto L? para ele mesmo.

2.3.5 Operadores diferenciais via Teoria de Distribuicdo

Seja um operador T' definido em H = L?(a,b) pelas equagoes:
DT)={f € [*: f' € L* ¢ f(a) = f(b) = O}.
Tf=—if.

onde f" é entendido como o a derivada de distribuicao de f. Nesse caso T é simétrico por-

. t ~ t ’ .t.d d. t .b . ~ L2 . t ~
que a integracao por partes é permitida para distribui¢oes em L” e essa mesma integracao
por partes desaparece devido as condigoes de contorno, isto é:

(Tf9)= |

bi. R b . b*
=ifgde = ifg|, — i [ Tgdz = (£.Tg)
para encontrar a adjunta T deve-se procurar por pares de elementos {g,h} de L? que

obedecem:

(T'f,g9) = (fh) Vf€D(T).
O conjunto de todos os elementos g é o dominio D(T*) e para qualquer par {g,h},
T*g = h em particular:

i(¢,g) = (6, h) para todo ¢ € C5°(a,b).

A bibliografia fornece mais alguns exemplos nessa secao, alguns genéricos e um
referente ao teorema de Sturm-Liouville. No entanto estes exemplos foram deixados como

uma adi¢ao possivel para trabalho posterior.

2.3.6 Operadores fechados e o Grafico de um operador

Seja A um operador linear cujo dominio D(A) é nao fechado e seja & um ponto

do fecho D(A) que nio estd em D(A) em si. E interessante saber se A¢ pode ser definido
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de alguma forma razoavel. Isso é sempre possivel se A é limitado segundo o teorema da
extensdo em 7.1. De fato, se {u,} é uma sequéncia de pontos em D(A) tal que essa
sequéncia converge para & conforme n vai para infinito, entdo { Au, } é uma sequéncia de

Cauchy e A¢ pode ser definido como o limite de {Au,} com n indo para infinito.

Se A néo for limitado o procedimento anterior nao tem sucesso, uma vez que { Au,, }
pode nao ter limite mesmo que {u,} tenha. No entanto, suponhamos que para qualquer

sequéncia {u,} com as propriedades:

(i) u, € D(A) para todo n .

(ii) lim w, existe para n — oo.

(ili) lim Au, existe para n — oo.

temos lim u,, dentro de D(A) e A(lim u,,) = lim(Au,,). Nesse caso A é um operador fechado.

Um operador nao limitado pode ou nao ter uma extensao fechada, se tiver ele é
dito fechdvel e a menor extensio que satisfaz isso é dita o fecho de A, denotado por A. A
é fechavel se e somente se tiver a propriedade de que sempre que duas sequencias {u,} e
{v,} convergem para o limite ¢ entdo {Au,} e {Av,} também convergem para o mesmo
limite, digamos 7. Nesse caso obtemos A definindo A¢ = 1 para um par &, 1 nesse padréo.
A é a menor extensao fechada de A no que diz respeito a dominio, se 4; é qualquer outra
extensdo fechada de A entdo A; também é extensdo de A. Se A é por si s6 fechada entdo
A=A

O fecho e outras propriedades de um operador podem ser interpretadas em termos
de seu grafico se o construirmos de maneira conveniente. Dito isso, o grafico de um opera-
dor A é denotado por I'(A) e é o subconjunto do espaco H x H (que é o espago de todos
os pares ordenados {u,v} onde u,v € H) que contém todos os pares da forma {u, Au}
para u € D(A). Vale a pena destacar que o produto escalar entre dois elementos (u, us)

e (v1,vy) deste espago é definido como

({ur, ug}, {v1,v2}) = (ur, v1) + (ug, va).

onde os termos a direita sdo os produtos escalares como definido usualmente.

O grafico I'(A) é um subconjunto ou variedade linear de H x H se A é linear. Se

A é fechado entao o grafico é um subconjunto fechado.

Se A" é uma extensao de A entdo seu grafico I'(A’) contém I'(A).
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2.3.7 Operadores Hermitianos e Auto-adjuntos

Como dito no Apéndice, um operador H é dito Hermitiano se para todo f,g €
D(H) temos
(f, Hg) = (Hf,9g).

Esses operadores possuem autovalores reais e autofungoes ortogonais, contudo existem

uma serie de propriedades que nao estao necessariamente associadas a esta classe.

Observando o problema para uma particula de massa m em um poco de potencial
unidimensional de largura L:

L L L
V(:L'):(),—E <T < V(z) = oo, |z 55

Nessas condigoes, a hamiltoniana sera:

H= —iD?
2m

Com D o operador derivada d/dzx. O dominio para H sera:

o= fo o< (-£.42). o[ 5).

2nmx

L (2n—4)ww}.

} e fmpares ¥,, = 2 sin [ =

Com autofuncgoes pares ®,, = + sin [ =

L

A primeira questao a ser explorada é: A hamiltoniana é auto-adjunta? para visu-

alizar isso vamos observar a fun¢ao de onda

30 [ 5 L2
V(@) =- L(x —4>'
Podemos calcular
h2 30
HU = 5

E com isso o valor médio para energia

o L2 2] 5R?
E) = (¥, HV) ,/ / R
() = L5 )12 [ ] mL?

Poderfamos obter o mesmo resultado para (F) usando os autovalores do pogo infinito:

Z! ,0n)*En

O problema aparece porque esses dois métodos dao valores diferentes para E?:

30n1

(B%) = S Iw 0P B = o

mas

(U, H*0) = 0.
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o segundo resultado é claramente invidvel, uma vez que sugere um AFE imaginario. Essa

divergéncia fica mais clara uma vez que comparamos as contas:

(B%) =X |(¥.00)PE;
= Z By (60, O) (P, ¢,) E
= Z En¢n, V)(V, E,¢n)
:Xn: (Hopp, V) (U, Hopy,)
= 2 (6u HY)(HY, 60)

= (HV, HV)
= (U, H*HV) # (U, H*D)

o problema nesse caso é que HV estd no dominio de H*, ji que (HWV, H¢p) estd bem
definida, mas nao no dominio de H, ja que ela nao desaparece nas pontas do poco. Isso

tras uma importante conclusao:

Defini¢ao: O dominio de um operador adjunto H* é todo ¢ tal que (HV, ¢) faca
sentido para um ¥ € D(H).
Mesmo com essa diferenga de dominios, ainda é fundamental explicitar a importancia da
densidade desses dominios, uma vez que essa propriedade garante a unicidade da defini¢ao

de H*. Feitas essas consideragoes, a proxima definicao logica é

Definicao: Um operador Auto-adjunto é um operador hermitiano que possui o

mesmo dominio que seu adjunto.

E importante, por uma variedade de razoes, que nossas hamiltonianas sejam auto-
adjuntas. Como de forma geral D(H) C D(H*), hamiltonianas nao auto-adjuntas devem
ser estendidas para atender a essa qualificacao. Para construir essas extensoes é conveni-

ente primeiro estudar os subespacos de deficiéncia para um operador qualquer:

2.3.8 Indices de Deficiéncia

Definicao: Os subespacos positivo N, e negativo N_ de deficiéncia de um ope-
rador H sao os auto-espacgos gerados pelos autovetores de H* com autovalores +i e —1,
respectivamente. os indices de deficiéncia n, e n_ sdo as respectivas dimensoes desses

espagos. Qualquer y € D(H*) pode ser escrito de maneira tnica na forma:
X=ap+ bV, +cV_

Onde ¢ € D(H) e Uy € Ni. A depender de algumas condigdes que serdo abordadas a

seguir, poderemos esses espacos linearmente independentes para definir uma extensao Hy
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que terd a mesma acao de H*. Sobre essas condigoes para existéncia de uma extensao
Hgi

Teorema Se n, = n_ = 0, entdao H é auto-adjunto ou possui uma extensao

auto-adjunta tnica.

Isso pode ser provado definindo uma Hy geral:
N4
Hox =Ho+i Y MNe(Uip + Upij V)
k=1
com dominio

D(Hy) = {6+ (s + VpU_)}

onde Uy e Vj sdo matrizes unitarias. Assumindo uma extensao dessa forma e supondo
ny, # 0 poderiamos chegar a uma contradigdo da independéncia linear desses conjuntos,

provando o teorema.
Teorema Se ny # n_ =0, entdo H nao possui extensoes auto-adjuntas.

Essas conclusoes sao valiosas uma vez que a pergunta sobre a existéncia e sobre
o dominio da adjunta passar se tornar uma pergunta sobre solu¢oes normalizaveis de

Hoé = +6.

Nestes moldes, as hamiltonianas de varios sistemas conhecidos sao auto-adjuntas

ou possuem extensoes que sao, dentre elas:

o A hamiltoniana da particula livre ao longo dos niimeros reais é auto-adjunta.

A hamiltoniana da particula livre ao longo do conjunto [—L, L] possui indices (2, 2)

e uma de suas extensoes alto adjuntas ¢ a particula numa caixa.

o A hamiltoniana com potencial coulombiana em trés dimensoes é auto-adjunta, mas

sua forma radial ndo é.

e O operador momento em R™ possui indices (0, -1) e ndo pode ser feito auto-adjunto

E conveniente observar que hamiltonianas da forma V2 4 V com um V razoavelmente

comportado geralmente possuem extensoes auto adjuntas, assim

Teorema Se H comuta com a conjugagao complexa, como por exemplo Hiy ==

Hv, entao H possui indices de deficiéncia iguais.
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Conclusao

Neste trabalho foram abordados os temas fundamentas para a construgao da teoria
espectral, partindo de conceitos mais simples estudados e dispostos no apéndice desse

documento. Dentre os assuntos abordados, os principais foram:

o Teoria de autovalores e autovetores.

o Defini¢oes para Resolvente de um operador e seu espectro.

o Propriedades do espectro e dos conjuntos relacionados em operadores limitados.
o Operadores lineares compactos e as equagoes os envolvendo.

o A alternativa de Fredholm.

o Operadores Adjuntos, Auto-adjuntos e suas extensoes.

o Indices de deficiéncia.

Sendo estes, com énfase nos finais, os que mais se traduzem em aplicacoes diretas para

problemas em aberto atualmente.

Um proximo passo seria escolher um problema especifico como o Modelo de Landau-
Lifshitz, ja abordado pelo professor orientador deste trabalho, e aplicar os conceitos estu-

dados aqui além de varios outros num nivel além.
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APENDICE A - Apéndice: Assuntos

anteriores ao trabalho:

A.0.1 Sobre o Apéndice

Os assuntos desenvolvidos neste trabalho possuem um conjunto de conhecimentos
que os precede na construcao da teoria exposta neste trabalho. Como seria inviavel deixar
todos estes contetudos registrados com precisdao, este apéndice dedica-se aos contetdos
mencionados diretamente durante o corpo do texto e as se¢oes com teoremas de maior

importancia tal qual o Teorema de Hahn Banach.

A.0.2 Assuntos anteriores ao capitulo 7 de (KREYSZIG, 1978)

Dentre os assuntos anteriores ao texto sobre espagos métricos e normados, a propri-
edade de compacticidade serd importante. Portanto, seguem a defini¢ao e algumas adig¢oes

uteis.

O espago L?: O espago L? é o espago de todas as fungoes f : [a,b] — C que
obedecem

| @) dz < o

compreendendo todas as func¢oes de onda normalizaveis. O produto interno consistindo

de (f,g9) = [ f(x)g(z) dz.

Ortogonalidade para fungées: Se (f,g) = 0 dizemos que essas fungoes sao
ortogonais. Dizemos que f é ortogonal & um conjunto A se ela é ortogonal a toda funcao

pertencente a A.
Densidade de conjuntos: Este conceito pode ser definido de duas formas:
I. Um subconjunto M de X é dito denso em X se todo o fecho de M, ou seja M, é o
proprio X.
II. Um subconjunto A de H é dito denso se todo ponto em H ¢é o limite de uma
sequéncia em A.
Teorema de aproximagio de Stone-Weiertrass C°(I), o conjunto de todas
as fungoes limitadas e infinitamente diferencidveis em I é denso em L*([).

Defini¢ao: (2.5-1: Compacticidade) Um espago métrico X é dito compacto se

toda sequéncia em X tem uma subsequencia convergente. Um subconjunto M ¢ dito
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compacto se toda sequéncia em M tem uma subsequencia convergente cujo limite é um

elemento de M

Operadores limitados: Um operador A ¢é dito limitado se existe um ntimero A
tal que ||Af|| < Al|f]| para todas as fungdes em D(A)

Teorema de Hellinger-Toeplitz: Um operador Hermitiano é definido em qual-

quer lugar em que ele seja limitado.

Operadores Hermitianos: Um operador hermitiano H possui a propriedade de
que para todo f,g € D(H), (f, Hg) = (Hf,g)

Lemma (2.6-11): Sejam T': X — Y e S : Y — Z dois operadores bijetores,
com X, Y, Z espagos vetoriais. Entdo: A inversa (ST)™' : Z — X do produto (ST

existe e é:

(ST)"'=T7's7"
Prova:

Como S e T sao bijetivas, ST também sera. Como ST é bijetiva entao sua inversa
(ST)~! existe.

Com isso temos ST (ST)™! = I, onde Iz é a identidade em Z. Aplicando S~!
temos:

SEST (ST) ' =T(ST) ' =511, =5"

Aplicando T~ temos:
T 1T (ST) '=(ST) ' =8'T [, =8"'T"
Chegamos no que queriamos:
STy ' =811, =817t
|
Equacao 7 - secao 2.7
I T = T[], | = (7"

Valido para operadores To, : X — Y, T,:Y — Z, T : X — X.

A.0.3 Capitulo 4 (KREYSZIG, 1978):

Este capitulo da bibliografia é de suma importancia para os desenvolvimentos ex-
postos no texto. Para referencia e eficiéncia ele estarda documentado aqui, embora com

menos rigor no que diz respeito as provas dos teoremas e afirmagoes.
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Defini¢ao: (4.1-1) Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto M onde
existe uma ordem parcial. Isto é, uma relacdo bindria escrita como < que satisfaz as

condigoes:

e (P01) a < a para todo a € M
e (P02)Sea<beb=aentaoa=1»>

e« (PO3)Sea<beb<centaoa<c

"Parcialmente'ordenado significa que M pode conter elementos a e b para os quais nem
a < bnem b < a sao afirmacoes verdadeiras, nesse caso a e b sao ditos incomparaveis.
Um conjunto totalmente ordenado ¢ um conjunto em que quaisquer dois elementos sao

comparaveis.

(4.1-6: Lema de Zorn) Seja M # & um conjunto parcialmente ordenado. Se toda

cadeia C' C M tem um limite superior entdao M tem pelo menos um elemento maximal.

(4.2-1: Teorema de Hahn-Banach) Seja X um espago vetorial real e p um
funcional sublinear em X. Além disso, seja f um funcional linear definido num subespago

Z de X que satisfaz:

Ou seja, f é um funcional linear em X, satisfaz f(z) < p(x) em X e f(x) = f(x)

(4.3-1: Teorema de Hahn-Banach Generalizado) Seja X um espago vetorial
real ou complexo e p um funcional subaditivo que retorna valores reais em X, isto é, para

todo z, y € X p verifica:
p(z +y) = p(x) +p(y)

plax) = |a|p(z)

Com um p que satisfaz essas condigoes, conferimos que um funcional linear f definido

num subespaco Z de X que obedece
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(4.3-2: Teorema de Hahn-Banach para espagos normados ) Seja f um
funcional linear limitado num subespaco Z de um X. Entdo existe um funcional linear f

em X que é uma extensao linear de f em X e tem a mesma norma

fllx = [1f1]2

onde ||f||x = sup|f(x)| para @ € X, ||z|| =1

(4.3-3: Funcionais lineares limitados) Seja X um espago normado e zy # 0
um elemento qualquer desse espaco. Entdo existe um funcional linear limitado f em X

tal que:

IAl=1 . F(wo) = |zoll

Defini¢ao: (4.5-1: Operador adjunto) Seja T': X — Y um operador linear
limitado, com X e Y espacos normados. Entao o operador adjunto 7% : Y — X' de T
¢ definido por:

flz) = (T"g)(x) = g(Tx)
onde X' e Y’ sao os espacos duais de X e Y.

Teorema: (4.5-2: norma de um operador adjunto)

[ = [IT1]

Definigao: (4.6-1) para todo z fixo em um espa¢o normado X, o funcional g,
definido como ¢,(f) = f(x) é um funcional linear em X', de forma que g, € X" e tem

norma:

gzl = ]|
Definigao: (4.6-2: Mapeamento canonico) O mapeamento canénico C' dado por:
C: X —X"

T — Gy
¢ um isomorfismo do espago normado X até o espago normado R(C), o alcance de C

Definicao: (4.6-3: reflexividade ) Um espago normado X ¢é dito reflexivo se:
R(C)=X"

Tal qual o mapeamento candnico de (4.6-2).

Teorema: (4.6-4: completeza) Se um espaco normado X ¢é reflexivo entao ele

também é completo, portanto um espaco de Banach.

Teorema: (4.6-5) Todo espago normado de dimensao finita é reflexivo.
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Teorema: (4.6-6) Todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Teorema: (4.6-8: Separabilidade) Se o espago dual X’ de um espago X normal

é separavel, entao X em si é separavel.
Defini¢ao: (4.7-1)Categorias: Um subconjunto M de um espago métrico X é

dito:

e raro em X se o fecho M néo tem pontos interiores.
e escasso em X se M é a uniao de um numero contavel de conjuntos raros em em X.

e nao escasso em X se M nio é escasso X.

Teorema: (4.7-2: Teorema de categorias Baire) Se um espago métrico X # &

ele é nao escasso. Ou seja, se X # @ é completo e

oo
X = A
k=1
entdao pelo menos um A; contém um subconjunto aberto e nao vazio.
Teorema: (4.7-3) Seja (7)) uma sequéncia de operadores lineares limitados T, :

X — Y de um espaco de Banach X em um espago normado Y tal que

(1 Tnzll)

¢ limitado para todo x € X, ou seja:
| Toz|| < e

com ¢, um numero real. Entao a sequéncia das normas de ||T,,|| é limitada, isto é, existe

um c tal que para qualquer n:
ITnll = ¢

Defini¢ao: (4.8-1) uma sequéncia (z,) num espago normado X é dita fortemente

convergente se existe um x € X tal que

dim [|z, —2f| =0

Em fun¢ao da norma

Defini¢ao: (4.8-2) uma sequéncia (z,) num espaco normado X ¢ dita fracamente

convergente se existe um z € X tal que para todo f € X’

lim f(z,) = f(x)

n—o0

Em funcao de um funcional linear

Lemma (4.8-3) Seja (z,) uma sequéncia fracamente convergente em um espago

w. ~
normado X, x, — x, entao:
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e 0 limite fraco = de (z,) é tnico
 toda subsequencia de (z,) converge fracamente para x

e a sequéncia
(Hzall)

é limitada
Teorema: (4.8-4) Seja (,,) uma sequéncia num espago normado X, entdo:

« Convergéncia forte implica em convergéncia fraca sob o mesmo limite.
o A reciproca do item anterior geralmente nao é verdadeira

e Se X for de dimensao finita entao convergéncia fraca implica em convergéncia forte
w.
Lemma (4.8-7) Em um espago normado X temos x, — x se e somente se:

e a sequéncia
(zall)

¢é limitada

para cada elemento f de um subconjunto M C X’ temos f(x,) — f(z)

Definigao: (4.9-1) Sejam X e Y espagos normados. Uma sequéncia (7,,) de
operadores T, € B(X,Y) é dita:

« uniformemente convergente se (7;,) converge na norma em B(X,Y):
T, —T|| —0
o fortemente convergente se (T,z) converge fortemente em Y para todo x € X:
|| Thz — Tx|| — 0
« fracamente convergente se (7,z) converge fracamente em Y para todo z € X:

|f(Tnz) = f(Tx)] — 0

Definicao: (4.9-4) Seja (f,,) uma sequéncia de funcionais limitada num espago

normado X . Entdo:

« Convergéncia forte de (f,,) significa que existe um f € X’ tal que ||f,, — f|| — 0

Jn—f
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» Convergéncia fraca de (f,,) significa que existe um f € X' tal que f,(z) — f(z)
fo—f

Lemma (4.9-5) Seja T,, € B(X,Y) com X um espago de Banach e Y um espago

normado. Se (7},) é um operador fortemente convergente com limite 7" entao 7" € B(X,Y).

Teorema: (4.9-6) Uma sequéncia de operadores T, € B(X,Y) com ambos X e

Y espacos de Banach é dita fortemente convergente se e somente se:

o A sequéncia (||7,]|) é limitada

e A sequéncia (T,x) é cauchy em Y para todo x em um subconjunto total de X

Corolario(4.9-7) A sequéncia (f,,) de funcionais lineares limitados num espago de
Banach X é fracamente convergente para um funcional linear limitado em X se e somente

se:

« A sequéncia (||f,||) é limitada

» A sequéncia (f,(z)) é cauchy em Y para todo x em um subconjunto total de X

Defini¢ao: (4.12-1) Sejam X e Y espagos métricos. Entao T': D(T) — Y com
dominio D(T") C X ¢ dito um mapeamento aberto se para cada conjunto aberto em D(T')

a imagem ¢ um conjunto aberto em Y.

(4.12-2: Teorema do mapeamento aberto): Um operador linear limitado 7'
que atua entre espagos de Banach X e Y é um mapeamento aberto. Se T for bijetora

entdao 1_1 é continua e com isso limitada.

Lemma (4.12-3 : Bola aberta unitdria) Um operador linear limitado 7" de um
espago de Banach X para um espago de Banach Y tem a propriedade de que a imagem
T(By) da bola aberta unitaria By = B(0;1) C X contem uma bola aberta sobre 0 em Y.

Teorema: (4.13-1) Sejam X e Y espagos normados e T': D — Y um operador
linear com dominio D(T') C X. Entdo T serd dito um operador linear fechado se seu
grafico:

9(T) ={(z,y) | 2 € D(T), y =T}

for fechado no espago normado X x Y, onde as operagoes algébricas (soma e multiplica¢ao

por escalar) sdo definidas como usualmente.

(4.13-2: Teorema do grafico fechado): Sejam X e Y espagos de Banach e
T : D — Y um operador linear fechado com dominio D(T) C X. Entao se D(T) é

fechado em X, T sera limitado.
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Teorema: (4.13-3) Seja T': D — Y um operador linear com D(T') C X com

X e Y espagos normados. T sera fechado se, e somente se, obedecer a propriedade:

Se x, — x, com x, € D(T), e Tz, — y, entdo: t € D(T) e Tx =y

Lema: (4.13-5) Seja T': D — Y um operador linear com dominio D(T") C X e

com X e Y espacos normados. Entao:

« Se D(T') é um subconjunto fechado de X, T' é fechado.

o Se T é fechado e Y é completo entdo D(T) é um subconjunto fechado de X
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