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Resumo

O estudo de geometria algébrica e a aplicacao de seus métodos em fisica é uma das tarefas
mais promissoras da fisica matematica. Neste trabalho, é feito um estudo, em nivel de
graduacao, de elementos geometria algébrica e diferencial, necessarios para a compreensao
de estruturas matematicas utilizadas em teorias de cordas e supercordas. Para isto, sao
introduzidos e discutidos conceitos essenciais de geometria diferencial, variedades diferen-
ciaveis, homologia e cohomologia. Em seguida, sao apresentadas as variedades de Kahler
e Calabi-Yau, que possuem importantes aplicagoes em teoria de supercordas, uma das
tentativas mais famosas de construcdo de uma teoria quantica de gravitagdo. Sao mos-
tradas as principais caracteristicas e propriedades desse tipo de estrutura matemaética,

motivando estudos futuros em Fisica Tedrica.

Palavras-chaves: Geometria algébrica. Fisica Matematica. Variedades de Kahler. Vari-
edades de Calabi-Yau.
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Parte 1

Introducao

Contextualizacao

Nas ultimas décadas, fisicos matemaéticos tém explorado aplicacoes de geometria algébrica
em fisica, obtendo avancos importantes em fisica tedrica. Dentre esses avancos, podemos ci-
tar a aplicagdo de geometria algébrica em modelos de rede bidimensionais de solucao exata,
algebras de simetria infinita que surgem em teoria conforme de campos e cadeias quanticas
de spin, bem como problemas de geometria algébrica em orbifolds decorrente da teoria de
cordas, dentre outras [13].

Em particular, podemos destacar o estudo de tépicos avancados de matematica, como ge-
ometria algébrica, geometria diferencial, homologias e cohomologias em problemas de Fisica,
como ¢ o caso da busca por uma teoria quantica de gravidade. Muitas tentativas de cons-
truir uma teoria capaz de unir a Teoria da Relatividade Geral e a Mecanica Quantica foram
e continuam sendo desenvolvidas. Apesar das lacunas experimentais, do ponto de vista
matematico, essas teorias — como € o caso da teoria de cordas, que motivou o estudo desen-
volvido nesse Trabalho de Conclusao de Curso — podem ser cada vez melhor estabelecidas,
levando a avancos em areas correlatas a matematica e fisica tedrica.

A nivel de graduacao, podemos iniciar o estudo de teoria de cordas com abordagens
mais fisicas, como encontrado na referéncia [16]. Contudo, do ponto de vista matemético,
essa tarefa pode ser um pouco mais ardua, pois exige o estudo de tépicos avancados, como
cohomologias, fibrados tangentes, etc. Nao obstante, o entendimento desses conceitos ma-
tematicos pode ser muito 1til no contexto da fisica tedrica — nao somente em &reas de
gravitacao, mas também em &reas como fisica da matéria condensadal. Por este motivo,
este trabalho se baseia nos aspectos matematicos introdutoérios da Teoria de Cordas. O foco
do estudo é aprender os topicos que levam ao conceito de Variedade de Calabi-Yau, que é
utilizada em teoria de supercordas, por exemplo.

A teoria de cordas é uma teoria quantica de gravitacao [16] que se baseia na descri¢ao de
particulas elementares nao como objetos pontuais, mas sim como objetos unidimensionais,
que chamamos cordas. Esses objetos podem assumir algumas configuracoes — por exem-
plo, as cordas podem ser abertas ou fechadas, podem ter extremidades livres ou podem ter
algumas condigoes de contorno sobre essas extremidades. A primeira tentativa de descre-
ver as particulas elementares em termos dessas cordas é feita utilizando as ferramentas de
mecanica classica: podemos calcular a acdo dessas cordas. Podemos escrever a acao para
cordas relativisticas — como por exemplo, a agdo de Nambu-Goto [16]. Contudo, essa ac¢ao
nao é suficiente para uma descricao quantica das cordas. Para isto, devemos modifica-la.

'No Projeto de Trabalho de Conclusdo de Curso, por exemplo, mostramos alguns modelos de matéria
condensada, como o modelo de Potts e o modelo de Ising, em que os conceitos de geometria algébrica se
aplicavam no entendimento da fisica.



Essa modificagao resulta na A¢ao de Polyakov [4].

Contudo, quando combinamos nossa descri¢ao das cordas com a mecanica quantica, um
resultado interessante surge: para preservar a simetria de Lorentz da nossa teoria — ou seja,
para que as leis da fisica continuem equivalentes em todos os referenciais inerciais — o niimero
de dimensoes do espago-tempo deve ser escolhida de maneira cuidadosa — e usualmente nao
temos nossas meras quatro dimensoes, mas um numero maior delas! Outro resultado é que
surge uma particula peculiar, com massa imaginaria, que denominamos tachyon. Um outro
resultado também nao muito amigavel é o fato de que essa primeira descricao da natureza
em termos de cordas, da maneira que escolhemos fazer, s6 consegue descrever particulas com
estatistica bosonica — e nosso universo também tem férmions.

Por esses motivos, precisamos de uma sucessora da teoria de cordas. A boa noticia
é que nao precisamos jogar todo o trabalho fora, ainda podemos descrever as particulas
elementares em termos de cordas. Mas, dessa vez, nossas cordas sao super especiais, pois
conseguem descrever bosons e férmions... e também introduzem um novo tipo de simetria ao
nosso universo (que infelizmente ainda nao foi verificada experimentalmente), a supersimetria
— ou SUSY?. A essa teoria, chamamos teoria de supercordas [15]. Nela, para preservar a
simetria de Lorentz, nosso espaco-tempo deve ter dez dimensoes. Contudo, até o presente
momento, usando nossos aparelhos mais avangados — como os grandes colisores de particulas
— e investigando o mundo microscopico até os limites da nossa acuracia experimental, nao
encontramos nenhuma evidéncia de que nosso mundo possua mais do que as quatro dimensoes
usuais. Isto pode ocorrer pelo fato de que as outras seis dimensoes estao compactificadas, num
limite de altas energias que ainda nao somos capazes de investigar [14]. Por isso, ndo vamos
encontrar nossas cordas movendo-se arbitrariamente pelo nosso mundo de dez dimensoes: na
verdade, se a teoria de supercordas estiver correta, o espaco-tempo tem a forma M* x N€,
onde M* ¢ a variedade de quatro dimensoes em que ordinariamente vivemos, e N® é alguma
variedade compacta de seis dimensoes, tao pequena, mas tao absurdamente pequena, que
nao conseguimos medir com a tecnologia atual.

Existe um numero enorme de variedades possiveis que sao candidatas a essas variedades
compactas que citamos anteriormente. Contudo, nossa escolha € restrita a algumas condicoes,
como o fato de que necessariamente a nossa teoria consiga descrever o mundo que observamos
em quatro dimensoes. Exigindo que a supersimetria seja preservada na escala compactificada
da nossa variedade, chegamos a uma classe especial de variedades que sao as candidatas
perfeitas a nossa N°: as variedades de Calabi-Yau [9].

Como dito anteriormente, esse trabalho tem o objetivo de introduzir conceitos ma-
tematicos importantes para o estudo de Variedades de Calabi-Yau. Vamos assumir que o
leitor tem afinidade com a matemética de fibrados tangentes®. Tentamos fazer uma aborda-
gem seguindo a ordem as referéncias [6] [5], [11] e [12].

20 objetivo deste trabalho ndo é dar uma detalhacdo aprofundada desses aspectos mais avancados da
teoria, entao vamos por hora entender supersimetria como uma relagao entre bésons e férmions, necessaria
para teoria de supercordas.

3Contudo, caso esse contetido nio seja dominado por alunos que porventura irdo ler este trabalho, uma
abordagem bastante didética pode ser encontrada em [12].



Na primeira parte deste TCC, fazemos uma explanagao geral do conceito de variedades,
espagos tangentes e cotangentes e demais conceitos relacionados a Geometria Diferencial. Em
seguida, damos uma explanacao sobre nocoes de homologia e cohomologia®. Uma abordagem
mais completa encontra-se em [5] e [11].

Na segunda parte, é aprofundado o conceito de variedades; desta feita, damos destaque a
estrutura complexa delas. Também introduzimos conceitos de variedades hermitianas, quase
hermitianas e simpléticas.

Na terceira parte, introduzimos as variedades de Kahler e definimos conexoes e curva-
turas em variedades hermitianas e em variedades de Kahler. Logo depois, introduzimos as
classes de cohomologia denominadas classes de Chern. Finalmente, introduzimos as varie-
dades de Calabi-Yau e damos alguns exemplos de estruturas que sao essas variedades.

Este trabalho também possui alguns apéndices curtos, mas muito uteis para a compre-
ensao dos conceitos aqui introduzidos. No apéndice, introduzimos o Teorema de Stokes, o
operador Hodge *x e Hodge-DeRham e nogoes de cohomologias em variedades complexas e
variedades de Kéhler.

4No meu Projeto de Trabalho de Conclusdo de Curso, é feita uma explicacio mais completa desses termos,
principalmente de homologia.



1 Elementos de Geometria Diferencial

1.1 Variedades

Vamos comecar nosso estudo com alguns conceitos de geometria diferencial e varieda-
des diferenciaveis, que serao importantes para que tenhamos um entendimento concreto do
nosso objeto de estudo principal, as variedades de Calabi-Yau.

Definicao 2.1.0. Variedade diferencidvel. Uma variedade diferencidvel de dimensao
n € um conjunto M e uma familia de aplicagoes biunivocas x; : Uy C R™ — M de abertos Uj
de R™ em M tais que:
(i) U;x(Uy) = M,
(ii) ¥j, k, com x;(U;) Nx(Uy) # 0 =W, os conjuntos xj_l (W) ex,. (W) sdo abertos em R™
e as aplicacoes x]:] ox; sao diferencidveis.

Figura 1: Representacao esquematica de uma variedade diferenciavel, com destaque para os
conjuntos abertos em R™ e as aplicacoes x, To X;.

Ao par Uj,x; com p € xj(U;) damos o nome de atlas ou parametrizacao ou sistema de
coordenadas de M em p. x;(U;) é uma wvizinhanc¢a coordenada em p. Chamamos {(U;,x;)} de
familia diferencidvel em M se o par satisfaz as condigoes (i) e (ii) [6]. A seguir, definiremos
o conceito de variedade complexa.

Definicao 2.1.1. Variedade Complexa. Uma variedade complexa M € um espaco to-
poldgico junto com um atlas holomorfo. Em outras palavras, é uma cole¢ao de mapas (U;, z;),
que sao mapas um para um dos correspondentes U; para C", tal que, para toda interseccao
nao-vazia U; N Uy, os mapas zj - zx sao holomorfos.

A diferenca central entre uma variedade real e uma variedade complexa esta justamente
no fato de que os mapas de transicao, no caso das variedades complexas, sao holomorfos,
enquanto que nas variedades reais, esses mapas sao de classe C* [5]. Por hora, suspenderemos



a discussao mais aprofundada sobre variedades complexas; o assunto sera retomado mais
adiante, quando tivermos estudado temas mais aprofundados.

Definicao 2.1.2. Espaco topologico C. Dizemos que um espago topoldgico € do tipo
C" se ele corresponde a uma cole¢ao de coordenadas do tipo (Uj,x;), onde U; corresponde
a colecao de subconjuntos abertos de uma variedade M, e cada x; € um mapa 1 para 1 de
um Uj, que vao para algum subconjunto aberto de R™, tal que as sequintes condigoes sejam
satisfeitas:
(1) U; € a cobertura de M,
(ii) Se U; N Uy € ndo-vazia, entdo o mapa xx, " xi(Uj N Uy) — % (W N Uy) € um mapa CT
de um conjunto aberto em R™, que vai para um conjunto de abertos em R™.

Definicao 2.1.3. Seja M uma variedade n-dimensional. Dizemos que essa variedade,
Jgunto com um atlas, € um espago topoldogico CT.

Outro importante conceito que deveremos ter em mente é a nocao de orientacdo numa
variedade. Por isto, introduzimos a definicao a seguir.

Definicao 2.1.4. Variedade orientdvel. Seja M uma variedade diferencidvel. dizemos
que M € orientdvel se a variedade admite uma estrutura diferencidvel {U;,%;} de modo que,
Vi, k, com x;(U;) N x(Uy) = W, a diferencial da mudan¢a de coordenadas xy o xj_] tem
determinante positivo.

Assim, toda variedade que nao obedece a definicao acima é chamada ndo-orientdvel. A
estrutura diferenciavel da variedade que obedece a condi¢ao acima definida é dita orienta¢ao
da variedade. Se a uniao de duas estruturas diferenciaveis satisfaz a definicao 2.1.4, entao
dizemos que essas estruturas determinam a mesma orientacao.

1.2 Espacos tangentes e cotangentes

E interessante estender s variedades diferencidveis em R™ conceitos que comumente
encontramos em R3. Um desses conceitos é a nocao de vetor tangente. Em R3?, entendemos
fisicamente o vetor tangente a um ponto p numa superficie regular como uma velocidade de
uma curva da superficie passando pelo ponto p. Em R", essa nocao de velocidade se perde
(6], de modo que deveremos buscar outras formas de introduzir e entender esse conceito.
Vamos comegar retomando a ideia de derivada direcional.

Seja o @ (—e,€) — R™ uma curva diferenciavel em R™, tal que «(0) = p. Podemos
escrever essa curva em termos de um parametro x(t), tal que (x1,%2,..x,)(t) € R e t €
(_€) €) :

x(0) = (x1(t), x2(t), .0y Xn (1)),

— o' (0) = (%;(0),%3(0), ..., X, (0)) = v € R™.



Seja também f uma funcgao escalar diferenciavel definida em alguma vizinhanga do
ponto p. Restringindo essa fungao a curva que definimos anteriormente, obtemos entao que
a derivada direcional de f em relacao a v é dada por:

d(fo / 0
ares) - <;xi(0)a—m>f. (1.3)

A partir disso, escrevemos as defini¢coes a seguir.
Definicao 2.2.1. Vetor tangente. O vetor tangente a uma curva & : (—e,€) — M, com
a(0)=peM, emt=0, € dado pela sequinte funcao:

) _ d(foa)
x (0)f = | (1.4)

t=0

onde f pertence ao conjunto de funcoes de M diferencidveis em P.

Definicao 2.2.2. O conjunto dos vetores tangentes a variedade M no ponto p €
denotado por T,M. Uma parametrizacao x : U — M define uma base associada em T,M,

: }
que denotamos por :
aXi

S =

Figura 2: Representagao esquematica de um espago tangente, com uma parametrizacao x(q).
A parametrizacao x(q) define uma base associada em T,M, mas a estrutura linear do espaco
tangente nao depende dessa parametrizagao.

O vetor tangente de uma curva em qualquer ponto p de uma variedade diferenciavel
depende apenas das derivadas dessa curva, dado o sistema de coordenadas. A estrutura
linear de T,M nao depende da parametrizagao que escolhemos.

Existe um espago — denotado por T/M — que é dual ao espago tangente que definimos
anteriormente. A este espaco, damos o nome de espaco cotangente. Denotamos por {dxj} a



0
base dos co-vetores que sao duais a base (- Se tomarmos o produto interno entre essas
Xi

duas bases, veremos que elas sao ortogonais entre si, ou seja:

0
de)a_Xi = 5]'1. (15)

1.3 Campo Tensorial

Um tensor T = T(fq, f2, vy fiy V1, V2, ooy Vi), fx € V¥ vy € V do tipo (k,m) é um mapa
multilinear definido como o produto cartesiano entre elementos de um espago vetorial V e
um espago vetorial V*, que é dual a V [2]. Escolhendo uma base E)* para o espago V e uma
base €™ para V*, podemos escrever um tensor em termos do produto tensorial entre essas
bases. Aqui, podemos entender o produto tensorial como um espaco vetorial munido de um
mapa bilinear (f,v) — f®wv.

Podemos escolher os espacos tangente e cotangente previamente definidos e usar suas
bases para construir um tensor. Obteremos a seguinte forma para um tensor do tipo (k,m)
assim construido:

0
et ® ... ® P (1.6)

T= 'l'j?.'."'jin“dxj‘ ®...0 dV" ®

onde T]?;f correspondem as componentes do tensor T. Na realidade, podemos ver a defini¢ao
dada na equacao acima nao apenas como um mero tensor, mas como um campo tensorial.
Basicamente, isso significa que, dado um espaco matematico — no nosso caso, uma variedade
M — o campo tensorial em 1.6 associa um tensor a cada ponto de M.

1.3.1 Tensores covariantes e contravariantes e rank de um tensor

Classificar tensores em termos de como as suas coordenadas se comportam quando
realizamos transformagoes (i.e., trocamos a base em que esses tensores estao representados)
é muito util para a descricao de problemas fisicos, posto que esse tipo de transformacao
geralmente corresponde a uma mudanca nas unidades em que o problema estd definido [7].
Por isto, é importante termos nogao desses conceitos. Vamos discutir brevemente o que
significa um tensor ser covariante ou contravariante.

Vamos considerar uma variedade n-dimensional, cujas coordenadas sao X; = Xj, X2, X3y --., Xn.
Uma funcao f(x;), entao, possui o seguinte gradiente:

of
(Vf)u = g%i. (17)
u

Suponhamos que exista uma segunda funcao — denotada por f/(x{) — tal que f(xy) =
f /(x{). Se quisermos reescrever o gradiente em termos dessa segunda fungao, obteremos:
of  of dx

a _a% 1.8
ox; 0% 0%, (18)

9



Denotando of

entao qualquer quantidade tensorial A; que definirmos, que se transformem tal que
’ ox

Al = a—X?A]- (1.10)

1

é chamado um tensor covariante. Em geral, gradientes obedecem a esse tipo de trans-
formacao.

Em contrapartida, um tensor dito contravariante obedece a propriedades de trans-
formacoes diferentes. Consideremos um vetor tal que

dTi = dT]?] + ...+ dTn?n. (111)
Escrevemos: )
;0%
dx; = —dx; (1.12)
an P

onde A; = dx;. Qualquer quantidade tensorial A; que se transforme de acordo com a seguinte
regra
Al = —A, (1.13)
1 ) .
an
é um tensor contravariante. Em geral, vetores obedecem a transformacgoes contravariantes.

A forma com que um tensor se transforma também tem a ver com um outro conceito
importante: o rank. O rank é definido como o ntimero de indices covariantes e contravariantes
de um tensor. Essa quantidade é independente do nimero de dimensoes do espago em que
o tensor vive. Um tensor de rank 0 ¢é escalar. Um objeto de rank 1 é o que conhecemos
usualmente como vetor. Um objeto de rank maior ou igual a 3 é o que usualmente conhecemos
como tensor.

1.4 Meétrica

Definicao 2.4.1. Métrica. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma métrica em
M ¢ a correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (positivamente
definido) no espaco T,M. Sex :U C R™ = M ¢ um sistema de coordenadas locais em torno

aii(q) = dx(0,...,,1,...,0), entdo

de p, tal que X(X1,X2y .0y Xpn) = q € U(X) €

0 0
<a_xl(q)>a_xj(q)>q :gij(xh...,xn) (1.14)

¢ uma funcao diferencidvel em U.
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A equagao 1.14 define a métrica g;; da nossa variedade M. Podemos também escrever
essa métrica em termos nao apenas dos elementos da base, mas também em termos de dois
vetores X,Y € T,M, da seguinte forma:

i a s a - i .
g(X,Y)=g Xf}q(‘l)ﬂ”@(‘]) = gyX'Y. (1.15)

Em termos do produto tensorial, temos:

g = gijdx' ® dx. (1.16)

1.5 Formas diferenciais

Em geral, nosso primeiro encontro com formas diferenciais se da ainda nos primeiros
semestres da graduacao, no curso de calculo de muitas variaveis. Quando nos deparamos com
a mudancga de coordenadas em célculo 3, por exemplo, com a matriz Jacobiana [10]. Formas
diferenciais sdo uma excelente alternativa ao célculo vetorial que usualmente aprendemos [1].

Definicao 2.5.1. p-forma. Uma p-forma é um tensor simétrico e covariante, de rank

Através da definicao acima, podemos usar o conceito de rank que aprendemos para
tentar imaginar alguns exemplos de formas diferenciais. Uma O-forma, por exemplo, é uma
funcao (lembremos que um tensor de rank zero é simplesmente um objeto escalar). J&4 uma
1-forma é um vetor covariante.

Denotemos por AP(x) o conjunto de todas as p-formas em x. Seja também C*(AP) o espaco
das p-formas suaves. Esse conjunto de todas as p-formas é na verdade um espaco vetorial,
cuja base é

{dx™ AALAAX™EM <My <L <my, (1.17)

onde

1
dx™ AL A AX™ = a{soma das permutacoes pares de dx™ ® ... ® dx™ (1.18)

—soma das permutacoes impares}. (1.19)

O simbolo /\ representa o que chamamos de produto exterior. Em trés dimensoes, o
produto vetorial U x vV é muito 1til; contudo, nao temos uma analogia direta para esse
tipo de operacao em mais dimensodes, dai a necessidade de introduzir o conceito de produto
exterior. Dados dois vetores u, v € R™ o produto entre esses dois vetores ¢ dado pela seguinte
matriz:

u/\v= %(UTV—VTU). (1.20)

5A definicdo de métrica aqui introduzida também pode ser estendida, sem perda de generalidade, para
variedades complexas. Nesse caso, a fungao serd holomorfa em L.
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A diferenca crucial entre x e /\ é que a matriz produzida acima tem a propriedade de
ser uma matriz antissimétrica, ou seja AT = —A. Geometricamente, ainda podemos pensar
no produto exterior como a area do paralelogramo gerado pelos vetores u e v e o plano que
contém esses vetores [1]. Também podemos calcular o produto exterior entre duas formas

[5]-

1.6 Derivada exterior

A derivada exterior implica na extensao do conceito de rotacional, sé que para formas
diferenciais. Na realidade, podemos entender a derivada exterior como o rotacional de um
tensor anti-simétrico.

Definicao 2.6.1. Derivada exterior. A derivada exterior d é um mapa que vai do
espago das p — formas para o espaco das p + 1 — formas

d: C®(AP) — C®(APT), (1.21)

Usando o produto exterior que definimos anteriormente, podemos escrever a derivada
exterior das p-formas em uma maneira mais explicita, dado o rank da forma. Por exemplo,
para uma 0O-forma «,

ox
— 9% qxm, 1.22
do e dx (1.22)
Pra uma 1-forma, temos:
d
(o dx™) = a%dxm A dx™. (1.23)
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2 Nocoes de Homologia e Cohomologia

2.1 Definicoes preliminares
2.1.1 Homologia

Definicao 3.1.1.0. Seja M uma variedade suave e conectada. Uma p—-cadeia a, €
dada pela sequinte soma:

ap — ZCka, (21)

onde os Ny correspondem a subvariedades orientadas de M e ¢y sao os coeficientes da cadeia.

Uma forma intuitiva de pensar em p — cadeias é imagina-las como objetos sob os
quais podemos performar integrais. Podemos obter vérios tipos de cadeias, dependendo da
natureza dos coeficientes cx. Por exemplo, se os coeficientes sao complexos, entao temos
cadeias complexas; se eles sao reais, temos cadeias reais.

Podemos ainda aplicar o conceito de operador de fronteira 0 em p—cadeias, da seguinte
forma:

da, = ) cdN. (2.2)

Se a, ¢ uma p—cadeia a agao do operador de fronteira em a, nos retorna uma p — 1-cadeia.

Definicao 3.1.1.1. Ciclo. Um ciclo é uma cadeia sem fronteira, denotado por z,, tal
que

0z, = 0. (2.3)

Definicao 3.1.1.2 Homologia simplicial. Seja M uma variedade diferencidvel. Seja
Z, um congunto de ciclos e B, o conjunto das p—cadeias que sao fronteiras de p+1-cadeias,
ou seja

B, ={apla, = 0a,1}. (2.4)
A homologia simplicial de M, denotada por Hy, € o quociente:
Z
H, = —. 2.5
P B‘p ( )

Para exemplificar essa defini¢ao, pode-se calcular, por exemplo, os grupos de homologia
Hy e H; de um toroide. Para Hy, temos 0-cadeias, que correspondem a pontos. Ora, pontos
nao possuem fronteira, de modo que uma 0O-cadeia é um 0-ciclo. Mas, se pensarmos em
dois pontos, podemos tracar uma linha que os conecta. Quaisquer dois pontos formam a
fronteira de uma curva. Se temos 0-cadeias reais, entao podemos considerar que na verdade
Hy é equivalente ao conjunto dos ntimeros reais. Portanto,

Hy = R. (2.6)
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Para o grupo de homologia H;, temos dois ciclos independentes, digamos, x e y. Qual-
quer elemento desse grupo pode ser escrito como uma combinagao linear de x e y. Assim,
dizemos que

Hi =REPR. (2.7)
2.1.2 Cohomologia

Vamos agora a alguns conceitos importantes de cohomologia. Vamos comecar pelos
grupos de cohomologia de DeRham.

Definicao 3.1.2.0. Grupos de cohomologia de DeRham. Seja ZP o conjunto das p-
formas fechadas, dado por

77 = {wy|dw, =0}, (2.8)

Seja também By, o grupo das p — formas ezatas:
BY = {vplv, = dBy—1}. (2.9)

Os grupos de cohomologia de DeRham sao dados pelo sequinte quociente:

yAL

p_ =
H—Bp.

(2.10)
Dizemos que HP € o conjunto das p—formas fechadas, onde duas p-formas sao equivalentes
se:

wp ~ wp + dPBp-1, (2.11)

ou seja: sao equivalentes se diferem por uma forma exata.

Podemos, como na subsegao anterior, calcular alguns dos grupos de cohomologia de
DeRham, usando a definicao acima. Vamos calcular H°, por exemplo. Nao existem formas
do tipo (—1) — forma. Assim, temos que H® é o espaco de funcdes constantes. A dimensao
desse espago corresponde ao nimero de componentes conectadas da variedade [8].

Podemos mostrar que o grupo de homologia simplicial e o grupo de cohomologia de
DeRham sao na verdade duais um em relacao a outro. Isto pode ser feito através de alguns
teoremas, que foram enunciados pelo DeRham. Vamos ver como fazer isto a seguir.

Primeiro, devemos estabelecer alguma relagao entre os grupos H, e HP. Pra isto, vamos
introduzir o produto 7(z,, wp). Seja w, uma forma fechada e z, um ciclo de H,. O produto
7t(zp, Wy ) é chamado periodo e é definido matematicamente pela seguinte expressao:

Tz, wyp) :J Wp. (2.12)

Zp
E importante perceber que o periodo é na verdade um produto tensorial entre os dois

espacos. De fato, podemos substituir z, e w, por qualquer elemento das classes de equi-
valéncia de cada um dos grupos. Por exemplo, consideremos um ciclo do grupo de homologia
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simplicial e o bordo de uma forma do grupo de cohomologia de DeRham. Podemos usar o
Teorema de Stokes para mostrar que [5]:

J (wp +da,q) = J Wp. (2.13)
zp+aocp,1

Zp

Isto na verdade indica que existe um isomorfismo entre o grupo de homologia simplicial
e o grupo de cohomologia de DeRham. Agora que estabelecemos uma correspondéncia entre
os dois grupos, vamos enunciar os teoremas de DeRham.

Teorema 3.1.2.0. Dada uma base {zi} de Hy, e um conjunto de periodos vy, tal que
i=1,2,...,dimH,, entdo existe uma p — forma fechada w tal que

m(zi, w) = ;. (2.14)

Teorema 3.1.2.1. Seja w uma p — forma. Se todos os seus periodos se anulam,
entao ela € uma forma exata.

2.2 Variedade Produto

Serd possivel fazer um produto entre duas variedades? A resposta é sim. Usualmente,
o produto cartesiano entre duas variedades é também uma variedade. A essa variedade
resultante, damos o nome de variedade produto. Em geral, podemos usar os elementos de
homologia e cohomologia que vimos anteriormente para entender como isso funciona. Pri-
meiro, vamos introduzir os conceitos de niimero de Betti e caracteristico de Euler em termos
desses elementos.

Definicao 3.2.0. Numero de Betti. O rank do grupo HP, dado por

b, = dimH? (2.15)

é chamado numero de Betti.

Geometricamente, podemos interpretar os nimeros de Betti como o niimero de buracos
p + 1-dimensionais em uma variedade diferencidvel M.

Definicao 3.2.1. Caracteristico de Euler. Seja b, o nimero de Betti de uma deter-
minada variedade M. O caracteristico de Fuler € a soma alternada desses niimeros, a saber:

X=) (=1)b,. (2.16)

p=0
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O caracteristico de Euler para M; x M, é dado por:

X(Mi x My) = x(M)x(M). (2.17)

Agora, imaginemos que &1 e &, sejam duas formas harmonicas, definidas, respectiva-
mente, nas variedades M; e M,. Se tomarmos o produto exterior entre essas duas formas
na variedade M; X M,, veremos que:

d(O(] /\ 062) = d(X] A\ (2%) + X /\ dO(z =0. (218)

Podemos mostrar que derivada exterior d' também é igual a zero. Ou seja, na variedade
produto, o; A\ ay é uma forma harmonica. Podemos construir uma base para todas as
k — formas harmonicas em M; X M;, através do conjunto de todas as formas harmonicas
do tipo o, A\ Bg, tal que p + q = k. De fato, esse conjunto ¢ uma base para essas k-formas
definidas na variedade produto. Em termos gerais, isto significa relacionar a homologia de
dois objetos — no nosso caso, as variedades M; e M; — a homologia do produto entre esses
objetos [5]. Isso é um resultado direto da férmula de Kunneth, dada por:

bi(My x Ma) = > by (My)bg(M,). (2.19)

pHq=k
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Parte 11

Variedades e estruturas complexas

3 Variedades de Riemann

Nessa secao, iremos estudar alguns conceitos fundamentais de variedades de Riemann.
Contudo, faremos uma abordagem diferente da usual, utilizando formas diferenciais.

Primeiro, iremos introduzir o conceito de métrica de Riemann e, em seguida, iremos
definir variedades de Riemann utilizando essa métrica.

Definicao 4.0. Métrica Riemanniana. Seja M uma variedade suave. Uma métrica
Riemanniana em M € um campo tensorial g do tipo (2,0), que é simétrico e positivo definido
em cada ponto de M.

Definicao 4.1. Seja M uma variedade n-dimensional suave. Um tensor do tipo (2,0)
definido em M associa a cada mapa x uma colecdo de n? funcdes suaves TH(x!,x%,x3, ..., x™)
que satisfaz a sequinte regra de transformacao:

Ti _ E 0xj Tkm

3.1
Oxk oxm (3.1)

Definicao 4.2. Variedade de Riemann. Seja M uma variedade n-dimensional e g uma
métrica Riemanniana. Ao par (M, g) damos o nome de variedade de Riemann.

Vamos agora introduzir curvatura em termos das formas diferenciais. Vamos comecar
definindo uma base de 1-forma. Seja e*, a = 1,2,...,n uma base de 1-forma, dada por

e = ey dx™, (3.2)
e seja eq a base de vetores reciproca, dada por

m O
€q = €, ax—m, (33)

tal que
< e% e, >= . (3.4)

Equivalentemente, 3.4 pode ser escrita da seguinte forma:
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A partir dessa base, podemos definir o que chamamos de coeficientes de conexao, que sao
uteis para que construamos nossa nocao de curvatura na variedade. Seja Vi, uma derivada
covariante. Os coeficientes de conexao I, sao dados por

Vivee = lye€q, (3.6)

onde Vi, = e'Vy,. Equivalentemente, podemos definir esses coeficientes em termos da
atuacao de uma derivada covariante numa base de 1-forma, exatamente como definimos em
3.3, da seguinte maneira:

Ve = =Ty €. (3.7)

Calculando a derivada de maneira explicita e reescrevendo o resultado em termos de um
produto exterior, encontramos:
a a b c__ 17T a m n
de® + TP.e” Ae =T7 erdx™ A dx™ (3.8)
Podemos escolher uma conexao de diferentes formas, mas, para nossos fins, geralmente
restringimos a escolha a duas condigoes. A primeira condicao é que a derivada covariante da
métrica seja nula. A segunda é que os coeficientes da conexao sejam simétricos (em termos de

seus indices inferiores). Toda essa formalidade é para dizer que queremos que nossa conexao
seja uma conexao especial, chamada conexao de Christoffel [5].

Podemos definir o tensor de curvatura da variedade em termos de vetores arbitrarios.
Suponha que queiramos definir o tensor de curvatura para um vetor V*. Temos:

Vi, VaVE + TL Vi VE =RE V) (3.9)
onde R | é dado por
R];ml = amrkl - anrwlfﬂ + rrl?w i Flir - (3.10)

Podemos também definir o tensor de curvatura em termos de uma 2-forma. Denotamos
esse tensor por Ry, dado matematicamente por:

1
RE = zRﬁmlege;dxm A dx™ = (0T + T T efep dx™ A dx™ (3.11)

Reescrevendo a equagao acima, obtemos:

b = dwp +w /. (3.12)

Essa curvatura satisfaz uma identidade diferencial, chamada identidade de Bianchi,
dada pela seguinte equacao:

dRE + WeARE — RS AW = 0. (3.13)

Existe uma coisa em comum entre e® e a curvatura Rf: ambas as formas possuem espagos
tangentes com indices. A partir disso, podemos também definir derivadas covariantes que
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atuam nesses espagos. Seja v¢ um conjunto de formas diferenciais, cujo indice a representa
0 espaco tangente com indices. Definimos:

Dv® = dv® + wi AV, (3.14)

Agora, seja vy um conjunto de formas diferenciais denotado pelos espagos tangentes
com indices a e b. Definimos:

Dvy = dvy +wg A vp —wp Ave. (3.15)

4 Estruturas complexas

Nesta secao, iremos estudar a estrutura complexa das variedades. Comecemos com a
seguinte defini¢ao.

Definicao 5.0. Funcoes holomorfas. Seja F uma func¢ao definida por

F=f+ig:UcCcC—C. (4.1)
F € dita holomorfa se satisfaz as condi¢oes de Cauchy-Riemann,
of 0g
- == 4.2
of dg
- =2 4.3
oy 0x (43)

Agora, consideremos j como um endomorfismo de R?. Ele é construido através da
identificacdo de R? com C, dada por:

z=x+1y — (x,y). (4.4)

Podemos também representar esse endomorfismo em sua base canonica, obtendo a se-
guinte equagao:
. 0 —1

Por outro lado, se F é uma funcao real,
F:UcCR* = R? (4.6)

podemos calcular sua derivada em algum ponto p do aberto U. Essa derivada é um mapa

linear, dado por
of of

—(p) =)
&(p) @(p).
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Dada a equagao acima, é facil verificar que as condi¢oes de Cauchy-Riemann previamente
enunciadas equivalem a uma relacao de comutagao, dada por:

jo (F*)p = (F*)p oj, Vpel. (48)

Mas, e se tratando de uma funcao complexa? Anteriormente, estabelecemos essa relagao
de comutacao pois F era real. O que acontece quando fazemos uma identificacao entre C™ e
R?™? Vejamos. Seja essa identificacao dada por:

(21, 22y eey Zm) = (X1 F WY1y ooy Xin F WYm) = (X1y eoey Xy Y1y ooy Y )« (4.9)

Como anteriormente, iremos denotar j,, como o endomorfismo de R*™,
. 0 —In
jm = (Im 0 ) . (4.10)

Agora, o mapa F: U C C* — C™ é holomorfo se e somente se a derivada F, de F — como
mapa real F: U C R — R?™ satisfaz a seguinte relacdo:

jm o (F*)p = (F*)p Ojn> VP e u. (411)

4.1 Retomando a discussao sobre variedades complexas

Vamos retomar nossa discussao sobre variedades complexas. Como vimos anterior-
mente, essencialmente, uma variedade é complexa quando seus mapas de colagem sao ho-
lomorfos. Assim, o sistema de coordenadas da variedade — ou atlas — forma uma estrutura
holomorfa.

Um exemplo muito importante de variedade complexa é o espaco projetivo complexo
CP™. Matematicamente, esse espaco é definido como o conjunto das linhas complexas de
C™*1. Por linha, entendemos um subespaco vetorial de dimensao um (no nosso caso, essas
linhas sdo um subespago do espaco complexo). Definindo uma relagao de equivaléncia ~ em

C™1\ {0} como
(Z0y veey Zm) ~ (XZgy veey XZi ), VX € C*. (4.12)

Usando a equagao acima, podemos escrever o espago projetivo complexo em termos de
C™*'1 sendo este tltimo uma classe de equivaléncia de CP™, ou seja,

CP™ = (C™'\{0})/ ~. (4.13)

Denotando a classe de equivaléncia de (zgy ...,z ) por [zg : ... : Zynl, podemos definir a
cobertura aberta do espaco projetivo complexo. Seja Ui, 1 = 0, ..., m essa cobertura. Temos:

Ui :={z0:... : zmlzy # O} (4.14)
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Os mapas de colagem ¢; : U; — C™, em termos das classes de equivaléncia do espago
projetivo complexo, sao escritos da seguinte maneira:

Z -1 Zi Zm
$illzo : v zm]) = (-", i B2 —). (4.15)
Zi Zi Zi Zi

Para que o espaco projetivo seja de fato uma variedade complexa, toda interseccao
nao-vazia entre dois abertos U e V desse espaco deve possuir mapas de colagem do tipo

duv == du o ¢y, (4.16)

. Zm
sendo ainda esses mapas holomorfos. Cada — = ™ — que correspondem aos elementos do

1
aberto U; — corresponde a uma coordenada dentro de U;. Agora, seja U; um outro conjunto
aberto do espaco projetivo. Na interseccao U; N U; , temos:

Zm
z 2 ar
G'="=3=-". (4.17)
Z; é C]
Zi

A fungao ¢ € uma fungao holomorfa de ¢ na intersecgao entre os dois abertos, jd que
z; e z; sdo diferentes de zero nessa regiao (dado que podemos construir o aberto U com a
mesma regra que usamos para U;, na equacao 4.14). Em termos da classes de equivaléncia,
podemos mostrar [12] que ¢; o d);] ¢ um mapa holomorfo em todo o seu dominio.

Outra consideragao importante é o fato de que toda variedade complexa M de dimensao
m pode ser definida como uma variedade real 2m — dimensional — que chamaremos Mg.
Isto pois todo mapa holomorfo entre abertos de C™ corresponde a um mapa suave entre
dois abertos de R*™. Essa é uma propriedade importante, que corresponde ao fato de C™
ser localmente igual a R*™. Podemos ilustrar isso com o fato de que todo nimero complexo
pode ser expresso em termos de algum par (x,y) no plano real® [12].

4.2 Estruturas e variedades quase complexas

Podemos nos perguntar mais a fundo de onde vem essa propriedade da variedade M.
De fato, essa estrutura holomorfa da variedade complexa estd na verdade relacionada a um
campo tensorial da variedade Mg. VX € T,Mg, vamos escolher algum aberto U contido no
atlas da variedade que contém x. Definimos:

JulX) = (du);" om0 (du)«(X). (4.18)

Tomando agora algum outro aberto V no atlas de Mg (que também contenha x), pode-
mos usar os mesmos argumentos anteriormente usados para mostrar que o espago projetivo

6Vale a pena ressaltar que o contrario nem sempre pode ser verdadeiro, pois nem toda funcio suave é
uma fungao holomorfa.
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era uma variedade complexa para verificar que as funcoes de colagem ¢y = by o (:I)ﬂ] sao
holomorfas. Usando ¢y = pwy o Py, podemos mostrar que:

Jv(X) = (dv), " 0jm o (dv)«(X) = Ju(X). (4.19)

Isto basicamente nos mostra que o tensor | nao depende de U, ou seja, nao depende do
conjunto de abertos que escolhemos para cobertura de nossa variedade. A colecao de todos
os Ju ¢ entao nosso tensor | em Mg, que satisfaz a4 condi¢ao a seguir:

J? = —Id. (4.20)
Isto nos leva a seguinte definicao.

Definicao 5.2.0. FEstrutura quase complexa. Seja J um tensor definido em uma va-
riedade real M, que satisfaz & condicio de que J* = —Id. Esse tensor é chamado de
estrutura quase
complezxa. Ao par (M,]), damos o nome de variedade quase complexa.

De certo modo, podemos entender uma variedade complexa também como uma varie-
dade quase complexa — ainda que a afirmacgao contraria nao seja verdadeira. O tensor J, em
termos de suas componentes, também possui a propriedade J;un = —Jnm. A propriedade de-
finida em 4.20 pode também ser reescrita em termos das componentes do tensor, da seguinte
maneira: JnJP = —8F .

Para que o contréario seja valido — ou seja, para que uma variedade quase complexa
seja uma variedade complexa — é necessario que algumas condigoes de integrabilidade sejam
validas. Vejamos quais.

Seja (M, ]J) uma variedade quase complexa. Queremos diagonalizar o endomorfismo J,

no sentido de que queremos encontrar uma matriz diagonal que satisfaca a condicao 4.20.

Para isto, devemos complexificar o espaco tangente da variedade M. Facamos a seguinte
definicao:

T™M® := TM ®5 C. (4.21)

Pela linearidade do espaco C, podemos estender os operadores e endomorfismos de
TM para TMC. Podemos definir, para essa variedade M (mesmo que ela seja apenas uma
variedade quase complexa) o que chamamos de tensores de projecao, dados por’:

—_—

P = 5 (00 — 1), (4.22)
Q= (5 +1T3). (1.23)

"Aqui, usamos a representacio de tensores em termos de suas componentes, conforme [5]
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Podemos separar o espaco tangente TM em uma soma direta de dois subespacos: T(h0)

e TV da seguinte forma:
™C =THOM @ TODM, (4.24)

Em seguida, podemos usar os tensores de projecao para projetar qualquer vetor para
o primeiro espago ou para o segundo espago (usando P e Q para cada caso, respectiva-
mente). Em termos de projegao de outros tensores, podemos usar os tensores de projecao
para projetar as componentes holomorfas e anti-holomorfas de tensores.

Separando o espaco tangente de M como soma direta, podemos escrever o primeiro
subespaco como:

TOM ={X—iJX | X € TM}, (4.25)

que corresponde ao espago que contém o autovalor (i) do tensor J. J& o segundo subespaco
é escrito como:

TOUM = {X+1JX | X € T™M}, (4.26)
que corresponde ao espaco que contém o autovalor (—1i) do tensor J.

A maneira de mostrar a complexificagdo do espago e diagonalizar o tensor ] é através
do teorema de Newlander-Nirenberg. Basicamente, esse teorema estabelece que a condicao
necessaria e suficiente para que uma estrutura quase complexa seja holomorfa — e assim uma
variedade quase complexa seja uma variedade complexa — é que a estrutura TOUM seja
integravel. Vejamos o enunciado do teorema.

Teorema 5.2.1. Teorema de Newlander-Nirenberg. Seja (M, ]) uma variedade quase
complexa. A estrutura quase complexa de ] vem de uma estrutura holomorfa se e somente
se TOVUM ¢ integrdvel.

A prova deste teorema em geral é bastante complicada. Seguindo os passos da referéncia
[12], iremos provar apenas a segunda parte do teorema, sendo suficiente entender a ideia
central da condicdo de integrabilidade de T®YM para que a variedade quase complexa tenha
de fato uma estrutura holomorfa e possa ser considerada uma variedade complexa.

Assim sendo, vamos assumir que de fato ] venha de uma estrutura holomorfa em M.
Consideremos entao um mapa holomorfo (U, ¢y ), tal que ¢y seja decomposta em z, = xo +
Y. Seja também {ej, €y, ..., €2m} a base canonica de R*™. Pela definicao de J, escrevemos:

a% — (pu): (ew), (4.27)
0 (pw): (emsed) (4.28)
ay“ — U )« m-+o e .

Por outro lado, jn(ey) = emia, 0 que diretamente nos leva a :

d d
](a_xa> T Oy (429)
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Definindo:

0 1/ 0 0
— =z —1 4.30
0z Z(ax(x lay(x>’ (4:30)

0 1 0 . 0
a_Z(x = z (a—xoC +lay“>. (431)

Vemos diretamente que, das decomposicoes do espago tangente dadas em 4.25 e 4.26
e da equacao 4.29, as equacoes 4.30 e 4.31 representam, respectivamente, secoes locais de
TUOM e TOUM. Essas secoes formam uma base local em cada ponto de U.

Vamos agora escrever secoes locais de T®VM. Sejam Z e W duas dessas secoes locais
(definidas na base local), definidas por:

=) 7, <6%X>, (4.32)
w=3) W, (aiza) : (4.33)

Calculando o comutador entre essas duas secoes locais, obtemos:

W, 0 9z 9

4.34
ZZ 0z, 0z ZW 0z, 0z (434)
o, =1 o,B=1

O resultado acima é exatamente o significado de T©©YM ser integravel. Para que T®VM
seja integravel, o comutador de dois vetores (se¢oes locais) X e Y anti-holomorfos deve
também ser um vetor anti-holomorfo. No calculo acima, obtemos uma base para esses veto-
res anti-holomorfos, de modo que o comutador de fato gera um vetor desse tipo, mostrando
que TOUM é integravel. Assim, dizemos que uma estrutura quase complexa que surge de
uma estrutura holomorfa ¢ de fato uma estrutura complexa.

4.3 Variedades hermitianas, quase hermitianas e simpléticas

Vamos discutir brevemente o conceito de variedades hermitianas, que introduzem para
n6és um analogo complexo de uma variedade de Riemann. Podemos usé-la para definir
uma variedade real dotada de métrica riemanniana e que preserva uma estrutura complexa
(1). Em termos gerais, uma variedade hermitiana é uma variedade complexa dotada de um
produto interno hermitiano. Vamos discutir como essas variedades se associam com formas
diferenciais fundamentais.

Também, iremos discutir brevemente o conceito de variedades simpléticas, que sao tuteis
em muitas areas de fisica tedrica, como por exemplo, mecanica classica. Comecemos com a
seguinte defini¢ao.
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Definicao 5.3.0. Variedade simplética. Seja w uma 2-forma fechada e nao degenerada
e M uma variedade complexa. A variedade (M,w) € chamada uma variedade simplética, e
a forma w € dita uma forma simplética.

Aqui, é necessario explicar o que significa uma forma simplética ser nao degenerada.
Uma forma simplética nao degenerada é uma forma bilinear tal que

Qv,w) =—-Q((w,v), Yv,we, (4.35)

ou seja: todo vetor definido nessa forma ¢ isotrépico. Ainda, ela ser nao degenerada significa
que, Vv € V, v # 0, existe um w € V tal que Q(v,w) # 0. Outra forma de visualizar essa nao
degenerescéncia é observar o produto /\ (ndo necessariamente em um sistema de coordenadas
definido). Neste caso, essa condi¢do implica que, para uma variedade 2n-dimensional, o
enésimo produto /\ da forma w é sempre diferente de zero, ou seja:

wr=wAwWA ... Aw #£0. (4.36)

Outro ponto importante sobre variedades simpléticas é que elas sempre terao dimensao
par. Isto decorre diretamente do fato de serem equipadas com formas simpléticas, ja que
toda matriz invertivel e anti-simétrica tera sempre um nimero par de linhas e colunas.

Um exemplo de variedade simplética é o espaco R*™. Podemos verificar isso tomando o
produto
R?™ = R" x R", (4.37)

utilizando como coordenadas x!,y;, i = 1,2,...,n. A forma simplética serd dada por:

w=dx'\dy; = ( IO I“OX“> : (4.38)
T Inxn

Agora, vamos enunciar e provar um teorema que relaciona variedades riemannianas
simpléticas com estruturas quase complexas.

Teorema 5.3.1. Toda variedade riemanniana simplética € quase compleza.

Vamos provar o teorema. Primeiro, vamos definir um operador A : V — V da seguinte
forma:

g(AX,Y) =w(X,Y), ¥X,Y € T(TM). (4.39)

Usando as coordenadas locais da variedade (i.e., um atlas), podemos mostrar que de
fato existe um operador que satisfaga tal condicao. Vamos calcular o conjugado de A em
relacao a métrica da equagao 4.39:

g(AX,Y) = w(X,Y) = —w(¥,X) = —g(AV,X) = —g(X,AY), ¥ X,Y €T(TM). (4.40)

25



Desse modo, verificamos que AT = —A, o que implica que ATA = —A? (que é claramente
uma matriz hermitiana). Notemos que:

A(X) =0 X =0. (4.41)

Por tanto, usando isso, temos:

g(ATAX,X) = g(AX,AX) >0 VAX #0 e T(TM) — g(ATAX,X) >0 AX #0 e '(TM),

(4.42)

o que nos mostra que ATA ¢é positivamente definido e tem autovalores positivos. Assim,
podemos definir o tensor ] como (lembrando que AT = —A)

J? = (ATA)TA? = 1L (4.43)

E, como w e g sao globalmente bem definidos, o tensor | também o é. Portanto, temos
uma estrutura quase complexa, que é exatamente o que queriamos mostrar.

Definigcao 5.3.2. Uma estrutura quase complexa ] definida em uma variedade simplética
(M,w) € dita compativel se, para todo X,Y € T'(TM), temos:

w(X,JY) = w(X,Y), w(X,JX)>0 se X 0. (4.44)

A definigdo acima é dada em relagao a vetores reais. Como fazer essa definigao ser
compativel com estruturas complexas? Para isso, introduziremos o seguinte corolario.

1

Coroldrio 5.3.3. A estrutura complera | = (ATA)_EA ¢ compativel com w.

A prova desse corolario consiste em usar o fato de | ser anti-hermitiano e que, para
quaisquer X,Y € I'(TM),

wX, JY) = g(AJX, JY) = g(JAX,JY) = —g(AX, J?Y) = g(AX,Y) = w(X,Y).  (4.45)

E, como ATA é positivo definido, entdo, para qualquer X # 0 € I'(TM),
w(X, JX) = g(AX> ]X) = _gUAX>X) = g( VATAX, X) >0, (4'46)

o que condiz exatamente com a definicao 5.3.2., completando nossa prova.

Agora, passemos a definicao de variedades hermitianas. Para isto, precisamos introduzir
o conceito de métrica hermitiana.

Definicao 5.3.4.Métrica (quase) hermitiana. Seja (M,]) uma variedade (quase) com-
plexa, 2n—dimensional. Seja g uma métrica riemanniana definida em M. A métrica g é
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dita uma métrica (quase) hermitiana se satisfaz qualquer uma das sequintes condi¢oes equi-
valentes entre si:

(i) g(X,Y) =g(JX,JY) VX,Y €T(TM),
(i) guv = J2J3 900

(i1i) Em coordenadas complexas locais z*%,z%, onde a,b =1,2,....,n,
9= gap(z,2)(dz" ® dz° + dz° ® dz°), (4.47)
ou seja, as componentes da métrica se anulam.

Numa visao geral, essas condi¢oes basicamente implicam que quaisquer campos vetoriais
holomorfos e/ou anti-holomorfos sdo ortogonais com respeito a métrica g.

Métricas hermitianas definem um produto interno (positivamente definido) entre os
espagos tangentes holomorfos e anti-holomorfos, da seguinte forma:

g: TTM"®@T,M™ - C Vp e M. (4.48)
P p

Contudo, vale a pena ressaltar: a hermiticidade é uma restricao sob a métrica, e nao sob a
variedade.

Definicdo 5.3.5. Qualquer variedade (quase) complexa (M,]) admite uma métrica
(quase) hermitiana.

Contudo, vale a pena lembrar que estamos considerando somente vetores reais. Quando
passamos ao espaco tangente complexificado, a métrica nao é positivamente definida.

Coroldrio 5.3.6. Uma variedade simplética sempre admite uma métrica quase hermi-
tiana.

A prova desse corolario vem diretamente do teorema 5.3.1., que mostra que toda varie-
dade simplética é quase complexa.

Definicao 5.3.7. Seja (M, ]) uma variedade (quase) complexa, dotada de uma métrica
hermitiana g. Definimos entao a 2-forma fundamental ou 2-forma hermitiana como:

w(X,Y) = g(JX,Y) ¥X,Y e I(TM). (4.49)

Vamos ver dois corolarios que nos mostram algumas propriedades importantes dessa
2-forma.
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Coroldrio 5.3.8. A 2-forma fundamental € nao degenerada.

A prova desse teorema segue rapidamente usando coordenadas locais da variedade e
v —
mostrando que w*Yw,, = dF.

Coroldrio 5.3.9. A forma fundamental w é compativel com J.

Para provar o corolario, temos que nos lembrar que a condi¢ao de compatibilidade requer
que, para quaisquer X,Y € I'(TM), w(JX,JY) = w(X,Y) e, quando X # 0, w(X,JX) > 0.

Vamos verificar a primeira parte:

w(IX,JY) = g(J*X,JY) = —g(X,]Y) = —g(JX, J?Y) = g(JX, Y) = w(X,Y). (4.50)

A segunda parte é bem parecida com as contas que ja tinhamos feito anteriormente:
WX, ]X) = g(JX,JX) = g(X,X) > 0, se X #0, (4.51)

finalizando nossa prova.
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Parte 111
Variedades de Calabi-Yau

5 Variedades de Kahler

Definicao 6.1.0. Seja (M,]) uma variedade complexa com uma métrica hermitiana
g e uma 2-forma fundamental w. Se w € fechada, ou seja,

dw =0, (5.1)

entao M é uma variedade de Kdahler, g é uma métrica de Kdhler ew € uma forma de Kahler.

Defini¢cao 6.1.1. Seja (M, g,]) uma variedade quase hermitiana com dw = 0. Dize-
mos que M € uma variedade quase Kahler.

Coroldrio 6.1.2. Uma variedade (quase) Kdhler é uma variedade simplética.

Teorema 6.1.3. Seja (M,w,]) uma variedade simplética com uma estrutura (quase)
complexa e compativel . Entao, temos que M é Kahler.

Vamos provar o teorema acima. Vamos comegar construindo a métrica:

Podemos verificar que a métrica acima satisfaz as seguintes condigoes: g(X,Y) = g(Y, X),
g(JX,JY) = g(X;Y) e g(X;X) >0 V X #0. Como g é uma métrica hermitiana positiva-
mente definida, e como a 2-forma simplética w é fechada, a variedade é (quase) Kéhler, o
que é exatamente o que queriamos mostrar.

Teorema 6.1.4. Qualquer (p,q)—forma — que denotamos por w — pode ser escrita

localmente como B
W = 00y, (5.3)

para alguma (p —1,q — 1)—forma X.

A prova desse teorema deriva diretamente do lema de Poincaré em coordenadas com-
plexas. O teorema diz que, numa variedade contrativel, todas as formas fechadas sao exatas.
Ele estabelece que formas fechadas representam classes de cohomologia na variedade.

Para que uma forma seja fechada, devemos lembrar que dw = 0. Isso implica que, para
(p+1,q)—formas e (p,q + 1)—formas:

dw = 0w+ 0w =0 — dw = ow = 0. (5.4)
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Escrevendo a forma w em coordenadas locais

1

w = mwalmapglmgq dz" A ...dz® A dib] VANARAN dibq, (55)
e calculando dw®, obtemos:
1
OW = ———0¢, Wy, _a,by..5, 425" A\ dz® AL.dz® A dZ” AL A dzP. (5.6)

(p + q)| ¢1"Vaj...ap
Para que a equacao 5.4 seja satisfeita, entao

a[mwa]_,_apb}...}E]...Bq =0, (57)

a[élwlu] ...up\b} ]B]Bq = O' (58)
Usando as equagoes acima e o lema de Poincaré, temos que, para alguma forma x(z, z),
w = 00X. (5.9)

Teorema 6.1.5. Para uma variedade de Kdhler, a métrica de Kahler pode ser local-
mente escrita como:

9ab = 0a0bK, (5.10)

onde K(z,z) é alguma funcdo escalar, que chamamos potencial de Kdihler®.

Como a forma de Kahler é fechada numa variedade de Kahler, entao ela pode ser escrita
como

Wap = iaaaBK, (5.11)

onde K(z,z) é alguma fungao escalar. Em termos da métrica (e considerando as coordenadas
locais da variedade), podemos escrever a forma fundamental como

w =1ig5(dz®* ® dz° — dz° ® dz%). (5.12)

Comparando 5.11 e 5.12, podemos entao concluir que a métrica de Kahler pode ser
escrita em termos do potencial de Kahler:

Jab = aaabK> (513)
como queriamos mostrar.

Sejam K;j e Kj potenciais de Kahler e sejam U; e Uj um mapa coordenado na variedade.
Em uma intersec¢ao nao trivial de U; e U; tal que Uy N U; # 0, os potenciais de Kéhler sao
relacionados por uma transformacao de Kahler, definida como:

Ki(z,2) = K(z,2) + fi5(2) + f;5(2), (5.14)

80 mesmo procedimento pode ser feito para 0.
9Definimos o potencial de Kéhler localmente.
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onde as fungdes fi;(z) sao holomorfas. Sob transformacoes de Kahler, a métrica permanece
invariante. Transformacoes de Kéahler sao muito teis para, por exemplo, mostrar que uma
variedade complexa é Kahler. Podemos fazer isso mostrando que existe um potencial de
Kahler nessa variedade complexa e depois mostrando que temos uma meétrica de Kahler
positivamente definida.

Para ilustrar o que discutimos acima, vamos mostrar que CP" — uma variedade complexa
— é uma variedade de Kéhler. O atlas dessa variedade é dado por (U, &y)®, onde

ZCI
a
onde z® sdo coordenadas homogéneas do espaco CN*', definidas nos mapas coordenados U
e sao todos os pontos onde z' # 0. Agora, seja

N+1
Ki =1In (Z I«iﬁ]lz) (5.16)
a=1

uma funcao definida em algum mapa coordenado U;. Na intersecgao de quaisquer U;NU; # 0,
as coordenadas que definimos sao relacionadas da seguinte forma:

&)
& = —&. (5.17)
E’U]
Usando isto, podemos verificar que K; e K; sao relacionadas por
Ki(z,2) = Kj(z,2) — In(&f) — In(&f). (5.18)

A equacao acima tem exatamente a forma de uma transformacao de Kéhler, definida
em 5.14. Assim, podemos definir uma métrica com a seguinte forma:

Jab = aaaEKi - aaaEK)’- (519)

Essa métrica tem um nome especial: métrica de Fubini-Study. Para completar nosso
exemplo, s6 nos falta mostrar que ela é positivamente definida. Calculando a métrica definida
em 5.19 (e descartando o indice i) usando 5.18, temos:

o 6(15(] + |E»|2) - ‘EaEvb
96 = 7 gmz

(5.20)

Agora, seja X € T(TM) um campo vetorial real. Devido a isto, temos que X¢ = X¢. Em
termos da métrica, temos:
X2+ [XPlE) = 1(EX)?
(1+[&2)?

g XHXY = (5.21)

Usando a desigualdade de Schwarz, sabemos que [XP|E> — [(EX)? > 0 e, portanto, te-
mos que g € positivamente definida, como queriamos verificar. Portanto, chegamos ao que
querfamos: mostramos que o espaco CPN é de fato uma variedade de Kéhler.
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6 Conexoes e curvaturas em variedades hermitianas

Definicao 7.1.0. Seja (M, ], g) uma variedade hermitiana. Podemos construir uma
conexao que € compativel com a métrica hermitiana e com a estrutura complexa da mesma,
isto é:

Vg =V]=0. (6.1)

A isto, damos o nome de conerao hermitiana.

Teorema 7.1.1. Numa variedade hermitiana, existe uma conexao hermitiana unica,
que chamamos conexao de Chern, e tem a propriedade adicional de que a derivada covariante
anti-holomorfa de um campo vetorial holomorfo € dada pela derivada anti-holomorfa do
campo vetorial holomorfo'®. Em outras palavras,

Vave = 0ayr, VoV =0,VP. (6.2)

Para provar o teorema, deve-se usar o resultado da definicao 7.1.0, dado na equacao 6.1.
Por causa disso, as tinicas componentes da conexao que sao diferentes de zero sao simbolos
de Christoffel do primeiro tipo:

S #0, TS, #0. (6.3)

O resultado acima também vem do fato de que devemos ter uma conexao unica. Vamos
agora mostrar a segunda parte do teorema. Impondo que a métrica é covariante e constante,
calculamos a derivada covariante, obtendo:

VaG9be = 0aGbec — rgbgdé =0, Vagvc = 0agoc — rgcgba =0. (6.4)

Invertendo, obtemos:
Moo = Qcaaagaba Fﬁg = 9°0a 945, (6.5)

Como para conexoes arbitrarias temos que as componentes mistas da conexao sao ten-
sores sob quaisquer mudanca holomorfa de coordenadas, temos que as conexoes na equacao
acima sao tensores e portanto campos vetoriais. Assim, por construcao, terminamos nossa
prova do teorema.

Definicao 7.1.2. Seja (M, ], g) uma variedade hermitiana. Seja Ry, o tensor de curvatura

de Riemann (em coordenadas locais). A partir disso, dizemos que R é uma forma de Ricci,
dada por:

1 v o
R = ZRﬁpG]udxp A dx°. (6.6)

19De maneira aniloga, obtemos a derivada covariante holomorfa de um campo vetorial anti-holomorfo.

32



Teorema 7.1.3. Seja (M, ], g) uma variedade hermitiana. Entdo, sua forma de Ricci
¢ dada por: B
R = —i0dln(/Igl). (6.7)

Usando a forma de Ricci em coordenadas locais e o teorema 7.1.1, temos que as tnicas
componentes mistas da forma que sao diferentes de zero sao:

Raﬁ = ( cab — Rgaﬁ)- (68)

CCIE C

N <

Calculando a primeira componente explicitamente, temos:
Ea‘t_) = _aﬁrgc = _aB(QCdaagac) (69)

Contudo, devemos atentar ao fato de que, em coordenadas locais,

duIn(lgl) = g"°dugvp = 29°°duasy (6.10)
de modo que 6.9 se torna:
cab = —050aIn(+/Igl). (6.11)

Para a segunda componente, calculando de maneira parecida, obtemos:

RE5 = 0a05In(v/Igl). (6.12)
Substituindo 6.11 e 6.12 em 6.8, obtemos:
RaB = _iaaaﬁln( V | |)> (613)

como queriamos mostrar.

6.1 Conexoes e curvaturas em variedades de Kahler

Teorema 7.1.1.0. Em wvariedades de Kdhler, a conexdo de Chern é a conexao de
Levi-Civita.

Para provar esse teorema, devemos nos lembrar que uma variedade de Kahler tem uma
forma fundamental fechada, ou seja, dw = 0. Escrevendo 5.12 em coordenadas locais, temos

aagbé - abgaé = O) (614>
aagBC — abgac = 0. <615)

Usando as duas equacoes acima e a equacao 6.5, obtemos:
Mo = 9°*9a9a0 = 9°0b 930 = Ta- (6.16)
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De maneira analoga, podemos reproduzir o procedimento para I'>;. Desse modo, a nossa
conexao de Chern tem torcao nula, e sabemos que existe apenas uma conexao compativel com
a métrica cuja torcao é nula, que é exatamente a conexao de Levi-Civita, como queriamos
mostrar [11].

Defini¢cao 7.1.1.1. Sejam X,Y,Z campos vetoriais quaisquer pertencentes a T'(TM).
Para X,Y,Z, o tensor de curvatura de Riemann € definido como

R(X,Y)Z = [Vx, Vy]Z — Vixy,Z. (6.17)

Se escrevermos esse tensor de curvatura em coordenadas locais para qualquer V €
r(mM),
[V, V4 IVP =RE VE. (6.18)
Isso basicamente significa que, quando fazemos um transporte paralelo desse vetor em
torno de algum loop infinitesimalmente pequeno, i.e., quando tomamos o comutador das
derivadas covariantes, esse vetor é transformado da seguinte maneira:

V= V¥ 4 aPRE VY, (6.19)

VPO

onde temos que a®® depende do loop que escolhemos.

Teorema 7.1.1.2. O grupo de holonomia de uma variedade de Kahler 2n-dimensional
¢ o grupo U(n).

Teorema 7.1.1.3. Uma variedade de Kahler n-dimensional com a holonomia do grupo
SU(n) tem o tensor de Ricci nulo.

7 Classes de Chern

Classes de Chern sao estruturas invariantes de uma variedade. Sao o que chamamos
classes de
cohomologia. Podemos defini-las de formas distintas, mas vamos dar destaque a duas de-
finigoes: a que leva em conta classes de Chern como polinémios e a que relaciona classes de
Chern com a forma de Ricci.

Consideremos uma variedade complexa M. E natural definirmos, em M, bases em
funcao de formas. Por exemplo, podemos escolher bases que sao relacionadas por seu conju-
gado complexo, (e, e%), tal que

e® = e dx". (7.1)
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e® é uma (1,0)-forma. Usando a identidade de Bianchi e uma conexao em termos de formas
diferenciais, temos: B )
(0+0)e* +wi Aef +wiAef =0, (7.2)

onde temos que essa equagao contém formas do tipo (2,0), (1,1) e (0,2), o que nos permite
escrever trés equagoes independentes a partir dela:

de +wi ¥ Aef =0, (7.3)
5e°‘+wg)’”“/\eﬁ erg’o)“/\eB =0, (7.4)
wi ¥ AP =o. (7.5)

Vamos tentar resolver essas equacoes. Podemos sempre escolher as componentes w% de
(0,1

tal modo que elas se anulem. Fazendo isto, podemos perceber que, por exemplo, Wy se
anular implica que resolvemos a equagao (8.5). Por outro lado, escolhendo que wg’o)“ se
anule, temos, para a equagao (8.4):

de* +wi " Aef = 0. (7.6)

Contudo, também podemos resolver a equagao introduzindo a seguinte equagao:
0D (0,1 _y
wp T =wp el (7.7)

tal que (

oo (0 %%
de* =wy e Ael, (7.8)
Podemos resolver a equacao (8.3) da mesma maneira.
Desta forma, devemos sempre escolher wi de modo que as suas Unicas componentes
nao-nulas sejam wg e w%. Desta maneira, temos que a curvatura Rg é escrito como:
g =dwg + Wi AL (7.9)

Vamos agora definir ©

© = (R%) (7.10)

como uma matriz de 2-formas, cujas componentes dessa matriz sao dadas pela curvatura
RG. Vamos definir um polinomio em © que seja invariante sob quaisquer transformagoes
unitarias de referencial. Por essas transformacoes, entendamos:

e* — DpgeP. (7.11)

Cada polinomio invariante define uma classe de cohomologia, que é um invariante
analitico. Podemos provar isso mostrando que cada polinémio invariante da nossa ma-
triz é fechado (isso segue diretamente da identidade de Bianchi) e também que, sob uma
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variacao da conexao, a mudanc¢a no polinémio invariante é exata. Para isto, consideremos
uma variagao do tipo
Wi — Wi+ dwyg. (7.12)

Usando as equagoes 3.15 e 7.9, encontramos que a variagao em © é dada por:

00 = d(dw) + dw Aw+wAdw =D (dw). (7.13)

De uma maneira parecida, os nossos polinémios invariantes se ”transformam”através de
uma quantidade exata, dada por

§F(O®) = d(5Q). (7.14)

Sejam w e W' quaisquer duas conexdes e seja
we = (1 —t)hw+tw’ (7.15)

~ !’ .
uma funcao tal que wo =w e wy =w . Assim

d
7@ = dQu. (7.16)

Integrando a equacao acima, obtemos:

0

FO®)—F©O) = d(J] dtQt>. (7.17)

Um conjunto muito importante de polindmios invariantes sao justamente o que chama-
mos de Polinomios de Chern. Esses polinomios sao na verdade 2k-formas, onde k = 0,..,n.
Eles sao definidos através de uma expansao do que chamamos de polinomio total de Chern,

dado por
i
=det|1+-—0O]. 1
C e<+2ﬂ> (7.18)

Essa expansao é dada em termos de ¢ = co+ ¢y + ... + Cn.

Aos polinomios de Chern, podemos associar outros dois objetos, definidos em termos
de um fibrado vetorial E: o caracteristico de Chern — denotado por ch(E) — e os polinémios
simétricos — denotados por S (E) :

ch(E) =tr(e") =) %Sk(E), (7.19)

10

Sk(E) = tr(x5), x=,
27

(7.20)

onde x é uma matriz.
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O caracteristico de Chern é muito 1til quando queremos fazer adicao e multiplicacao de
fibrados. Isto pois

ch(E & F) = ch(E) + ch(F), (7.21)

ch(E®F) = ch(E) A ch(F). (7.22)

Vamos analisar a matriz x. Seja A,, m = 1,2,...,n o conjunto dos autovalores dessa
matriz. Usando a equacao 7.18, escrevemos:

c=JJO+A) =T+ At Adat D Andide 4oy (7.23)
m m m>n m>n>r

onde
Sk=) Ak (7.24)
m

Assim, podemos ver que existe uma relacao entre os polinomios de Chern e os polinémios
simétricos Sx. Podemos escrever algumas dessas relagoes para os polinomios ¢y, Cz, C3:

C1 = S], (725)
1
= 1S o) (7.26)
C3 = 1 (S3 — C? + 3cicy). (727)

3
Em especial, a primeira classe de Chern — denotada por ¢; — pode também ser definida,
no espaco de 2-formas, em termos da forma de Ricci, como

Uma maneira mais geral de definir as equagoes (8.25) - (8.27) e as demais classes (ou
polinémios) de Chern é usar as férmulas de Girard-Newton [5],

Sk—CiSiq 4 e + (=D Fck =0, k>1. (7.29)

8 Variedades de Calabi-Yau

Teorema 9.1.0. Se uma variedade de Kahler admite uma métrica Ricci plana, a sua
primeira classe de Chern se anula.

Para provar esse teorema, vamos comecar estudando a métrica. Seja g a métrica Ricci

. . . . . ’ . ’
plana da variedade de Kahler. Digamos que a variedade admite uma outra métrica g , que
nao necessariamente é Ricci plana. Sabemos que, sob uma variacao suave da métrica'!, a

gy — 9;1\/ = guv + 0gpv.
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primeira classe de Chern se anula. A forma de Ricci de duas métricas se relaciona pela
seguinte equacao:

/

R(g) =R(g) — dA, (8.1)
onde A = %(a —0)g™8gmn ¢ uma 1-forma. Temos também que A é uma forma bem defi-
nida. Se R(g) e R(g’) pertencem & mesma classe de equivaléncia, e essa classe de equivaléncia
for ¢; e R(g) = 0, entao R(g’) se anula na classe de cohomologia, de modo que ¢; = 0, como

queriamos mostrar.

Teorema 9.1.1. Teorema de Yau. Seja (M, g,w) uma variedade de Kdahler e seja R
uma (1,1)—forma, que representa a primeira classe de Chern. Erxiste uma unica métrica g

. / . . . .
em M com uma forma de Kahler w na mesma classe de Kahler que w, cuja forma de Ricci
é R.

Coroldrio 9.1.2. Seja M, g,w uma variedade de Kdhler com a primeira classe de
Chern nula. Entdo, existe wma tnica métrica Ricci plana g em M com wma forma de
Kihler w' na mesma classe de Kdhler que w.

Combinando esses dois teoremas e o corolario que definimos, podemos finalmente intro-
duzir a defini¢ao de variedade de Calabi-Yau.
Definicao 9.1.3. Uma variedade de Calabi-Yau é uma variedade de Kdahler compacta com
a primeira classe de Chern nula.

Teorema 9.1.4. Uma variedade de Calabi-Yau 2n-dimensional € uma variedade de
Kahler que possui as sequintes propriedades equivalentes entre si:
(i) Ela possui a primeira classe de Chern nula;
(i) Ela admite uma métrica Ricci plana;
(#ii) Ela admite uma métrica cujo grupo de holonomia é SU(N) ou é um subgrupo desse
grupo;
(iv) Eziste uma tnica (n,0)—forma Q holomorfa e que nao se anula em nenhum lugar da
variedade;
(v) Ela admite um par de espinores covariantes e globalmente bem definidos.

Pelo resultado do Teorema 9.1.0, por exemplo, temos ja a prova de que uma métrica
Ricci plana implica que a primeira classe de Chern se anula. Um resultado que pode ser
verificado em [11] é o fato de que uma métrica Ricci plana é equivalente ao grupo de holono-
mia SU(N). Como as condigbes sao equivalentes, podemos escolher apenas uma para provar
e poupar nosso tempo. Seguindo os passos da referéncia [11], vamos provar a propriedade
(iv).

Teorema 9.1.5. Uma variedade de Kahler 2n-dimensional e compacta, dotada de uma
(n, 0)—forma holomorfa e que nao se anula em nenhum lugar da variedade é uma variedade
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de Calabi-Yau.

A prova desse teorema se dé da seguinte maneira: Como temos uma forma holomorfa,
1
12

ﬁ €a1 weQn

Qm...an - f(z)nal...an- (82)

podemos escreve-la em termos de alguma fungao f(z) e um simbolo 1q,..q, =

da seguinte maneira:

Usando a métrica hermitiana da nossa variedade de Kahler, podemos reescrever a
equacao acima da seguinte maneira:

1 _ I

1OIP = = Qa0 g g ™ Q5 5. = 75 (8.3)

n!

Se invertermos essa equacao — i.e., isolando /g — e substituirmos na expressao da forma
de Ricci dada na equacao 6.7, obtemos:

R = 120In(||Q|). (8.4)

Contudo, sabemos que a forma dentro do argumento do logaritmo é globalmente bem
definida e é um escalar, de modo que R ¢é exata. Desse modo, a primeira classe de Chern se
anula, como queriamos mostrar.

Teorema 9.1.6. Numa variedade complera 2n—dimensional, existe pelo menos — a
menos de uma constante — uma unica (n,0)—forma holomorfa globalmente definida.

O teorema acima nos mostra que a forma dada no teorema (9.1.5) é tnica.

No apéndice D, introduzimos os nimeros de Hodge. Vamos agora brevemente discutir
0 que acontece com esses numeros quando estamos estudando variedades de Calabi-Yau.

O teorema que provamos anteriormente ¢ bastante importante, pois ele nos ajuda a
identificar variedades de Calabi-Yau de maneira direta, bastando construir uma variedade
com uma forma holomorfa do tipo explicitado no teorema. Vamos introduzir um teorema
que vai nos ajudar em nosso estudo.

Teorema 9.1.7. Numa variedade com numero de Fuler X, qualquer campo vetorial
tem pelo menos |X| zeros.

Agora, enunciamos o seguinte teorema.

12Esse na verdade é um simbolo de Levi-Civita, em uma forma n-dimensional.
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Teorema 9.1.8. Uma variedade de Calabi-Yau cujo nimero de Euler é diferente de
zero, tem h1° = 0.

Para provar esse teorema, devemos nos recordar das identidades que relacionam os
nimeros de Betti com os nimeros de Hodge, dadas no apéndice D. Usando-as, temos que

b' =2h'° (8.5)

de modo que b' s6 serd igual a zero se h'® = 0. Aqui, vale a pena lembrar que é impor-
tante utilizar essas relacoes entre esses numeros, porqué, diferente dos niimeros de Betti, os
nimeros de Hodge nao sao invariantes topoldgicos, i.e., eles nao dependem da métrica da
variedade, mas sim da estrutura complexa da mesma. Os ntumeros de Betti nos proporcio-
nam usar a métrica. Vamos escolher nossa métrica Ricci plana. Assumindo que w € H!' é
uma 1-forma harmonica e usando a forma de atuacao do operagao de Hodge nessa forma, e
lembrando que o tensor de Ricci se anula, obtemos que a forma w s6 pode ser harmonica se:

V'V,w, = 0. (8.6)

Multiplicando por w* e integrando no volume da variedade, obtemos que essa integral é
nula, o que implica que V,w, = 0. Pelo teorema 9.1.7, w tem pelo menos um zero. Contudo,
se ela é constante (em relagdo a derivada covariante) e se anula em qualquer ponto (como
podemos verificar ao performar a integral) entdao w = 0.

Teorema 9.1.9. Uma variedade de Calabi- Yau 2n—dimensional tem o numero de
Hodge h™° = 1.

A prova do teorema acima deriva diretamente da unicidade da (n,0)—forma holomorfa
em uma variedade de Calabi-Yau.

Teorema 9.1.10. Uma variedade de Calabi- Yau 2n—dimensional tem o nimero de
Hodge hP? = hnp0,

A prova explicita desse teorema encontra-se em [11], mas o ponto principal da mesma
consiste em provar que temos uma forma harmonica.

Vamos mostrar alguns exemplos de nimeros de Hodge em variedades de Calabi-Yau.
Mais exemplos podem ser encontrados em diversas referéncias da literatura, em especial
em [11] e [5]. Consideremos primeiro uma variedade de duas dimensoes. Nessa variedade,
deve existir uma 1—forma holomorfa, de modo que, pelo teorema 9.1.9, h'* = 1. Ainda,
pelo teorema 9.1.10 e pela identidade hP9 = h™ "9 temos algumas simetrias sob nosso
diamante de Hodge, de modo que ele tera apenas um numero independente, h = 1.
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Agora, vamos escolher o caso em que o numero de Euler é diferente de zero e olhar
para variedades com quatro dimensoes. Usando os resultados dos teoremas 9.1.7, 9.1.9 e
9.9.10, combinados com a expressao geral do diamante de Hodge para uma variedade 2n-
dimensional, obtemos que o diamante para esse tipo de variedade é dado como na figura a
seguir:

Figura 3: Diamante de Hodge para uma variedade de Calabi-Yau com 4 dimensdes [11].
Perceba que o tinico nimero de Hodge do qual o diamante depende é h"'.

Variedades do tipo que acabamos de ver recebem o nome de superficies K3. Em teoria
de cordas, esse tipo de superficie é muito utilizada nas compactificagoes de cordas, que sao
em geral nao triviais [3].

Vamos considerar agora uma variedade de Calabi-Yau de seis dimensoes. Perceba que
ainda podemos usar os teoremas que usamos para o caso de quatro dimensoes, pois essa
continua sendo uma variedade 2n-dimensional. Agora, encontramos que o diamante de
Hodge depende apenas de dois niimeros: h"' e h'2. A expressao completa para o diamante
encontra-se na figura abaixo.

Figura 4: Diamante de Hodge para uma variedade de Calabi-Yau com 6 dimensdes [11].

9 Exemplos

Para finalizar nosso estudo, vamos dar alguns exemplos de variedades de Calabi-Yau.
Um exemplo direto de variedade de Calabi-Yau sao os espacos T2 e T* — espaco de Hausdorff
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e espaco normal, respectivamente. Uma variedade Hausdorff que também é uma variedade
de Calabi-Yau é o toroide [11].

Nao ha uma forma concreta em que possamos construir uma variedade de Calabi-Yau, no
sentido de que nao ha um passo a passo unico para fazer tal coisa. Dessa forma, para facilitar
nosso trabalho, deveremos introduzir alguns teoremas.

Defini¢cao 10.0. Uma subvariedade analitica de uma variedade M € determinada pelo
lugar geométrico das equagoes holomorfas

F(z) =0 (9.1)

na variedade M.
A partir disso, introduzimos o seguinte teorema.

Teorema 10.1. Uma subvariedade analitica de uma variedade de Kahler também é
Kahler.

A prova desse teorema segue diretamente do fato de que a restricao da métrica e da
forma de Kahler a uma subvariedade analitica d4 a essa subvariedade uma métrica e uma
forma de Kahler.

Vamos usar o resultado desse teorema e nosso conhecimento até aqui desenvolvido para
construir alguns exemplos de variedades do tipo Calabi-Yau. CPN é uma variedade de Kéhler,
mas nao ¢ Calabi-Yau [11]. Contudo, podemos procurar subvariedades analiticas dessa vari-
edade que sdo. Todas as subvariedades analiticas de CPN podem ser descritas como o lugar
geométrico de um nimero finito de equagbes polinomiais holomorfas [11], [5]. Vejamos os
seguintes exemplos.

Ezemplo 1. Tomemos as subvariedades de uma dimenséo de CP?. Vamos considerar
as coordenadas homogéneas z;,z5,z3 € C*. Usando essas coordenadas, vamos escrever um
polinémio de ordem n:

P(z) =z + z7 + z3. (9.2)

Fazendo P(z) = 0, obtemos uma superficie bem definida. Podemos encontrar os valores de
n para os quais podemos obter uma variedade de Calabi-Yau, de modo que podemos tentar
construir uma T—forma holomorfa. Vamos escolher o mapa z; # 0 e definir as seguintes
coordenadas inomogéneas:
Z2 Z3
X =— = —. 9.3
0 VT2 (9-3)

A partir disso, podemos reescrever nosso polinomio da seguinte maneira:

P(x,y) =27 (1 +x" +y") = z1p(x,y) = 0. (9.4)
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Nesse mapa que escolhemos, vamos definir uma 1—forma da seguinte maneira:

dx
ay
Como p = 0 em nossa superficie, podemos usar
op op
pr— O = — _— .
dp ™ dx + oy dy (9.6)
. . . op
para reescrever 9.5 e evitar singularidades quando @ = 0. Portanto,
dy
0O, = _E. (9.7)
0x
: L . . op Op
Assim, sé teriamos algum problema com as singularidades quando Pl @ = 0. Contudo,

nesse ponto, temos dp = 0, de modo que a normal da superficie se anula nesse ponto. Neste
caso, a superficie teria um ”bico”nesse ponto, e nés nao estamos interessados em superficies
problematicas desse tipo, entao nds simplesmente descartamos as superficies geradas nesse
extremo.

Agora, vamos assumir que estamos escolhendo apenas polindmios homogéneos e holomorfos,
tal que dp # 0. Para que Q; continue sendo bem definida, temos que considerar alguma
interseccao entre dois mapas coordenados da variedade, e mostrar que nossa forma continua
bem definida. Vamos escolher a regiao em que z; # 0. Nessa regiao, definimos as seguintes
coordenadas inomogeéneas:

X=—, y=—. (9.8)

Agora, nosso polinémio é escrito, em termos dessas novas coordenadas, como

P(x,9) =z (X" +9" + 1) =z;p(x,y) = 0. (9.9)
Nessa regiao, também definimos a 1 — forma Q; como:
dx
oy

Consideremos a regiao de intersecgao entre z; # 0 e z; # 0. Nela, as coordenadas ino-
mogéneas e homogéneas se relacionam comox = x~' ey = yx~'. Em termos das coordenadas
homogeéneas e inomogéneas, na regiao de intersec¢ao, temos:

dx Q, = dx

O =

— W, (9.].1)

ngn—] -

Entretanto, usando a relagao entre as coordenadas, podemos encontrar também uma relacao

entre as formas:
Q, =x"0Q;. (9.12)
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Podemos analisar a equagao acima e ver que, para o valor de n = 3, temos que a 1—forma
¢é bem definida na regiao de interseccao que estamos considerando; podemos ficar repetindo
esse procedimento indefinidamente e continuar encontrando esse resultado. Assim, essa
forma nao se anula em nenhum ponto da variedade, fazendo com que essa variedade seja do
tipo Calabi-Yau.

Exemplo 2. Superficies K3.
Neste exemplo, vamos construir uma superficie K3, uma variedade de Calabi-Yau de qua-
tro dimensdes. Para isso, vamos construir um polinémio no espaco CP®. Vamos escolher

21,23, 23, z; € C* como nossas coordenadas homogéneas:

P(z) = zj + 25 + 23 + z;. (9.13)

Podemos, como no exemplo anterior, fazer P(z) = 0 e obter uma superficie. Definindo
também nossas coordenadas inomogéneas como

4

x=2 (9.14)
y = z—j, (9.15)
2= z—‘]‘, (9.16)
podemos reescrever nosso polinémio como
P(x,y,z) = z1(x* +y* + 2t + 1), (9.17)

e fazer P(x,y,z) = 0 para obter a superficie em termos dessas novas coordenadas. Podemos
também definir nossa forma diferencial — nesse caso, uma 2—forma — da seguinte maneira:

_dxAdy

0, = . 9.18
1 0p/0z (9.18)

Como no primeiro exemplo, para evitar as singularidades se 0p/0z = 0, usamos o fato de
dp = 0 para reescrever a expressao da nossa forma:

op op op
dp=—dx+ —dy+ —dz=0 9.19
op _0p
o adx/\dy ——a—Zdz/\ dy, (9.20)

0 _dyAdz dzAdx
' oop/ox T op/ay

Novamente, para o caso em que dp # 0, temos que a forma nao se anula em nenhum ponto
da variedade, de modo que essa variedade também é do tipo Calabi-Yau.

(9.21)
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Parte IV

Conclusao

Neste trabalho, estudamos o aspecto matematico introdutério de uma das teorias mais im-
portantes da fisica tedrica, a teoria de supercordas. Fizemos uma introducao acerca da neces-
sidade de se estudar essa matematica, percebendo a importancia desses topicos nao apenas
no estudo de teorias quanticas de gravitacao, mas também em outras dreas de atuacao da
fisica matematica. Construimos a base para o estudo de variedades de Calabi-Yau, o que
motiva futuros trabalhos em Fisica Tedrica, como aprofundar a aplicacao dessas variedades
em teoria de supercordas. Este trabalho, ao ser disponibilizado para os demais estudantes de
graduacgao em Fisica, também servira de motivagao para o estudo dos aspectos matematicos
dessa teoria.
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Parte V1
Apeéendice

A. Teorema de Stokes

O teorema de Stokes relaciona a derivada exterior e a integragao, mostrando que uma
operacao ¢ inversa a outra. A forma generalizada do teorema é bastante compacta e esta
relacionada com o formalismo de formas diferenciais que utilizamos neste trabalho.

Teorema A.1. Seja X um volume com fronteira definido dentro de uma variedade
orientdvel M de dimensao (k + 1), tal que M C R™. Seja 0X o bordo de X, orientada.
Considere uma K—forma definida em uma vizinhanca de X. Entdo,

Ja D = JX do. (9.22)

B. Hodge *

Definicao B.1. Hodge x. O operador Hodge estrela é um mapa que leva de uma p-forma
para wma N — p-forma, conforme a sequinte regra:

%1 CP(AP) — C®(A™P). (9.23)

O operador Hodge estrela atua da seguinte forma nos elementos de base das formas
diferenciais:

o(dX™ A LA dX™) = 192g™M g™ e ke XA LA X (9.24)

(n—p)!

Considerando variedades reais, podemos definir o produto interno (no espago das formas
diferenciais reais) com o advento do operador Hodge *. Consideremos duas formas «, e 3.
O produto interno entre essas duas formas diferenciais é dado por:

((x}%f’p) :Jo‘p/\*f’p- (9.25)
Com isto, podemos também definir df. O operador derivada exterior adjunto é dado por:
df: C®(AP) = C®° (AP 1), (9.26)

tal que
(‘xp) dBp—l) = (dT Kp, Bp—])) (927)
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onde usamos a propriedade de simetria do produto interno [5]. Integrando 9.27 por partes
e usando o Teorema de Stokes (considerando que a variedade que delimita o volume de
integragao é compacta e tem bordo nulo), obtemos:

df = (—1)P0P) 4 gy = *dx, para n par, (9.28)
(—1)P x dx, para n impar

C. Operador Hodge-deRham
3

O operador Hodge-deRham generaliza o conceito de laplaciano para formas diferenciais 3.
Matematicamente, definimos:

A C®(AP) — C®(AP), (9.29)

onde

A =dd" +d'd. (9.30)

E, analogamente as fungoes harmonicas, temos que p-formas sao harmonicas quando sao
anuladas pelo operador de Hodge-deRham.

D. Cohomologia em variedades complexas e em variedades de Kahler
Cohomologia de Dolbeault

Em variedades complexas, podemos definir operadores do tipo @ e 9. Podemos definir coho-
mologias para cada um desses operadores. Comecemos pela seguinte defini¢ao:

Definicao D.1. Seja (M,],g) uma variedade complexa com uma métrica hermitiana g.
Definimos (, )p,q como o produto interno de p,q—formas,

( )pq : QPI(M) ® QPI(M) — C, (9.31)
tal que, YV, 3 € QP9(M),
(OC, B)p,q = JM OC/\*B. (932)

Teorema D.2. O produto interno (, )pq satisfaz a sequinte equagao:
(et ot)pq = 0, (9.33)

Vo € OP9(M), tal que (&, x)pq =0 se e somente se x = 0.

Definicdo D.3. O operador adjunto dF : QPI(M) — QP91 (M) € definido pela
sequinte equagao:

(“) 6B)p,q = (6T(x) B)p,q» (934)

I3E importante ter em mente que esse operador nao é exatamente igual ao laplaciano covariante do qual
temos contato em calculo de muitas variaveis
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Vo e QP4(M) e B € QP (M),

~ Usando o fato de que, para qualquer p,q—forma, com o« € QPI(M), oax A\ B) =
0x A B+ (—=1)PT9x A 9, podemos escrever o operador adjunto df como:

O =—%0«. (9.35)
Podemos, a partir disso, introduzir o operador de Hodge em termos do operador adjunto.
Seja
Az : QPI(M) — QP9I (M). (9.36)
O operador de Hodge-deRham ¢é dado por:

Az = 030d" +d%0. (9.37)

Agora, iremos introduzir algumas notagoes que vao nos ajudar a identificar as formas e os
grupos de cohomologia em termos do operador adjunto.

Definicao D.4. )

(i) Zg’q(Zg’q) € o espago das p, q—formas fechadas em ralagdo a 9,

(1) Bg’q(Bg’q) ¢ o espago das p, q—formas exatas em ralagdo a 0 B

(i)HYY = Z59 /B2 ¢ 0 p, q—enésimo grupo de cohomologia em ralagdo a d

(iv) Hg’q € o espago das p, q—formas harmonicas em relagio a Aj.

Teorema D.5. Qualquer p, q—forma w pode ser escrita como
w=a-+0p+ 0y, (9.38)

tal que x € ’Hg’q. Portanto, podemos escrever

HY = #H29 @ BY @ B, (9.39)

Um ponto importante para se ressaltar é que, em geral, para variedades complexas, as clas-
ses de cohomologia de Dolbeault e de deRham sao distintas. Contudo, para variedades de
Kahler, essas cohomologias sao equivalentes. Isto é explicitado no teorema a seguir.

Teorema D.6. Para uma variedade de Kdhler, temos a sequinte equivaléncia entre 0s
operadores laplacianos:

A =245 = 2A,. (9.40)

Definicao D.7. Numeros de Hodge. Os niumeros de Hodge hP9 sdo a dimensao do
P, q—€ésimo grupo de cohomologia, i.e.,

hP9 = dimHP". (9.41)
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Podemos relacionar os nimeros de Hodge com os numeros de Betti (como definidos no
capitulo 3.2), decompondo os grupos de cohomologia de deRham em termos dos grupos de
cohomologia de Dolbeault, encontrando a seguinte equacao:

bt = Wk (9.42)
j=0

Em particular, numa variedade complexa 2n—dimensional, os niimeros de Hodge satisfazem
as seguintes identidades:

h* =h"| (9.43)
hk = proink, (9.44)

A primeira identidade se origina do fato de que o complexo conjugado de uma (p, q)—forma
(harmoénica) ser uma (q, p)—forma (harmonica). J& a segunda identidade deriva diretamente
da dualidade de Hodge (ou simplesmente aplicando o operador Hodge x).

Esses numeros de Hodge foram o que chamamos de diamante de Hodge'*. Por exem-

plo, para uma variedade complexa 2n—dimensional, o diamante de Hodge é dado por: As

hO.0
pLo poi1

h?.[] hl.l h(l.?

hn.(l hn—L.l . h 1,n—1 h[].n

n,n—2 n—1,n—1 n—2.n
h h h

hn.n—l hn—l.n

Rmn

Figura 5: Diamante de Hodge [11].

identidades (10.21) e (10.22) impdem sobre o diamante de Hodge alguns vinculos, de modo
que nem todos os elementos que o formam sao independentes. Por exemplo, para uma vari-
edade complexa de dimensao 1, o diamante de Hodge possui apenas dois nimeros de Hodge
independentes (h®%, h!'°. J4 para uma variedade complexa com 2 dimensoes, apenas quatro
desses ntimeros sao independentes (h®%, h!0 W1 h20),

Para variedades de Kahler, vamos adicionar mais alguns comentarios acerca dos niimeros
de Hodge. Para isto, é importante fazer algumas consideracoes. Primeiro, deve-se notar que
a forma de Kéahler é harmonica. Isso vem diretamente da existéncia de uma (1, 1)—forma
globalmente definida na variedade e fechada, além do fato de que a conexao é compativel
com a forma de Kahler. Como a forma de Kahler — denotamos por w — é fechada, entao
temos que ela é harmonica. Assim, podemos definir a classe de Kéhler, que é a classe de

14Eu particularmente achei bastante assustador no comeco, mas é sé6 uma maneira muito 1til de organizar
esses numeros
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cohomologia de w. A partir disso, enunciaremos mais dois teoremas, cujas provas seguem
diretamente dessas consideracoes e podem ser encontradas em [11].
Teorema D.8. Numa variedade de Kdhler compacta e fechada,
h* >0, Vv 0<k<n. (9.45)

Assim,
b* >0, V 0<k<n. (9.46)

Teorema D.9. Numa variedade de Kdhler, todos os niumeros impares de Betti, dados
por

b1 ¥V 0<2k—1<n, (9.47)

5a0 pares.
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