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Resumo

Neste projeto discutiremos a ferramenta matemaética da teoria de categorias e suas apli-
cagoes na teoria quantica de campos topologicas. Essas teorias podem ser vistas como um
funtor monoidal simétrico com uma categoria de cobordismos para a categoria de espacos
vetoriais. Para tanto analisamos uma descri¢cdo da equacao fundamental da teoria quéantica
de campos escrita em termos de invariantes topologicos e definida sobre os cobordismos, que
sao os morfismos da categoria nCob. Aproveitamos para analisar o caso especifico das teo-
rias quanticas de campos bidimensionais pois temos invariantes topologicos e geométricos que
caracterizam as superficies bidimensionais de forma que conseguimos uma equivaléncia entre
a categoria das algebras de Frobenius com a categoria das teorias quanticas de campos topo-
logicas. Em trés dimensoes essas teorias sao podem ser classificadas por categorias monoidais
modulares. Avaliamos uma poderosa técnica de calculo grafico que nos facilita trabalhar com
as categorias, que podem ser utilizadas como uma generalizacao dos diagramas de Feynman.
O método é introduzido junto da estrutura algébrica necesséria para descrever-lo.

Como uma Aplica¢ao mais concreta de todos os conceitos desenvolvidos revisamos no final
alguns resultados sobre computagao quéntica topologica, como a sua viabilidade através de
modelos de anyons nao abelianos, que teoricamente podem ser obtidos em sistemas de Hall
quanticos fracionais (apesar dessas particulas ainda nao terem sido diretamente observadas
em laboratorio), nesses sistemas tiramos vantagem do fato a Hamiltoniana do sistema H = 0 e
portanto toda a informacao contida no sistema pode ser muito bem preservada e “processada’
via um processo de trancamento das quase-particulas do sistema e no final fundimos essas
quase-particulas de volta para lermos o resultado dessa simulagao de um sistema quéantico
regido por uma TQCT.

Abstract

In this project we will discuss a mathematical tool of category theory and its applications
in topological quantum field theory. These theories can be seen as a symmetric monoidal
functor with a category of cobordisms to a category of vector spaces. Then we analyze a de-
scription of the fundamental equation of quantum field theory written in terms of topological
invariants and defined on the cobordisms, which are the morphisms of the category textbf
nCob. We took advantage of the specific case of two-dimensional quantum field theories
for analysis because we have topological and geometric invariants that characterize as two-
dimensional surfaces so that we can find an equivalency between the category of Frobenius
algebras to the category of topological quantum field theories. In three dimensions these the-
ories can be classified by modular categories, but we do not discuss this case in this project.
We evaluated a powerful graphical calculus technique that makes it easier for us to work
with categories, which can be used as a generalization of Feynman diagrams. The method is
aggregated from the algebraic structure needed to define it.

As a more concrete application of all the concepts developed, we review at the end some
results on topological quantum computing, such as its feasibility through non-abelian anyon
models, which theoretically can be obtained in fractional quantum Hall systems (although
these particles have not yet been directly observed in the laboratory), in these systems we take
advantage of the fact the Hamiltonian of the system H = 0 and therefore all the information
contained in the system can be very well preserved and “processed” via a process of braiding
the quasi-particles of the system and in the end we merge these quasi-particles back together
to read the result of this simulation of a quantum system governed by a TQFT.
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1 Introducao e Contexto Historico

Um dos grandes temas da fisica tedrica contemporanea é a uniao da teoria geral da relati-
vidade e a mecanica quantica. Este problema enfrenta diversas dificuldades que datam desda
época da concepg¢ao da mecanica quantica e persistem até hoje. Apesar das muitas alternativas
desenvolvidas até hoje para uma teoria de gravitagao quantica mas nenhuma até agora conseguiu
resolver todos os problemas de maneira consistente e fisicamente possivel, existe o sentimento de
que, algum nivel de verdade pertence a todas essas alternativas que tem nos trazido cada vez mais
proximos de uma teoria fundamental ou pelo menos as ferramentas para uma.

O que estaremos avaliando neste trabalho é uma teoria fisico-matemética que esté se mostrando
uma linguagem de grande utilidade na descrigao da fisica tedrica contemporéanea, especialmente
para o mundo quéantico onde a maior parte dos problemas de consisténcia tedrica se concentram.

Esta linguagem foi inspirada em grande medida por trabalhos de matematicos tais como Segal,
Atiyah, Baez, e Freed, e alguns fisicos teoéricos como Witten, Dijkgaaf, Fuchs e Moore (para
citar poucos), cujos trabalhos tem exposto profundas relagdes entre topologia, teoria quantica,
relatividade geral e teoria de categorias. Claramente estas afirmagoes sao muito fortes entao
vamos comecar o estudo contextualizando algumas das ideias que serao desenvolvidas ao longo do
trabalho.

1.1 Teoria de Chern-Simons

Considere a seguinte integral de caminho, que serve como um exemplo motivador para estabe-
lecer os conceitos que serao discutidos em segoes posteriores:

Jp(K) =< K >,= / DATr (Pexpj{ Ads) expﬁ/ Tr(ANdA+ 2A NANA) (1)
A K 4 S3 3

Esse equagao 1 foi inicialmente escrita por Witten em 1989 em um artigo chamado “Quantum
Field Theory and the Jones Polynomial” [61], e é uma dos motivos que o levou a receber a
medalha Fields de matematica em 1990. Este foi de certa forma o ponta pé inicial para o tépico
das "Teorias Quéanticas de Campos Topolodgicas’. Para entendermos o que esta acontecendo na
equacao 1, interpretamos esta como uma teoria quantica de campos topoldgica com o polindémio
de Jones J(K') como um invariante da teoria para K noés mergulhados em S, o que mostra o valor
do polindmio de Jones como o valor esperado da holonomia da conexao ao redor do n6 (operador
lago de Wilson/Wilson Loops), onde a acdo é a a¢do de Chern-Simons,

S[A] = expi Tr(ANdA+ 2A NANA). (2)
4 S3 3

Aqui A ¢é o pullback de uma conex@o com valores em SU(2) em um fibrado principal SU(2) sobre
S3 - uma 1-forma com valores em (2) em S® - ou em termos fisicos, um campo de calibre de
SU(2). k é um inteiro, que traduzimos como uma raiz da unidade ¢ no plano complexo pondo
gz = exp(£5). O trago ¢ tomado na representagio fundamental de (2). Uma vez tomado o trago,
ficamos com uma 3-forma em S3, isto ¢, uma forma de volume. Em outras, palavras a acao de
Chern-Simons (diferentemente da acao de Yang-Mills) nos d4 uma forma de volume definida sem
dependéncia da métrica. Em coordenadas a acao tomaria a seguinte forma,

S[A] = exp4i d> e Tr <Au(m)8l,Aa(x) + ;Au(x)A,,(a:)Aa(a:)> : (3)

™ Jg3
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onde os A, sdo campos vetoriais cujos valores se dao como matrizes, A, (z) = A (x)o/2i.

A equagao 1 pode ser posta em contexto da seguinte forma [5]. Em 1984 o matematico Vaughan
Jones anunciou sua primeira descoberta de um novo link invariante, que rapidamente levou a uma
profusao de generalizacoes. Dado um n6é K mergulhado em S2, que é, um mergulho suave de S!
em 5%, o polinémio de Jones resulta em um polinémio em q%. Dois nés nao podem ser suavemente
deformados de um para o outro (i.e., nao sao equivalentes) se seu polinomio de Jones for diferente,
apesar do inverso nao ser verdade. Por esta descoberta, Jones também recebeu a medalha Fields,
junto de Witten, em 1990.

Estes polinomios nao tem a priori nenhuma relagdo com geometria ou teoria quantica de
campos. Jones os descobriu ao investigar a teoria de subfatores, o estudo de como varias algebras
de Von-Neumann podem ser encaixadas em conjunto. Atiyah [39], entretanto, conjecturou que
deviriam existir uma defini¢ao intrinsecamente tridimensional desses invariantes usando teoria de
calibre. A equacgao 1 confirmou esta conjectura. Este resultado implica que pode-se calcular os
polinomios de Jones ao considerar todas as conexdes A em S?: Para cada conexao calcula-se um
certo numero (a holonomia ao redor do no, ou lago de Wilson), e entdo soma-se todas as conexdes.
Como a agao ¢ dependente do nivel k, os polindmios de valor esperado q% = exp(%) - estes sao
precisamente os polindmios de Jones. Esta foi a descoberta de Witten: uma interpretacao, na
teoria de campos, de objetos (polinémio de Jones) que manifestam estruturas geométricas (nos
em S3), mas que entretanto tinham uma definigao puramente algébrica. Alguém poderia dizer
que Jones descobriu seu polinomio, enquanto Witten o explicou.

Esta exposicao de contexto histérico e fisico majoritariamente segue o contetdo disposto na
tese [9] e em geral tentaremos com este trabalho explorar alguns dos resultados obtidos nesta tese
e em outros trabalhos relacionados aos temas da teoria quantica de campos topologica e teoria
de categorias, especialmente também os trabalhos de Baez [5], [0] e ainda avaliaremos algumas
aplicacoes praticas dessas teorias na fisica da matéria condensada, em particular no estudo de
anyons seguindo a exposi¢ao em [10)].

1.2 A perspectiva funtorial da teoria quantica de campos

A importancia fundamental da integral de caminho sugere que pode ser util simplificarmos o
estudo tirando de vista o observavel de n6 K e estudar apenas as fungoes de particao da teoria,
consideradas sobre espaco-tempos arbitrarios. Isto é, consideremos a seguinte integral de caminho:

Z(M) = / DA exp i /M S[A] @)

onde M é uma variedade tridimensional arbitraria, i.e., compacta e sem fronteira, e S[A] é a a¢ao de
Chern-Simons (2). Como a agao ¢ topoldgica, imediatamente vemos que o numero Z (M) associado
a variedade M deve ser um invariante topolégico de M. Dessa forma podemos produzir invariantes
topologicos de maneira eficiente e sistematizada. Diferente das variedades bidimensionais fechadas
que sao classificadas pelos seu genus, a classificacao de variedades tridimensionais fechadas é
altamente nao trivial, e é portanto um problema nao resolvido. Uma conjectura famosa por
Poincaré ¢ entao imediatamente relevante:

Conjectura de Poincaré

Se M é uma variedade tridimensional fechada, cujo grupo fundamental 71(M), e todos os
grupos de homologia H;(M) sao iguais aos de S3, entdao M ¢é homeomoérfico a S3.



Dessa forma pode-se ver a simplicidade do uso de invariantes topologicos na teoria quéantica
de campos, que segue a seguinte prescri¢ao.

1. Dotando o espago de uma estrutura geométrica adicional na forma de uma conexao (alter-
nativamente a um campo, uma secao de uma fibrado linear, um mergulho sobre o espago
tempo,...).

2. Calcule o numero dessa variedade dotada de conexao (a agao).

3. Some sobre todas as conexoes.

Este procedimento pode ser visto como uma extensao da pratica geral usada na matemética de
classificar estruturas através de varias outras estruturas que podem ser adicionadas aquela es-
trutura. De fato, a lagrangiana de Chern-Simons foi originalmente introduzida na matematica
exatamente assim. A teoria de Chern-Weil d4 acesso aos grupos de cohomologia! (invariantes to-
pologicos) da variedade M ao introduzir uma conexao A em M, e entao associando & A uma forma
fechada (como por exemplo, com a lagrangiana de Chern-Simons), cuja classe de cohomologia, é
independente da escolha inicial arbitraria da conexao A. A Teoria quantica de campos associa
a conexao A o proprio valor numérico da agao (usualmente obtido integrando sobre M) - este
numero certamente depende da conexao, mas a teoria de campos resolve esse problema somando
sobre todas as conexoes.

A teoria quéntica de campos, no entanto, nos permite ainda expressar a amplitude de pro-
babilidade de uma dada configuragao de campo evoluir para outra. Para isso consideramos uma
variedade tridimensional M (espago-tempo) com componentes da fronteira sendo ¥; e ¥ (espago),
e considere M como a evolucao do espago desda configuracgao inicial 3, até sua configuracao final
Yi9: Isto é conhecido na matemaética como um cobordismo de ¥, para >,. Para uma variedade fe-

2

M

(—
2o

Figura 1: Evolugao espago-temporal das configuragoes de campo X1 para 3,. Fonte: [9]

chada >} associamos o espago de campos A(X) (neste caso, de conexdes) sobre 3. Um estado fisico
U corresponde a um funcional neste espaco de campos. Esta é a formulacao de Schrodinger para
a teoria quantica: Se A € A(X), entao ¥(A) representa a probabilidade que o estado conhecido
como V¥ serd encontrado no campo A. Tal estado evolui com o tempo pela dinamica da teoria;
V(A) — U(A,t). O espago de estados tem base natural, que consiste de funcionais delta A- estes
sao estados satisfazendo < A, A >=4§ (A — A’). Qualquer estado arbitrario W pode ser expresso
como uma superposicao desses estados de base. A integral de caminho nos instrui a calcular a
evolugao temporal dos estados, primeiramente expandindo em termos da base fl, e especificando
que a amplitude para um sistema A; em um espaco ¥; ser encontrado no estado A, no espaco 2o
é dada por

A ~ Alpy =42
< AQ‘UlAl >= / DA exp ZS[A] (5)
Als,=A1
Lveja [15] capitulo 6 para uma exposicdo sobre os grupos de cohomologias
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Esta equagao é a formula fundamental da teoria quéantica de campos. Esta formula nos da o
operador de evolugao temporal U associado ao cobordismo M.

Desta forma vemos que, a formula fundamental da mecanica quéantica e teoria quantica de
campos, é uma que associa a cada variedade Y, do tipo espaco, um espacgo de Hilbert de campos
espaciais A(X), e para cada cobordismo M de ¥; para ¥, um operador de evolugao temporal
U(M) : X1 — ¥,. Para especificar uma teoria quantica de campos devemos apenas dar as regras
para a construgao de espagos de Hilbert A(X) e as regras (fungoes de correlagao) para o calculo
dos operadores de evolugao temporal U(M). Isto, equivale a afirmag¢do de que uma teoria qudntica
de campos é um funtor de uma categoria de cobordismos nCob para uma categoria de espacos de
Hilbert Hilb! Esta observagao foi feita por Segal [52] em seu artigo ‘The definition of Conformal
Field Theory’.

1.3 Contexto Historico

Chegamos em uma descricao de uma teoria de campos como um funtor de uma categoria de
cobordismos para a categoria dos espagos de Hilbert. Originalmente Segal foi quem promoveu essa
linha de pesquisa em 1989, no caso de teorias de campos conformes. Segal criou um manuscrito
inacabado sobre o assunto que circulou por anos na comunidade mateméatica. Finalmente ele
publicou o artigo, ainda que de forma inacabada, em [52].

A categoria de cobordismos para a teoria de campos conforme é de fato muito mais complexa
pois tem mais resolucao do que no caso topolégico. Nesta situacao os cobordismos s6 sao equi-
valentes se forem conformalmente equivalentes, i.e., tendo a mesma estrutura complexa. Isto nos
levaria a considerar espagos modulares, etc. Foi Atiyah que decidiu reformular as ideias de Segal
em termos de um conjunto de axiomas para uma teoria topologica de campos.

Na fisica, distingue-se entre uma teoria topolégica de campos do tipo de Schwarz ou Chern-
Simons e do tipo de Witten ou co-homoldgica. Nas teorias do tipo de Schwarz a acao é indepen-
dente da métrica,

08

5g =0, (6)

uv

Exemplos dessas teorias sao as teorias de Chern-Simons, e teorias BF. Infelizmente, muitas dessas
teorias nao sao puramente topoldgicas ja que, em algum lugar, na formulacao ou no processo de
renormalizacao, uma dependéncia na métrica ou na estrutura complexa surge. Pode-se ver esse
fendmeno até em um caso simples da teoria de Chern-Simons. Ao renormalizarmos a integral de
caminho 2 precisa-se incluir um sistema de referencia para o né, algo nao imediatamente obvio da
acao. No caso de espacos de Hilbert de dimensao finita, poderemos dizer que a maior probabilidade
é que tenhamos uma teoria quantica de campos no estilo das de Atiyah. Se isso nao ocorrer, a
teoria nao podera ser uma verdadeira teoria topologica [9].

1.4 Computagao Quantica Topologica

Os fatores de um inteiro podem ser rapidamente calculados por um computador quéntico.
Desda descoberta desse algoritimo de fatoragao eficiente por P. Shor em 1994 [53], muitos tem
trabalhado na construgao dessas maquinas. Uma dessas pessoas, Dr. Zhenghan Wang, se juntou
a estacao () da Microsoft em Santa Barbara para pesquisar com uma abordagem topologica sobre
o tema, em 2005. Seu sonho era de “trangar” anyons nao Abelianos. Dedicou-se muitas horas
imaginando quasiparticulas em FQHL (fractional quantum Hall liquids).

Vale se questionar se havera algum beneficio de tais maquinas quanticas além de saber fatorar
grandes numeros inteiros. Uma das razoes para que sim é a ideia original de R. Feynman: “ Um
computador quantico é um simulador eficiente da mecanica quantica”. Ele fez essa sugestao em



seu artigo original [20]. Mais tarde, uma simulacao eficiente das teorias quanticas de campos foi
dada por M. Freedman, A. Kitaev, e Z. Wang [23|. Estes resultados dao suporte a ideia de que
computadores quanticos podem eficientemente simular teorias quanticas de campos, apesar de
resultados rigorosos dependem de formulagoes matemaéticas de teorias quanticas de campos.

A computacao quantica topologica é um paradigma para construir um computador quantico de
grande escala baseado em fases topolégicas da matéria. Nesse método, a informacgao é armazenada
nos estados de menor energia de sistemas de muitos anyons, e processados por “trancas” de anyons
nao Abelianos. A resposta computacional é obtida ao juntar anyons e observando o resultado. A
computacao quantica topologica esté colocada unicamente na interface da topologia quantica, da
fisica quantica e da computacao quantica. Dois trabalhos surgidos por volta de 1997 inspiraram
essa pesquisa, um foi a ideia de Kitaev da computagao quantica, tolerante a falhas, por anyons [33];
A outra foi o programa de Freedman para entender o poder computacional das teorias topologicas
de campos [22]. As duas ideias acabam tendo muitas similaridades: A teoria algébrica dos anyons
e os dados algébricos das teorias quanticas de campos topologicas sao ambas categorias modulares
monoidais. O modelo de computagao quantica topoldgica é eficientemente equivalente a outros
modelos de computacao quantica, como o modelo de circuito quantico, no sentido de que todos os
modelos resolvem a mesma classe de problemas em tempo polinomial [[23],[24], [21]].

Além do apelo estético, o mérito pratico do método topologico estd no seu hardware que
hipoteticamente minimizaria os erros: as fases topolégicas evitam falhas algoritmicas ou ignoram
a maior parte dos “barulhos” no sistema, e portas logicas unitarias sao implementados com acuracia
exponencial. Exitem modelos Hamiltonianos locais semi-realisticos cujos estados fundamentais sao
comprovadamente codigos corretores de erros tal como o celebrado cédigo torico.

Ainda nao foram obtidos nenhum qubit topologico até agora. Ja que escalabilidade nao é
realmente um problema na computacao quantica topologica - o verdadeiro problema é controlar
mais anyons no sistema - segue que demonstrar um tunico qubit topologico é bem proximo de
construir um computador quantico topologico. O melhor esforco atual de construir um computador
quantico topologico é computacao quantica Hall fracional. Existe evidencia tanto experimental
como numérica que anyons nao Abelianos existem em certos sistemas bidimensionais de elétrons
que exibem o efeito Hall quantico fracional. Outras realizagoes experimentais podem se obtidas
em sistemas como bésons rotacionais, jungoes de Josephson, e insulantes topolégicos.

Na ultima segao deste projeto revisamos alguns resultados avaliados em [58], em particular
com relagao ao seu capitulo 7 sobre a universalidade de alguns modelos de computagao quantica
anyonica, e seu capitulo 8 sobre modelos mateméticos das fases topologicas da matéria.



2 Introducao a linguagem das categorias

2.1 Definicoes

Definigao 2.1 (Categoria). Uma Categoria C consiste no sequinte:

1. (Objetos) Uma classe Obj(C) cujos elementos sio chamados de objeto. E costume escrever
A € C no lugar de A € Obj(C).

2. (Morfismos) Para cada par de objetos (nao necessariamente distintos) A, B € C, um con-
gunto home(A, B), chamado hom-set para o par (A, B). Os elementos de home(A, B) sdo
chamados morfismos, mapas de flechas de A to B. Se f € home(A, B), também escre-
vemos

f:A— Bou fap

O objeto A = dom(f) € chamado de dominio de f e o objeto B = codom(f) é chamado de
codominio de f.

3. Hom-sets distintos sao disjuntos, isto €, home(A, B) e home(C, D) sao disjuntos exceto se
A=CeB=D.

4. (Composi¢ao) Para f € home(A,B) e g € home(B,C) existe um morfismo g o f €
home(A, C), chamado de composi¢ao de g e f. Além disso, a composicdo € associativa:
folgoh)=(fog)oh
sempre que for bem definida.

5. (Morfismo identidade) Para cada objeto A € C existe um morfismo 14 € home(A, A),
chamado de morfismo identidade para A, com a propriedade de que se fap € home(A, B)
entao

lpo fap = fap € fapola= fap

a classe de todos os morfismos de C € denotada Mor(C).

Definigao 2.2 (Funtor). Sejam C e D categorias. Um funtor F : C — D é um par de fungdes
(de costume usamos o mesmo simbolo F para ambas fungoes):

1. A parte objeto do funtor

F: Obj(C) — Obj(D)
mapeia objetos em C para objetos em D.

2. A parte morfismo
F: Mor(C) — Mor(D)

mapeia morfismos de C para morfismos em D da sequinte maneira:
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(a) Para um funtor covariante,
F : home(A, B) — homp(FA, FB)

para todo A, B € C, isto é F' mapeia um morfismo f : A — B em C para um morfismo
Ff:FA— FBinD.

(b) Para um funtor contravariante,
F : home(A, B) — homp(FB, FA)

para todo A, B € C, isto é, F' mapeia um morfismo f : A — B em C para um morfismo
Ff.:FB— FAemD.

Nos referimos a restrigao de F' ao home(A, B) como a parte local dos morfismos de F.
3. Identidade e composi¢cao sao preservadas, isto €,
F1A = 1FA7

para um funtor covariante,
F(gof)=FgoFf
e para um funtor contravariante,

F(gof)=FfoFy

sempre que todas as composi¢coes estiverem bem definidas.

2.1.1 Composicao de Funtores

Funtores podem ser compostos da seguinte maneira. Se F' : C — D e G : D — &£ forem
funtores, entao G o F : C — £ ¢é definido por

(G o F)(A) = G(FA)
para todo A €C e

(Go F)(f)=G(Ff)
para f € home(A, B).

2.1.2 Funtores Especiais
Seja ' : C'— D um funtor.

1. F é cheio se sua parte de morfismos for sobrejetiva.
2. F é fiel se sua parte de morfismos for injetiva.
3. F é totalmente fiel se sua parte de morfismos for bijetiva.

4. F ¢ um mergulho de C em D se for totalmente fiel e sua parte objeto for injetiva.
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2.1.3 Dualidade: Categoria dual ou oposta

Para toda categoria C, podemos formar uma nova categoria C°?, chamada categoria oposta
ou de categoria dual dos quais os objetos sao os mesmos de C, mas tem seus morfismos ‘rever-
tidos”, isto é,

homeor (A, B) = home (B, A)

Por exemplo, na categoria Set? os morfismos de A & B sao os conjuntos de morfismos de B & A.
A regra de composigao nessa categoria C?, que denotamos por o,,, ¢ definida da seguinte
maneira: Se f € homeor(A, B) e g € homeer (B, C'), entao

g% [ € homeor (A, C)

¢ o morfismo f o g € home(C, A). Brevemente

goopf:fog

Como (C°)°? = C entao toda categoria é uma categoria dual.

2.1.4 Cobordismos e categoria nCob

A categoria que serda fundamental para as teorias quanticas de campos é chamada nCob, a
categoria dos cobordismos n -dimensionais. nCob é uma categoria cujos objetos sao variedades
Y (n — 1) -dimensionais orientadas e fechadas, e os morfismos sdo cobordismos M : ¥ — >/ -
variedades M, n-dimensionais compactas e orientadas. A composicao de cobordismos M : ¥ — ¥/
e N : Y — ¥" é definida colando M e N pela variedade X'.

Seja M uma variedade n dimensional orientada e com fronteira M. Entao colocamos uma
orientacao induzida nas componentes conectadas ¥ de OM pelo seguinte procedimento. Para
xr € X, seja (vq, ..., Un_1, Up) Uma base positiva para T, M escolhida de forma que (vy, ..., v,—1 € T, X.
Nos perguntamos se v,, aponta para fora ou para dentro de M. Se apontar para dentro, entao
uma orientacao para X ¢ definida especificando que (v, ..., v,_1) é uma base positiva para T,X.

Se 3 e ¥/ variedades fechadas orientadas (n — 1)-dimensionais. Um cobordismo de ¥ para ¥’
¢ uma variedade M compacta orientada n -dimensional junto com mapas suaves

54 My (7)

onde i é um difeomorfismo que preserva orientagdo de X sobrejetivo em (X)) C OM, i’ é um
difeomorfismo que reverte a orientagdo de ¥’ sobrejetivo em ¢/(X') C 9M, tal que i(X) e ¢/(¥)
(chamados de fronteiras para dentro e para fora respectivamente) sao disjuntas e exaurem OM.
Observe que o conjunto vazio () pode ser considerado como uma variedade (n — 1) -dimensionais.

Definigao 2.3 (Categoria nCob). Para um dado n, podemos construir uma categoria de cobor-
dismos suaves nCob. Objetos sao variedades ¥ (n — 1)- dimensionais fechados e orientados, e
morfismos M : ¥ — Y sao cobordismos. De forma que facamos essa categoria bem definida
com morfismos identidade, devemos fazer um quociente sobre cobordismos difeomorfos. Especifi-
camente, sejam M e M’ cobordismos de ¥ a X':

Entao sao considerados equivalentes se existir um difeomorfismo preservador de orientacao
¥ : M = M’ fazendo o sequinte diagrama comutar

Depois de identificar os cobordismos equivalentes, os cilindros ¥ x [0,1] € o morfismo identi-
dade para .
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Figura 3: Fonte [9]

A categoria dos cobordismos é uma categoria geométrica que captura a forma com que varie-
dades n -dimensionais sao coladas. Poderiamos usar diferentes defini¢oes para estes conceitos mas
para as dimensoes n = 2,3 todas as definigoes coincidem. Diferentemente que para variedades
topologicas quadridimensionais, que sabemos nao ter necessariamente estruturas suaves.

2.2 Transformacao Natural

Sejam F': C — D e GG : C — D funtores sobre categorias C e D. Diremos que uma transforma-
¢ao natural entre F' e GG ¢é a seguinte familia de morfismos em D:

(1) ¢ :={pc: F(X)— G(X)} para todo X €Ob(C)
(2) oy F(f) = G(f)px; para todo X, Y €0b(C) e para toda f €Mor(C)
de forma que o diagrama da figura 4 comuta.

Definigao 2.4 (Isomorfismo Natural). A transformacio natural ¢ : F — G € inversivel se
vx €Mor(D) é isomorfismo para todo X €O0b(C). Nesse caso chamaremos p de isomorfismo
natural.

Adicionalmente, diremos ainda que dados dois funtores F, G : C — D, definidos sobre categorias
C e D, serao ditos isomorfos se existir um isomorfismo natural ¢ : F' — G. Além disso

Definicao 2.5. Diremos que um funtor F : C — D € isomorfismo se:
(1) eziste um funtor G : D — C
(2) GoF=1¢c e FoG=1p

onde o funtor identidade atua da maneira esperada: 1c : C — C; 1¢(X) = X e 1e(f) = f
para qualquer X €0b(C) e para todo f € Mor(C). Diremos entio que duas categorias C e D sao
1somortfas se existir um funtor isomorfismo entre ambas.
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Px

F(Y) - G(Y)
Py
Figura 4: Transformagao Natural

Por fim podemos definir a nocao de equivaléncia entre funtores e categorias:

Definicao 2.6. Seja F' : C — D um funtor entre as categorias C e D. Diremos que é uma
equivaléncia se

(1) eziste um funtor G : D — C
(2) GoF ~1¢ceFoG~1p

Aqui por isomorfismo de funtores nos referimos a existéncia de um isomorfismo natural entre os
funtores em questao. Além disso diremos que categorias C e D serdao equivalentes se existir uma
equivaléncia F : C — D.

2.3 O produto de categorias

Se B e C forem categorias, podemos formar a categoria produto B x C, da maneira esperada.
De fato, os objetos de B x C sao pares ordenados (B, ('), onde B é um objeto de B e C' é um
objeto de C. Um morfismo de B x C a B’ x C' é um par de morfismos, onde f : B — B’ e
g:C — C'. A composicao ¢ feita componente a componente:

(f,9) o (hk) = (foh,goh)

Um funtor F': A x B — C da categoria produto A x B & outra categoria é chamado de bifuntor.
O elemento identidade do produto B x C é

id(A,B) = (idA,idB); VAec A& VBeB
o que pode ser verificado diretamente.
Definicao 2.7. Seja C uma categoria e A, B € C, como € mostrado na figura 5. Um produto de
A e B € um trio

(AXxB,p1:AxB— A ps: Ax B— B)

onde A x B é um objeto em C e p; e py sao morfismos em C com a propriedade de que para
qualquer trio
(X, f: X —>Ag:X — B)
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Figura 5: Categoria Produto. Fonte - [51]

onde X € C, existe um unico mapa 0 : X — A x B, chamado de morfismo mediador para o
qual o diagrama 5 comuta, isto €, para o qual

protl=fepobl=yg

Os mapas py € ps sao chamados de mapas de projegao.

2.4 A propriedade universal do mapeamento

Nosso objetivo aqui é motivar a introducao das categorias monoidais através de uma gene-
ralizacao do produto tensorial para espagos vetoriais como elementos da categoria Vect cujos
morfismos sao transformacoes lineares. Para tanto devemos primeiro definir apropriadamente a
propriedade universal de mapeamento.

Categoria Virgula

Se G : D — C for um funtor e C' € C é um objeto, entdao a categoria virgula (C' — G) é a

categoria cujos objetos sao os pares
(U,u:C — GU) (8)

para U € D. Além disso, um morfismo
7:(Uu:C—GU)—= (D, f:C— GD) (9)
entre objetos virgula é essencialmente apenas um morfismo 7 : U — D em D para o qual
Grou=f. (10)

Essa propriedade podemos destacar da seguinte forma:

Propriedade universal de mapeamento: Um par (U,uc : C — GU) tem a propriedade
universal de mapeamento se para todo morfismo f : C' — G D, existe um tnico morfismo 7; : U —
D em D para o qual o triangulo na figura 6 comuta, isto é, para o qual

Grrouc = f (11)

Vale notar que a presenca do funtor G restringe os codominios dos mapas em questao para a
imagem GD.
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Figura 6: Par Universal
O objeto U é conhecido como objeto universal, o mapa v é um mapa universal e um par
(U,uc : C — GU) é um par universal para (C,G).
Definicao 2.8. Seja G : D — C um funtor e seja

U= (Uuc:C— GU)

um par universal de (C,G). Entdo o mapa mediador para U € o mapa
1c.p - home(C,GD) — homp(U, D)
definido para todo f . C' — GD como

Ton(f) =7y

Teorema 2.1. Um mapa
TC,D : hOmc(C, GD) — homD(U, D)

€ o mapa mediador para o par universal
U= Uuc:C— GU)
se e somente se Tc.p for bijecao e
ep(h) = Ghouc (12)
Demonstragao. Se T7¢ p for uma bijecao dada por 12, entao para qualquer f : C' = GD, temos

Grop(f)ouc = f

€ se
GhOU,C:f

para qualquer i : U — D, aplicando a bijegao 7¢ p resulta

7o.0(f) = 7e,0(Ghouc) = 1e.p(16p(h)) = h

Entao, 7o, p(f) = 7¢ ¢ o tinico mapa mediador para f e entdo 7¢ p ¢ mapa mediador.
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Para a primeira implicagao, notamos que a defini¢ao e unicidade do mapa mediador implica
que
Grep(f)ouc = f etep(Ghouc) =h

para todo f : C' — GD e todo h : U — D entao o mapa mediador é uma bijecao, como mapa
inverso 12 para todo h : U — D. Note ainda que o mapa universal é dado em termos do mapa
mediador da forma

[

Exemplo 1. O par
(Vg,j B — VB)

onde j, o mapa de inclusdo, é o morfismo mediador para (B,G), G :Set—Vect é o funtor em
questao e B é um conjunto base de um espago vetorial. Para notar isso, perceba que a condicao
que g : B— GB = V3,
g=T1oj

é equivalente a dizer que 7v = gv para cada vetor da base B. Mas isso univocamente define uma
transformacao linear 7.

De fato, a condi¢ao de universalidade do par (Vg,j) equivale ao fato que uma transformagao
linear 7 qualquer ¢é determinada pela atribuicao de seus valores com relagao aos elementos da base
B, e a transformacao g fazendo a atribuicao arbitraria nesse caso.

Teorema 2.2. Seja S um subespago de V' e seja o € L(V,W) satisfazendo S C ker(c). Entao,
como na figura 7, vemos que (V,7g : V — V/S) é um par universal. Logo

T, 0Tg =0

Além disso, ker(t,) = ker(0)/S e im(1,) = im(o).

s

Vv - V/S

W

Figura 7: Propriedade Universal para Quocientes

Demonstragcao. Nao temos escolha se nao definir 7, pela condi¢ao do mapa mediador 7, omg = 0o,
isto é,
T,(v+85) =o(v)

Essa fungao é bem definida se e somente se

v+S—u+S=r1,(v+95) -7,
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que ¢é equivalente as seguintes proposigoes:
v+S=u+S5= ov=ou
v—ueS=o0v—u)=0
relS=o0r=0
S C ker(o)
Logo, 7, : V/S — W é bem definido. Além disso,

im(7,) = {7, (v+ S)jv € V} = {ovjv € V} = im(0)

e
ker(7,) = {v + S|7o(v + S) = 0}
={v+ Slov =0}
={v+ S|v € ker(0)}
= ker(o)/S
A unicidade de 7, é evidente. [ |

Agora ja temos quase todas as pecas para demonstrar o teorema sobre a propriedade universal
de produtos tensoriais, s6 resta agora mostrar que de fato podemos tomar categorias quocientes
para nossa formulacao sem problemas de definicao.

2.5 Categorias Quocientes

Para podermos mostrar o teorema seguinte que facilitara o tratamento de diversos exemplos
nas proximas segoes, primeiro relembramos a definicao do que entenderemos por uma relagao no
produto cartesiano X x Y de conjuntos X,Y.

Definicao 2.9. Sejam X,Y € Set, entao diremos que um subconjunto R de X XY € uma relagao.
Além disso para denotar seus elementos (x,y) € R escreveremos xRy ou x ~g y.
Diremos ainda que uma relagao com as sequintes propriedades:

(a) (Simetria) Sempre temos xRx para qualquer x € X
(b) (Reflexividade) Sempre que tivermos xRy entdo temos ainda yRx

(¢) (Transitividade) Caso ocorra de xRy e yRz entdo necessariamente temos xRz.
¢ uma relagao de equivaléncia.
Podemos gerar novas categorias usando geradores e relacoes, da seguinte maneira:

Teorema 2.3. Para uma dada categoria C, seja R uma funcao que relaciona para cada par
de elementos A, B de C uma relagdo binaria Rap no hom-set home(A, B). Entao existe uma
categoria C/R e um funtor Q@ = Qg : C — C/R tal que

(1) Se fRapf emC, entao Qf =Qf';

(11) Se H : C — D € algum funtor de C para o qual fRa pf' implica que Hf = H f" para todo f
e ', entao existe um unico funtor H : C/R — D com H' o Qg = H.

Além disso, o funtor Qr € uma bijecao em objetos.
Para uma demonstracao e mais sobre esse tema de categorias quocientes, aplicacoes em outras

categorias e outros teoremas relacionados pode ser encontrado em [38].
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2.6 Construcao do Produto Tensorial: Livre de coordenadas
Agora podemos definir o que entenderemos por um produto tensorial de espagos vetoriais.

Definicao 2.10. Sejam U e V' espagos vetoriais sobre um campo F. Qualquer par universal
(Tt :U xV —T) é chamado de produto tensorial de U e V. O espago vetorial T é denotado
U®V e chamado em si de produto tensorial. O mapa t é chamado de mapa tensorial e os
elementos de U @ V' sao chamados de tensores.
E de costume usar o simbolo ® para denotar a imagem de qualquer par ordenado (u,v) sobre
a acao do mapa tensorial, isto €,
u®v=t(u,v)

para qualquer u e U ev € V.

Seja U x Vg um espaco vetorial sobre ' com base U x V. Seja .S o subespago de U x Vg gerado
pelos vetores da forma
r(u, w) + s(v,w) — (ru + sv,w) (14)

r(u,v) + s(u, w) — (u, v + sw) (15)

onde r,s € F e u,v e w estao nos espacos apropriados.
Consideramos agora o espago quociente

Os elementos de T' tem a forma
(u,v) + 8

Assim definimos o mapa tensorial ¢t : U x V — T da seguinte maneira
t(u,v) = (w,v) +S=u®wv
Este mapa é bilinear, ja que

t(au + bv,w) = (ru + sv,w) + S
[r(u,v) + s(v,w)] + S
[r(u, w) + S+ [s(v,w) + 5]

= rt(u,w) + st(v,w)

similarmente para a segunda coordenada.
Agora provamos que o par (U® V,t:U xV — U ® V) é o produto tensorial de U e V.

Teorema 2.4. Sejam U e V' espacos vetoriais. O par
UVit:UxV =>UV)

onde UV = UEVF, € o produto tensorial de U e V.

Demonstragao. Considere o seguinte diagrama 8. Aqui U x Vg é o espago vetorial sobre o campo
F com base U x V.
Como
o j(u,v) = m(u,v) = (u,v) + S =u®v = t(u,v)

temos
t=moy
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UxV U x Vg U V= 5
f ; v"/ To
w?

Figura 8: Produto Tensorial

A propriedade universal de espacos vetoriais mostrada no exemplo da secao 1 implica que existe
uma tnica transformacao linear o : U x Vg — W para a qual

coj=f
Observe que se f for bilinear entao teremos S C ker(o). Por exemplo:
o[r(u, w) + s(v,w) — (ru + sv,w) =
= O-[Tj(ua ’lU) + Sj(va U)) - j(?”u + sv, w)]
=roj(u,w) + soj(v,w) — oj(ru+ sv,w)

rf(u,w)+ sf(v,w) — f(ru+ sv,w)
=0

e similarmente para a segunda coordenada. Logo, o teorema 2.2 implica que existe uma tnica
transformacao linear 7, : U ® V' — W para qual

T, 0T =0
Entao
Y
T,0t=T,0moj=00j=f

Perceba que em diferentes diagramas devemos tomar W como imagem do funtor G :Set—Vect e

em outro diagrama pensamos nele como imagem do funtor quociente Qs :Vect—Vect /S.
Para mostrar unicidade, se 7, ot = f, entéo

Tol(u,v) + 5] = f(u,v) = T [(u,v) + 5]

e como as co-classes (u,v) 4+ S geram o quociente “X conclui-se que 7., = 7,.
Assim, 7, é o morfismo mediador e (U ® V,t) é par universal.
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3 Categorias Monoidais

3.1 Nocoes Preliminares

Agora que motivamos o estudo do produto tensorial podemos explorar profundamente a teoria
das categorias monoidais que nos dard a linguagem apropriada para a teoria quantica de cam-
pos topologica. Primeiro devemos definir o produto de funtores e em seguida discutir as suas
propriedades universais.

Definigao 3.1 (Produto de Funtores). Sejam F : A — C e G : B — D funtores sobre as diferentes
categorias A,B,C e D. O produto

FxG: AxB—=CxD

terd as sequintes propriedades:
(a) (F x G)(A,B):=(F(A),G(B)) €0b(C xD); VA€ AeVBeB
(b) (FxG)(f,g):=(F(f),G(g)) € Mor(C x D); Vf e Mor(A) e Vg € Mor(B)

Com essa definicao podemos agora definir a propriedade universal para funtores.

Defini¢ao 3.2 (Propriedade Universal:). Sejam os sequintes funtores definidos sobre A x B
0s funtores de projegdo:

Pl(A,B) :A e PQ(A,B) :B,

Pl(f7g):f e P2(f7g):g
Para (A,B) e Ax B e (f,g9) eMor(Ax B).

(a) Para todo trio composto de uma categoria C e funtores:
Gl:C—>A e GQZC—>B

serd dito um trio universal se existir um unico funtor: F : A — A X B, com a sequinte
propriedade:
G1:P10F (& GQZPQOF

C
Gl G2
F
A Ax B B
P1 P2
Figura 9
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(b) Seja D uma categoria, junto com funtores:
H:D—-Ae Hy:D—B
Se para qualquer categoria C e funtores
Gi:C—A e Go:C— B

existir um unico funtor F': C — D tal que o diagrama 10a seja comutativo

‘ \ / "

A -~  AxB__ . B

P Py

H1 2
(a) (b)
Figura 10

Entao existe isomorfismo ¢ : D — A X B, e

Plop=Hye Phop=H,

tornando o diagrama 10b comutativo.

Agora lembramos a defini¢ao de Monoide da teoria de grupos para podermos contextualizar a
proxima defini¢ao, da categoria monoidal.

Defini¢ao 3.3 (Monoide). Diremos que um par (M,x) com as sequintes propriedades € um mo-
noide:

(a) (xxy)*xz=2x*(yxz); para todo x,y,z € M

(b) existe um elemento 1 € M: xx1=1xx = x; para todo x € M.

3.2 Categoria Monoidal

Agora temos todas as ferramentas que precisamos em disposicao para definirmos as categorias
monoidais:

Definicao 3.4. Seja C uma categoria, junto das sequintes propriedades
1. Seja ® : C x C — C um funtor de forma que
®(X,)Y)=X®Y € 0bC) (16)
® (f,9) = f®@g € Mor(C) (17)

2. Existe um objeto ‘unitdario’ I € Ob(C).
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3. Para todos objetos X,Y,Z € Ob(C) temos a sequinte transformagao natural
axyz (XQY)®Z XY ®2)
que € um isomorfismo natural.
4. Para qualquer objeto X € Ob(C) temos a sequinte transformacao natural
Ax I X =X
que € um isomorfismo natural.
5. Para todo X € 0b(C) temos a transformagao
px e @1 — X
que também € isomorfismo natural.

Além dessas propriedades também precisaremos que estas transformacoes naturais obedecam a
comutatividade dos sequintes diagramas:

(a) Para todo X,Y,Z,W €0b(C), o diagrama da figura 11 é comutativo.

(X®Y 2 W
“XAY-Z,H' NZ;H

X® (Y fod] (Z ® ”v)j

. idy @ oy 7w
axy,z® idy X Y.z u

Xo (Yo Z)eo W > X (Y& Z)o W)

Cxyvezw

Figura 11: Equacao do Pentagono

(b) Para todo X,Y €0b(C), o diagrama da figura 12 é comutativo.

(X eV Xe (IaY)

QX T Y

Figura 12: Equagao do Triangulo
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Para melhor contextualizar os conceitos introduzidos avaliamos o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Seja C = Hilb a categoria dos espacos de Hilbert, isto é, espagos vetoriais com
produto interno sobre o corpo dos complexos e completo na métrica d(x,y) = ||z — y|| para
quaisquer elementos z,y € C' € Hilb. Aqui os Morfismos serdao mapas lineares limitados, isto
¢, dado f : X — Y deve existir d € R, tal que ||f(x)|| < d||z|| para todo z € X, e X,Y €
Hilb. A composicao aqui é a composi¢ao de mapas, e assim naturalmente associativa. O mapa
identidade ¢ 1dx para qualquer X € Hilb. Nesta categoria tomamos o objeto “unitario” como
I = C € Ob(Hilb). O funtor tensorial sera o produto tensorial usual para espagos vetoriais
®(H,K)=H ® K. Aqui podemos tomar o mapa ag gy : (HR K)® M — H® (K ® M) como
a identidade ja que o produto tensorial para espacgos vetoriais é associativo. Os mapas “unitarios”
serao definidos da seguinte forma:

)\HC®H—>H, )\H<Z®h):Zh

e 0 mapa

pp: H®C — H; py(h®z)=hz

paratodo z € Ce h € H. Perceba que aqui devemos introduzir relagoes de equivaléncia ~; tal que
h® 2z~ u®w caso hz = uw para todo h,u € H € Hilbe z,w € C, e ~5 tal que 2@ h ~y w @ u
sempre que zh = wu para todo h,u € H € Hilb e z,w € C, entao consideramos o quociente
Hilb/(~1~2) := (Hilb/ ~1)/ ~3 que pelo teorema 2.3 ¢ ainda uma categoria que com o0s mesmos
mapas definidos anteriormente é uma categoria monoidal.

Agora podemos usar essa categoria junto de sua regra de composicao e produto tensorial para
construir alguns morfismos complicados. Suponhamos os seguintes processos: Para H = C2, a

H H\

H— € H
® ®/@
H H

Figura 13: Fonte [10]

acao de V poderia ser, por exemplo,
V00 >= |01 >,

00 > +]11 >

V2

Podemos usar esse formalismo de redes tensoriais para descrever varios processos “atomicos” com-
pondo diagramas com linhas em serie e em paralelo, e.g.. O ponto marcado aqui demarca o
cruzamento de duas linhas no diagrama. Ainda nao definimos o que esse processo significa; Este
serd o topico das proximas subsecoes na qual discutiremos categorias trangadas, mas antes prova-
remos ainda alguns teoremas sobre as categorias monoidais.

VIl >=

Teorema 3.1. Seja C um categoria monoidal. As sequintes identidades valerdo:
(1) idx ®idy = idxgy, para todo XY € Ob(C)

(2) (9g@g)o(fRf)=1(90f)® (¢ of), para todos os morfismos f : X =Y, g:Y — Z,
X' =Y, ¢:Y — Z" emC, sempre que as composigoes fizerem sentido.
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<

Figura 14: Redes tensoriais de processos atomicos. Fonte - [10]

Demonstracao. Demonstramos cada item separadamente:
1. Pela defini¢ao do funtor ® : C x C — C
RX,Y)=X®Y
®(f,9)=f®yg
entdo tomando [ = idx, g = idy e como (idx,idy) = id(x,y) temos o seguinte
idxy ®idy = ®(idx,idy) = ®id(xy) = idg(x,y) = idxgy.
2. Para um funtor F': C — D de C a uma outra categoria D temos

F(fog)=F(f)oF(g),

assim seja F'=® : C x C — C e fixando

®((9.9) o (f, ) =®(g.g) e (f, f) =(g®@g) o (f&[) (18)
mas como ((g,9") o (f, f')) = (g f,¢ o J') temos
®(gofigof)=(gof)@ (g of) (19)

comparando (18) e (19) temos o resultado desejado.

Teorema 3.2. Seja (C,I,®,a, A, p) um categoria monoidal. Entao para morfismos f,g: X — X’
em C temos: f =g se e somente seid; ® [ =id; ® g ou f ®id; = g ®1d;.

Demonstragao. Utilizando a naturalidade dos mapas A e p obtemos a seguinte relagao

fO/\X:)\X/O(id])(X)f

fopx =pxo(f®id)
e o mesmo para ¢ : X — X'. Desta forma obtemos as seguintes relacoes

f:AX/O(Zd[®f)O)\)_(1, f:pX/O(f®Zd[)Op)_(1

g=Axo(idr®g)ory; g=pxo(g®idr)opy
Com essas relagoes podemos provar a segunda implicacao, sendo a primeira trivial. |
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Teorema 3.3. Seja (C,I,®, a, A, p) uma categoria monoidal. Entao para todoY € Ob(C) teremos
a sequinte identidade id; @ Ay = A\jgy -

Demonstracao. Usando a naturalidade de A para um morfismo f : X — Y, temos a relacao
fodx =Avo(id;® f). Assim tomando f = Ay : QY — Y,

Ay o (id; ® Ay) = Ay 0 A\jgy
assim temos o resultado apoés aplicar )\{,1 no lado esquerdo da equagao anterior

idr ® Aoy = Aigy

Agora podemos provar um dos teoremas classicos para a teoria de categorias monoidais:

Teorema 3.4. Seja (C,1,®,a,\, p) uma categoria monoidal. Neste caso sempre teremos a se-
guinte identidade: \j = py.

Demonstragao. Para realizarmos esta demonstracao precisaremos demonstrar a seguinte relacao:
_ : -1
Axey = (Ax @idy)oopy y (20)

Para mostrar tal relacao consideramos o diagrama da figura 15. Sob cuidadosa avaliagao pode-se

orrx @ tdy

(e e X)® Y > (e (eX)eY
%{)@ idy (idr ® /\X)(X)/zdy
I® X)®Y
Yo rxy (2) J/ arxy (3)
I® (X®Y) Y1 xy
N2 2\ 2
Pr® 7’/ w Ax ® idy)
(I®I) X@Y Wdr® Aygy I®X®Y)
@)

«
I,I,X@N /’Ld{ ® arxy

I® (I® (X®Y))
Figura 15

observar que os diagramas (1) e (4) seguem da equacao do triangulo 12. Além disso observa-se
que os diagramas (2) e (3) seguem da naturalidade do morfismo «. Por fim a comutatividade
do diagrama do pentdgono junto da comutagdo dos diagramas (1),(2),(3) e (4) implicam na
comutagao do diagrama (5). Assim com a comutatividade do diagrama (5) obtemos a seguinte
relacao

id[ ® ()\X & Zd[) = (Zd[ ® )\X®y) o (Zd[ ® Oq’X’y>
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e sabemos que podemos isolar o termo id; do lado esquerdo da equacao por conta do lema 3.1,
entao temos

id; ® (Ax ®idy) =id; ® (Axgy © 01 xy)

Dessa relacao podemos ver claramente que Ax ® idy = Axgy © a7 xy portanto invertendo o
morfismo natural « obtemos a relacao desejada

)\X®y = ()\X ® Zdy) o aI_;(,Y
Usando o diagrama (4) para X =Y = I e o lema 3.3 obtemos a seguinte relagao:
pPrI © id[ = (Zd[ ® )\]) odrrI = (()\] ® Zd[) o al_,},l) ocarrr = )\] &® id]

Assim usando o lema 3.2 devemos ter a igualdade dos mapas na equacao anterior, portanto temos
o resultado p; = ;. [ |

Antes de partirmos partirmos para definicdo de funtores monoidais e categorias monoidais
estritas podemos ainda fazer mais um exemplo relevante sobre as categorias monoidais.

Exemplo 2. Seja S,,, uma unido disjunta de m circulos R/Z e n intervalos [0,1]. Um ema-
ranhamento ¢ um mergulho suave f : S,,, — R? x [0,1] tal que mapas de fronteira mapeiam a
fronteira e mapas de interior mapeiam ao interior. Usaremos ainda o termo emaranhamento para
a imagem de f.

Sejam z,y, z coordenadas cartesianas em R? x [0, 1]. Qualquer emaranhamento tem entradas
(pontos da imagem de f com z = 0) e saidas (pontos da imagem de f com z = 1). Para inteiros
p,q > 0, seja TM um conjunto de todos os emaranhamentos tendo p entradas e ¢ saidas, todos
com coordenadas y zerando. Seja T, , um conjunto de classes de isotopia (caminhos continuos
de homeomorfismos conectando os emaranhamentos de p entradas e ¢ saidas) de elementos de
T ».q; entao, durante uma isotopia, as entradas e saidas poderao se mover (preservando a condigao
= 0), mas nao podem se encontrar. Podemos entdo definir um mapa de composi¢do canonica
1,4 x T, — T,,, induzido pela concatenacao de emaranhamentos. De fato, se s € T, , e t € T,,,
podemos escolher representativos s € Tp,q,f e T, or tal que as entradas de t coincidem com as
saidas de §, concatenamo-os, e com uma reparametriza¢ao apropriada, e re-escalando z — z/2.

O emaranhamento obtido representara a desejada composicao ts. Podemos agora definir uma

73

(a) Emaranhamento poligonal.  Fonte: (b) Emaranhamento com quatro pontos de
[32]. entrada e cinco de saida. Fonte: [9]

categoria monoidal 7 chamada categoria de emaranhamentos. Os objetos dessa categoria sao
inteiros nao negativos, e os morfismos sao definidos como Homy(p,q) = 1,4, com a composi¢ao
acima. O elemento identidade ¢ dado por id, € T, representados por p intervalos verticais e sem
circulos (em particular, se p = 0, o morfismo identidade id, é o emaranhamento vazio).
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O (x),F(¥),F(2)

(F(X)® F(Y))® F(2) F(X)® (F(Y)® F(2))

JX,Y®/idF(Z) idp(x) ® Jy .z

F(X® Y)o F(Z) F(X)o F(Y ® 2)

XYeZz
XQVY,Z

F(X®Y)® Z) I FX® (Y® Z)

F(axy.z)

Figura 17: Axioma de estrutura monoidal

Agora definimos a estrutura monoidal sobre a categoria 7. O produto tensorial é definido
como m®n = m + n. O produto de morfismos sera induzido pela uniao de emaranhamentos.
Dessa forma se t1 € Tpyq € b2 € Tpyq,, Pegamos representantes t1 € Tprq € ta € Ty de forma
que qualquer ponto de t; esta a esquerda de qualquer ponto de t, (i.e., tem coordenada x menor).
Entdo t; ® t, é representado por um emaranhamento ¢; U £,.

Com essas definicoes vemos que o produto tensorial t; ® t5 é bem definido e o isomorfismo
associativo simplesmente representa a associatividade das unioes das classes de isotopia que sao
separadas espacialmente na coordenada x. Além disso os mapas unitarios sao identidades do
emaranhamento de intervalos verticais com emaranhamentos genéricos (ndo necessariamente nessa
ordem) simplesmente eliminando os intervalos verticais ficando apenas com os emaranhamentos
arbitrarios.

3.3 Funtores Monoidais e seus morfismos

Como ja explicado, a nocao de categoria monoidal é a categorificacao da nocao de monoide.
Agora podemos definir a categorificagao dos morfismos entre monoides, isto é, os funtores monoi-
dais.

Definigao 3.5. Sejam (C,®,I,a, A, p) e (C', &', I', o/, N, p') duas categorias monoidais. Um funtor
monoidal de C a C' serd um par (F,J, @), onde F : C — C' é um funtor, e

Jxy : F(X)@ F(Y) = F(X®Y) (21)

¢ um isomorfismo natural, tal que F(I) é isomorfo a I' e o diagrama deverd ser comutativo para
todo X,Y,Z € C. Diremos ainda que um funtor monoidal F' serd uma equivaléncia de categorias
monoidais se for uma equivaléncia de categorias ordindrias. Além disso os diagramas das figuras
18 e 19 também deverao ser comutativos para todo X € C: Além disso, se os morfismos ¢ e J
forem isomorfismos diremos que F € funtor monoidal forte.

A partir de agora consideraremos F(I) = I' e ¢ = idy, assim como identificaremos I @ X e
X ® I com X e assumiremos A\x = px = idx. Estas suposi¢oes farao parte da definicao para
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Nex)

I'e F(X) —_— F(X)
0® ’ zdF<X) F()‘X) 1
F()e F(X) — F(I® X)
Jrx
Figura 18
/)IF(X)
F(X)o'l S F(X)
idF<X)®/Lp F(Px)q
F(X)®' F(I) —_— FI® X)
JIx.1
Figura 19

categorias estritas, mas veremos com o teorema de Mac Lane que estas sao sempre monoidalmente
equivalentes a suas correspondentes categorias monoidais nao estritas.

Os funtores monoidais entre categorias monoidais formam em si uma categoria. Nesta categoria
os objetos seriam os funtores monoidais e os morfismos serao as seguintes transformagoes naturais.

Defini¢ao 3.6. Sejam (C,®,1) e (C', &', I') duas categorias monoidais, e digamos que (F,J, )
e (G, K,v) sao dois funtores monoidais de C a C'. Um morfismo (ou transformacgdao natural) de
funtores monoidais n : (F, J, @) = (G, K,v) é uma transformac¢ao natural n : F — G tal que n; é
um isomorfismo, e o diagrama comuta para todo X,Y € C.

,]X#y
F(X)® F(Y) F(X®Y)
nx® ny Txey
Kxy
G(X)e G(Y) G(X®Y)
Figura 20
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3.4 Teoremas de Mac Lane e categorias estritas

Como ja haviamos decido simplificar a teoria considerando os mapas de associatividade e
unitarios como identidades, agora definimos a categoria com essas propriedades.

Definicao 3.7. Uma categoria monoidal C € dita estrita quando para todos os objetos X,Y,Z
em C valem as igualdades (X @Y) R Z =X (Y ®Z) e X1 =1® X = X, e 0s mapas de
assoctatividade e unitdrios sao identidades.

Teorema 3.5. Qualquer categoria monoidal € equivalente a uma categoria monoidal estrita.

Agora podemos mostrar o teorema de coeréncia, que basicamente nos mostrara que isomor-
fismos entre produtos tensoriais de uma sequencia ordenadas de objetos Xji, ..., X,,, onde estes
objetos sao em geral distintos em C.

Para n = 3, o isomorfismo de associatividade da uma identificacao canonica de dois possiveis
parenteses, (X; ® X3) ® X3 e X1 ® (X2 ® X3). Um argumento combinatorial mostra que pode-
se identificar quaisquer dois parenteses de produtos Xj,..., X,, n > 3, usando uma cadeia de
isomorfismos de associatividade. Entretanto para n > 4 podem existir duas cadeias diferentes de
isomorfismos de associatividade conectando dois produtos com parenteses, e a priori nao sabemos
se estes provem a mesma identificacao.

Teorema 3.6 (Coeréncia). Seja Xi,..., X, € C. Sejam Py, P, quaisquer dois produtos com
parenteses de Xy, ..., X, (nesta ordem) com inser¢oes arbitrarias do objeto unitdrio I. Sejam
f,g: PL — P dois isomorfismos, obtidos por composicoes de isomorfismos associativos e unitd-
ri0s € seus inversos possivelmente tensorialmente multiplicados por morfismos identidade. Entao

/=g

Para as demonstragoes dos teoremas de Mac Lane fazemos referencia a literatura utilizada [35]

e [18].

3.5 Categorias monoidais Rigidas e Pareamentos

Definigao 3.8 (Pareamento). Um pareamento entre objetos X, Y de uma categoria monoidal C é
um morfismo X ® Y — I em C. Um pareamento w : X Y — I € nao degenerado se existe um
morfismo Q1: 1 —-Y ® X em C tal que

tal que um morfismo Q € chamado de inverso de w e € determinado por w unicamente.

De fato, se € : I — Y ® X é outro morfismo com as mesmas propriedades, entao

Q/ = idY®XQ/ = (Zdy &® de>Q/ = (Zdy X (w X de)(ZdX X Q))QI
= (idy ® w ®idx) (Y @ Q) = ((idy @ w) (Y @ idy) @ idx)Q (23)
= (idy ® idx)Q = idygx = Q.

Note a seguinte propriedade dos pareamentos nao degenerados w : X ® Y — [I: para qualquer
Z,T € Ob(C), o mapa

Home(Z)Y @ T) = Home(X ® Z,T), a— (w® idp)(idx ® «) (24)

¢ uma bijecao. O mapa inverso carrega qualquer 8 € Home(X ® Z,T) para o morfismo (idy ®
B)(2® idz), onde Q & o inverso de w. Similarmente, o mapa

Home(Z,T® X) = Home(Z®Y,T), a— (idr @ w)(o ® idy) (25)
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é uma bijegao cujo inverso carrega qualquer 5 € Home(Z ® Y, T) para ( ® idx)(idz @ ).
Funtores monoidais transformam pareamentos nao degenerados para pareamentos nao dege-
nerados da seguinte forma.

Teorema 3.7. Se F' : C — D é um funtor monoidal forte entre categorias monoidais C,D e
w:X®Y — I ¢ um pareamento nao degenerado em C, entdo o pareamento

W= ' F(w)Jxy : F(X)@ F(Y) = I
com inverso nao degenerado

QF = ILXF(Q)p: 1 = F(Y)® F(X),
onde Q): 1 =Y ®X € o inverso de w.
Demonstracao. Usando a definicao de funtor monoidal, obtemos

(idpyy ® wh Q" ® idp(y))

(ZdF & 90_1F(W)JX Y)(JYXF<Q)(10 ® Zdl’*’(Y )
(idpyy ® o F(w)(idpyy ® Jxy) (Jy x ®idpy)) (F(Q)¢ @ idpgy))
(ZdF(Y) Dy F( ) YX®YJY®X y(F(Q)p ® ZdF(Y))

( y)® @ )JY}F(ZdY &® w)F(Q ® idy)J[}y((,O ® idF(y))
F((’Ldy ®w)(2®idy)).

Pelas suposicoes sobre w e €, a ultima expressao nos da F(idy) = idpyy. A formula
(w" ® idpx)) (idpx) @ Q) = idpx)
é provada similarmente. [ |
Agora podemos discutir a dualidade nas categoria monoidais e introduzir categorias rigidas.

Definigao 3.9 (Categorias Rigidas). Um objeto dual esquerdo de um objeto X de uma categoria
monoidal C é um par (Y X, wx), onde VX é um objeto deC ewx : VX®X — I é um pareamento nao
degenerado. O pareamento wx € chamado de avaliagao esquerda e sua inversa Qx : I - X®VX a
co-avaliagao esquerda. O dual esquerdo de um objeto X, se existir, € inico exceto por isomorfismos
inicos preservando o pareamento de avaliagao. Mais precisamente, se (Y,e:Y @ X — I) € outro
dual esquerdo de X, entao

(e®@idvx)(idy @ Qx): Y — VX

€ o unico isomorfismo a1 Y — VX tal que e = wx(a ® idx).

Uma dualidade esquerda em wma categoria monoidal € uma familia {(YX,wx)}xecobe) onde,
para todo X € Ob(C), o par (YX,wx) € um dual esquerdo de X. Uma categoria rigida esquerda é
uma categoria monoidal admitindo uma dualidade esquerda. Uma categoria rigida esquerda com
uma dualidade esquerda distinguida € uma categoria rigida dotada de uma dualidade esquerda.

Similarmente, um dual direito de X € Ob(X) é um par (XV,0x) onde XV € Ob(C) e @
X ®@XY — I € um pareamento nao degenerado. O pareamento &Ox € chamada de avaliacao direita
com inversa Qx : I — XY ® X a co-avaliacdo direita. Um dual direita de um objeto de C, se
existir, € unico exceto por isomorfismos preservando o pareamento de avaliacao.

Uma dualidade direita de wma categoria monoidal C € uma familia {(XV,@x)}xeobc) onde,
para todo X € Ob(C), o par (XY, 0x) € um dual direito de X. Uma categoria € rigida direita se
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€ uma categoria monoidal admitindo uma dualidade de direita. Uma categoria rigida direita com
uma dualidade direita distinguida € uma categoria rigida direita com uma dualidade direita.

Uma categoria rigida é uma categoria monotidal que € tanto rigida de esquerda como rigida
direita, isto €, admite dualidade esquerda e dualidade direita. Uma categoria rigida com uma
dualidade distinguida é uma categoria rigida dotada de uma dualidade esquerda e direita.

Uma dualidade esquerda em uma categoria rigida esquerda C determina um funtor
VF:C™ = (C®,@? 1) = C

que carrega cada X € Ob(C) = Ob(C™") para ¥ X e carrega cada morfismo f : X — Y em C (que
é um morfismo Y — X em C™") para o dual esquerda

Vf = ((.Uy & ide)(idvy & f & ide)(idvy X Qx) VY 5 VX,

O funtor Y F' ¢ um funtor monoidal forte com os vinculos Yo =Q;: I =+ VIeVJxy : X Q@'Y —
V(Y ® X)) definida por

\/J)(’y = (CL)X & idV(Y®X))(idvy R wy & idX®V(Y®X)>(ide®vy X QY@X)

O funtor VF ¢é chamado de funtor dual esquerdo associado com uma dualidade esquerda dada.
A unicidade dos duais esquerdos de objetos implica que funtores duais esquerdos associados com
diferentes dualidades esquerdas sao monoidalmente isomorfos de uma forma candnica.

Uma dualidade direita em uma categoria rigida direita C determina um funtor F : C" — C
carregando cada objeto X de C para X" e cada morfismo f : X — Y em C para cada dual direito

f\/ = (idxv ®<:)y)(ldxv & f & ’idyv)(QX & Zdyv) YV — XV

O funtor ¥ é monoidal forte, com vinculos ¥ = Q; : [ = [V e Jyy : X/ @YV — (Y @ X)¥
definido por

J_)\gy = (id(y@)x)v X @y)(’id(y@)()v R wx ® idyv)(QY®X X idXv®yv).

O funtor FV é chamado funtor dual direito associado com a dada dualidade direita. Os funto-
res duais direitos associados com diferentes dualidades sdo monoidalmente isomorfos de maneira
canonica.

Definigao 3.10 (Categorias Pivotais). Uma categoria pivotal é uma categoria rigida com uma
dualidade distinguida tal que os funtores duais de direita e esquerda induzidos:

FUX) = (wx)" ®@idvpeo)(idpex)y @ Qeex) : FYX) = VF(X)

F'(X) = (idpxoy @ (@x)7) Qe @ idpeen) : F(XY) = F(X)

coincidem com os funtores monoidais. Em outras palavras, uma categoria pivotal € uma categoria
monoidal C dotada de uma dualidade pivotal, isto €, uma familia de trios

{(X*, wx,@0x)} xcobe)
onde

e X* é um objeto de C chamado dual de X,

e Wy : X*®X — I éum pareamento nao degenerado em C,
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e Wx : X ®X* — [ € pareamento nao degenerado em C,

tal que o funtor dual de esquerda associado com a dualidade de esquerda {(X*,wx)}xcowc) € 0
funtor dual de direita associado com a dualidade de direita {(X*,@x)}xcowpe) coincidem com os
funtores monoidais. Os pareamentos wyx e Wx sao chamados avaliagdo de esquerda e de direita,
respectivamente. Deixamos 0y : I — X ® X* e Qyx : I = X*® X denotarem o0s pareamentos
wmversos. FEstes morfismos sao chamados de co-avalia¢ao de esquerda e co-avaliacao de direita,

respectivamente.

A igualdade dos funtores duais de direita e esquerda significa que:
(i) Para qualquer morfismo f: X — Y em C,
f* = (wy ®idx+)(idy~ ®@ f Q@idx+)(idy~ ® Qx)
= (idx+ ® @y)(idx+ @ f @ idy+)(Qx Qidy-) : Y — X*;

(i) o* =Q =Q: I — I*;

(iii) Paratodo X,Y € Ob(C), temos a seguinte igualdade de morfismos de X*®Y* para (Y ® X )*:

Jxy = (Wx ®idyex))(idx- @ wy ®idxgyex))(idxgy: @ Qygx)
= (idyex)y @ Oy)(idyeoxyey @by ®idy-)(Qyex @ idx-gy+).

3.6 Calculo Grafico

Nessa subsegao, essencialmente delineamos parcialmente o calculo grafico ja exposto nas refe-
rencias [9],[32] e [57].

No caso de Categorias

Dada uma categoria C, a identidade ¢dx de um objeto X de C, um morfismo f: X — Y em C,
e a composi¢ao de morfismos pode ser representada graficamente da seguinte maneira: Chamamos

| 2
| ¥ g
idx= | = f e af= |v
X
| x f
| x

Figura 21: Fonte: [57]

X,Y, Z de cores dos correspondentes diagramas e chamamos f, g de cores das caixas.
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f®g= f 9

Figura 22: Fonte: [57]

Figura 23: Fonte: [77]

No caso de categorias monoidais

Suponha que C é uma categoria monoidal. O produto monoidal de dois morfismos f: X — Y
eg:U — V em C érepresentado por justaposi¢ao: Também podemos usar caixas para morfismos
entre produtos tensoriais. Por exemplo, seja f: X ®Y - A® B®C com X,Y, A, B,C € Ob(C)
pode ser representado das diversas maneiras: Como discutiremos principalmente categorias mo-
noidais estritas, esquecemos os parenteses aqui. Convencionaremos ainda que o objeto unitario
nao é representado por nenhum segmento, apenas deixamos as caixas no lugar. Por exemplo, mor-
fismos: I = I,8:1— X,7: X — I com X € Ob(C) podem ser representados por diagramas
Por considerarmos particularmente categorias monoidais, ignoramos os morfismos unitarios.

|X

N o N e I

| x

Figura 24: Fonte: [57]

Podemos puxar caixas para cima e para baixo usando o lema 3.1. Por exemplo considere
f: X =Y eg:U — V quaisquer morfismos em uma categoria monoidal estrita C. Entao a
equagao abaixo é representada pela troca de caixas 25

f®g="(idy ®g)(f ®idy) = (f @idy)(idx ® g).

Considere também o pareamento nao degenerado w : X ® Y — [ em C com inversa 2. As

Y |4 Y V Y Vv
= =
X U X U X U

Figura 25: Trocando caixas de posicao, [57]
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Figura 26: Fonte: [57]

equagoes de inversao para os pareamentos ficam representadas por

Exemplo 3. (Categorias Trangadas). Seja C uma categoria tensorial estrita. Denotaremos o
o isomorfismo natural que para todo par de objetos X,Y € Ob(C)

oxy : X®Y =Y ®X (27)
tal que o quadrado

XYy

XY — Y X
f®g‘ ‘g®f (28)
X oV XY yvex!

comuta para todo morfismo f, g.
O isomorfismo natural ¢ satisfarda a comutacao dos seguintes diagramas:

X\ YRZ IXQY,Z
,

XoYeZzZ X% veozeX XoYeZ 2% 70XV
oxy ® idz‘ lidy ®ox,z; dx @ O'Y,Zl lUX,Z ® 1dy
YoX®Z Wexer voxez XQZQY %Y v o 70y

(29)
para todos os objetos X, Y, Z da categoria.
Definigao 3.11 (Categoria Trancada). Seja (C,®, ) uma categoria monoidal estrita.
(a) Uma tranga em C é um isomorfismo natural satisfazendo os diagramas 29.
(b) Uma categoria monoidal trancada (C,®,1,0) € uma categoria monoidal com wma tranga.

Perceba que se o é uma tranca em C, entdo a inversa o' também o é. A comutatividade dos
diagramas 29 ¢é equivalente as relacoes:

OXyeZ = (Zdy X UX,Z)<UX,Y X Zdz) (30)

oxeyw = (0x,7z ® idy)(idx ® 0y,z). (31)

Diretamente da definicao da tranga vemos que atuando sobre o objeto unitario ela se torna o
morfismo identidade o7 x = ox 1 = idx.
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Teorema 3.8 (Equagao de Yang-Baxter). Sejam X,Y,Z objetos em uma categoria monoidal
trancada. Entao a tranca o obedece a relacao:

(oyz ®idx)(idy @ ox z)(oxy ®idz) = (idz @ oxy)(0x,z ® idy)(idx @ oy 7). (32)

Esta relagao tmplica que a transformacao natural ox x € uma solugao da equagao de Yang-Baxter
para qualquer objeto X de uma categoria trancada. Para um sistema qudntico unidimensional isto
significaria que a solugcao da equagao resulta em um sistema integrdvel.

Demonstracao. Basta escrevermos o diagrama de naturalidade da trancga

XYz Z92% 79XQY
oxy ® idzl lidz Roxy (33)
OY®RX,Z

YRX®ZI —— ZY ®X.

entao obtemos
oyexz(0xy ®idz) = (idz @ oxy)oxsy.z (34)

dai usando a equagao 31 obtemos o resultado desejado. [ |

Este resultado pode ser visualizado pelo calculo grafico da seguinte maneira:

U /.V w U. JW

N
J

WfVU W.IZ/U

Figura 27: Visualizacao da equagao de Yang-Baxter, |9]

Um caso especial da categoria monoidal trancada é a categoria monoidal simétrica.

Definigao 3.12 (Categoria Monoidal Simétrica). Uma categoria monoidal trancada serd dita
simétrica se sua tranca tiver a propriedade:

Oyx 00xy = idxgy (35)

para todo objeto X,Y da categoria. Dizemos, nesse caso, que o € uma tranca simétrica para a
categoria.
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3.7 Categorias Ribbon

Vamos agora usar o calculo grafico de forma a representar objetos e morfismos de categorias
monoidais estritas com estruturas duais. Seja C uma categoria monoidal estrita. Representaremos
um morfismo f: X — Y em C por uma caixa e duas flechas orientadas.

Y
(36)

X

Representaremos a dualidade os objetos e morfismos da seguinte maneira. Os morfismos wy :

N /
N /

X Y X Y
oxXy Oxy

Figura 28: Tranga ox y e sua inversa,|32]

/ \

O o= > =

N /
XY XY XY XY

Figura 29: Invertendo ox.y, |32]

Y

| | v
’f :‘f‘:’f‘
| [ [ x

%
Figura 30: Um morfismo f: VX — VY [32]

VX®X —TeQ:1— X ®VX representaremos como que obedecem as relacoes
(ZdX & wX)(QX & de) = z'dXe(wX X idvx>(ide & Qx) = ide. (37)

que sao representadas na figura 32. Além disso definiremos o dual esquerdo Vf : VY — VX de um
morfismo f: X — Y em C

vf = (wy & ide)<idvy ® f & ide)(idvy ® QX) (38)

que sera representado da seguinte maneira (fig 33).
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UX /—\X
Ox wx

Figura 31: Morfismos 2x e wx

Figura 32: Relagoes 37

Teorema 3.9. Seja C uma categoria monoidal com uma dualidade esquerda.

(a) Se f : X = W eg:Y — X sao morfismos em C, entao temos V(f og) = YgoVf, e
Vidyx = idvx para qualquer objeto X.

(b) Para qualquer familia X, Y, W de objetos C, temos uma familia de bijecoes naturais

Hom(X ® Y, W) ~ Hom(X,W @ VY)

Hom("X @ Y,W) ~ Hom(Y, X @ W).
(¢) Para qualquer par X,Y de objetos de C, V(X ®Y) e VY ® VX sao objetos isomorfos.

Para uma demonstracdo usando calculo grafico fazemos referencia a literatura em [32].
No caso de uma categoria com dualidade esquerda e direita acontece de

(XY)~ X ~ (YX)Y (39)

para qualquer objeto X. Para uma demonstragao desse fato sugerimos a literatura [31].

f

AN

Figura 33: Transposta ¥ f
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Teorema 3.10. Seja C uma categoria monoidal estrita. Suponha que € trancada e tem uma
dualidade esquerda. Seja X e Y objetos da categoria. A sequinte maneira de expressar a tranga
ovxy para um objeto dual VX em termos da tranca oxy

ovxy = (wX X idy®vX)(’ide X O-)_(,IY (%9 ide)(idv(gy X Qx) (40)

/
N SN\

OvXy Xy

/

Figura 34: ovyy e sua inversa

O resultado do teorema implica a relagao grafica da figura 35 cuja a demonstragao grafica é

bastante clara.
Agora ja podemos ir adiante e definir o conceito de torcao e da categoria ribbon:

Definicao 3.13. Seja (C,®,1,0xy,wx) uma categoria monoidal estrita e tran¢ada com uma
dualidade esquerda.

(a) Uma torgao (twist) é uma familia 0x : X — X de isomorfismos naturais indiciados pelos
objetos X de C tal que
Oxey = (Ox @0y )oy xoxy (41)

Oox = () (42)
para todo objeto XY de C.

(b) Uma categoria ribbon é uma categoria monoidal estrita trang¢ada com uma dualidade esquerda
e com uma tor¢ao.

Teorema 3.11. (a) Dados objetos Ve W de C tem-se

Ovew = owyvovw (B @ O0w) = owyv(Ow @ Oy)ovw. (43)

/ tx

X Y Y

Figura 35: Igualdade do teorema
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vew | - 5

VoW Vv w

Figura 36: Relagao 41, [32]

=]
<

ou

Figura 37: Visualizac¢ao da torgao [9]

(b) Também temos 0; = id;

Dessa forma deveriamos ver # realmente como uma tor¢ao de 2w, entdo ao invés de linhas
deveriamos representar fitas (ribbons) como na figura 37. Agora ja podemos introduzir uma
estrutura de dualidade direita para a categoria ribbon que surge naturalmente da sua estrutura
esquerda, nos levando a concluir que a categoria ribbon é bi-dual. Usando a tranca e a torcao,
definimos morfismos w : X @ VX — I e Qy : I — VX ® X para qualquer objeto X da categoria
de ribbons C

w’X :wXO'X’vx(QX ®ldvx) (44)

QIX = (idVX & 9X>UX,VXQX (45)
Teorema 3.12. Com as suposi¢oes anteriores, temos

Assim todo objeto da categoria ribbon possui, além de uma estrutura de dualidade esquerda,
também uma estrutura de dualidade direita e portanto YX = XV. Dessa forma obtemos como
coroléario o resultado que a categoria ribbon é bi-dual, isto é,

WX~ X~ XV (48)

isso pois, como ja discutido, temos a propriedade V(XV) ~ X ~ (YX)Y que junto do teorema 3.12
implica no resultado 48.
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4 Teorias Quanticas de Campos Topolbgicas

4.1 Definicao das teorias topologicas de campos

Consideremos novamente a formula fundamental da teoria quéantica de campos:

Als,=A2

< A2|U‘A1 >= /
Als, =4

D Aexp (z’S[A]) (49)

Agora ja temos a linguagem matematica para entender esta equacao. Ela nos diz que uma teoria
quantica de campos ¢ um funtor monoidal simétrico Z : nCob,,, — Vect. E possivel que
uma teoria seja independente da métrica, e portanto definimos uma teoria quantica de campos
topoldgicas (TQCT) como um funtor monoidal simétrico:

Z : nCob — Vect. (50)

Uma TQCT é entao uma representacao de nCob em termos de espagos vetoriais de mapas lineares.
Em particular, podemos considerar uma variedade? n dimensional fechada M como um cobordismo
M : () — (), que sobre TQCT vai para um mapa Z(M) : C — C, que simplesmente é uma funcao
complexa. Isto é, as TQCT nos dao invariantes topologicos - que sao simplesmente as fungoes de
particao das teorias quanticas de campos.

Esta nao ¢ a defini¢do original de Atiyah [39], que evita o uso de cobordismos e trabalha
diretamente com as variedades.

4.1.1 Definicao de Atiyah

Atiyah [39] definiu uma teoria quantica de campos d—dimensional (TQCT) Z, consistindo do
seguinte:

(a) Um espaco vetorial Z(X) associada para cada variedade ¥ fechadas (d — 1) -dimensionais.

(b) Um vetor Z(M) € Z(0OM) associadas para cada variedade orientada d—dimensional M com
fronteira OM .

(¢) Z é funtorial com relagao a difeomorfismos preservando orientacao de ¥ e M.

(d) Z é involutorio, i.e. Z(X*) = Z(X)* onde ¥* é ¥ com orientagao oposta e Z(X)* é o espago
dual a Z().

(e) Z & multiplicativo.
(f) Z(0) = C, onde () é visto como uma variedade d — 1 dimensional fechada.
(g) Z(0) =1, onde 0 é interpretada como uma variedade d dimensional.

Estes axiomas devem ser entendidos da seguinte maneira. O axioma da funtoralidade (c) significa
que um difeomorfismo preservando orientagao f : ¥ — ¥’ induz um isomorfismo Z(f) : Z(¥) —
Z(X)eque Z(gf) = Z(g)Z(f) para g : ¥ — ¥". Além disso se f estende para um difeomorfismo
preservador de orientagdo M — M’, com OM = X, 0M’ =¥’ entdo Z(f) leva um elemento Z(M)
para Z(M'). O axioma de involutériedade (d) estd bem claro, mas também serve para mostrar

2Para uma exposicio completa sobre variedades suaves veja o capitulo 5 da referencia [17]
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Figura 38: Fonte [9]

que podemos considerar TQCTSs cujo alvo é alguma categoria monoidal rigida simétrica, ja que é a
tnica estrutura usada aqui. O axioma da multiplicatividade (e) afirma que, para unides disjuntas,

Z(S1(J%2) = Z(21) @ Z(%). (51)

Além disso se OM; = 3 |35, 0My = X X5 e M = M, U23 M, é uma variedade obtida colando
a variedade em comum X3: Entao requirimos:

Z(M) =< Z(My), Z(My) > (52)
onde <, > denota um pareamento natural do mapa de dualidade,
Z(S) ® Z(53)" @ Z(53) ® Z(5y) L2504 705) @ Z(S). (53)

Este ¢ um poderoso axioma que nos permite calcular Z (M) de varias maneiras diferentes cortando
a variedade M com variedades Xs.

4.1.2 Propriedades formais das TQCTs

nCob é uma categoria rigida, monoidal e simétrica para todas as dimensoes n. O produto
tensorial de duas variedades de dimensao (n—1) £, e 3, é sua unido disjunta 3; LIY,. O elemento
unitario é a variedade vazia na dimensdo (n — 1) . A simetria og, 5, : X1 U Xy — Yo U3
é o cobordismo homeomorfico a (X1 LI ¥3) X I junto de mapas injetivos que trocam ¥; e ¥y. O
elemento dual ¥ é definido como ¥ com a orientacao invertida. Os pareamentos Qy, : ) — XLIMN* e
wy : 2*UY — () podem ser representados da seguinte maneira para variedades n -dimensionais: e as

> ))

) )

Figura 39: Fonte [9]

relacoes dos pareamentos sdo representadas colando cilindros E claro que esses mapas de dualidade
sao bem definidos para toda dimensao n; as representacoes acima sao somente esquematicas.

nCob é também é uma categoria Hermitiana. A transposta hermitiana de um cobordismo
M : ¥, — ¥, é simplesmente o cobordismo MT : X5 — ¥ obtido ao se reverter a orientacao
em M (e portanto também em sua fronteira M ). Esta operagao pode ser vista como a inversao
temporal.
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Figura 40: Fonte [9]

Acgao do grupo de mapeamento

Dado um difeomorfismo f : ¥; = Y5, podemos construir um cobordismo canénico My : ¥y —
>y pela construcao do cilindro:

s oM< 1 s, (54)

temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1. Dois difeomorfismos 3¢ %) Yo induz a mesma classe de cobordismo M : ¥ — Yo

se e somente se forem homotopicos.

Demonstrag¢ao. Supondo que temos dois difeomorfismos homotopicos 3q % Y. Seja F' uma

homotopia, i.e. F' é um mapa do cilindro ¥; x I para ¥; que iguala f em um lado e com f’ do
outro. Isto simplesmente nos da uma equivaléncia entre os cobordismos My e My [ |

Para uma variedade fechada ¥, o seu grupo de mapeamento I'(X) é definida como o grupo de
classes de isotopia de difeomorfismos ¥ = X. Este resultado nos mostra que a correspondéncia
[f] = M;, considerado o mapa I'(X) — Homy,cob(X, X), bem definido e injetivo. Assim vemos
que uma TQCT Z : nCob — Vect nos da uma representacao do grupo de mapeamento para
cada (n — 1)—variedade 3.

Interpretacao fisica das TQCTs

O fato de um funtor Z (i.e. Z(M'M) = Z(M")Z(M) e Z(¥ x I) = id) significa que a passagem
de tempo correspondente a um cobordismo M, seguida pela passagem de tempo correspondente ao
cobordismo M’, tem o mesmo efeito que a passagem de tempo do cobordismo M’'M. Além disso
a passagem de tempo que nao tem alteracao na topologia nao tem efeito no estado do universo -
TQCTs nao tem graus de liberdade locais.

O fato de Z ser monoidal significa que o espago de estados correspondendo a dois sistemas
que nao interagem ¢ dado pelo produto tensorial dos espagos de estados associados a cada sistema
individual, uma regra conhecida da mecanica quantica.

O fato de Z ser simétrico esta relacionado com a estatistica das particulas em questao. Significa
que se trocarmos dois estados ¢ e ¥, entao no espago vetorial isso corresponde a troca ¢ ® ) —
1 ® . Em outras palavras, estamos lidando com bésons. Podemos utilizar férmions ao permitir
numeros de grassmann em espagos vetoriais. Matematicamente, isso significa que quando passamos
da categoria de espacgos vetoriais V' para a categoria grVect consistindo dos espacos gradeados
V =@, Vi, onde o gradeamento tem grau fermionico. O mapa simétrico, ao invés de p®1) — PR,
serd dado por

pRY = (1" ® ¢, (55)
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onde deg(y) = p e deg(¢) = ¢q. Isto é, uma TQCT fermionica ¢ um funtor monoidal simétrica
Z : nCob — grVect. No caso de estatisticas como a dos anyons, precisamos considerar uma
versao mergulhada de nCob como TubeCob (que podemos definir posteriormente), que nao é
mais simétrica porem ainda trancada. Nesse caso considerariamos uma TQCT como um funtor
monoidal trangado Z : TubeCob — Vect, onde o numero ¢ ¢ o parametro anyonico que nos da
a forma que a tranga atua em Vect,:

pRY = MY (56)

O fato de Z ser unitario significa que o operador de evolugao correspondendo a reversao temporal
deve ser o conjugado T do operador de evolucdo temporal correspondendo ao processo original.
O que nao significa que o operador de evolucao temporal é unitario. Em categorias Hermitianas,
podemos definir morfismos f :  — y unitérios se fTf = id, e ffT = id,. Em Hilb, esta ¢
a definicao normal dos mapas unitarios. Em nCob, é claro que cobordismos que sao cilindros
sobre uma variedade espacial ¥ sera unitario. Para dimensoes n < 3 esses sao todos de fato
cobordismos unitéarios, mas incrivelmente, existem cobordismos unitarios sem a forma de cilindros
para dimensoes n > 4. Uma TQCT unitaria entao mapeia morfismos unitario em nCob para
operadores em Hilb - de outra forma, se nao houver mudancas topoldgicas, entao a evolucao
temporal é unitaria. Em geral, entretanto, a evolucao temporal ¢ dada por um operador nao
unitario.

4.2 Geradores da categoria 2Cob

No caso da categoria dos cobordismos bidimensionais 2Cob, relacionadas as TQCTs bidimen-
sionais, temos um conjunto simples de cobordismos fundamentais importantes que podem gerar
toda a categoria:

Teorema 4.2. A categoria monoidal 2Cob ¢é gerada pelas composicoes (colagens em série) e
unioes disjuntas dos sequintes seis cobordismos:

a &) - (@ D e
Figura 41: Geradores de 2Cob, [3(]

Duas demonstragoes dessa proposi¢ao podem ser encontradas em [36].
Agora podemos dar ainda mais um teorema para a classificacao de superficies bidimensionais
que facilitara o nosso entendimento de suas topologias.

4.2.1 Genus e caracteristica de Euler para superficies

O genus de uma superficie compacta, conectada, e orientada é intuitivamente o numero de
buracos. Assim uma esfera tem genus 0, e o torus tem genus 1. Um dos problemas, entretanto,
com o genus é que nao é capaz de detectar qualquer coisa sobre a fronteira da superficie, se houver.
Portanto, visando algum invariante geométrico para classificar as superficies nos voltamos para a
caracteristica de Euler.
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Uma maneira de definir a carateristica de Euler é em termos de triangulagoes: Se V, L, F
forem os nameros de vértices, lados e faces de uma triangulagao de uma superficie M entao a
caracteristica de Euler é

xXM)=V —-L+F

Dessa forma a caracteristica de Euler de um disco é 1, e a de uma esfera é 2. A relagdo entre a
caracteristica de Euler e o genus g de uma superficie é

X(M)+k=2-2g

onde k£ é o nimero de componentes de fronteira.

A caracteristica de Euler tem ainda uma propriedade de corte: se M = A|J B entdo x(M) =
X(A) + x(B) — x(A( B). Isto ¢ conveniente se M for um cobordismo bidimensional. Entao
decompondo M = MyM; corresponde a corta-lo em circulos S*, e temos x(S*) = 0, entdo ficamos
com

X(M) = x(My) + x(M).
O resultado classico para a classificacao de superficies sem fronteira é (cf. Hirsch [30], teorema

9.3.5.):

Teorema 4.3. Duas superficies conectadas, compactas, orientadas e sem fronteira sao difeomor-
ficas se e somente se tiverem o mesmo genus (ou de outra forma a mesma caracteristica de Euler).

Se uma superficie compacta e orientada tiver fronteira entao podemos classificar essas super-
ficies adicionando um requisito de igualdade das fronteiras observando-se suas orientagoes:

Teorema 4.4. Duas superficies conectadas, compactas, orientadas e com fronteiras sao difeomor-
ficas se e somente se tiverem o mesmo genus e o mesmo numero de fronteiras para dentro e para
fora.

Aqui definimos fronteiras para dentro e para fora dependendo da dire¢do da ‘“normal” defi-
nida pela regra da mao direita aplicada sobre a orientacao da fronteira, se essa “normal” estiver
apontando para “dentro” da superficie diremos que a fronteira esti para dentro, caso contrario a
fronteira estd para fora®.

4.2.2 ‘Forma normal’ de uma superficie conectada

E conveniente introduzir a forma normal das superficies conectadas com m fronteiras para
dentro, n fronteiras para fora e genus g. Nada mais ¢ do que a decomposicao de uma superficie
em um conjunto de cobordismos elementares. A forma normal tem trés partes: A primeira parte
é¢ um cobordismo m — 1; A segunda parte é o cobordismo 1—1; e a terceira parte é 1—n.

Um exemplo dessa descri¢ao pode ser visualizado com o diagrama da figura 42, para um caso
comm=29,g=4en=4.

4.2.3 Relagoes

Com o calculo grafico e todas as relagdes entre morfismos desenvolvidas na segdo anterior
podemos entender as seguintes relagoes das figuras 43-48 (cf. [30]).

Novamente citamos a referencia [30] para uma demonstragdo da suficiéncia dessas relagoes
na geracao dos elementos da categoria 2Cob e sua relacao com a classificacao das superficies
bidimensionais.

Para mais referencias nos topicos discutidos nessa e na proxima subsec¢ao podemos ainda indicar
[1], 2], e [3]-

3Para uma discussdo completa da orientagdo de variedades com fronteira pode-se referir a literatura em [16] e

[49]
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Figura 42: Forma Normal, [30]

S G
R - -5

Figura 43: Relagbes dos cobordismos identidade; Fonte [30]

R N R

Figura 44: Tampando buracos; Fonte [30]

SRR

Figura 45: Associatividade; Fonte [30]

SR I R

Figura 46: Comutatividade; Fonte [30)]
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Figura 47: A Relagao de Frobenius; Fonte [30]

Figura 48: Equagao de Yang-Baxter para a categoria 2Cob, similar aos famosos movimentos de
Reidemeister, veja [30]
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5 Algebras de Frobenius

Agora vamos definir a categoria das algebras de Frobenius que como mostraremos sera a
descricao mais geral das teorias topologicas de campos bidimensionais.

5.1 Algebras e modulos
Uma K—algebra é um K—espacgo vetorial A junto de dois mapas K—lineares
AR A— A, n:K— A

(chamados de multiplicagao e mapa unitario) tais que os seguintes diagramas comutam:

ARAR®A

W “M
A AR A

A®

n®id 4 id4 ®n
—b- 4—

k@A A®A AR A ARk

K

A A
Figura 49: Fonte [30]

Definigao 5.1 (A—modulos de direita). Um A—mddulos de direita € um espago vetorial M junto
de um mapa K—linear (chamado de a¢ao direita de A em M)

a MA—-M

que satisfaz a comutagao dos sequintes diagramas

De maneira similar também podemos definir os A—modulos de esquerda. Definiremos ainda o
dual de um modulo da seguinte forma: Suponha que M seja um A—modulo de direita. Entao o
espago vetorial dual M* := Hom(M,K) tem uma estrutura de A—modulo de esquerda dada por

AR M* — M~
a®@N—al =z~ (x.a)].
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MAA —2U | yeA Mo A Y2 ek

idy @u o o

M®A - M M

Figura 50: Fonte [30]

Similarmente, se M for um A—modulo de esquerda, entao M* se torna um A—modulo de direita
pela regra x(A.a) = (a.x)A (com A € M* a € A,x € M). Isto nos tras o seguinte resultado sobre
mapas duais sobre A—modulos de direita: Sejam M e N A—moddulos de direita, e seja o : M — N
um A—homomorfismo de direita ((x.a)¢ = (z¢).a). Entdo o mapa dual

o N* = M*
A — pA
¢ um A—homomorfismo de esquerda ((z¢)(a.A) = (z.a)pA). Aqui ainda poderemos definir uma

noc¢ao de pareamentos os quais serao associativos: Um pareamento § : M ® N — K é dito
associativo se o seguinte diagrama comutar: Em outras palavras, o pareamento z ® y — (z|y) é

M@AQ®N
/e
M &N M®N

N

Figura 51: Fonte [30]
associativo quando

(zaly) = (z]ay) para todo xz € M,a € A,y € N.

Além disso os duais de produtos tensoriais terao a seguinte propriedade: Seja N um A—mobdulo
de direita, e M um espaco vetorial. Entao o mapa

N*@M*— (M®N)*
Y@ [Ty = (zp)(y)]
é A—linear de esquerda.
Definicao 5.2 (Algebra de Frobenius). Uma dlgebra de Frobenius é uma K—dlgebra A de dimen-

sao finita, munida de um funcional linear € : A — K cujo nullspace (Null(e) := {x € Alze =0})
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nao contém nenhum ideal de esquerda nao trivial. O funcional ¢ € A* € chamado forma de
Frobenius.

A condi¢ao imposta sobre o Null(e) é equivalente a nao ter nenhum ideal principal de esquerda
em Null(e). Podemos escrever isso da forma

(Ay)e=0=y =0.

Esta definigao é bastante conveniente pois a condigao imposta sobre Null(¢) é equivalente a termos
o pareamento associativo (|) nao degenerado (cf. [30] Lema 2.2.4). Dessa forma poderiamos ter
definido a algebra de Frobenius como uma K—algebra A de dimensao finita e tendo um pareamento
associativo nao degenerado.

Definicao 5.3 (Algebra de Frobenius Simétrica). Diremos que uma Algebra de Frobenius é simé-
trica se seu pareamento associativo (|) for simétrico (i.e. {alb) = (bla) para todo a,b € A).

Outra estrutura que sera ainda importante definirmos é a nocao das co-dlgebras nos dando o
ultimo morfismo elementar para a categoria 2Cob que serd 6 : A - A® A. Entao definimos uma
co-algebra da seguinte maneira:

Definigao 5.4 (Co-algebra). Uma co-dlgebra sobre K é um espago vetorial A munido de dois
mapas K—lineares

0: A= AR A, e: A=K

tais que os diagramas da figura 52 comutam.

AQRAR®A

Ve
NA

Ph a0 Aa AQ A

idy ®e
— >

k®@ A ARk

A A

Figura 52: Co-algebras |30]

Com os mapas definidos para as algebras de Frobenius e Co-algebras temos todos os morfismos
necessarios para entender os cobordismos fundamentais da categoria 2Cob discutidos na subsecao
anterior.
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5.2 A categoria das Algebras de Frobenius

Um homomorfismo de algebras de Frobenius ¢ : (A4,¢) — (A’,¢’) entre algebras de Frobenius é
um homomorfismo de algebras e ao mesmo tempo um homomorfismo de co-algebras. Em particu-
lar, preserva a forma de Frobenius, no sentido de que € = pe’. Denotaremos FAx a categoria das
algebras de Frobenius sobre K e homomorfismos de élgebras de Frobenius, e denotaremos cFAg
a subcategoria completa com todas as algebras de Frobenius comutativas. Esta equivaléncia pode
ser resumida na figura 53. Dessa forma temos o seguinte resultado

2Cob — Vecty
1— A
n—— A"

L 0 [idg : A —> A]
X0 s [0 : A2 = A7),
O +—[n:k—> A]

&r—)[u:AZ%A]
O [e: A = K]

T [5: A— A2,

Figura 53: Identificacdo dos morfismos de 2Cob com mapas de cFA [3(]

Teorema 5.1. Ezxiste uma equivaléncia candnica entre as categorias
2TQCTyk ~ cFAk.

onde 2TQCTy € a categoria dos funtores Z das TQCTs.
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6 Computacao Quantica

Nesta e em proximas segoes discutiremos algumas aplicagoes fisicas de todas as teorias e ferra-
mentas matemaéaticas discutidas nas secoes anteriores. Para tanto revisaremos os resultados e temas
discutidos na referencia [58], em particular seu capitulo 2 referente ao modelo do circuito quantico;
capitulo 4 sobre categorias de fusao de fitas; capitulo 5 sobre TQFTs em (2-+1)-dimensoes; capi-
tulo 6 sobre a teoria algébrica dos anyons e FQHE; e finalmente capitulo 7 sobre computadores
quéanticos topologicos.

6.1 Modelo do Circuito Quéantico

Aqui introduzimos o modelo do circuito quantico mostrando sua universalidade e utilidade na
simulagao de sistemas da fisica quéantica.

A informatica é o estudo do armazenamento, processamento e comunicacao de informacao.
O tratamento matematico da informagao comega com linhas de bits {0,1}* = |J,~,Z5. Aqui
consideraremos apenas linhas de bits finitas, ou seja, vetores no espago vetorial Z7.

Um dos principais conceitos na informatica é a nocao de complexidade, uma medida da difi-
culdade de recursos dependentes. Classes de complexidade computacional sao definidas relativas
& recursos como o tempo, espago e acuracia. Assim como linhas de codigo » € Z% codificam
informagao, também familias de mapas Boolianos de linhas de c6digo para linhas de codigo

n>0

f@) ={ful) - Z3 — Z5'}
codificam problemas computacionais. A teoria da computabilidade seleciona classes de problemas

que sao algoritmicamente computaveis. O processamento de informacao pode ser pensado da
seguinte maneira:

e A entrada inicial x é codificada em algum sistema fisico.
e A evolugao do sistema fisico processa x.
e O resultado computacional f(x) é lido através de uma medida do sistema.

O sistema usado para o processamento dos dados iniciais x pode ser classico ou quantico, deter-
minando se o processamento é classico ou teoria de informacao quantica. Como antes dito, o poder
computacional da teoria quantica de campos presumivelmente é o mesmo da mecanica quantica.
Além disso, o problema de compatibilidade nao é preocupante pois computadores quanticos e
computadores classicos resolvem a mesma classe de problemas. Somente estamos interessados em
maquinas que possam processar informacao mais eficientemente.

Pergunta-se como calcular de forma quantica? Por simplicidade, seja dado um mapa [ : Zj —
Z7 que precisamos calcular. Escolhemos um sistema quantico com espaco de Hilbert (C?)®" =
C[Z3]. Para cada entrada x € Z%, representamos x como um estado base |z) € (C?)®". Entao
idealmente gostarfamos de aplicar uma matriz unitaria U, em (C?)®" para que U, |z) = |f(z)).

Entretanto ndo sabemos quais U, seriam eficientes em mandar |z) para |f(z)) ou até mesmo
simplesmente passar perto de |f(z)) explicitamente (problema do algoritmo quéntico), e se U,
existe, como implementar U, no laboratério (problema de engenharia). Para alguns poucos pro-
blemas como fatoragao, temos algoritmos cléssicos eficientes que nos dao circuitos quanticos para
Us,.

A unidade de informagao é o bit e o recurso de informacdo é modelado por uma variavel
aleatoria X. Consideraremos apenas variaveis aleatérias discretas. Uma variavel aleatoria X é
uma funcao definida em um espaco de eventos S: todas os possiveis resultados. Associamos a
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|z)

Figura 54: Processamento Quantico [58]

variavel aleatoria X : S — {x1,...,x,} a distribuigdo de probabilidade p(X). A fungao p(X) leva
os valores de X para os reais nao negativos. O valor p(X = z;) = p; é a probabilidade que a
variavel aleatoria X assuma o valor z;. Note que Y ., p; =1, p; > 0.

Definicao 6.1. O contetido informacional de uma varidvel aleatoria X com distribui¢ao de pro-
babilidade p(X = x;) = p; € I(X) = —>""" | pilogyp;.

Se toda mensagem for codificada por alguma linha de cédigo em Z7, e toda linha de n bits sao
igualmente possiveis, de outra forma, a distribui¢ao de probabilidade é a funcao constante 27" em
Z%, entao quando recebemos uma entrada z, o ganho de informagao I(p) = — > " ;2 "log,2™" = n
bits. Por outra lado, se ja sabemos que a mensagem serd 11...1 € Z7, a quantidade de informacao
recebida ao recebemos a mensagem de fato fica p(11...1) = 1 e todos os outros valores sendo zero,
resulta em I(p) = — > 1" pilogyp;, de fato I(p) = 0. Dessa forma informac¢do mede uma certa

incerteza ou ignorancia sobre o sistema.

6.2 Framework Quantico

A teoria quantica nos da um conjunto de regras para associarmos varidveis aleatorias a estados
e observaveis de um sistema quéntico. Dessa forma sistemas quéanticos sao recursos naturalmente
informacionais. De acordo com os axiomas da mecanica quantica podemos inferir o seguinte:

1. Espago de estados: O espago de estados H é um espago de Hilbert. Qualquer classe de
vetores A |v) , A € (C — 0) nao nulo representa um estado fisico.

Computacao quantica faz uso de espacos de Hilbert de dimensao finita C™, cujos estados
correspondem a CP™ !, Dessa forma a informacao ¢ armazenada em vetores de estado,
mais precisamente, em pontos de CP™ 1.

2. Fwvolugao: Se um sistema quantico é governado por uma Hamiltoniana H, entao seu vetor
de estado [¢) evolui de acordo com a equagao de Schrédinger ih% = H |¢). Quando o

espaco de estados é de dimensao finita, a solugao é e~ wtH |1ho) para algum estado inicial |t)).

Lt H

2 2~ ey 2 , ~ el s e
Ja que H é Hermitiana, e”»""" é uma transformacao unitaria.

Na computagao quéntica, aplicaremos transformacgoes unitarias aos vetores de estado [1))
para processar as informagoes codificadas em [¢). Dessa forma o processamento de infor-
magao na computagao quantica é multiplicacao por matrizes unitarias.

93



3. Medi¢ao: Uma medicao de um sistema é dada por um operador Hermitiano M. Se seus
autovalores forem par a par diferentes dizemos que M é completo. Para operadores completos
podemos escrever qualquer que seja o vetor de estado |¢)) = ). a; |e;) em termos da base de
auto-vetores |e;) do operador M, e ainda a probabilidade do estado colapsar no estado |e;)
ap6s a medigao € |a;|*.

Uma medigao interrompe a evolugao unitaria deterministica e resulta em uma variavel ale-
atoria X : {e;} — {\;} com fungdo de probabilidade p(X = \;) = |a;]?, mostrando assim a
razao da natureza probabilistica da computagao quantica.

4. Sistemas Compostos: Se dois espacos de Hilbert H; e H, forem juntos, entao o espago do
sistema conjunto é H; ® Ho. Estes espagos possuem estados emaranhados.

6.3 Qubits
Enquanto bits sao modelados em botoes ligado-desligado, qubits modelam sistemas quanticos
de dois niveis. Os estados de um bit sao Zy = {0, 1}, e os estados de um qubit podem ser

representados por C? = C[Z,]. Essa relacio C? = C[Z,] estende a n—qubits (C?)®", resultando
no grupo algébrico C[Z4] de Z3. Dessa forma linhas de bits sao vetores de base para qubits.

Uma nogao abstrata de um qubit pode evoluir com o modelo teérico de um sistema quantico
de dois niveis. Na formulacao de espacos de Hilbert da teoria quantica, um qubit é definido como:
Um espaco de Hilbert = C? representando estados de qubits, evolucao de estados por matrizes
U(2), medigoes por 2 x 2 operadores Hermitianos, e a interpretagao probabilistica de medigdes.

Matematicamente, um estado de qubit ¢ dado por um vetor nao nulo [¢)) € C?. J& que a
classe {\[¢)}, A # 0 representa o mesmo estado, um estado de qubit é uma classe de equivaléncia
de vetores, i.e., um ponto na esfera de Riemann CP!. A esfera de Riemann representando todos
os estados de qubits é chamada esfera de Bloch. Dessa forma estados de qubits estao em uma
correspondéncia 1-1 com pontos na esfera de Bloch.

Uma medicao M de um qubit é dado por uma matriz Hermitiana 2 x 2. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que os autovalores estao entre +1. Se ambos autovalores forem
iguais, entao M = +1d, e portanto a medicao nao faz nada. Se M for completa entao é equivalente
a uma das formas v-o = zo, +yo,+ 20, onde v = (z,y,2) € S? e 0 = (04, 04,0,), onde 0,,0,, 0,
sao as matrizes de Pauli:

e IR ) IR (5 B

Se envidassemos um qubit, um ser quantico receberia uma quantidade infinita de informagao.
Entretanto seres classicos somente podem receber um bit de informacgao. O resultado deve ser
uma variavel aleatéria com apenas duas possiveis formas. Dessa forma a quantidade infinita de
informacgao contida em um qubit nao é acessivel por criaturas classicas. Nesse sentido um estado
de qubit contem ao mesmo tempo mais do que e menos do que um bit.

Teorema 6.1. Dado um estado de qubit desconhecido |1)), na média somente ﬁ bits de infor-
mag¢ao podem ser obtidos por uma unica medi¢ao completa.

Demonstragiao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada tanto em [14| como em [55].

A situacao é diferente para um estado de qubit conhecido. Se um estado de qubit é conhecido,
entao este pode ser preparado repetidamente e medido de maneiras diferentes. Entao dado um
estado de qubit e um nimero 0 < a < 1, entao podemos obter « bits de informacao ao escolher
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uma medigao apropriada. Em geral, dado um qubit |¢) € C™ m > 3, a média de informagao que

serd obtida ao se fazer uma tnica medi¢do ¢ 5 > 4., 1/k. Se m for suficientemente grande, a
1=y

média de informagao é aproximadamente log,m — —
n2 7

onde v = 0.57722... é¢ a constante de Euler.

6.4 n-qubits e problemas de computacao

Um estado n—qubit ¢ uma classe de vetores nao nulos, par a par multiplos, em (C?)®". Os
elementos da base de (C?)®" estdo em correspondéncia um para um com linhas de n—bits em
Z3y. Essa linha de codigo base é chamada de base computacional, e pode ser visualizada como
os vértices de um cubo n—dimensional. Essa conexao nos permite incluir a computacao cléssica
na computagao quantica: o processamento classico de informacao usa apenas os vetores base dos
qubits.

Um problema computacional é um mapa Booliano f : {0,1}* — {0,1}*, onde {0,1}* =
U,.>0 Z%, apresentada na forma de Garey-Johnson. Um problema de decisdo é simplesmente um
problema de computacao entre {0,1}.

e Problema: Primalidade
e Exemplo: Um inteiro N > 0.
e Pergunta: N é primo?
Como um mapa Booliano, primalidade é a fun¢ao

f(x) 0 se x ¢ a expansao binaria de um nimero composto,
x) = i e ., .
1 se r é a expansao binaria de um nimero primo.

Um algoritmo classico eficiente para a determinacao de primos foi descoberto recentemente.

e Problema: Fatoracao
e Exemplo: um inteiro N > 0.

e Pergunta: Qual é o maior fator primo de N7

Nenhum algoritmo classico ¢ eficiente em fatoracao. Entretanto uma descoberta animadora na
computagao quantica é o algoritmo de fatoragao de Shor.

6.4.1 Conjunto universal de portas légicas

Um conjunto de portas logicas S é um conjunto de operacoes elementares que aplicaremos
continuamente para completar o problema computacional. Cada aplicagao de um portao é consi-
derada um passo, entao o niimero de aplicagoes de cada portao em um algoritmo representa tempo
consumido, e ¢ uma medida de complexidade. Um conjunto de portas logicas deve ser fisicamente
realizavel e complicado o suficiente para realizar qualquer computacao dado tempo suficiente. Ma-
tematicamente é impossivel dizer quando um conjunto de portas logicas é fisico ja que no fim das
contas a resposta vem da realizacao fisica. Considerando essa restricao fisica, requer-se que todas
as entradas das matrizes de portas logicas sejam numeros algébricos quando definimos classes de
complexidade dependendo do conjunto de portas logicas. Em geral, um conjunto de portas S é
uma colegao qualquer de matrizes unitarias em J -, U(2"). Nossa escolha sera

S ={H,oF/* CNOT}
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onde

1
H=— bl é a matriz Hadamard,
V2 \1 —1
+1/4 L 0
o= etmn chamadas de portas 7/8,
1 000
0100 . .
CNOT = 00 0 1 na base de dois qubits{|00), |01),]10),[11)}.
0010

E chamado de “controlled-NOT” porque o primeiro qubit é bit de controle, de forma que quando
o estado é |0), nada acontece com o segundo qubit, mas quando esta em |1), o portdao NOT é
aplicado ao segundo qubit.

Definicao 6.2.

1. Um circuito qudantico de n—qubit sobre um conjunto de portas S é chamado de mapa Uy :
(C%)®™ — (C*)®™ composto com um numero finito de matrizes da forma Id, ® g ® Id, onde
g €S8 eq,p podem ser 0.

2. Um conjunto de portas logicas € dito universal se a colecao de todos os circuitos de n—qubits
formam um subconjunto denso de SU(2™) para qualquer n.

O conjunto de portas logicas S = {H, oY ' CN OT} sera chamado de conjunto padrao de
portas.

Teorema 6.2.

1. O conjunto de portas padrao é universal
2. Toda matriz em U(2") pode ser aprozimada de forma eficiente, a menos de alguma fase, por
um circuito com S.

A prova de (1) é o design do circuito quantico: A implementacao de portas combinado com o
conhecimento de subgrupos finitos de SU(2). A (2) segue da (1) pelo algoritmo de Kitaev-Solovay.
Uma demonstragao mais detalhada pode ser encontrada em [58].

6.5 Modelo do Circuito Quantico

Definigao 6.3. Seja S um conjunto de portas padrao. Um problema f : {0,1}* — {0, 1}* (representado
por fn : 2§ — Z;”(")) ¢ soluvel eficientemente por um computador quantico (BQP) se existirem
polinomios a(n), g(n) : N — N satisfazendo n+a(n) = m(n)+g(n) e ezxiste um algoritmo cldssico

de tempo poly(n) para dar o mapa 6(n) : N — {0, 1}* descrevendo um circuito quantico U,y sobre

S de tamanho O(poly(n)) tal que:

U5(n) ]x,O“(”)> = Za[ |I>
1

Z la;> > 3/4,  onde z € 73"
|D=|f(z)z)
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Os qubits a(n) sao auxiliares para trabalhar o problema, para que inicializemos a entrada
|z) pondo a(n) zeros a sua direita e identificando a linha de bits resultante como vetor base em
(C?)®(+a(m) - Os qubits g(n) sdo irrelevantes. O algoritmo classico pega como entrada o tamanho
n e retornando a descri¢ao de um circuito quantico Us(,y. Para um dado |z), a probabilidade que
os primeiros m(n) bits resultantes sejam iguais a f,(x) é > 3/4.

A classe de problemas quénticos computaveis é independente da escolha de conjunto de portas
logicas desde que o conjunto seja computavel eficientemente. A margem 3/4 pode ser substituida
por qualquer constante entre 1/2 e 1. Nessa definicao de BQP, o circuito quantico Us,) ¢ uniforme
em todas as entradas |z) de tamanho n. No algoritmo de Shor, o circuito quantico para um n fixo
depende da entrada |x), mas existe um algoritmo classico eficiente para converter o algoritmo de
Shor para a nossa formulagao de BQP [35].

6.6 Simulando a Fisica Quantica

O modelo do circuito quantico é um sistema quéantico abstrato imbuido de localidade explici-
tamente. A decomposicao tensorial nos permite escolher somente transformacgoes unitarias locais
para a evolugao do sistema.

Hamiltonianas quéanticas realisticas também possuem a propriedade de localidade, entao é
natural que QCM simulem Hamiltonianas locais. Uma Hamiltoniana H é k—local se para algum
inteiro k se H = Zle H; tal que cada H; atua nao trivialmente em no maximo £ subsistemas, e
L é uma constante.

Definicao 6.4. Uma Hamiltoniana estd contente quando [H;, H;| = 0 para qualquer i,j. Do
contrdrio € frustrada.

e Problema: Simulacao Quéantica

e Fixe um £ > 2, uma Hamiltoniana k— local H = )., H; em um sistema de n—qubit, um
estado inicial [¢), um tempo de evolugao ¢, e uma margem de erro § > 0.

e Pergunta: encontre o estado |¢(t)) tal que
| (@) e " [go) P > 1=

Teorema 6.3. Existe um algoritmo qudntico de tempo de execugdo poly(1/0) para resolver o
problema da simulag¢ao qudntica.

Esse teorema foi conjecturado por Feynman e provado por S. Lloyd [37].
O algoritmo é baseado na formula de Trotter. Sejam A, B operadores Hermitianos. Entao

para qualquer tempo t,
lim (G%AG%B)TL — HA+B)
n—oo

Para ilustrar, considere a Hamiltoniana contente H = Zle H;. Entao

_itrr —itp _itp,

it
el = e~ Wt 7H2  —FHL

para todo t. Se escolhermos um 6t > 0 tal que | (] e~ H ) |2 > 1 — & para algum n ~
poly(1/8) e ndt ~ t, entdo com {e~#Hi} como conjunto de portas, uma simulacio eficiente
obvia.

Para o caso frustrado, selecionamos 0t e um método de aproximagao com a acurécia prescrita.

Usando
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CIOHA+B) _ i0tA istB | 0(5t%) ou
CIOHA+B) _ JBEALB BEA 0(5t%)

©tH phor um circuito de qubits sobre {e~®*1i} e iteramos j passos, até

entao implementamos e~
jot ~ t.

Entretanto no caso frustrado, nao sera sempre possivel garantir que os termos de maior ordem
na decomposicao de Baker-Campbell-Hausdorff serao dominados pelos termos de menor ordem e
portanto o erro na formula de Trotter para essa situacao pode ser arbitrariamente grande depen-

dendo dos comutadores das Hamiltonianas como demonstrado em [15].

Teorema 6.4 (Erro de Trotter com escala de comutadores). Seja H = 25:1 H., um operador
consistindo de I' termos, e seja t > 0. Seja S(t) == [[,_, H5:1 elvwn e ) Definimos Gieomm =
251,...,7p+1:1 [[Hrpsrs o [Hoyy Hyy o ]l|, onde || - || € a norma espectral. Entdo o erro aditivo A(t) e
o erro multiplicativo M(t), definidos respectivamente como, S(t) = e + A(t) e S(t) = (I +
M(t)), podem ser limitados assimptoticamente por

JA@], [[ME)]] = OGegmm e =1 111, (58)
Além disso, se as H., forem anti-Hermitianas, correspondendo a Hamiltonianas fisicas, teremos
A MO = O(Gcommt™ ). (59)

TQCTs tem Hamiltonianas constantes H, que podem ser normalizadas para H = 0, entao o
algoritmo de simulagao de Lloyd nao se aplica. Mas simulagoes eficazes de TQCTs existem. En-
quanto TQCTs nao tem nenhuma evolugao continua exceto por uma fase abeliana geral, tornando
seus estados fundamentais perfeitos para o armazenamento de memoria, eles nao tem nenhuma
evolucao discreta.

Teorema 6.5. Fizamos uma TQCT(V,Z). Dado uma superficie orientada X, com fronteira
possivelmente indiciada, e um elemento b nos geradores padroes da classe de mapeamentos M(X),
existe um circuito qudantico para simular, a menos de uma fase, a matriz representativa p(b) de b
em V' dados poly(|b|) passos, onde |b| € o tamanho de b nos geradores padroes.

Uma boa ilustracdo desse teorema faz uso do grupo de trangas detalhado em [23].
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7 Categorias de Fusao de Fitas

Neste parte introduzimos as categorias de fusao de fitas. Adicionando uma condigdo de nao
degenerescéncia para a tranca, sao chamadas de categorias tensoriais modulares. Categorias ten-
soriais modulares unitarias sao o modelo algébrico dos anyons e das TQCTs unitarias.

7.1 Regras de fusao e categorias de fusao

A teoria de grupos é uma abstragao de simetria, que é fundamental para a matemaética e fi-
sica. Grupos finitos podem ser usados na classificacao de cristais. Categorias de fusao podem ser
entendidas como a generalizacao quantica de grupos finitos. Os grupos finitos mais simples sao
Abelianos. Seguindo essa logica, podemos dizer que as categorias de fusao de fitas sao generaliza-
¢oes quanticas de grupos finitos Abelianos.

Definicao 7.1.

1. Um congunto de indices L € um conjunto finito com um elemento distinto 1 e uma involu¢ao
“: L — L tal que 1 = 1. Elementos de L chamaremos de indices, 1 € chamado de indice
trivial, as vezes escrito como 0, e” é chamado de dualidade.

2. Uma regra de fusio em um conjunto de indices L € uma operacdo bindria ® : L x L — N¥,
onde NE é um conjunto de todos os mapas de L paraN = {0,1,2, ...} satisfazendo as sequintes
condi¢oes. Dados a,b € L, escreveremos formalmente a®@b = @ NS¢ onde N5 = (a®b)(c).
Quando nao houver confusao, escreveremos apenas a ® b simplesmente como ab. Entao as
condigoes sobre ® sao: para todo a,b,c,d € L,

(Z) ((1, ® b) Wec=a® (b ® C)i Z'.B., ZxGL chbN;:lc - ZzEL Nbchgx
(M) Ng = Ni, = 0ca
(ii1) Ny = Npy = 00a
Dizemos que um trio de indices (a, b, ¢) é admissivel se N # 0. Em tempos diremos que um

exemplo da equacdo a ® b = @ NS¢ ¢ uma regra de fusao, apesar de tecnicamente ® ser a regra
de fusao de fato.

Exemplo 1. Um grupo finito G é um conjunto de indices cujos indices sao os proprios elementos

de G, indice trivial 1, e g = ¢g~'. Uma regra de fusdo em G é g ® h = gh, i.e., (9 @ h)(k) = dgni-

Exemplo 2. (Tambara-Yamagami|51]). Dado um grupo finito G, o conjunto de indices L =
G U{m}, onde m ¢ G, com a regra de fusao

g®h = gh, m®g=gQm, mzz@g
geG

para g, h € G. Quando G = Z,, esta é a regra de fusao de Ising.
Exemplo 3. Regra de fusao fermionica de Moore-read: o conjunto de indices é
L={l,a,¢,d 0,0}

Se o subconjunto {1, a, ¥, o'} é identificado {0, 1,2, 3} = Z4, entao a regra de fusdo para {1, o, 9, o'}
concorda com Z,. As outras sdo:

oo’ =do=1&1 =) =add
oY =vo =0 o' =o' =o'
oca=o0d =ac=doc=0o da=ocd =ac’ =dd =0c
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Defini¢ao 7.2. Uma regra de fusdao € dita livre de multiplicidade se N&, € {0,1} para todo a,b,c.

Definigao 7.3. (Simbolos 6j). Dada uma regra de fusao em um conjunto de indices L, um simbolo
65 ¢ um mapa F : L% — C satisfazendo as condicoes enumeradas abaizo. Diremos que uma lista
de indices (a,b,c,d,n,m) é admissivel se (a,b,m), (m,c,d), (b,c,n), e (a,n,d) forem admissiveis.
Escrevemos F;ijm para F(a,b,c,d,n,m), e F$* para a matriz com entradas (n,m) Fgﬁfm, onde os
indices m, m varrem todos os indices (a,b,c,d,n,m) admissiveis.

1. Admissibilidade:

(i) Se (a,b,c,d,n,m) nao é admissivel, entio F5* = 0.

(ii) Cada matriz F3% ¢ invertivel.

2. Azioma do pentdagono: para todo a,b,c,d, f,p,q,n,m € L

bed rrand abe . pabp  med
Z Fq;pan;que;nm - Ff;qme;pe
n

Fgbe ¢ chamado simbolo 6j; F$* é chamado de matriz F. Perceba que nessa conven¢io uma
matriz F' pode ser vazia, i.e., a matriz 0 x 0.

Um simbolo 65 leva a uma operagao binaria ® em espacos vetoriais L—gradeados com uma
associatividade consistente, mas nao necessariamente a uma categoria monoidal ou de fusao. Uma
categoria monoidal precisa de unidade, além de um axioma triangular apresentado abaixo. Uma
categoria de fusao precisa ainda de uma dualidade consistente - rigidez.

Definicao 7.4. Um sistema 65 de fusao € um simbolo 65 satisfazendo
1. Azioma do triangulo: F$* = Id sempre que um dos a,b,c for trivial.

2. Rigidez: Para qualquer a € L, seja Gi** a matriz inversa de F{**, com entrada (m,n) G .
Entao Fp57 = G5y # 0.

a b ¢ a b ¢
__ abc
IS A4
d " d

Figura 55: Defini¢ao diagramatica do simbolo 6 [58]

Definicao 7.5. Dois sistemas de fusio 6j F e F' com conjunto de indices L sio equivalentes por
calibre se houver uma fungio f : L3 — C : (a,b,c) — f%, chamada uma transformagao de calibre,
tal que:

1. f2® £0 se e sd se (a,b,c) for admissivel.

2. fla = fal =1 para todo a € L
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3. Axioma do retangulo: para todo a,b,c,d,n,m € L,
P I Foen, = Five Fi £
Definicao 7.6.

1. Um automorfismo de uma regra de fusao € um indice de permuta¢ao o satisfazendo Ns((;))a(y) =
N, para todo x,y, z

2. Dois sistemas de fusao 65 com os mesmos conjuntos de indices sao equivalentes se forem
equivalentes por calibre, a menos de uma permutacao de indice. Perceba que essa permutagao
€ necessariamente um automorfismo.

Teorema 7.1.

1. Sistemas de fusao 65, a menos de uma equivaléncia, estao em correspondéncia um para um
com categorias de fusao a menos de equivaléncias monoidais C—lineares.

2. (Rigidez de Ocneanu) Existe um nimero finito de classes de equivaléncia de categorias de
fusao para uma dada regra de fusao.

O primeiro item esta provado em [62]. Para o segundo, [[19],[34],[27]].

Exemplo 4. Seja G um grupo abeliano finito, visto como uma regra de fusao. Entao sistemas
de fusdo 65 a menos de equivaléncia de calibre estdo em correspondéncia 1-1 com H?(G;C*).
Pelo teorema 7.1, o numero de categorias de fusao ¢ o numero de orbitas de H*(G;C*) sobre os
automorfismos de G. Se G = Z,,, entao H*(G;C*) ~ Z,,. Um gerador ¢ dado pelo 3-co-ciclo
f:G?— C~ o

f(CL, b, C) _ 62wia(b+67b+c)/m2 (60)

onde 7 € {0,1,. — 1} ¢ o residuo de x modulo m. O co-ciclo f corresponde a um sistema
de fusao F' dado por F ablc’ gc W = [la,b,c). Para m = 3, os co-ciclos f e f? sdo equivalentes por
permutacao de G, entao existem apenas duas categorias de fusao com regra de fusao Zs.

Definicao 7.7. Uma tranca em um sistema de simbolo 65 com conjunto de indice L € uma fungao
L? — C: (a,b,c) = R tal que

1. R® 0 se (a,b,c) é admissivel.
2. Axzioma do Hexdgono: Para todo a,b,c,d,e,m € L,

Rac bac Rab E bca Ran abc
den

d;em™tm dinm
(61)

dem den dinm

( R(éa) Fbac Rba Z Fbca Rna Fabc
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a b a b
C c

Figura 56: Tranca em um sistema de fusdo 65 [55]

7.2 Calculo Grafico de CFFs (Categorias de fusao de fitas)

Na linguagem de categorias, uma categoria de fusao % é uma categoria monoidal rigida semi
simples C—linear com uma classe finita de isomorfismos de objetos simples tais que unidade
monoidal é simples [19]. Lembrando que um objeto é simples se Hom(xz,z) ~ C. Segue que o
espago dos morfismos Hom(x,y) entre objetos x,y é um espago vetorial de dimensao finita. O
calculo grafico de uma CFF é um calculo de bases desses espagos de morfismos. Links coloridos
de teorias unitarias tem uma interpretacao direta como trajetorias de anyons em espagos tempo
(24 1), e invariantes quanticos de links se tornam amplitudes de processos fisicos.

O conjunto de indices de um sistema de fusao 65 ¢ um conjunto de classes de isomorfismos de
objetos simples em uma categoria de fusao. O produto tensorial de indices induzidos por qualquer
conjunto representativo de objetos simples ¢ dado por uma regra de fusao. A matriz F, Fg* ¢
uma matriz de mudanga de base de Hom(d,a ® b ® ¢) ja que a nossa categoria de fusdo é estrita.
Vamos usar graficos para representar morfismos especiais entre produtos tensoriais e somas diretas
de objetos simples.

Nessa convengao o fluxo de tempo segue para cima. A semi simplicidade implicara que precisa-
remos apenas considerar morfismos trivalentes. Por exemplo, onde 0(a, b, ¢) = v/d,dyd. é chamado

i
- Ngb - d j
6(a, b, j)
a b a b
Figura 57: Fonte [58]
de simbolo #. Os gréficos
a b ¢ a b ¢
g hvA4
d d

Figura 58: [7¢]
sao duas bases do espago vetorial Hom(d, a®b®c), relacionadas pela matriz F', F*. A unidade
¢é simplesmente representada pelo vazio ou por um ponto nomeado por 1. Para representar a rigidez
direita, escrevemos 2, € Hom(1,z ® z*) e w, € Hom(z* ® x, 1) e graficamente
Para podermos definir estruturas como os tragos quanticos precisamos adicionar uma estrutura
pivotal.
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Figura 59: 58]

Definicao 7.8.

1. Se existirem isomorfismos ¢y : x — x** tal que

(Z) ¢x®y = ¢x & ¢y
(i) [ =f
entao a categoria de fusao serd pivotal.

2. Em uma categoria pivotal podemos definir um trago direito e um trago esquerdo, apesar de
nao necessartamente serem iguais. Dado f:x — x,

tr(f) =wye 0 (¢ ®idye) 0 (f ®idy) 0 Qy

62
W) =c 0 (e © ) o (idee © 6,7) 0 U o)
3. Se tr(f) = t'(f) para todo f, entdo a categoria pivotal ¢ esférica.
Em [19] é conjecturado que toda categoria de fuséo é pivotal. Se a categoria for ainda trangada

teremos um isomorfismo v, : x** — = dado por

r
T** SC*
x x*
T**
Figura 60: [55]

que usualmente nao satisfaz 1,g, = 1y @ 1,
Definicao 7.9.

1. Uma tranga € compativel com uma estrutura pivotal ¢, se o isomorfismo 0, = 1, ¢, satisfizer
O = 0%

2. Uma CFF € uma categoria de fusao pivotal com uma tranga compativel.

No calculo grafico 6, é dado por com o entendimento que ¢, é aplicado. As CFFs também
podem ser definidas com simbolos 65
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S

Figura 61: [58]

Proposicao 1.

1. Uma categoria de fusao dada por um sistema de fusao 65 € pivotal se existir uma escolha de
raiz da unidade t, para cada indice a satisfazendo os axiomas pivotais:

t1 =1
—1
ter =1, (63)
—1,—-1, _ pab,c* mb,c*,a c*,a,b
tly e = FLC Fy d FL

para cada trio admissivel (a,b,c). Os {t,} sao chamados de coeficientes pivotais.
2. A estrutura pivotal € esférica se todos os t, = *+1.
3. Uma categoria trancada esférica € de fitas.

Quando uma categoria de fusao trancada tem multiplicidade, nao se sabe se sempre havera
uma escolha de bases dos espagos V% = Hom(c,a ® b) tal que as trangas em V% sejam todas
diagonais. Resumindo, definimos as CFFs em termos de simbolos 6 - {F49% 1 trangas { R}, e

7
RN

< N
\
N

Figura 62: Axioma do Pentégono para categorias de fusao [58]

 ——
F

coeficientes pivotais {t;}.

Teorema 7.2. Uma CFF com regra de fusao sem multiplicidade é uma colecao de numeros
{Fgbe 3 {R®} {t; = £1} satisfazendo os aziomas do pentdgono, triangulo, rigidez, hexdgono,
e pivotal.

Um teorema similar vale para CFFs com multiplicidades. No caso geral, trangas também
possuem liberdade de calibre.
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Y, \
F—I/ \zj

A

2\ "

Figura 63: Axioma do Hexagono para categorias de fusao [55]

7.3 Categorias unitarias de fusao

Uma categoria é rigida, isto é, tem ambos objetos direitos e esquerdos. A defini¢ao de categorias
unitarias de fusdo vem do [11], e a definicdo de CFF unitaria vem de [50].
Definigao 7.10.

1. Uma conjugagao em uma categoria de fusao € uma familia de mapas lineares conjugados
Hom(y,x) — Hom(z,y), escrevendo f — f, satisfazendo

F=1 Feg=727, Jog=gol.

2. Uma categoria de fusao € unitdria se existe uma conjugagao tal que f = 0 sempre que

fof=0.
3. Uma CFF € Hermitiana se existe uma conjugacao tal que:

(i) Qo =0y ey =

(1t) Tpy = o, 31;

(iti) 0, = 6,
4. Uma CFF € unitdria se for Hermitiana e tr(ff) > 0 para todo f.

Proposicao 2.

1. Categorias de fusio unitdrias sao esféricas [[02],[75]].
2. Categorias de fusao pivotal bi-dual sao esféricas [27].

Conjectura: Uma CFF com todas as dimensoes quéanticas d; > 0 é unitaria.
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7.4 Invariantes de Link e de Variedades 3-dimensionais

A importancia das CFFs é que elas definem invariantes de links coloridos e variedades 3-
dimensionais. Dada uma CFF C, as cores sao objetos de C; colorir um link L é uma correspondéncia
de objetos com componentes de L. Dado qualquer link colorido de fitas, representa-se L como um
diagrama de link Lp em um plano. Assim Lp define um morfismo € Hom(1, 1), entdo (Lp)id;
para algum escalar (Lp) ¢ um invariante de Lp a menos de movimentos de Reidemeister do tipo
RII e RIII. Tais invariantes sao chamados de invariantes de links de fitas. Em geral (Lp) nao
¢ invariante sobre RI devido ao twist. Dada uma CFF, escolha um conjunto de representativos

7+
7
Figura 64: Fonte [58]

{z;}icr de classes de isomorfismos de objetos simples, onde L é um conjunto de indices. O
invariante de link depende apenas nas classes de isomorfismos de objetos, entao colorimos links
por indices.

Definicao 7.11. Dada uma CFF C com conjunto de indices L,

1. Para todo i, d; = O); € chamado de dimensao qudntica do indice i. Seja D* =5 d?. Entdo
D ¢ chamado de dimensao qudntica global de C. Fxistem duas escolhas de D. Sempre

escolheremos D como positivo. Escolhendo —D, mudamos o invariante Z(X) por um fator
de (—1))-1,

S ¢ chamada de

2. Para todo i,7j, seja S = (5i;) € chamado de matriz S modular, e S = %

i J
Figura 65: Fonte [58]

matriz S modular.
3. Uma CFF € dita modular se detS # 0.

4. Sejapr =7y, 0F'd?. Se C ¢ modular entio pip_ = D?, e p,/D = eTe para algum numero
racional ¢, cujo residuo modulo 8 serd chamado de carga topologica de C. FEscolhendo —D
também muda a carga topoldgica central por 4.

Posteriormente veremos que toda categoria monoidal modular C leva a uma (24+1)—TQCT. Em
particular os funtores Z: que definem as TQCTSs serao invariantes de variedades 3-dimensionais
fechadas. Em verdade, invariantes para variedades 3—dimensionais podem ser definidos sem a
condi¢ao de modularidade. Seja wy = # > icr, @i - i uma soma formal de todos os indices. Dado
um link L, escrevemos wg * L para um invariante de link de fitas dado ao colocar wy em cada
componente de L, expandindo formalmente em uma combinacgao linear de links coloridos, e entao
avaliando o invariante de link colorido.
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Teorema 7.3. Dada uma CFF com p, # 0 e uma variedade 3-dimensional M3 obtida de cirurgia
em um link de fitas L de m componentes,

o(L)
Te(M?) = D™ ! <2> {(wo * L) (64)

P+

é um invariante topologico de variedades 3-dimensionais, onde o(L) € a assinatura de um link de
fitas (L;;) com qualquer orientagdo em L. Onde L;; € o referencial da componente L;, e L;; € o
numero de link entre as componentes L; e L;.

Demonstragao. Podemos simplesmente mostrar que (wg * L) é um invariante sobre a passagem de
objetos. Entao com o fator multiplicativo, 7¢(M?) ¢ um invariante:

.

Figura 66: Fonte [58]

Essa formula mégica vem de [[19],[56]]. E bastante conhecido que um invariante de uma
variedade 3-dimensional vindo de uma TQCT tem uma anomalia medida pela carga topologica
central ¢,,. Em geral um invariante de uma variedade 3-dimensional ¢ bem definido somente para
variedades com algumas estruturas extras como bi-referenciais. Entretanto no teorema anterior,
nao hd mencao de escolha de referenciais. Esta formula para Zc(M?) implicitamente usa os
referenciais canonicos.

Uma CFF determina muito mais: um operador invariante para qualquer emaranhamento, em
particular uma representacao do grupo de trancas para qualquer objeto simples.

Teorema 7.4. Em uma CFF,



1. dzdj = Ek: Nllzdk
2. 55 =0;10;1 5, NEdy0y.
3. A matriz S € simétrica e unitdria.

4. Se detS = 0, entdo a primeira coluna de S € proporcional a alguma outra coluna, entdo a
degenerescéncia de S € a degenerescéncia de trancas duplas.

As demonstragoes de (1) — (2) estao em [[56],[7]], (3) [19], (4) [13].

7.5 Indicadores de Frobenius-Schur

Como uma aplicacao do calculo grafico podemos olhar para os indicadores de Frobenius-Schur
em categorias de fusao pivotais. Na teoria de representacao de grupos finitos, os indicadores
de Frobenius-Schur surgem para representacoes irredutiveis auto-duais. Supondo que V é uma
representacao irredutivel de um grupo finito G. Entao existe um isomorfismo ¢y : V* — V que
pode ser considerado um elemento de V*®@V ~ V ®V. Além disso V ® V tem uma acao Z, para
a qual ¢y é sempre um autovetor. Os autovalores € {+1} ¢ o indicador classico de Frobenius-
Schur, que denotaremos v(V). Se v(V) = 1, dizemos que V' ¢é bi-dual simetricamente, ou real. Se
v(V) = —1, dizemos que V' é bi-dual assimetricamente ou pseudo-real.

Se a é um objeto bi-dual simples em uma categoria pivotal, escolha um vetor nao nulo z, €

Hom(a ® a, 1) e represente como

a a

Figura 67: Fonte [55]

atuando em z, por dualidade resulta em mais um segundo vetor nao nulo:

AN

a a

Figura 68: Fonte [55]

Como dim Hom(a ® a, 1) = dim Hom(a*,a) = 1, esses vetores sdo proporcionais:

AN

Figura 69: Fonte [58]

Definicao 7.12. Seja a um objeto simples em uma categoria de fusao pivotal.

1. Sea € bi-dual, entao v, € chamado de indicador de Frobenius-Schur. Do contrario definimos
v, = 0.
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2. Uma categoria pivotal € unimodal se tiver indicador de Frobenius-Schur trivial, i.e., v, = 1
para todo objeto a simples bi-dual.

Teorema 7.5.
1. v, =+1
2. v, =t4 se a for bi-dual, onde t, € um coeficiente pivotal.
3. vy = 0,R{* em uma CFF
4 Vo= Pz 2 N{,d;d;02/0? em uma categoria monoidal modular.

Esse topico aparece inicialmente em [50], assim como unimodalidade.

7.6 Categorias Monoidais Modulares

Quando S é singular, as representagoes do grupo de trancas nao podem ser estendidas para
representagoes de grupos de classes de mapeamentos de superficies com niimero maior de genus, e
entao a CFF nao leva a uma TQCT. Ocorre que a degenerescéncia da matriz S é a inica obstrucgao.
Qualquer CMM leva a uma TQCT, entao possui representacao projetivas de todos os grupos de
classes de mapeamentos.

Teorema 7.6. Considere uma CMM de rank n com conjunto de indices L e matriz de fusio N;
dada por (N;) ;i = Nf. Seja S uma matriz modular e T = (0;0;;) a matriz de twist. Entao

1. Formula de Verlinde:

para todo i € L, onde N; = (OapNia)ap € diagonal € Njy = 3i0/514. Entao a entrada (j,k),
temos _
k SirSjrSkr
N=2 — o
rel Lr
implicando em muitas simetrias como Nl’; Ni’;- = Nfi = N;} = ka Pela formula de

Verlinde, as entradas diagonais de A; sao autovalores de N;, e as colunas de S sao os
autovetores correspondentes.

2. Representagao Modular: S e T satisfazem
(i) (ST)® = e7eS2.
(ii) S* = C, onde C = (6;;)i; € a matriz de conjugagdo de carga.

3. A representa¢ao modular de SL(2,7Z) é uma representagao matricial. O kernel projetivo
¢ um subgrupo de congruéncia de SL(2,7). Em particular, a representagdao modular tem
mmagem finita.

4. Teorema de Vafa: Seja Ajj = 2nNjN}; + N}N;;. Entdo []; 9;-4” = 92»3ZA”. Segue que 0; €
uma raiz da unidade.

5. Seja K = Q(3;) a extensao de Galois de Q de entradas de S. Entdo o grupo de Galois G ¢é
abeliano. Além disso Q(3;;, D) C Q(0;), que também € uma extensio abeliana de Galois de

Q.
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6. G pode ser identificado com o subgrupo S,,. Para cada o € G, entdo existe €;, € {£1} para
cada i € L tal que:

Sjk =€o(j),0€k,050(j),0-1 (k)
€o—1(k),0—! —€o(1),0€1,0€k,0
7. Em uma CMM, os coeficientes pivotais {t,} sao determinados por S,T.

A formula de Verlinde, teorema de Vafa, e as propriedades aritméticas das CMM todas originam
das teorias de campos conformes. O conceito de CMM e todas as suas propriedades vem de [50].
A propriedade do subgrupo de congruéncia vem de [3], [18].

7.7 Duplas quanticas

Definicao 7.13. Seja C uma categoria monoidal e x € C. Uma Meia-tranca e, por x € uma
familia de isomorfismos {e,(y) € Home(xy, yx)}yec satisfazendo

(i) Naturalidade: para todo f € Hom(y,z): (f ® id;) o e,(y) = ex(z) o (id, @ f).
(11) Meia-trancga: para todo y,z € C : ey(y ® z) = (id, ® e,(2)) o (ex(y) ® id,).
(iii) Propriedade unitdria: e, (1) = id,.

Definigao 7.14. A dupla quantica ou centro de Drinfeld Z(C) de uma categoria monoidal C tem
pares de objetos (x,e,), onde x € C e e, € uma meia-tranga. Os morfismos sao dados por

Hom((z, e;), (y, €y)) =
{f € Home(z,y)|(id.®f) 0 ex(2) = ey(2) o (f ® id,)Vz € C}.

O produto tensorial de objetos € dado por (z,e;) ® (y,e,) = (zy, €sy), onde
Cay(2) = (€2(2) @ idy) 0 (id, @ ey(2)).

A wunidade tensorial € (1,e1) onde ei(x) = id,. A composicdo e produto tensorial de morfismos
sao herdados de C. A tranga € dada por C(y.e,) (y.e,) = €x(Y)-

Teorema 7.7. Se C € uma categoria esférica de fusdao, entao Z(C) € modular.

Esse teorema ¢ devido a M. Munger [12].
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8 Computacao Quantica com Anyons nao Abelianos

Nesta secao faremos uso de algumas das técnicas desenvolvidas ao longo do texto, em especial
sobre as categorias de fusao de fitas para caracterizar sistemas de Anyons nao Abelianos. Para
entendermos esses sistemas também precisaremos entender o conceito de fases topoldgicas da ma-
téria ja que o fendmeno dos Anyons sao quasiparticulas formadas pelo “trancamento” de particulas
em sistemas espacialmente bidimensionais. Veremos ainda que a computacao quantica topologica
sO podera se tornar uma realidade se um sistema fisico for condensado em uma fase topologica nao
abeliana. Nos focaremos em uma sequencia de classes universais de fases topoldgicas associadas as
teorias de Chern-Simons SU(2),. O primeiro membro de interesse dessa sequencia, k = 2, ocorre
em modelos tedricos para o v = 5/2 estado quéantico de Hall fracional.

Em seguida veremos como quasiparticulas em fases topologicas podem ser usadas para com-
putagao quantica. Discutiremos porque o “trancamento” de quasiparticulas nao é suficiente para
computacao quantica universal e como contornar essa complicagao no caso do estado v =5/2. A
teoria que sera capaz de realizar a computacao quéantica universal seré a dos Anyons de Fibonacci.

Os topicos explorados aqui sdo um pequeno resumo baseados no artigo [16] pelos autores
Nayak, Chetan and Simon, Steven H and Stern, Ady and Freedman, Michael and Sarma, Sankar
Das.

8.1 Fases Topologicas da Matéria

Um sistema tem uma fase topologica se, em baixas temperaturas e energias, e comprimentos
de onda longos, todas as propriedades observaveis forem invariantes sobre deformacoes suaves
das variedades de espaco tempo na qual os sistemas vivem. De forma equivalente, todas as
propriedades observaveis sao independentes da escolha das coordenadas espago-temporais, que
nao necessariamente sao inerciais. Equivalentemente, podemos dizer que um sistema estéd em uma
fase topologica se sua teoria de campos efetiva de baixas energias for uma teoria topoldgica de
campos. Surpreendentemente, invariancia topologica nao implica em uma fisica trivial de baixas
energias.

8.1.1 Estatisticas nao Abelianas de trancas

Uma condigao necessaria para a computagao quantica topologica usando anyons nao Abelianos
é a existéncia de sistemas onde anyons nao Abelianos possam ser encontrados, manipulados, e lidos
de forma conveniente. Apesar dos varios trabalhos tedricos na area, os tnicos sistemas fisicos reais
que pelo menos indicam indiretamente a possibilidade de anyons nao Abelianos existirem sao
os sistemas de Hall quanticos em duas dimensoes (gases de elétrons 2D) em campos magnéticos
fortes.

Primeiramente é 1til claramente definirmos a noc¢ao de anyons nao Abelianos. Suponha que
tenhamos um sistema de n particulas idénticas em duas dimensoes espaciais. Entao quando uma
particula é trocada com a outra de maneira “anti-horaria” , a funcao de onda pode ser transformada
por uma fase arbitraria,

Y(T1y ooy Ty ooy Ty ey ) — ew@[)(rl, ey Ty ooy Tiy e ) (65)

a fase nao é necessariamente + no caso (241)D ja que uma segunda troca anti-horaria pode nao
levar ao sistema inicial mas sim em uma fase nao trivial

Y(T1y ey Ty oy Ty ooy ) = eww(rl, ooy Ty ooy Ty ey ) (66)

Os casos particulares nos quais # = 0,7 correspondem aos bosons e férmions, respectivamente.
Particulas com outros valores do ‘angulo estatistico’ § chamaremos de anyons [59].
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Figura 70: Apresentacao diagramética dos elementos do grupo de trancas o; e 09. Pode se ver
que 0109 # 0901 logo o grupo de trancas nao é abeliano. Por ultimo vemos a ultima relagao do
grupo de trangas 0,0;410; = 0;410;0;11. Fonte [10].

Podemos agora olhar para o caso de estatisticas nao abelianas de trangas, que estao associadas
a representacoes de dimensoes maiores do grupo de trancas. Essas representagdes podem ocorrer
quando existe um conjunto degenerado de estados g com particulas fixas em posicoes Ry, ..., R,.
Definindo bases ortonormais v¢,,a = 1, ..., g desses estados degenerados. Entao um elemento do
grupo de trancas - digamos o1, que troca a particula 1 com a 2 - é representada por uma matriz
unitaria g X g p(o1) atuando nesses estados.

Yo = [p(01)]asts (67)
Entretanto, se trocarmos a particula 2 com a 3 teremos:
Yo = [p(02)]apts (68)

Ambas p(01) e p(o3) sdo g X g matrizes unitarias, que definem transformagoes unitérias no espago
dos estados fundamentais degenerados. Se p(o1) e p(o2) ndo comutarem, [p(o1)]aplp(02)|sy #
[p(02)]aplp(01)]sy, as particulas obedecem estatistica nao abeliana. A menos que comutem para
a troca de particulas, caso do qual a estatistica de trancas das particulas seria abeliana, trancar
quasiparticulas causa rotacoes nao triviais no espaco de Hilbert degenerado das muitas quasipar-
ticulas. Além disso, serd basicamente verdade que em baixas energias que a tnica maneira de
realizar transformagoes unitarias nao triviais nesse espago degenerado sera trangando quasiparti-
culas. Essa afirmacao é equivalente a dizer que nenhuma perturbacao local pode ter elementos de
matriz nao nulos nesse espaco degenerado.

Um sistema com particulas anyonicas devem em geral ter multiplos tipos de anyons. Por exem-
plo, em um sistema com anyons Abelianos e estatistica #, um estado limitante para tais particulas
tem estatistica 460. Mesmo que nao existam tais estados limitantes, podemos querer juntar esses
anyons longe de todas as outras particulas. Entao ambos anyons podem ser aproximados por uma
Gnica particula cujos niimeros quanticos sao obtidos pela combinac¢ao dos nimeros quanticos das
outras duas particulas incluindo os nimeros topolégicos. Como resultado, uma descrigao completa
do sistema deve incluir, essas especies de particulas ‘maiores’. Por exemplo, se existirem 6 = 7/m
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anyons no sistema, entao também existem 6 = 47 /m, 97 /m, ..., (m — 1)?>7/m. Ja que o parametro
estatistico ¢ somente bem definido até 2w, § = (m — 1)*>r/m = —xn/m para m par e T — 7/m
para m impar. A formacao de um novo anyon devido a uniao de dois anyons é chamado de fusao.
Quando uma particula de estatistica § = w/m ¢é fundida com uma de estatistica —m/m, a estatis-
tica resultante é # = 0. Podemos chamar essa de particula trivial. Ao que concerne a topologia,
tal particula bosonica é tao util como o vazio, e portanto a consideraremos como o vacuo.

Com anyons Abelianos que sdo formados pela composigao sucessiva de particulas w/m, a
regra de fusao é: %’r ® ’%r = % Entretanto, com anyons nao abelianos, a situacao nao é
tao simples. Assim como com numeros quanticos ordinérios, pode ser que nao haja uma tnica
maneira de combinar nimeros quanticos topologicos (e.g. duas particulas de spin-1/2 podem
combinar para formar tanto uma de spin-0 ou uma de spin-1). As diferentes possibilidades séo

chamadas de canais de fusao. Denotaremos essas regras de fusao por
0o ® 0o =Y Niype. (69)

representando o fato de que a fusao de duas particulas de especies a e b podem resultar em uma de
especie ¢ se N& # 0. Aqui consideraremos apenas regras de fusao livres de multiplicidade. Aqui
a involucao “nos dara a antiparticula de uma dada espécie a. Quando a e a se fundem, sempre
terao uma forma de se tornarem 1 (vacuo); no caso nao Abeliano, elas poderao ou nao se fundir
para formar outras particulas ainda.

8.1.2 Anyons Emergentes

Nessas ultimas consideracoes mostramos que estatisticas exoéticas de trancas sao possibilidades
teoricas em (2 + 1)-D, mas essas mesmas nao nos dizem onde que poderiam ocorrer na natureza.
Elétrons, protons, atomos, e fé6tons, sao todos ou férmions ou bésons mesmo quando sao confina-
dos a se moverem em um plano bidimensional. Entretanto, se um sistema de muitos elétrons (ou
bosons, atomos, etc.) confinados a um plano bidimensional tiverem excitagoes que sdo pertur-
bacoes localizadas dos seus estados fundamentais, conhecidas como quase-particulas, entao essas
quase-particulas podem ser anyons. Quando um sistema tem excita¢oes de quase-particulas acima
de seu estado fundamental, é uma fase topoldgica da matéria.

Vejamos como anyons podem aparecer como uma propriedade emergente de um sistema de
muitas particulas. Considere o estado fundamental de um sistema (2 + 1)-D de elétrons, cujas
coordenadas sao (71, ...,7,). Assumiremos que o estado fundamental estd separado dos estados
excitados por um gap de energia, como é a situagao nos estados de Hall quanticos fracionarios
em sistemas de elétrons 2D. As excitacoes eletricamente carregadas de mais baixas energias sao
conhecidos como quase-particulas ou quase-buracos, dependendo no sinal da sua carga elétrica.
Essas quase-particulas sao perturbacoes locais da funcao de onda dos elétrons correspondendo a
uma quantidade quantizada da carga total.

Agora podemos introduzir & Hamiltoniana do sistema um potencial escalar composto de varios
“buracos” locais, cada um capaz de confinar apenas uma quase-particula. Esses buracos podem
ser criados por impurezas, pequenas portas, ou pelo potencial criado por efeito de microscopios.
Denotaremos as posigoes desses buracos por (Ry, ..., Rg), € assumiremos que essas posigoes sao
bem espagadas umas das outras comparado com escalas microscopicas. Um estado com quase-
particulas nessas posi¢oes pode ser visto como um estado excitado da Hamiltoniana do sistema
sem os buracos.

Nesse sistema nos concentramos no efeito de passar essas quase-particulas em volta umas das
outras. Imaginamos fazer as coordenadas dessas particulas R = (R, ..., Ri) adiabaticamente
dependente do tempo. Em particular, consideramos uma trajetéria em que a configuragao final
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de quase-particulas é apenas uma permutacao da configuracao inicial. Se a fungao de onda do
estado fundamental valor tnico valor com relagdo as variaveis (Ry, ..., Ry), e se houver apenas
um estado fundamental para um dado conjunto de Rs, entdo o estado fundamental final apos
entrelagamento das quase-particulas ¢ idéntico ao inicial a menos de uma fase. Parte dessa fase é
simplesmente a fase dindmica que depende da energia do estado das quase-particulas e o tempo
levado no processo. No limite adiabatico, isso é [ d¢E(R(t)). Também ocorre uma fase geométrica
que nao depende de quanto o processo demora. Esta é a fase de Berry [11]

=i 74 IR - ((R)] Vi [/(R)) (70)

onde [)(R)) é o estado fundamental com as quase-particulas nas posi¢gdes R, e onde a integral é
tomada ao longo da trajetoria R(t). E dependente somente na trajetoria tomada pelas particulas
e nao no quao longa essa trajetoria pode ser.

Essa fase o possui uma parte que depende apenas na geometria do caminho percorrido (tipica-
mente proporcional a drea encoberta pelos lagos percorridos), e uma parte 6 que depende somente
na topologia dos lagos criados. Se 6 # 0, entao as excitagdes de quase-particulas do sistema sao
anyons. Em particular, se considerarmos o caso onde apenas duas quase-particulas sao trocadas de
lugar no sentido horario (sem passar ao redor de outras quase-particulas), 6 é o angulo estatistico
das quase-particulas.

Os requerimentos para que quase-particulas obedecam estatistica ndao Abeliana sao trés: Pri-
meiro, o estado fundamental das N-quase-particulas deve ser degenerado. Em geral, a degeneres-
céncia nao sera exata, mas deve desaparecer exponencialmente quando aumentamos a distancia de
separagao entre as quase-particulas. Segundo, a troca adiabatica das quase-particulas aplica uma
transformacao unitaria no estado fundamental, cuja parte nao Abeliana é determinada somente
pela topologia da trancga, enquanto sua parte nao topologica é Abeliana. Terceiro, a iinica maneira
de se realizar operagoes unitarias no espaco de estados fundamentais degenerados, desde que as
particulas sejam mantidas distantes umas das outras, é por trancamento.

A degenerescéncia do estado fundamental de N-quase-particulas depende das quase-particulas
estarem a uma certa distancia umas das outras. Quando as quase-particulas sao colocadas pro-
ximas de mais, a degenerescéncia termina. Em outras palavras, os diferentes canais de fusao
sao divididos em energia. Essa dependéncia é anédloga a forma como a energia de sistemas de
spins depende dos ntimeros quanticos internos, quando os spins sao aproximados o acoplamento se
torna significante. A divisao entre os varios canais de fusao pode ser usado na medicao do estado
quantico interno, medicao que é importante no contexto da computacao quantica.

8.1.3 Estados de Hall quanticos nao Abelianos

Agora podemos voltar a nossa discussao dos sistemas de Hall quéanticos como possiveis sistemas
de anyons nao-abelianos. O efeito de Hall quéantico realizado em sistemas eletrénicos bidimensi-
onais sobre atuacao de um forte campo magnético, é caracterizado por um gap entre o estado
fundamental e os estados excitados (incompressibilidade); uma resistividade longitudinal disper-
sivel p,, = 0, que implica num fluxo de corrente sem dissipacao; e a quantizacao da resistividade
de Hall para valores p,, = 11/6%, com v sendo um inteiro (efeito Hall quantico inteiro), ou fraci-
onal (efeito de Hall quantico fracional). Esses valores para a resistividade implicam em valores
depressiveis para a condutividade longitudinal 0., = 0 e uma condutividade quantizada de Hall
Ozy = 1/%.

Para o efeito Hall quantizado, comegamos ignorando as interagoes de Coulomb elétron-elétron,
entao os auto-estados de energia da Hamiltoniana de um elétron na presencga de campo magnético

& Hy = 5+ (p; — A(x;))? se dividem em um conjunto de niveis equidistantes chamados niveis de
2m \E c 4
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Landau. Em um calibre simétrico, A(x) = %B X X, uma base das funcoes de onda de uma particula
tinica no nivel mais baixo de Landau é dado por ¢,,(2) = 2™exp(—|z|?/(4l2)), onde z = z + iy.
Se os elétrons forem confinados a um disco de drea A perfurado por um fluxo magnético B - A,
entao existem Ny = BA/®y = BAe/hc estados no nivel mais baixo de Landau (e em cada nivel
subsequente), onde B é o campo magnético; h, ¢, e e sdo a constante de Planck, velocidade da luz, e
carga do elétron, respectivamente; e &y = he/e é o fluxo quantico. Na auséncia de desordem, esses
estados de particulas tnicas sao todos precisamente degenerados. Quando o potencial quimico
estd entre o nivel de Landau v e o v + 1, a condutancia de Hall toma o valor quantizado de
Opy = V% e 04, = 0. A densidade bidimensional do elétron, n, esta relacionada a v pela formula
n = veB/(hc). Na presenga de potenciais peridédicos e/ou desordem (e.g. impurezas), os niveis de
Landau se expandem em bandas.

Desprezar as interagoes de Coulomb é justificivel quando um nidmero inteiro de niveis de

Landau estao preenchidos, desde que a energia entre os niveis de Landau, Aw, = % é muito

maior que a escala da energia de Coulomb %, onde ly = y/hc/eB é o comprimento magnético.
Quando a densidade eletronica é tal que um nivel de Landau esta somente parcialmente preenchido,
as interacoes de Coulomb podem voltar a ser importantes.

Na auséncia de desordem, um nivel de Landau parcialmente preenchido possui conjuntos de
estados de multi-particulas altamente degenerados. Essa degenerescéncia é quebrada pela intera-
¢ao elétron-elétron. Por exemplo, quando o numero de elétrons for N = Ng /3, i.e. v =1/3, 0
estado fundamental é nao degenerado e exite um gap para todas as excitagoes. Quando elétrons

interagem através da repulsao de Coulomb, o estado de Laughlin

1>7

¢ uma aproximagao do estado fundamental. Tais estados podem até sobreviver mesmo com de-
sordem desde que seja fraca o suficiente comparada com o gap para os estados excitados.

Excitagoes de quasiparticulas acima dos estados de Hall quéanticos fracionais, tais como o estado
de Laughlin com v = 1/3 s@o exemplos de anyons emergentes . Explicitamente calculando a fase
de Berry mostra que em excitagbes de quasiparticulas acima dos estados de Laughlin v = 1/k tem
carga e/k e angulo estatistico 0 = w/k ([1]).

Os estados de Laughlin, com v = 1/k, s@o os estados de Hall fracionarios quanticos, tanto
teoricamente como experimentalmente. Para explicar as fracoes mais complexas, com v nao
na forma v = 1/k, Haldane e Halperin ([25],]29]) usaram uma construgao hierarquica na qual
particulas com estados ¥ = 1/k podem se condensar para formar estados quantizados. Dessa
forma estados de Hall quantizados podem ser construidos de a partir de qualquer fragao com
denominador em v impar. Todos esses estados tem estatistica Abeliana fracional.

8.1.4 Possiveis Estados nao-Abelianos

A descoberta de estados de Hall com o denominador no fator de preenchimento [60], o v = 5/2,
foi 0 a primeira indicagao de que nem todos os estados de Hall podem ser descritos pela construcao
hierarquica. Independentemente foi descoberto por Fubini e Lutken [20]; Moore e Read [10] que

teorias de campos conformes dao uma diversidade de formas de escrever fungoes de onda de teste
para estados de Hall quanticos. Dessa forma, a chamada funcao de onda Pfaffian de Moore-Read
foi construida

1

Zi—Zj

Wpr = PH(———) [ [(2i — 2j)me 2 /45 (72)

i<j
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onde o Pfiffian é a raiz quadrada do determinante de uma matriz anti-simétrica, ou de forma
equivalente, a soma anti-simetrizada sobre pares:

! ) = A( ! ! ) (73)

Zj — 2k Z1 — R R3 — 24

P

Para m par, este € um estado de Hall quantico com denominador par no nivel de Landau mais
baixo. Em 1991 Moore e Read, sugeriram que as excitacoes das quasiparticulas desses estados
exibiriam estatistica nao Abeliana [10]. Essa fun¢do de onda é o estado fundamental exato de
uma interagao de 3 corpos repulsiva; também sao uma aproximagao para o estado fundamental
de interacoes mais realisticas. Em particular, as excitacoes de quasiparticulas no estado acima
possuem uma matriz de transformagao entre os vérios estados degenerados, 1, — My,

M, =Pexp <z 7{ dR - m)

o0 on o Sn1 (74)
:nzzoz"/o d51/0 d32.../0 o dsu[R(51) - Maa, (R(s1)).- R(sn) - Mg, p(R(5,))]

(map, = (¥ (R)| Vr [p(R)) onde os [1),(R)) s@o os g estados fundamentais degenerados com a =
1, ..., g) onde somente sua parte topologica serd nao abeliana, i.e., a regra de troca de estados fun-
damentais degenerados dependera puramente da topologia das trangas realizadas na troca de
particulas. Existem 27! estados com 2n quase-buracos em posicoes fixas, dessa forma estabele-
cendo a degenerescéncia dos estados de muitas quase-particulas que é necessaria para estatisticas
nao Abelianas [17].

8.2 Teoria de Chern-Simons

Considerando o exemplo mais simples de TQCT, a teoria de Chern-Simons abeliana, que é
relevante para o caso dos estados de Laughlin com fragoes de preenchimento v = 1/k, com k
impar. E util analisar esses estados em termos de uma teoria efetiva de baixas energias. Como os
sistemas de Hall quanticos tem gaps, devemos ser capazes de descrever o sistema por uma teoria
de campos com poucos graus de liberdade. Para tanto, consideramos a agao

k
SCS = E/dt/dzra“”pa#&,ap (75)

onde k ¢ um inteiro e € é o tensor anti-simétrico. Aqui, @ ¢ um campo de calibre U(1) e os indices
1, v, p tomam valores 0 para a diregao temporal e 1,2 para o espaco. Essa agao representa os graus
de liberdade de baixas energias do sistema, que sao puramente topolégicos.

O campo de calibre de Chern-Simons a nessa acao é um grau de liberdade emergente que
codifica a fisica de baixas energias no sistema de Hall quantico. Apesar de nesse caso particular,
este calibre esta associado a densidade de cargas eletronicas, também consideraremos sistemas
nos quais os campos de calibre de Chern-Simons emergentes nao podem ser relacionados de forma
simples aos graus de liberdade eletronicos.

Na presenca de um campo magnético externo e quase-particulas, a acao toma a forma:

1
S = Ses — / dt / dr <§GMVPAuayap + jgpaﬂ> (76)
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onde 7% ¢é a corrente de quase-particulas, j% = p% ¢é a densidade de quase-particulas, j% =
(71, 79P) ¢ a componente espacial da corrente de quase-particulas, e A, é um campo eletromag-
nético externo. Assumimos que as quase-particulas nao sao dinamicas, mas ao invés movem-se ao

longo de uma trajetoria classica fixa que determina ji. A corrente elétrica é:
oL 1

R _ wrp
ju=——=—€"P0,a 7
a 0A, 2m vep (77)
Como a acao é quadratica, é completamente soltvel, e podemos integrar o campo a, para obter
a resposta da corrente ao campo magnético externo. O resultado de tal calculo é precisamente a
condutividade de Hall quantizada 0., = 0 € 0, = 1€?/h.
A equagao de movimento obtida ao variar o ag é o vinculo de Chern-Simons:

k 1
SV xa=j"+ B (78)
T T

De acordo com essa equacgao, cada quase-particula tem fluxo de Chern-Simons com um fator de
27 /k (Assumimos que o campo magnético é mantido fixo). Consequentemente, tem uma carga
elétrica 1/k. Devido ao fluxo de Chern-Simons, outra quase-particula se movendo nesse campo
de Chern-Simons absorve uma fase de Aharonov-Bohm. A acado associada a mover uma quase-
particula ao redor da outra é da forma

%k/dt/d%j-a:k@/cdr-a (79)

onde () é a carga da quase-particula e a integral final é apenas o fluxo de Chern-Simons que passa
pela area encoberta pelo caminho. As fases geradas nesse processo dao as quase-particulas dessa
teoria de Chern-Simons uma estatistica § = 7/k abeliana de trangas.

Podemos agora olhar para a teoria de Chern-Simons nao Abeliana. Essa TQCT descreve
anyons nao abelianos. A acao pode ser escrita sobre uma variedade M arbitraria da seguinte

forma
S[]_k/t Ada+ 2anan
_ N r 2
csla i/, a a 3a ala

k

(80)
v a a 2 a b _c
- y e (auauap + gfabcauayap>

Nessa expressao, o campo de calibre toma valores na algebra de Lie do grupo G. Os fu. sao
constantes de estrutura da algebra de Lie que sdo simplesmente €4, para o caso de SU(2). Um
campo de matéria transformando na representacao de spin-j do grupo de calibre SU(2) acoplarao
a combinagao ajx,, onde x, sao as trés matrizes geradoras da élgebra su(2) na representagao
spin-j. Para um grupo de calibre G e constante de acoplamento k, denotaremos tal teoria por Gj.

Para vermos que a teoria de Chern-Simons é uma TQCT, notamos primeiramente que a agao
80 ¢é invariante sobre qualquer difeomorfismo de M a si mesmo, f: M — M. A invariancia sobre
difeomorfismos ocorre devido a auséncia do tensor métrico na agao de Chern-Simons.

Antes de analisarmos a fisica dessa agao, fazemos duas observagoes. Primeiramente, pela
presenca do tensor e**, a acdio muda de sinal sobre transformacoes de paridade ou reversio
temporal. As fases topologicas que aparecem no efeito de Hall quantico fracional sao chirais, i.e.
quebram simetrias de paridade e reversao temporal devido ao forte campo magnético.

Segundo, a acao de Chern-Simons nao é completamente invariante sobre transformacoes de
calibre a, — ga,g~' + 99,97 ", onde g : M — G é uma func¢do qualquer na variedade tomando
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valores no grupo G. Em uma variedade fechada, é invariante somente sobre transformacoes de
calibre “pequenas”. Suponha que a variedade M ¢é a esfera S3. Entdo as transformacoes de calibre
sao mapas de S* — G, que sao classificadas topologicamente de acordo com o grupo de homotopia
73(G). Para qualquer grupo simples compacto G, 73(G) = Z, entao as transformacgoes de calibre
podem ser classificadas de acordo com o nimero de “winding”. Sobre as transformagoes com
winding m,

Scs[a] — Scs[a] + 2wkm (81)

[17]. Enquanto a acao é invariante sobre “pequenas” transformagoes de calibre, que podem ser
conectadas continuamente a identidade e tem m = 0, nao é invariante sobre transformacoes
“grandes” (m # 0). Entretanto basta que exp(iS) seja invariante sobre calibre, que serd o caso
desde que o k seja inteiro. O requerimento de que o nivel k seja inteiro é um exemplo de uma
estrutura especifica das TQCTs. Uma pequena perturbacao na Hamiltoniana microscopica nao
pode mudar o valor de k£ de forma continua na teoria efetiva de baixas energias; somente uma
perturbagao forte o suficiente para mudar k por um inteiro pode fazer isso.

Para melhor estudar as teorias de Chern-Simons, é ttil decompor a variedade M do espago
tempo em um produto de uma superficie espacial e o tempo, M = ¥ x R. Em tal variedade, a
teoria de Chern-Simons é uma teoria dos estados fundamentais de um sistema topologicamente
ordenado em . Nao existem estados excitados na teoria de Chern-Simons ja que a Hamiltoniana
desaparece. Isso é visto mais facilmente com o calibre ay = 0, onde o momento canonicamente
conjugado a a; é —%az, e o momento canonicamente conjugado a as é ﬁal de forma que

H = ﬁtr(agaoal - (Zlaoag) - ,C =0 (82)
Note que essa caracteristica especial de uma ac¢ao apenas com termo de Chern-Simons. Se a acao
tivesse tanto um termo de Chern-Simons como um termo de Yang-Mills, entao a Hamiltoniana nao
desapareceria, e a teoria teria tanto estados fundamentais e excitados com o gap finito. No caso
de energias menores que o gap podemos desconsiderar o termo de Yang-Mills e analisar apenas o
termo de Chern-Simons.
Apesar da Hamiltoniana desaparecer, a teoria ainda nao é trivial pois ainda é preciso resolver
o vinculo que segue de variar ag. Considerando o caso G = SU(2). Os vinculos resultam:

eijaia? + fabcal{ag =0 (83)

onde 7,5 = 1,2. O lado esquerdo dessa equacao ¢ a forca do campo de calibre af. Ja que a
forca do campo deve ser nula, podemos sempre realizar uma transformacao de calibre para que
a? = 0 localmente. Assim essa teoria nao tem graus de liberdade locais. Entretanto, para algumas
configuragoes de campo satisfazendo o vinculo, podem existir obstrugoes topologicas globais que
nos previne de fazer o campo de calibre zero em todo o espago. Claramente isso s6 pode ocorrer
caso X seja nao trivial topologicamente.

8.2.1 TQCTs e propriedades de quase-particulas

Antes de continuar com as teorias de Chern-Simons podemos rapidamente discutir algu-
mas propriedades topologicas das quase-particulas. Olhando para a esfera com n furos, ¥ =
S?— P URPU...UP,, ie. a esfera S? com os pontos P, ..., P, deletados, que é equivalente a
n — 1 quase-particulas no plano (com o ultimo ponto sendo colocado no o). Isso nos permite
estudar as propriedades topologicas das excitagoes de quase-particulas puramente através das pro-
priedades do estado fundamental. Para vermos como trancas surgem dessa forma, é ttil notar que
difeomorfismos devem ter representacoes unitarias no espago de Hilbert do estado fundamental
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(devem comutar com a Hamiltoniana). Difeomorfismos que podem ser continuamente deformados
para a identidade devem ter acao trivial no espaco de Hilbert da teoria ja que nao existe nenhum
grau de liberdade local. Entretanto, difeomorfismos “grandes” podem ter representacoes unité-
rias nao triviais no espago de Hilbert da teoria. Tomando o quociente sobre mapas difeomorfos
obtemos o grupo das classes de mapeamentos.

No caso de dipolos de particulas podemos considerar as trajetorias dessas particulas como fitas.
Nas fitas o twist de Dehn nao seré necessariamente trivial (CFF). Aqui um twist de Dehn sera
um tor¢ao na fita. Engrossar a trajetoria de uma particula para uma fita é chamado de framing.
Uma dada trajetéria tem multiplas escolhas de framing, correspondendo a quantas vezes a fita
torce. O framing é essencial nas teorias de Chern-Simons ja que o fluxo esta junto da carga na
formula para o vinculo. Colocar o fluxo e a carga em lados opostos da fita podemos associar uma
fase bem definida a trajetoria da particula. Do contrario, nao conseguiriamos saber quantas vezes
a carga atravessou o fluxo.

Qualquer transformacao atuando em uma particula pode resultar apenas em uma fase; a fase
correspondente é chamado parametro de torcdo ©,. Geralmente, escrevemos O, = e>™  onde
hq € chamado de spin topoloégico da particula. Para anyons abelianos, é o parametro estatistico,
0 = 2mih,.

As propriedades do espaco fundamental em superficies, incluindo a esfera com n furos e o
torus, podem ser construidos a partir de modelos de espagos vetoriais mais primitivos da seguinte
forma. Uma superficie fechada arbitraria pode ser dividida em uma colecao de esferas com 3 furos
que sao coladas em suas fronteiras. O espago de Hilbert dessa configuracao é denotado Vj, se
a,b e ¢ sao os tipos de particulas nos trés furos. Se os a e b forem fundidos, sobrara uma esfera
com dois furos. A dimensao do espago de Hilbert serd dado pelo fator de multiplicidade de fusao
Ng, = dim(V5). O espaco de Hilbert obtido ao colar esferas de 3 furos é obtido pelo produto
tensorial dos V'’s somando sobre os tipos de particulas onde a colagem é feita.

O espago de Hilbert de uma esfera com n buracos com carga topologica a em cada furo pode
ser construida colando uma cadeia de (n — 2) esferas de 3 furos. O espago de Hilbert resultante

1 b1 1/ b2 = . . .
Voo = &6, V2 Vg Vi ,- Uma notagao gréfica simples para um conjunto de estados de base

desse espago de Hilbert ¢ dado pela cadeia de fusdao A dimensao desse espago é NN ;’il... by s

4] 4] (1 a a a

a | 5)1 | ZPQ | bg | b4 bn—4 | b.n_g | a

Figura 71: Fonte [10].

Podemos escrever esses fatores da seguinte maneira (N,);, dessa forma vemos os nimeros de
multiplicidade como as entradas de uma matriz N, associada a quase-particula de especie a.
Denotaremos o maior autovalor de uma matriz N, por d,. Entao o espaco de Hilbert de M
quase-particulas de tipo a tem dimensdao d~2 para M grande. Por esse motivo, d, ¢ chamado
de dimensao quantica da quase-particula a. Para particulas abelianas d, = 1 ja que o espago de
Hilbert de muitas particulas é unidimensional. Particulas nao abelianas tem d, > 1. Perceba que
d, nao é em geral um inteiro, que é um sintoma da nao localidade do espaco de Hilbert: este
nao é o produto tensorial de espacos de Hilbert d,-dimensionais associados localmente com cada
particula.
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8.2.2 Surgimento do termo de Chern-Simons no FQHE

Aqui, usando transmutacao estatistica baseada em um calibre de Chern-Simons, a teoria efe-
tiva de um sistema de Hall quantico sera discutida. Comegamos com o problema de um sistema de
N férmions. Assumiremos que devido ao efeito Zeemann todos os spins estao alinhados, e nao con-
sideraremos os graus de liberdade associados aos spins. Na primeira quantizagao, a Hamiltoniana
é dada por

N
1
H:Z2mpl+eArl +Z€A0 r; —|—ZV r, —Ij). (84)
i=1 1<j

Aqui, A e Ap s@o os potenciais vetorial e escalar magnético. Ja que estamos lidando com férmions,
a funcao de onda ¥ no problema de autovalor,

HY(ry,...,rn) = EV(ry,...,Ty), (85)
deve ser anti-simétrico:

P\IJ(rl, ...,I‘N) = \I’(I‘p(l), ...,I'p(N))

= (~1)PU(ry, .., rn). (86)

Aqui, P atua em (1,..., N) como um operador de permutacio de indices (P(1),..., P(N)), e (=1)7
¢ +1 no caso em que P puder ser escrito como um numero par de permutagoes, e —1 no caso de
namero impar.

A seguir consideramos o problema bosonico. Entretanto aqui nao usaremos a Hamiltoniana
84, entao introduzimos um novo vetor potencial a para escrevermos

N
1
Z—mpl—i—eArz)—i—earZ —i—Zer r; —|—ZVrZ—|—rJ) (87)

i=1 1<j

Aqui, a(r;) é dada por

a(r;) = - — Z Vi, (88)

com ¢y = 2m/e. O fator a;; é o angulo entre o eixo x e o vetor r; —r;. Aqui, o valor é determinado
apenas até 2w, mas quando atuando com V, o resultado se torna nao ambiguo. Esse angulo é

dado explicitamente por

1Y — Y
a;; =tan 'L = q(r; — 1, 89
=t L= = () (59)

e assim podemos escrever o potencial da forma
Y Y Tj—
a(r; 90
(x:) (27T7T Z ]rj—rZP 27r7r Z ]rj—rz|2> (90)
Como estamos lidando com boésons, a fungao de onda do problema de autovalor,

Ho(ry,....rn) = E'¢(ry, ..., TN), (91)

deve ser totalmente simétrica:

Po(ry,....,rn) = o(ry,...,rN) (92)
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Figura 72: Definindo «;;; Fonte [13]

Para conectarmos o sistema fermionico e o sistema bosbénico descrito acima, introduzimos o

operador unitario a seguir:
0
U=exp|? —oi | . 93
i o o

i<j
Como «;; € uma funcao dos operadores r; — r;, esse operador ¢ independente de p,. Calculamos
Up;U~! como

Up,U™' = U(=iV,U ™) +UU Y (=iV;)

= exp [’L Z gaij ( — Z %Vz'aij> exp [ — ZZ gaij

i<j (£9) i<j

+ Pi (94)

= —ea(r;) + p;.
Entao, obtemos
Ulpi + eA(r;) +ea(r,)?U " =
= Ulpi + eA(r;) + ea(r;)JU'Ulp; + eA(r;) + ea(r;)?U™"  (95)
= [p: + eA(r;)]*.
Como U néo contém p;, Ag(r;) e V(r; — r;) permanecem invariantes quando atuamos U e U~!
nos lados da equagao. Dessa forma, as relagoes entre as Hamiltonianas fermionica e bosonica a

seguir valem:

H=UHU! ou U'HU =H'. (96)

Agora, suponha que o problema de autovalor do sistema bosonico esteja resolvido. Chamando
essa solucao de ¢. Escreveremos

\I](rlv"wrN) = U¢(r1a“'7rN) (97)
obtemos

HY =HUG =UU "HU)¢p =

=UH'¢=U(E'9) = E'(Ug) = E'V. (98)

Concluimos que ¥ ¢ uma autofuncao da H com o mesmo autovalor de energia E’. Podemos ainda
provar que ¥ é uma func¢ao fermionica. Para vermos isso, escrevemos partes de U dependendo de
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r, e r; explicitamente (colocando n < [):

U(ry, oy Ty ooy Tpy ooy Ty ) =
N n—1 n—1 N
. 0 . 0 , 0 , 0
=e€ — Q5 —Qlpj —Qp — Oy
Xp[z‘ g Woz]%-z‘ E | Waj—l—zé Woz +Z'E w&]
1<j;%#n,l j=n+1;(5#0) =1 j=l+1 (99)
i—1
. 0 0
+1 — Uy —Qnlt-
| E 7Tal+Z7Ta l]
i=1;(i#n)

Escreveremos i®(ry, ...,r,, ..., 1, ..., ry) para a fungdo aparecendo na exponencial. Examinaremos
como a fase ® muda ao mudarmos r,, e r; forem trocados:

AD, = P(ry, .., 1y, ooy Tpy oo Tn) — P(ry, ooy Ty o, Ty, o, TN)

g A 0 100
= - Z [alm — Q + Qo — anm] + _(aln - anl)- ( )
& m=n+1 &

Fica claro da figura 72 que a;; — j; ¢ a mudanga no angulo que surge ao trocarmos os lugares
das particulas i e 7, isto é
Qi — Oy = +. (101)

Aqui + corresponde a trocarmos as particulas de forma anti-horaria e — ao trocarmos de forma
horéaria. No caso em que

0= (2k+1)r (102)
obtemos,
-1 0
A, = 2 0 —27)— 0 103
I HZH( 7 ou 0 ou 7r)7T (103)

e o primeiro termo nao contribui no expoente. Conclui-se que

U(ryy .oy Tpy ooy Tpy ooy Iy ) =
= Al (v, Ty, Ty TN (104)
= €ii9U(I’1,...,I‘l,...,I‘n,...,I‘N)
= —U(ry,...;T}, ey Tpyy ooy TN)
e portanto
U(ry, ...,y ey Tpy ooy TN

=U(ry, ..y Ty ooy Tpy oy TN )O(TL, oo Ty ooy Ty o TN (105)

= —U(ry,...;T, ooy Ty oo, TN )O(T1, o T)

= —U(ry,...,rp, o0y T, ooy TN ).

Usando o fato de que a funcao de onda para bosons é totalmente simétrica. Dessa forma, mostra-
mos que para § = (2k + 1)7, ¥ = U¢ é autofunc¢ao da Hamiltoniana do sistema fermionico.

A partir dessa discussao, se torna claro que U contribui uma fase e quando as particulas sio
trocadas. O vetor de potencial a(r;) interage com os bosons, e essa transformacao de fase surge
como o efeito Aharonov-Bohm. A equag@o para esse campo pode ser interpretada como um vetor
de potencial criada por uma particula em r;, atuando em uma particula na posigao r;.

o (- 01
Ar) = @—<ﬁﬁ> _nfl, (106)

2w T ormr
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¢ o vetor potencial com for¢a ¢o(6/7) na origem.
Para um caminho fechado C ao redor da origem, obtemos

o [ 1 0

2T

e devido ao teorema de Stokes
f{ A(r) - dr = / d’rV x A(r) (108)
C

evidentemente, obtemos
0
V x A(r) = ¢p—9d(r)2. (109)
s

Assim o campo adicionado a Hamiltoniana bosodnica pode ser escrito da forma

a(r;) = Z A(r; —rj) (110)

A particula na posicéo r; pode ser entendida como a fonte do fluxo magnético ¢y(6/7), criando
um vetor potencial em r;.

Figura 73: Vetor potencial ao redor do fluxo ¢q; Fonte [13]

Para descrevermos a componente temporal do campo de calibre ag, usamos o formalismo da
segunda quantizacao. Nesse formalismo a Hamiltoniana 87 pode ser escrita como

1 1
H = /d2r¢T(r) <%[—z’V+eA(r)+ea(r)]2—u—l—er(r)) ¢(r)+§/er/d2r’p(r)V(r—r’)p(r’).
(111)
Aqui, ¢'(r) e ¢(r) sdo os operadores de criacio e aniquilagao bosonica, respeitando a relagao de
comutacao
[6(r), 6" (x")] = o(r — 1), (112)
e p(r) = ¢'(r)¢(r) é a densidade de particulas. Dessa forma o campo se torna
a(r) = /d2r'A(r —1')p(r’). (113)
Usando 109, obtemos
b(r) =V x a(r) = /dzr’V]r x A(r — r')p(r")

= /er’qﬁQ%(S(r —1')p(r')z (114)
=:¢OQ¢KY)2
m
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Assim a densidade de fluxo é proporcional a densidade de particulas p(r). Isso é, para cada
particula, um fluxo de calibre 8/ é colada, e a combinagao de bésons com a corrente de fluxo de
calibre corresponde ao um férmion.

Tomando a divergéncia de 113, obtemos

V.a(r) = /d2r’Vr ~A(r = 1')p(x') = 0. (115)

Essa equagao corresponde exatamente ao calibre de Coulomb. Finalmente, na presenga de um
campo externo A,, a integral de caminho do sistema ¢ escrita

ZIA,] = /Daﬂ)qbexp [z’Sa[a#] +1iSy[A, + au, 9], (116)

onde S, e Sy sao dadas por

Salau] = /dt/d2 eagaoa ag (117)

SelA, + ay, 9] :/dt/d%

_ i|( iV 4 e(A +a))g)?

_ _/dt/d2 /er’p V(r—1)p(r).

Essas equagoes para a funcao de particao e agoes de calibre e com termo bosonico sao validas
apenas no calibre de Coulomb, e o sistema como esta nao é invariante sobre calibre.
Em um calibre geral, o primeiro termo S, tem que ser substituido pelo termo de Chern-Simons

6" (10, — e(Ao + ao) + )¢

(118)

e v
Sc.slau] = /dt/d%mg” a,0,ax. (119)

Resumindo, o sistema bidimensional fermionico pode ser reformulado como um sistema bosénico
usando a acao de Chern-Simons e a agao Sy escolhendo um calibre e realizando a integral de
caminho com relagao ao campo de calibre e ao campo bosonico.

Agora podemos derivar o,, = v(e*/h). Para tanto consideramos um anel, onde o fluxo mag-
nético ® flui através do buraco no meio. Um campo magnético constante B atua no anel proprio.
Consideramos as duas integrais seguintes ao redor de um caminho fechado C' ao redor do anel:

L(C) = ]{Ca-dl, (120)

= iA - dl. (121)

Aqui o efeito de Meissner do sistema bosonico significa que “a quantizacao fluxo magnético” com
respeito ao campo A + a ocorre, e os minimos da energia livre correspondendo a diferentes fluxos
magnéticos sao separados por barreiras de energia microscopicas. Portanto, mesmo quando ¢ é
mudado adiabaticamente, [,(C') 4+ I4(C) permanece constante durante o processo. Concluimos

que
dI4(C)  d®  dI(C)

. dt dt

(122)
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Figura 74: Configuracao de Anel; Fonte [13]

e que d®/dt do fluxo de calibre de Chern-Simons penetrando a superficie envolvida pela linha de
C é repelida por fora. Por outro lado, ja que o calibre de Chern-Simons é proporcional a densidade
de particulas pela 114, a corrente J que passa por C' em uma unidade de tempo é dada por

™ dP
J=(—e)——. 123
0755 (123)
Portanto, a diferenca de potencial na linha C' pode ser calculada usando a equacao de Maxwell
0B
VxE=—— 124
X T (124)

e obtemos

mwczﬁEdl

_ /(v < E).dS (S = C)

(125)
0B
I—l(adfs

dd
dt
Ja que o4, ¢ a razao de J por AV, finalmente obtemos
J T me? e?
Opy = ———= =€6— = — = U—. 126
YAV oo Oh h (126)
Concluimos que o efeito Meissner ou a quantizagao do fluxo magnético leva a condutividade o,
através do campo de calibre de Chern-Simons.

8.3 Computagao Quantica Topolégica

Aqui podemos ver como anyons nao abelianos podem ser usados na computacao quéntica,
visando sua universalidade. Aproximacoes das avaliagoes de Jones podem ser vistas como um
caso especial da aproximagao de invariantes de Links mais gerais.

Cada tipo de anyon nao abeliano leva um modelo de computagao quantica anyonica. Informa-
¢ao é codificada em uma colecao de varios anyons em posi¢oes bem separadas. A falta de evolucao
continua devido a H = 0 naturalmente protege a informagao codificada contra ruidos, e esta é
processada pelo trangamento de anyons ao longo de caminhos predefinidos. O resultado compu-
tacional é codificado na amplitude do processo, que é acessada fundindo os anyons. A amplitude
de criagao de um conjunto de anyons, tranca-los, e fundi-los de volta pro estado fundamental ori-
ginal do sistema ¢ dado pelos invariantes quanticos de certos links coloridos. Assim computadores
quanticos anyonicos aproximam invariantes de links, e sao robustos contra erros locais.
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8.3.1 Computadores Quanticos Anyonicos

Todo tipo anyonico nao abeliano da origem a um modelo de computacao quantica anyonica
[21]. Portas quénticas sao realizadas através de representagoes dos grupos de trangas. Compilacao
quéntica topologica é a realizacao, através de trancas, de transformacoes unitarias desejadas para
os algoritmos tais como o de fatoragdo de Shor [53].

De forma abstrata, um modelo de computacao quéntica consiste de

1. Uma sequencia de espacgos de Hilbert V,, cujas dimensoes sao exponenciais em n. Para cada
n, um estado |¢) para inicializar a computagao.

2. Uma cole¢ao de matrizes unitéarias em U(V},) que podem ser compiladas eficientemente clas-
sicamente.

3. Um esquema de leitura dos dados baseado na medicao dos estados quanticos.

Considere uma CFF unitaria com uma espécie de anyon nao abeliana x. Seguindo [21], [24],
escolhemos um subespaco computacional como

Vi, =

n,r

Figura 75: Fonte [58]

Suponhamos que Y, ,, o, a superficie orientada com genus g e [ componentes de fronteira
ai, ...,a;. Entao a formula de Verlinde,

[
dimV (Sgiara) = O sar [ 51, (127)
j=1

ieL
onde s;; sao as entradas da matriz S. Segue que

Sia(six)n

e (128)

dimV?, = D" )

i€l

que é exponencial em n ja que x é nao abeliano. (Assumindo que sop = 1/D > 0.)
Para simular um circuito quéantico tradicional Uy, : (C?)®" — (C?)®" precisamos encontrar
uma tranca b fazendo com que o quadrado

(CQ)‘X’” . Vn‘fx
ULj jpw) (120)
(R —

comute, onde p(b) ¢ a matriz da tranga e ¢ ¢ um mergulho eficiente do espago de n-qubits (C?)®"
para os estados fundamentais V', Isso ¢ muito dificil de ocorrer. Assim tentamos encontrar uma

tranca que faca o quadrado acima comutar até uma determinada precisao. Para conseguirmos
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universalidade para computacao quantica, precisamos implementar um conjunto universal de ma-
trizes unitarias. Entao a questao de universalidade para computagao quéantica anyonica se torna
a questao: conseguimos encontrar trangas b cujas p(b)’s aproximam-se de um conjunto universal
de portas eficientemente com precisao arbitraria? Para anyons nao abelianos, como os espagos de
Hilbert sempre crescem exponencialmente, a universalidade é quase garantida se o grupo de re-
presentacoes de trancas dado pela CFF unitaria tiver imagem densa nos grupos especiais unitario
SUV,,)-

Para ter portas computacionais explicitamente, usamos arvores de fusao como bases do espago
de Hilbert V. A base das arvores de fusao estao em correspondéncia 1 — 1 com os graficos
subjeito as regras de fusao em cada vértice trivalente. Os vértices trivalentes também precisam

r X r T

0 a
Figura 76: Fonte [58]
ser indiciados caso as regras de fusao nao sejam livres de multiplicidade. Trancando dois anyons

r T r r T
R

a
Figura 77: Fonte [55]
x em posigoes 7,7 + 1 em uma arvore de fusao pode ser representado como acima. A leitura do

resultado se da ao fundir os anyons e ler as cargas topologicas resultantes. Essa procedimento
pode ser representado da seguinte forma

Computation Physics

output measure=fusion

apply operators braid anyons

initialize ora create anyons

Figura 78: Computagao topologica; Fonte [58]
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8.3.2 Computador quantico de Ising

Existem trés tipos de anyons em uma TQCT de Ising: 1,0,%. A tnica particula nao abeliana
¢ao: 02=1@1. As regras de fusao para esse modelo sao:
c®o=1®Y, cR@Y=0, YPRY=1,

130
lr=xparax=1,0,7¢ (130)

A teoria de Ising é uma das coincidéncias onde as dimensoes dos estados fundamentais multi-o
sao potencias de 2. Especificamente, onde a = o se n é impar, e a = 1 ou a = ¢ se n é par. Entao

Ve =
Figura 79: Fonte [58]
. tra 231 para n par,
dimV' = ¢ a1 . (131)
22 paran impar.

Para construir nosso computador quantico, escolhemos nosso espaco computacional como V!,
n = par. Uma base nao normalizada é onde a; = o e i é par e a; ou a; = ¥ se i for impar. Entao

i o o o

f=_ | | ] " ]

1 ag a1 1

Figura 80: Fonte [58]

¢ naturalmente identificado com (n/2 — 1) qubits. Nessa definigao, precisamos 40’s para termos
1 qubit e 60’s por 2 qubit.

Portas quénticas serao matrizes unitarias na base escolhida {e%}. Como um grupo abstrato,
a imagem é conhecida ZQ% 1 S, projetivamente.

Para um qubit, deixamos |0) = €1,101 € |1) = €15p01. Entao py : By — U(2) é dado por

ploy) =o(o3) = e ™18 ((1) Q)

1
/ 1-i 144
_,—Ti/8 2 2
0(02) =c (1+i l—i)

2 2

(132)

) 1 - .
Surpreendentemente p(o3) = e~ ™/4 (0 ) ¢ o portao NOT a menos de uma fase. Para dois

10
qubits, se permitirmos

|OO> = €lololol ’01> = €loyolol

133
|1O> = €loloyol |11> = €loyorpol ( )

entao p(os 1040301050403_ ') = CNOT a menos de uma fase. O computador de Ising realiza muitas
portas de Clifford exatamente, e aproxima o polindbmio de Jones e links em 4-raizes da unidade.
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8.3.3 Computador quantico de Fibonacci

S6 existem dois tipos de anyons na teoria de Fibonacci, 1 e 7, e 7 é nao abeliano: 72 =1 & 7.
A teoria de Fibonacci é a TQCT mais simples que é capaz de realizar computagao quantica
topologica universal apenas com trancas e regras de fusao, o que é maravilhoso, mas a confianca
na existéncia de anyons 7 é menor que na existéncia de anyons de Ising 0. A dimensao dos espagos
de fusao sera dada

a
Vo=
Figura 81: Fonte [55]
) P sea=1,
dimV)} = {Fnl o q— T’} (134)

onde F;, é o n-ésimo numero de Fibonacci e F_; = 0.
Com relagao as matrizes F' desse sistema, podemos ter apenas duas destas possivelmente nao
triviais que denotamos por

TTT __ TTT __ p q
FIm =t FTm = (r S) (135)

onde p,q,r, s,t € C. Existem muitos pentagonos para as regras de fusao de Fibonacci dependendo
nos quatro anyons a serem fundidos e suas cargas totais: a priori 2° = 32. Mas um pentagono
¢ automaticamente trivial se um dos anyons a serem fundidos for trivial, levando entao a apenas
dois pentagonos a serem resolvidos. Desenhando os diagramas das arvores de fusao, os pentagonos

se tornam:
2
]‘ O TTT 1 O TTT
o) =5 1)"

1 0 O 10N g pOa\ g p 0 g
O FTTT 1 0 0 0 FTTT = O t O 0 FTTT 0 t O
T 0 01 T r 0 s T r 0 s

(136)

Essas matrizes se expandem em treze equagoes polinomiais sobre as variaveis p, q, 7, s, t, exemplos
das equagoes de pentédgono para sistemas de simbolos 6j. Resolvendo elas e impondo unitariedade
para as matrizes F', obtemos

-1 F4-1/2
=1, FIT7 = <§$1/2 gib¢1> (137)

onde ¢ = @ é a razao de ouro e £ é uma fase arbitraria.

Com relacao as matrizes R, novamente qualquer tranga realizada com o vacuo é trivial e
portanto RT! = RI™ = R{! = 1. Segue que um hexégono ¢ trivial se um dos indices no topo for
trivial, deixando apenas dois hexdgonos a serem resolvidos:

(R = Ry

R 0N porr (BT 0N _ o (10 s (138)
( 0 R:T) FT < O R:T) _FT (0 RTT) FT

T
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Essas matrizes se expandem em cinco equagoes polinomiais. Usando o resultado obtido para as
matrizes F, nossos sistemas polinomiais se reduzem a R]™ = ¢*™/% e RT™ = ¢=37i/5,

O problema de vazamento surge pois os ntimeros de Fibonacci nao sao todos potencias de
um numero inteiro particular, entao nao existe uma decomposicao tensorial natural dos espacos
computacionais.

Para um qubit, escolhemos V! e |0) = e1,1,1, |1) = €1,--1. Entao

o—4mi/5 0 Gletmifs  p=1/20=3mi/5
p(o1) = ( 0 e37ri/5) pos) = <¢—1/26—37ri/5 ! (139)

onde ¢ = 1+2‘/5 ¢ a razao de ouro. Para n qubits, escolhemos Vj,, ., e codificamos uma linha de
codigo y...1,, como €lra;, Taiy...71; ondeagy=1leaq =7.

Teorema 8.1. Para qualquer circuito quantico U, : (C*)®™ — (C*)®"™ em SU(2") e § > 0, existe
uma tranga 0 € Boyyo tal que |p(o) — UL| < d, e o pode ser construida por uma maquina de
Turing em tempo poly(n,1/0).

Esse resultado é uma combinagao dos trabalhos [[24],[25]] e o algoritmo de Kitaev-Solovay.

Usamos quatro anyons 7 para obtermos um qubit, e seis anyons 7 para implementar dois qubits.
Para implementar um portao de dois qubits, precisamos escolher subespacos 4-dimensionais de
Vi ~ C5 e VJ ~ C® Os subespagos restantes, NC! de dimenséao 1 e NC* de dimenséo 4, sao
nao computacionais. Suponha que implementemos CNOT em V{'. Nosso espago computacional
C® C V! ~ C'3 ¢ gerado pelos

Figura 82: Fonte [58]

Se CNOT opera nos primeiros seis anyons 7, e entao
Vg = ((C*)** @ NCh) @ ((C*)** & NCY), (140)

codificando informacdo em (C?)®? @ (C?)®? C Vi @ VJ pode vazar para NC' @ NC*. O vaza-
mento pode ser corrigido com um resultado de densidade mais forte: A representagao de Jones
nao ¢ densa apenas no setor irredutivel, mas também independentemente densa em todos os se-
tores irredutiveis. Assim podemos aproximar qualquer qualquer par (A, B) C SU(5) x SU(8)
na representacgio Vg @ V. Para evitar vazamentos, escolhemos uma tranga que implemente
CNOT @ idyet @ (CNOT @ idyee) a menos de fases.

Se fundirmos todos os anyons, o resultado é alguma avaliacao de Jones colorida. Como uma
variacao, se fundirmos apenas o primeiro par, o resultado é dado pelo polinémio de Jones em
alguma raiz da unidade de um certo link [21] [12].

8.3.4 Universalidade dos computadores quanticos anyonicos

Dada uma CFF unitaria, existem anyons cujas trancas sao universais para computagao quan-
tica?

Proposigao 3. (Conjectura) Se D? ¢ N, entio existe um tipo de anyon ndo abeliano cujas
representagoes dos grupos de trancas B, sao projetivamente densas.

Essa conjectura vem de [14].
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9 Conclusao

Neste projeto revisamos varios aspectos da teoria de categorias monoidais e vemos como des-
crever certas classes de teorias quanticas de campos como um funtor entre a categoria de classes
difeomorficas de superficies fechadas compactas orientadas e a categoria de espagos vetoriais.
Dessa vemos como classificar teorias quéanticas de campos topolégicas bidimensionais através de
algebras de Frobenius. Para teorias (2 + 1)-dimensionais podemos descrever-las com categorias
monoidais modulares, que surgem das categorias de fusao de fitas quando a matriz S modular é
nao singular, cujas principais aplicacoes ocorrem na descricao de sistemas de particulas com es-
tatistica nao abeliana. Chamamos esses particulas de anyons e os principais sistemas fisicos onde
poderiamos observar essas particulas sao sistemas de efeito Hall quantico fracional que discutimos
alguns detalhes na secao 8. O efeito Hall quéantico fracional é um exemplo de sistema de fase
topologica da matéria no qual mantemos baixas temperaturas e energias, em sistemas desse tipo
temos o surgimento de termos topologicos na funcao de particao do sistema, como por exemplo a
acao de Chern-Simons.

Apesar de ainda ser previsao teorica, em artigo de 1991 Moore & Reed argumentaram que
poderiam descrever excitacoes de funcoes fermionicas exibindo estatistica nao abeliana para siste-
mas de efeito Hall quantico com fator de preenchimento com denominador par. Uma conexao de
todos esses topicos e interessante aplicagao da matematica de categorias de fusao é a computacao
quantica topologica que é uma ideia de usar esses sistemas de anyons nao abelianos para simular
sistemas regidos por teorias topologicas de campos onde existe a expectativa de aprender mais
propriedades sobre essas teorias e possivelmente calcular invariantes topologicos de superficies
(2 4 1)-dimensionais. Um dos fatos mais interessantes sobre a computagao quantica topologica
¢ que apesar de nos limitarmos a sistemas em baixas temperaturas sabemos que esse tipo de
computacao é tolerante a erros ja que o sistema deve ficar extremamente isolado do ambiente.
Terminamos o projeto revisando alguns dos modelos mais interessantes sobre a computagao quan-
tica topologica, como o exemplo do modelo de Fibonacci que apesar de haver baixa expectativa
de encontrar sistemas regidos por esse modelo na natureza, ¢ um dos modelos mais simples onde
obtemos o que chamamos de computacao quantica universal que ocorre quando podemos repro-
duzir qualquer operagao imaginével para o sistema apenas através de representacoes do grupo de
trancas aplicado as particulas do modelo.

Eu, autor do projeto, estou extremamente satisfeito por ter tido a oportunidade de ter estu-
dado o amplo arranjo de topicos explorados aqui, principalmente por ver como algumas técnicas
avangadas em matematica podem se relacionar com fendémenos fisicos de grande interesse na atu-
alidade e poder ver alguns problemas em aberto com relacao a esses topicos. Embora ainda nao
tenha dominio particularmente alto de técnicas da teoria quantica de campos, como a descricao
da teoria efetiva de Chern-Simons, a partir desse trabalho ja consigo ter uma ideia e principal-
mente as referencias para saber por onde comegar a estudar esses topicos mais a fundo em futuros
projetos como mestrados e doutorados. Nada do que foi feito neste projeto teria sido possivel
sem suporte e ensinamento do meu orientador Dr Arsen Melikyan a quem devo muita gratidao.
Agradeco ainda a professor Dr Alexandr Pinzul por me ensinar os principios da teoria de quantica
de campos que com certeza foi bastante util ao longo desse projeto. Agradeco a professora Dr
Carolina Matté Gregory por me ajudar com erros durantes a escrita desse texto e me lembrar
de adicionar uma secao de conclusao que havia esquecido de adicionar. Em geral tenho grande
gratitude a Universidade de Brasilia e toda a equipe de docentes que me possibilitaram todo o
aprendizado de fisica que tive durante os ultimos anos. Espero continuar estudando e um dia
poder contribuir para o grande corpo de conhecimento que ¢é essa ciéncia.
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A Apendice: Teorias de Campos Conformes

Aqui tentamos definir as teorias de campos conformes usando a teoria de categorias, seguindo
a referencia [52], com o objetivo de tentar entender melhor aspectos dos estados de Moore-Read
de acordo com a publicagao original [10].

A.1 Definicoes Preliminares

Definicao A.1. A categoria C:

A categoria C € definida da sequinte forma. Existe uma sequencia de objetos {C,}n>0, onde
C, € a uniao disjunta do conjunto de n circulos parametrizados.

Um morfismo C,, — C,, € uma superficie de Riemann X com fronteira 0X, junto com uma
identificagao i = C,, — C,, — 0X. (Identificamos morfismos (X,1),(X’,i")) se ezistir um iso-
morfismo f : X — X' tal que f oi = 1. Perceba que a fronteira da superficie de Riemann é
canonicamente orientada. As identificacoes i devem preservar orientacao, e C,, — C,, significa a
unidao Cy, UC,, com a orienta¢ao revertida. )

Figura 83: Morfismo entre C3 — Cy; Fonte [52]

Por Superficie de Riemann queremos dizer,

Definicao A.2. Uma superficie de Riemann € variedade complexa unidimensional, i.e. duas
variedades suaves de dimensoes reais com um conjunto mazximal de cartas ¢, : U, — R = C tal
que ¢go ¢t € uma fungao holomdrfica invertivel de ¢o(Us N Ug) para ¢5(Us NUg) para todo a e
B.

A.2 O semigrupo &

O semigrupo de morfismos C'; — (] acaba se tornando componentes conexas correspondendo
ao genus e numero de componentes conexas de X. A identidade de £ é o espaco de superficies
que sao cilindros, i.e. homeomorficas a [0, 1] x S*. A ideia aqui é mostrar que o semigrupo & deve
representar a complexificacio do semigrupo Diff(S?). (E um fato conhecido que ndo existe um
grupo que é uma complexificagao do Diff(S').) Veremos momentaneamente porque Diff(S!) é a
fronteira de Shilov de £. Um exemplo simples da relagao que existe entre & e Diff(S!) ¢ dada pelo
semigrupo

{9 € GLa(C) - [lgll <1}

esse ¢ o dominio limitado em €™ cuja fronteira de Shilov é o grupo U,,. (Essa fronteira de Shilov
diz respeito ao conjunto S = N{F : F' & fronteira de A, i.e. maxsea|f(z)| = maxsep|f(x)]}).
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Podemos dar uma descri¢ao mais precisa de £. Seja

Dy={z€C:|z] <1}
Dy ={z€ CU{o0} : |z] > 1}.

entdo £ é o espago dos pares (fo, fo), onde fo : Dy — S? sdo mergulhos holomérficos tais que

f0(0) = 0, foo(00) = 00, f{,(00) =1, (141)

e fo(Do) € foo(Doo) s@o disjuntos. (Dizer que f. (co) = 1 significa que fo tem residuo 1 em
z=00.)

Para ver isso, observe que para dado (fo, fs) a superficie S? — fo(Dg) — foo(Doo) € um cilindro
com fronteira parametrizada; Por outro lado se X é um cilindro com fronteira parametrizada
entao podemos formar uma superficie fechada X =DyUXU Do, € o teorema de mapeamento
de Riemann identifica isso com a esfera S? unicamente a menos de um elemento de PSLy(C) que
é fixo sobre a normalizacao 141.

& pode ser identificado com um conjunto aberto em um affine hyperplane em F' & F', onde F
é o espaco vetorial de mapas holomorfico f : Dy — C tal que f(0) = 0. Esse conjunto aberto tem
fronteira de Shilov que consiste do par (fo, fs) tal que fo(S') = f(S'). A fronteira ¢ identificada
com Diff(S') por

(fo, foo) = (f" © fol ST) (142)

Existe um mapa holomorfico ¢ : £ — {z € C : |z| < 1} cujo valor de fronteira ¢ o numero de
rotacao
q : Diff(S") — S*. (143)
De fato ‘
q(X) =€, (144)

onde 7 ¢ o modulus do torus obtido por X € ¢ ao identificar os circulos de fronteiras. (O modulus
é bem definido a menos de um inteiro aditivo, e nao s6 sobre a¢ao de PSLs(Z)) no plano superior,
porque o torus tem um gerador principal de ;.

A.3 Definicao da CFT

Definicao A.3. Uma teoria de campos conforme é uma representacao de C, i.e. um funtor
continuo T de C para espagos de Hilbert tais que

(i) T(Cp) =, H=H®" para algum espaco de Hilbert H;

(i) Para cada morfismo & : Cy, — C, o operador T'(§) : H®™ — H®" é da classe de tragos
(TrT(&) = >, (T(§)ex, ex) < 0o independente da escolha de base (ey)).

(i) T ¢ um funtor-x, i.e. T(€)* = T(€) para cada & : Cy,, — C,, onde € : C, — C,,, € definido
como a superficie de Riemann complexa conjugada de &;

(iv) T tem uma propriedade de cruzamento que se um morfismo § : Cpy — Gy € feito em um
m07ﬁ~sm0 € : Cpno1 — Chi1 ao reverter a orientag¢do de um circulo de fronteira entao T(§)
e T(€) sdo adjuntos (i.e. correspondem ao mesmo objeto de H®™+™) )

(v) T tem a propriedade de colapso que se um morfismo § : Cpyr — Chyp € feito em um
morfismo & : C,, — C,, ao colar os primeiros v circulos entrando aos primeiros r circulos

saindo, entao T(§) = trye-T(£).
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A.4 O morfismo p, e a funcao de particao

Se g € C com 0 < |¢| < 1 entao deixe p, denotar o morfismo Cy; — C} representado pelo anulus
{2 € C:|q| < 2| <1} com sua fronteira sendo circulos parametrizados por § — e e § — qe?. A
funcao p, forma um sub-semigrupo de & : pg, Pg = Pagigo-

Definicao A.4. A funcao de particio Zy da teoria T € definida como Zp(q) = trago T'(p,)
Com a condicao (v) trivialmente implica:

Proposicao 4. Para qualquer teoria T a funcdo de particao Zp é modular, i.e. se ¢ = €™ com
Im(z) > 0 entdao Zr(q) € invariante quando z € transformado por PSLy(7Z).
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