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Resumo

O objetivo do projeto é desenvolver o formalismo de vinculos, no contexto da teoria de
campos, e aplicar na quantizagdo de teorias de calibre. O método de abordagem consiste
na fundamentacao da teoria classica e teoria de campos, com énfase no conceito de calibre.
Com base nesta abordagem, desenvolveu-se o formalismo necessario para a quantizacao
e, por fim, aplicou-se na teoria quantica de campos. Neste contexto, ha o surgimento de

formalismos que incluem teorias de calibre e campos de calibre nao abelianos.

Palavras-chaves: Teoria de Vinculos. Quantizacao. Teorias de Calibre. Teoria Quantica

de Campos.
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Introducao

Com base na teoria de vinculos, é possivel estabelecer um dos procedimentos mais
fundamentais da fisica moderna, conhecido como “quantizacao” O estudo deste forma-
lismo foi iniciado por Dirac (DIRAC, 2001), no século XX, e é a base para a Mecanica
Quantica. O desenvolvimento paralelo da Teoria da Relatividade, por Einstein, resultou
numa série de tentativas de incluir este formalismo na teoria quantica. A conexao ocorreu
por meio do conceito fisico conhecido como “campo”. As teorias de campos ganharam um
de seus primeiros reconhecimentos com a equagao de Dirac, levando a previsao de novas
particulas. A Teoria Quantica de Campos é um dos maiores sucessos da fisica moderna.
Em termos de previsdes e descricao atual do universo, esta teoria ja obteve resultados
extremamente acurados e levaram a construcao do Modelo Padrao, que corresponde as
particulas elementares. Neste contexto, as teorias de calibre possuem um papel essencial,

pois contribuem com o formalismo e interpretacao de campos fundamentais no universo.

Tendo em vista os temas abordados, este projeto consiste em um estudo aprofun-

dado sobre a teoria de vinculos e quantizacao das teorias de calibre.
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Metodologia

A metodologia do projeto inicia-se no estudo amplo da teoria classica, com énfase
na teoria de vinculos. Neste formalismo, constréi-se toda a base necessaria para a descri¢ao

e fundamentacao do procedimento de quantizacao.

Para explicar o processo de quantizacdo na teoria de campos, hd uma explana-
¢ao sobre os conceitos basicos que envolvem os campos e um foco especial ao caso do
campo eletromagnético. Os conceitos de vinculos foram desenvolvidos e ampliados para o

formalismo de campos, onde desempenham um papel fundamental na quantizacao.

O conceito de “transformacgoes de calibre”, desenvolvido na teoria clédssica, é apli-
cado na teoria de campos e, por fim, recorre-se a uma generalizacdo dos campos que
possuem calibre como propriedade intrinseca. Esta generalizacdo ocorre por meio dos for-
malismos BRST (Becchi, Rouet, Stora, Tyutin) e BV (Batalin-Vilkovisky), que dizem

respeito aos campos de calibre nao abelianos.

O objetivo do projeto é desenvolver o formalismo de vinculos, no contexto da teoria

de campos, e aplicar na quantizacao de teorias de calibre.
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1 A Teoria Classica

A teoria classica é composta pelos principios basicos que ditam as leis da dina-
mica. Estes principios sao descritos, de maneira completa e equivalente, pelos formalismos

Lagrangeano e Hamiltoniano.

1.1 Formalismo Lagrangeano
A agao S é definida pela seguinte integral:

to
S= [ Lat, (1.1)

t1

onde L é uma func¢do, chamada “Lagrangeana”, que depende do tempo ¢, coordenadas

generalizadas ¢(t) e suas derivadas ¢(t):
L = L(qn, Gn,t), n=1,2..N. (1.2)

O Principio da Minima Acao consiste na varia¢ao funcional da acao, tal que 65 = 0. Este

principio variacional implica na equagao de Euler-Lagrange:

gE 29 . (1.3)

1.2 Formalismo Hamiltoniano

A Hamiltoniana é a funcao definida pela transformada de Legendre da Lagrangeana

com relagao as velocidades ¢,,:
H(qnsPn) = Y Pnbn — L(gn; dn) , (1.4)

onde ¢, aparece apenas como funcao das novas variaveis p, chamadas "momentos", que

sao obtidas por meio da inversao da seguinte equacao:

oL
= —— . 1.5
P = a0 (1.5)
As equagbes de movimento sao obtidas a partir das equagoes de Hamilton:
OH
i = — | 1.6
I = 5 (1.6)
oOH
(1.7)

P o0
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O “espago de fase” é o espacgo definido pelas variaveis ¢, e p,. A evolucao temporal de
uma fungao F(q,p) definida neste espago pode ser escrita em termos dos parénteses de

Poisson:
F={FH}, (1.8)

onde

OF 0G OF 0G
{6} = Zn: 3Gy Opn  Opn 9,

para fungoes F' e GG definidas no espaco de fase.

(1.9)

No contexto da teoria classica, sera utilizado o somatério implicito sempre que

houver indices repetidos.
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2 Vinculos

2.1 Equacoes de Movimento

“Vinculos” é um dos dos temas centrais neste trabalho e a sua definicdo tem
origem no seguinte questionamento: Existem casos onde a transformada de Legendre da
Lagrangeana nao é bem definida? A resposta é “sim”. Isto ocorre quando nao é possivel
inverter os momentos (dado pela equacao (1.5)) e escrever as velocidades ¢, como fungdes
dos momentos, isto é, ¢, = ¢n(pn). O estudo deste caso, entdo, inicia-se com a andlise
de consisténcia das equagoes de movimento. A equacao de Euler-Lagrange (1.3) pode ser
reescrita na forma:

. 0L 0oL . L
04,060~ 0qn " 0dnOgu

Nesta forma, é possivel ver que as aceleragoes ¢, s6 podem ser unicamente determinadas
2 2

(2.1)

———— for inversivel. Isto significa que o determinante det(———) # 0 é
060Gy , . 0G0y
condi¢do para que seja possivel definir os momentos. Caso o determinante seja nulo, os

se a matriz

momentos (1.5) ndo serdo independentes entre si e ocasionard o surgimento de fungoes do

tipo:
¢m(q,p) =0, (2.2)

onde ¢, é alguma relacao entre coordenadas e momentos e m = 1,2, ... M. Estas fun¢oes

sao chamadas de vinculos.

Definicao 1 Vinculos sao fungoes de coordenadas e momentos cujo valor numérico é

nulo.

Os vinculos que surgem naturalmente da definigdo de momento (1.5) sdo chamados de
“vinculos primarios”. Como consequéncia direta da definicao de vinculos, o conjunto de

equagoes ¢, define uma variedade no espago de fase (superficie de vinculos).
2

Se o rank da matriz for N — M’, significa que ha M’ equagoes indepen-

0Gn Gy
dentes entre os vinculos. Dadoqﬁquﬁ conjunto especifico de coordenadas e suas respectivas
velocidades, é possivel determinar unicamente um conjunto de momentos e coordenadas.
Entretanto, o contrario nao é satisfeito. A relagdo (1.5) define um mapa do espaco de
fase, que possui dimensao 2N, para uma variedade de dimensao 2N — M. Este fato esta
contido matematicamente na teoria por meio do determinante nulo. Ou seja, nao é pos-
sivel recuperar a informacao completa do espaco de fase a partir de uma transformacao

que parta da superficie de vinculos. Para que essa transformacgao possa ser recuperada de
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maneira tnica, é necessario introduzir novos parametros que atuardao como multiplicado-
res de Lagrange. Para iniciar esta abordagem, é necessario estudar as func¢oes de vinculos
(2.2). Considere a seguinte variagao:

_ O

Opm,
Som(q,p) = 9 ?

Opn

dqn +

0P - (2.3)

Localmente, os gradientes d¢; sdo linearmente independentes na regiao definida pela vari-
edade dos vinculos. A fim de aprofundar neste conceito, analisa-se a fun¢ao Hamiltoniana.
Por definicao, a Hamiltoniana é uma funcao que depende das posic¢oes ¢, e dos momentos

pn- Tomando a variagdo da Hamiltoniana, obtém-se:

oOH oH
H=_— — 0P, - 24
P 900 o, 24

Por outro lado, é possivel tomar a variagdo a partir da equacao (1.4):

0H = 0ppdn + pndqg, — 6L (2.5a)
oL oL
H = 0pag in = |5 =04 2.
§ SPnGn + Pnddn [ 90, 5qy + 9. 5qn] (2.5b)
SH = dpuin — 225 (2.5¢)
— _ . .0C
ann 8(]” Qn

Igualando as equagoes (2.4) e (2.5), obtém-se:

OH 0L 0H 0L
—+— |0 — +—=—|dp, = 0. 2.
(2 3o+ (G + ) =0 20

Aqui, é importante salientar que a variagao na Hamiltoniana depende apenas de variagoes
nas coordenadas e momentos, como mostrado na equagao (2.5). Isto evidencia a depen-
déncia funcional da Hamiltoniana H = H(q, p). Entretanto, no caso onde ha vinculos no
sistema, as variagoes dp, e d¢, nao sao independentes, pois existe alguma relacdao entre
momentos e coordenadas determinada pela equagdo (2.2) que os impedem de variar li-
vremente. Isto faz com que a Hamiltoniana sé seja bem definida na variedade definida
pelos vinculos primérios. Entretanto, pode-se estender a funcao Hamiltoniana para todo o

espago adicionando fungoes arbitrarias que se anulam na superficie definida pelos vinculos.

H — H + f(q,p)Pm (2.7)

Teorema 2.1 Se uma fungio no espago de fase F'= F(q,p) se anula na superficie defi-

nida pelos vinculos ¢, = 0, entao F pode ser escrita como uma combinagdo dos vinculos

F = foudm. (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992)

Este teorema justifica uma mudanga do tipo (2.7), que é desejada para definir a Hamil-
toniana em todo o espacgo de fase futuramente. O seguinte teorema, todavia, ird garantir

imediatamente a consisténcia das equac¢oes de movimento neste formalismo.
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Teorema 2.2 Se F,0q, + G,0p, = 0 para variacoes arbitrarias dq, e dp, na superficie
dos vinculos ¢, entao: (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992)

_ . Ofm

Py = (2.8)
_ . O

G = Up o, (2.9)

Por meio do teorema (2.2) e a equagao (2.6) é possivel obter as novas equacoes de movi-

mento, analogas as equagoes de Hamilton:

OH Obm
iy = —— + U, 2.1
"= opn T O (2.10)
0OH Obm
Iy = ——— — U, ) 2.11
b Ign ! gy ( )
Entao é possivel reescrever a evolugao temporal de uma grandeza F'(q, p):
. OF oF
F=—qg,+—=—pn 2.12
9.t 5, P (2.12)
. OF 0OH 0P, oF , OH OPm,
F= m — — Up, 2.13
aqn(ﬁpn T G, )+ 0pn( dan " Oan ) (2.13)
F={F H} +un{F, ¢n}. (2.14)

Para manter a consisténcia nas equagoes de movimento, é necessario impor a con-

di¢do de que os vinculos nao variem no tempo:
{Om, H} + wn{dm, b} = 0. (2.15)
A condigdo pode ocasionar o surgimento de novos vinculos
®y(q,p) = 0. (2.16)

Vinculos que surgem em decorréncia da condigdo (2.15) sdo chamados de “vinculos se-

cundarios” e devem ser novamente submetidos a mesma condi¢ao de invariancia:

(B, HY + up{®, )} = 0. (2.17)

Neste ponto, torna-se necessario introduzir uma nova notagao que contempla vin-
culos primérios e secundérios. Além disso, o sinal de igualdade fraca (=) serd utilizado
para identificar essas fungoes. Portanto, o conjunto completo de vinculos sera escrito

CcOomao:
di(q,p) = 0. (2.18)
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E importante ressaltar que a igualdade fraca nio representa uma quantidade que é iden-
ticamente nula, mas sim uma funcao efetiva no espaco de fase. O indice j contempla o
conjunto dos indices m (2.2) e k (2.16).

Dado o conjunto completo dos vinculos ¢;, sao validas as seguintes equagoes:

{0j, H} + umn{d;, om} = 0, (2.19)
cuja solucao geral é:
U ~ Uy + 0oV (2.20)

onde U,, é uma solucao particular do sistema de equagoes (2.19) e v,V,,, é uma combinagao
de solugoes linearmente independentes composta por coeficientes arbitrarios v, e solugoes

Vum, tal que
rUaV;Lm{qu? ¢m} ~0. (221)

Com esta solugao, define-se uma nova Hamiltoniana que inclui os vinculos no formalismo:
Hr = H + upndm = H+ (Up + 0 V) O - (2.22)

A Hamiltoniana Total (Hy) fornece as mesmas equagoes de movimentos que as equagoes
(2.10) e (2.11). Desta forma, recuperamos uma forma conveniente de escrever as equagoes

de movimento:
F~{F H}. (2.23)

2.2 Funcdes de Primeira e Segunda Classe

Dentro da teoria de vinculos, ha uma classificacao de fungdes que desempenha
um papel fundamental na teoria. Esta classificacao sera aplicada aos vinculos e contera
informacoes sobre o sistema fisico analisado. A nova classificacao é feita pela definicao de

fungoes de primeira e segunda classe:

Definicao 2 Uma fungdo é dita “de primeira classe” quando o parénteses de Poisson
entre a fungdo e todos os vinculos for fracamente nulo. Uma funcao € dita “de sequnda

classe” quando ao menos um dos parénteses de Poisson nao for fracamente nulo.

{F.6,} ~0. (2.24)

Como consequéncia direta da defini¢ao, a soma de duas fungoes de primeira classe resulta

em outra de primeira classe:

{F+Ga¢j}:{F7¢j}+{Ga¢j}%O. (2'25)
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Teorema 2.3 O parénteses de Poisson entre duas funcoes de primeira classe resulta em

outra funcgdo de primeira classe:

O

Considere duas fungoes de primeira classe F' e G.

{F, G}, 05} ={F AG,¢;}} —{G,{F, ¢,}} (2.26a)
={F, 95505} —{G, fiy 95} (2.26b)
={F, 955 Y05 + gig{F, 05} —A{G, fiy} by — fis1G, b5} (2.26¢)

Todos os termos na equacao (2.26) sao fracamente iguais a zero e portanto:

{{F,G} ¢} = 0. (2.27)

Considere as seguintes novas fungoes:

H' = H + Upom (2.28)

(ba = am¢m . (229)

H4 um interesse particular nessas defini¢oes: as fung¢oes H' e ¢, sao de primeira classe.
Desta forma a Hamiltoniana Total pode ser escrita como a soma de fungoes de primeira

classe:

Hr = H' + 0,0, . (2.30)

Por consequéncia, a Hamiltoniana total Hy também é de primeira classe.

A verificacao de que H' é de primeira classe segue diretamente da defini¢do:

{H',¢;} = {H,¢;} + {Unom, 05} (2.31a)
={H,¢;} + Un{dm, ¢} (2.31b)
~0. (2.31¢)

De forma semelhante, verifica-se para ¢,:

{¢a> ¢j} = {Uavam¢ma ¢]} (232&)
= Uavam{¢ja ¢m} (232b)
~0. (2.32¢)
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2.3 Transformacoes de Calibre

O fato de existir coeficientes arbitrarios (v,) na Hamiltoniana Total e ela ser usada
para determinar as equagoes de movimento implica que o formalismo matematico possui
mais parametros do que o necessario para se descrever um estado fisico. Isto significa
o eventual surgimento de fungoes distintas que representam o mesmo estado fisico. A
transformacao que relaciona estas fungoes é chamada de “Transformagao de Calibre”. O
“calibre”, entao, sera algum parametro presente no formalismo que possui liberdade para

ser alterado, de forma que os estados fisicos permanecam inalterados.

Definicao 3 (Calibre) Pardimetro no formalismo onde hd a liberdade de escolha sem a

alteracao do estado fisico.

Definigao 4 (Transformagao de Calibre) Transformagio que relaciona fungoes que

representam o mesmo estado fisico.

Nos seguintes passos, sera explicitado que a existéncia dessas transformagcoes sao
consequéncias da teoria de vinculos. Observando a evolucao temporal de uma funcao F,
tem-se:

F(t+0t) = F(t) + Fot + ... (2.33)
F(t + 6t) = F(t) + {F, Hy }6t + ... (2.34)

onde o ultimo termo pode ser aberto como
[F, Hy} = {F,H + 0,60} = {F, '} + {F, vada} (2.35)

Dada a arbitrariedade do conjunto {v, }, a expansao das solugoes linearmente independen-
tes poderia ser feita considerando um outro conjunto de coeficientes {v, }. Entao, podemos

obter a mesma expressao, mas com coeficientes diferentes.

F(t+6t) ~ F(t) + {F, H'Y + {F,va¢00}6t (2.36a)
F(t+0t) m F(t) + {F, H'} + {F, 6atpa}0t . (2.36b)

Neste caso, as fungdes representam o mesmo estado fisico, embora seus valores numéricos

sejam diferentes. A diferenca (variacdo) entre as fungoes é, portanto:
OF = (vg — 0a)0t {F, ¢a} . (2.37)

Isto significa que, por meio do resultado obtido (2.37), pode-se realizar transformagoes do
tipo
F— F+0F (2.38)

e a nova fungao representara o mesmo estado fisico que a antiga.
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Teorema 2.4 O parénteses de Poisson entre dois vinculos de primeira classe gera uma

transformacdao de calibre.

U

Renomeando a variagao dos coeficientes arbitrarios por:
£qa = (Vg — Uy)0t, (2.39)
¢é possivel definir um operador d. que atua numa fun¢do F' da seguinte forma:
0:F = e {F,pu} . (2.40)

Ao realizar 4 transformacoes do tipo (2.40), obtém-se, individualmente, transformagoes

de calibre. Para cada uma delas, define-se uma nova funcao resultante:

Fy=F+0.F (2.41a)
Fy=F + 6,1 (2.41D)
Fy=Fy+0_F (2.41c)
Fy=F5+6_,F3. (2.41d)

O objetivo, agora, é determinar a transformacao F' — Fj. Ou seja, partindo de F', qual

é a variacao total 07 que leva até F,;? Esta variacao total 0t respeita a relacao:
Fy=F+6F (2.42)

Utilizando o conjunto de equagoes (2.41), é possivel escrever a transformacgao (2.42) apenas

com variagoes que atuam em F':

Fy=F3+6_,Fs (2.43a)
Fy=F+6  Fo+ 0 y(Fy+ 6 .F) (2.43D)
Fy=F 4+ 6,Fy + 0_.(F1 + 6, F1) + 06—, (F1 + 6, F1 + 0_(F1 + 6, F1)) (2.43c¢)
Fy=F+40.F+6,(F +0.F) +6_o(F+ 0.F + 6,(F + 0. F))+ (2.43d)

+0_y(F 4+ 0.F +6,(F +6:.F)) + 0_o(F + 0. F + 6,(F + 6. F)))

Nota-se que a equacao (2.43) estd no formato desejado, pois é possivel comparar com a
equacao (2.42). Do lado esquerdo, tem-se Fy e do lado direito apenas termos com F. O
operador definido em (2.40) é linear, pelo fato de que o préprio parénteses de Poisson é
linear. Entao, pode-se escrever a variacao drF dando destaque aos termos que possuem

variagao em primeira e segunda ordem:
OrF = 6. F +0_.F 4 6_,F +0_,F+
+ 60,0 F + 6_.0.F + 6_.0,F (2.44)
+ 00 F + 00, F + 6_p0_.F + ...
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As variagoes em primeira ordem se cancelam e os termos que contém operadores com

indice € e n podem ser expandidos de acordo com a equacao (2.40) :

5TF = nbsa({{Fv gba}v ¢b} - {{F7 ¢b}a ¢a}) + . (245)

Aplicando a identidade de Jacobi no segundo termo e a propriedade antissimétrica do

parénteses de Poisson, obtém-se:

oF = nbga{{(bba (ba}? F} ) (246)
onde os termos de ordem superior podem simplesmente ser condensados na notacgao o F'.

Teorema 2.5 O parénteses de Poisson entre um vinculo de primeira classe e a Hamil-

toniana Total Hy gera uma transformagdo de calibre.

O

O intuito é construir duas fungoes, F} e Fy, que sejam transformagoes de calibre de
uma determinada func¢ao F. No primeiro caso, aplica-se a evolu¢ao temporal na funcao F'1
e depois realiza a transformacao de calibre. No segundo caso, realiza-se a transformacao

de calibre e, em seguida, aplica a evolugdo temporal. Comecando pela funcao Fj :
Fy=F+JF. (2.47)

Ao seguir os passos descritos, tem-se :

Fi(t+0t) = Fi(t) + Fy6t (2.48a)
Fi(t+dt)=F(t)+dF + jt(F + dF)ot (2.48Db)
Fy(t 4 6t) = F(t) + 0F + Fot + jt((SF)ét. (2.48c¢)

Agora, de forma semelhante, define-se a fungao F2 :
Fy=F(t)+ dF(t) (2.49)

e a continuagado segue os passos mencionados:

Fy(t + 6t) = F(t + 6t) + 6(F(t + 6t)) (2.50a)
Fy(t +6t) = F(t) + Fét + §(F(t) + Fét) (2.50b)
Fy(t + 6t) = F(t) + Fot + 0F + 5Fét . (2.50¢c)

Como ambas as fungdes sao transformacoes de calibre da funcao F, é possivel calcular

uma variacao total dr entre elas:
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o que fornece o seguinte resultado:

5o F = ot ljt(aF) - 5(%5)] | (2.52)
Explicitando as evolugdes temporais por meio da Hamiltoniana total (2.23):
5o F — ot [{5}7, Hr} — 0{F, HT}] (2.53a)
51F — ot [{ea{ﬂ 60}, Hr) — el (. Hr), qsa}] (2:53)
51F — b, [{{F, 6} Hr} — {({F. Hr}. m}] | (253)

Por fim, ao aplicar a identidade de Jacobi no segundo termo e a propriedade antissimétrica

do parénteses de Poisson, obtém-se:

5TF = (StSG{{HT, ¢a}, F} (254)

Corolario 2.5.1 O parénteses de Poisson entre um vinculo de primeira classe e a Ha-

miltoniana de primeira classe H' gera uma transformacao de calibre.

4

A demonstracao segue os mesmos passos do teorema, mas, ao chegar na equagao

(2.53), é possivel expandir a Hamiltoniana Total de acordo com a equagao (2.30):

5TF = 5t€a {{F, ¢a}7 H' + Ub¢b} — {{F, H + Ub¢b}, ¢a} . (255)

Entretanto, todos os termos que contém ¢, se anulam, pois podem ser escritos da seguinte

forma, pela propriedade de Jacobi:

{{F, dak, o} — {H{F o}, da} = {{¢s, 0a}, '} (2.56)

onde {¢p, ¢o} = 0 ( Teorema 2.3 ). Portanto, obtém-se um resultado analogo com a

Hamiltoniana de primeira classe:

opF = Ste {{H', 6o}, F} . (2.57)

Os teoremas 2.3 e 2.5 sdo de grande relevancia para uma compreensao mais abran-
gente da teoria classica. Uma fungao F(q,p) que define um estado fisico pode ser subme-

tida a uma transformacdo F' — F + 0F tal que a funcao transformada ainda descreve o
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mesmo estado fisico. A transformagdo na funcao corresponde também a uma mudanca
nos conjuntos ¢, e p, , significando a existéncia de outros respectivos pares de conjuntos
que descrevem o estado fisico. Os vinculos de primeira classe ganham, entdo, um papel
importante, pois podem ser usados como geradores dessas transformagoes, como mostrado

nos teoremas.

2.4 Mudanca no Principio Variacional

Desde a introducao neste formalismo, ndo houve menc¢ao em como ele afetaria o
principio variacional. E conveniente definir uma ac¢ao cujo principio variacional ja leve em
consideracao o formalismo de vinculos e, neste caso, é facil verificar que a seguinte acao

proporciona as equagoes de movimento adequadas:

t2

Sy = / Dt — H — | di . (2.58)
t1

Ao calcular a variagdo 57 = 0, obtém-se as equagoes de movimento da forma (2.10) e

(2.11).

E importante ressaltar que a transformada de Legendre ¢ involutiva, ou seja, ela
retorna a mesma fungdo quando aplicada duas vezes. Sendo assim, nao ha motivos, até
entdo, para dizer qual formalismo (Lagrangeano ou Hamiltoniano) é “mais fundamental”.
Afinal, pode-se deduzir ambos de seus respectivos processos variacionais e definir a trans-
formada de Legendre que os relaciona. A intencao nesta etapa do formalismo é, portanto,
tornar as defini¢goes iniciais de vinculos primarios e secundarios menos relevantes. Observe
que estas defini¢oes dependem exclusivamente do formalismo Lagrangeano, pois sdo con-
sequéncia direta da transformada de Legendre e momentos. O principio variacional (2.58)
é correto do ponto de vista de consisténcia das equacoes de movimento. Entretanto, ele
considera apenas os vinculos primarios ¢,, em sua definicdo. Partindo de um formalismo
puramente Hamiltoniano, fica clara a necessidade de definir um principio variacional que
leve em consideracao todos os vinculos (nao s6 primérios), isto é, o conjunto ¢,. Este

principio sera apresentado a seguir:

to

Sp — /t Puiin — H — w;;|dt . (2.59)
1

Para manter a notacao consistente, sera utilizado v para vinculos de primeira classe e

X para vinculos de segunda classe. Os conjuntos de vinculos v, e x; formam o conjunto

completo de vinculos ¢;. O principio (2.59) é equivalente a definir uma Hamiltoniana

Estendida (Hg) que adiciona todos os vinculos de primeira classe, sem a distingao entre

primarios e secundarios:

Hp = H + ugy, . (2.60)
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A Hamiltoniana Estendida contribui de forma inédita a teoria, adicionando todos
os vinculos de primeira classe de forma explicita. Como estes vinculos sao considerados
geradores de transformacoes de calibre, a Hamiltoniana Estendida inclui todos os gerado-
res ao formalismo. A evolugao temporal se mantém da mesma forma ao realizar o célculo
com a Hamiltoniana estendida:

F~{F Hg}. (2.61)

2.5 Parénteses de Dirac

A classificacao de vinculos entre primeira e segunda classe, como mencionado an-
teriormente, se mostrou efetiva pelos significados fisicos que elas apresentam. Vinculos de
primeira classe tém um papel fundamental nas transformacgoes de calibre, enquanto que
os vinculos de segunda classe se apresentardo como uma restricao especifica no sistema.
Vinculos de segunda classe nao contribuem para a dindmica do sistema. Estes mostram,
entretanto, que o sistema possui menos graus de liberdade do que inicialmente foram con-
cebidos, ou seja, existem conjuntos de coordenadas e momentos que podem ser retirados
da analise do sistema fisico sem que haja qualquer alteracao na dindmica. Para evidenciar
este fato sobre os vinculos de segunda classe, pode-se analisar o caso mais simples onde
@1 ~ p1 ~ 0. Neste caso, o parénteses de Poisson {¢;,p1} = 1 indica que ¢; e p; sdo
vinculos de segunda classe. Analisando o espaco de fase composto por N coordenadas e
N momentos, é facil perceber que este vinculo apenas exclui um dos possiveis graus de
liberdade que o sistema pode atuar. A dindmica do sistema, entao, esta restrita as outras
N — 1 coordenadas e N — 1 momentos. No caso de uma particula que pode mover-se
em 3 dimensoes z, y e z, estabelecer que y ~ p, =~ 0 é o mesmo que fixd-la no plano
xy. Portanto, toda a andlise fisica estd contida nas coordenadas x e y. O estudo mais
profundo de vinculos de segunda classe levara a mais uma generalizagao da teoria de vin-
culos, o parénteses de Dirac. O parénteses de Dirac ird generalizar o exemplo dado para

um conjunto qualquer de vinculos de segunda classe.

Dado o conjunto completo de vinculos ¢;, se estabelece a seguinte matriz:

ij’ = {¢j7 ¢j’} ) (2.62)

tal que Cj;» = 0 sempre que ha vinculos de primeira classe na operacao. Pode-se verificar

0 teorema a seguir.

Teorema 2.6 Se o determinante da matriz Cjj for 0, existe pelo menos um vinculo de
primeira classe no conjunto ¢;. (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992)

Considerando o teorema, pode-se reorganizar a matriz de vinculos em submatrizes,

utilizando o determinante como critério de organizacao. A tnica submatriz onde o deter-
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minante nao se anula é, pelo teorema, composta exclusivamente por vinculos de segunda

classe. A matriz tem a seguinte forma:

ij/ _ <{7aa7a’} {’7@7Xb’}) . (263)

{Xb, %’} {Xb, Xb’}

Todos os seguintes termos: {Va, Yo'} 5 {Ya> Xo'} 5 {Xp, Yo} contém vinculos de primeira

classe e, portanto, se anulam. Restando apenas o termo {xs, x» } , & matriz se torna:

Oy = (0 0 ) . (2.64)
0 {xv xv}

A submatriz de vinculos de segunda classe {xs, i} sera identificada pelo indice b, isto é,
Cyy . Novamente, pelo teorema 2.6, a matriz Cyy possui determinante nao nulo e, portanto,
possui uma inversa tal que:

Copy Coipn = Oy - (2.65)

A partir da inversa da matriz Cyy é definido o parénteses de Dirac para duas fungoes F
e G definidas no espago de fase (DIRAC, 2001):

{F,G}p ={F,G} — {F,xs}Cp/ {xv, G} . (2.66)
A definicao implica na seguinte propriedade:

O parénteses de Dirac entre vinculos de segunda classe e uma funcao F é fortemente
igual a zero para qualquer F. Quando este caso ocorre durante a andlise de um sistema,
nao é necessario o calculo do parénteses, pois ele pode ser avaliado previamente como
zero (diferentemente dos vinculos no parénteses de Poisson). O parénteses de Dirac para

vinculos de primeira classe é fracamente igual ao parénteses de Poisson:
{Fvip ~{F,7}. (2.68)
Para todo F, a evolu¢do temporal nao é modificada pelo parénteses de Dirac:
F~{F Hp}~{F Hg}p. (2.69)
Por fim, o parénteses de Dirac obedece as mesmas propriedades do parénteses de Poisson:
{F.G}p=—{G,F}p (2.70)

{F,GK}p = {F,G}pK + G{F,K}p (2.71)

{F.G}p,K}p+{{K.F}p,G}p+{{G,K}p,F}p=0 (2.72)
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2.6 Fixacao de Calibre

A fixacdo de calibre consiste em realizar uma escolha sobre o parametro livre
determinado pelo formalismo. Como consequéncia da teoria de vinculos, observou-se que
h& mais de um conjunto de coordenadas e momentos que satisfazem um determinado
estado fisico. A fixacao do calibre vai tornar esta relagao tnica, ou seja, dado um estado
fisico, existe um tunico conjunto de coordenadas e momentos que o satisfaz e vice-versa.
Como as transformagoes de calibre sdo obtidas por meio de equagoes do tipo (2.37), tem-
se um numero especifico de parametros que podem ser fixados, que nao pode ser maior

do que o nimero de vinculos de primeira classe 7,.
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3 Campos

3.1 Lagrangeana e Hamiltoniana para Campos

O formalismo classico pode ser estendido para as quantidades fisicas conhecidas
como “campos” . Os campos sao fungoes definidas no espago-tempo (PESKIN, 2018) que
serao usadas para construir a Lagrangeana do sistema. Ao invés de coordenadas discretas,
a Lagrangeana serd funcao de campos que dependem de varidveis continuas. Partindo
da agao classica, que é uma integral no tempo da Lagrangeana, é possivel redefinir a

Lagrangeana como a seguinte integral:
L= /d?’x.c, (3.1)

onde L é conhecida como a “densidade de Lagrangeana” e é uma fun¢ao dos campos ¢,

e suas derivadas 0,¢,, onde ¢ = p(Z,1):
L = L(Ya,0upa) - (3.2)

No contexto de relatividade, a métrica utilizada serd de maioria positiva (—, 4+, +,+). A

acao pode ser escrita da seguinte maneira, incluindo a integral no tempo:

S = /d‘*g; C. (3.3)
O principio variacional .5 = 0 implica na equacao de Euler-Lagrange para campos:
oL oL
— =0 == |- 3.4
0, #<a(au§0a)> (34)

A Hamiltoniana, é definida de forma analoga a transformada de Legendre:

H= /d% [Zpa% - 4 (3.5)
onde p é o momento associado ao campo ¢ dado por:

oL
=55

Pa (3.6)

A quantidade entre colchetes na equagao (3.5) é denominada por “densidade de Hamilto-
niana”:

H=> pipa—L. (3.7)
a
Pelo fato de que a acao é determinada em funcao das quantidades £ ou H, estas também
podem eventualmente ser chamadas de “Lagrangeana” e “Hamiltoniana” do sistema. O
parénteses de Poisson de duas fungoes I’ e G é:

oF 0G oF 0G
F = 3 — )
6 /“[ampa Ipe D

(3.8)
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3.2 Campo Eletromagnético

O campo eletromagnético no vacuo (auséncia de fontes) tem a a¢do da seguinte

forma:

1 v
5= / d*z F, F* (3.9)
onde F),, ¢ o tensor eletromagnético :
F,=0,A,-0,A,. (3.10)
Da definicao dada, nota-se que o tensor F),, possui a propriedade antissimétrica, isto ¢ :
F,=—-F,.

A agao (3.9) e o tensor (3.10) ja permitem observar que o campo eletromagnético

possui uma invariancia por escolha de calibre. Considere a seguinte variagao:
0A, =0\, (3.11)

onde A é uma funcao arbitraria. A invariancia pode ser verificada pela direta aplicacao
na definicao:
OF,, = 0,04, — 0,04, = 0,0,A —0,0,A =0. (3.12)

Chega-se a conclusao de que a acao do campo eletromagnético se mantém inalterada por

transformacoes do tipo :

Ay — A+ 0\ (3.13)
Dado a Lagrangeana:
1 v
L= _ZF’“’FM , (3.14)

é desejado transitar para o formalismo Hamiltoniano a fim de obter-se uma analise mais

completa, a comegar pelo calculo dos momentos:

oL
- 3.15
p aAM7O ) ( )
onde A, , = 0,A,. Este célculo fica mais evidente ao escrever a Lagrangeana da seguinte
forma: ) .

que implica na equagao para o momento a seguir:

pt = —F%, (3.17)

Agora, voltando para o formalismo de vinculos desenvolvido, ja é possivel notar

que existe um vinculo entre os momentos p*:

P’ ~0. (3.18)
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Seguindo com o calculo da Hamiltoniana, obtém-se:

H = / &z [p“AMO - L] (3.19)

Pelo fato da existéncia de vinculos no sistema, deve-se impor a condi¢ao de que os vinculos

sao preservados no tempo:
{P°, H} +uo{p®, 0"} = 0. (3.21)

Ao impor a condicdo, obtém-se o resultado:
. H} =p'; (3.22)
e, portanto, tem-se o surgimento dos seguintes vinculos secundérios:
P ~0. (3.23)
Neste caso, todos os vinculos sao de primeira classe:
0~ {00} ~0. (3.24)

E possivel, entao, simplesmente adicionar estes vinculos a Hamiltoniana H para formar a

Hamiltoniana Estendida Hg:
11 | |
Hp = /dS:U [4FZ-]-F” + §plpi — Aop’ﬂ-] + /d3x uy (2)p° + /de uy(w)p’; . (3.25)

(NASTASE, 2019) (SCHWARTZ, 2014) (DAS, 2020)
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4 Quantizacao

Na mecanica quantica, os estados de um sistema fisico sado descritos por vetores no
espago de Hilbert. As grandezas fisicas (observaveis) sao descritas por meio de operadores

hermitianos que atuam nos estados.

O procedimento conhecido como “quantizagdo” baseia-se em estabelecer uma ana-
logia entre as grandezas definidas na mecanica classica e seus correspondentes na mecanica
quantica. O parénteses de Poisson entre duas grandezas cldssicas é associado ao comutador

de seus respectivos operadores:
1.~ 4
{F,G} — —h[F, G]. (4.1)
1

Este procedimento foi estabelecido por Dirac (DIRAC, 2001). A constante de Planck (h)

estara explicita para enfatizar o assunto de quantizacao.

4.1 Quantizacdo de Sistemas Vinculados

Na mecanica classica, os vinculos sao fungoes das coordenadas q e dos momentos
p. E natural que, ao transitar para a mecanica quéntica, os vinculos se tornem relacoes
entre os operadores de posicao e momento. Entretanto, como lidar com o fato de que os
vinculos possuem sempre o valor numérico igual a zero? Podemos impor que esta relacao
especifica entre os operadores de posigoes e momentos (vinculo), ao ser aplicada em um

estado, resulta em um valor nulo :
¢ly) =0. (4.2)
Esta relacao entra em contradicdo com um dos procedimentos que foi estabelecido ante-

riormente. O processo de quantizagao foi construido por meio da relagao (4.1), mas note

que se houver vinculos de segunda classe no sistema, como por exemplo:

qQ1 W> =D W) =0, (4~3)

o operador resultante do comutador entre eles também vai fornecer o resultado nulo ao

ser aplicado no estado:
[G1,p1] [¥) = 0 (4.4)
e, portanto, esta equacao nao esta de acordo com a quantizacao de posi¢coes e momentos:

[G1, 1] = ih. (4.5)

A solugao para o problema de quantizacao é realizar um mapeamento diferente da meca-

nica cldssica para a mecanica quéntica, que utiliza o parénteses de Dirac (equagao 2.66),
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ao invés do parénteses de Poisson. Isto é:
1 A A
i
O parénteses de Dirac, como foi desenvolvido na teoria de vinculos, permite utilizar a

igualdade forte para os vinculos de segunda classe. Por consequéncia, a quantizacao destes

vinculos vai resultar em operadores nulos:
x=0 (4.7)
e, portanto, o comutador nao envolve mais nenhuma contradicao:

(X, F][v) = 0. (4.8)

De forma geral, pode-se calcular o comutador entre dois operadores de vinculos
¢j. Como o comutador também resulta no valor nulo ao ser aplicado em um estado, o

resultado do comutador deve ser um outro vinculo:
[0, D3] = ¢jjraa (4.9)

Os vinculos resultantes serao combinagoes de vinculos de primeira classe (9,), dado que

os vinculos de segunda classe podem ser todos igualados fortemente a zero.

O parénteses de Poisson entre duas fungoes de primeira classe resulta em outra
fungdo de primeira classe. Pela propriedade (2.68) dos parénteses de Dirac pode-se fazer
a seguinte quantizacao:

1. -
{77 He} R {’Ya HB}D — %[77 He] . (410)
Como o resultado de {7, H.}p é de primeira classe, obtém-se exatamente o andlogo quan-
tico:

A

[’A}/aa He] = daa"A)/a’ . (411)

Ou seja, a evolugao temporal dos vinculos v resulta em uma combinacao de vinculos,

preservando as mesmas propriedades classicas.

4.2 Integral de Caminho

Para analisar o comportamento de uma particula na mecanica quantica, ¢ de inte-
resse conhecer a probabilidade de uma particula ser encontrada em um estado final |1)y),
dado um determinado estado inicial |1);). Esta probabilidade estd associada a quantidade
(Yr|hi). No caso de uma particula percorrendo uma determinada trajetdria, é necessario
estabelecer algumas quantidades que representem este fendmeno na mecanica quantica,

dado que o conceito de “trajetoria” nao é definido neste contexto. No caso, a particula
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pode estar associada a alguma posicao ¢ e tempo t, mas estes respeitam o principio de

incerteza de Heisenberg.

Primeiramente, a amplitude de probabilidade K(gy,ty; ¢, t;) pode ser calculada
tal que a probabilidade é dada por:

P =|K(qs g0t (4.12)
onde K(qr,tf;q,t;) segue a definicao usual:

K(ag.ty; qits) = (ag. trlai ts) - (4.13)

E possivel definir um estado que dependa das posicoes e do tempo por meio de um
operador de evolugao temporal:
0, t) =€ q) | (4.14)

tal que uma funcao de onda pode ser calculada por:
U(g.t) = (g, tl) . (4.15)

A motivagdo para definir um estado da maneira (4.14) é que nao haja distingao
entre posigoes e tempo, a fim de calcular a amplitude de probabilidade (gr, tf|g;,t;). Con-
siderando um pequeno segmento discretizado entre (g;,t;) e (gs,ts), obtém-se a seguinte
equacao:

(@1, tiala 1) = (g | e 070 |g) (4.16)
E possivel, agora, renomear a variacio no tempo como 7 = tjiy1 — t; e realizar uma

expansao da exponencial em torno desta variavel:
(gj+1:ti41lg5,t5) = (G| L — iHT + ... |g;) (4.17)

(@1, ti01005, 1) = (Gj41]a5) — (@1 | PHT |g5) + ... (4.18)

Inserindo a relagao de completeza, na base dos momentos, no primeiro termo:

(gj+1la;) = /dp ePl1 =) (4.19)

e portanto:

(Gj+1, ty41lgs, ) = /dp e 9) — iz (g4 | H |q5) - (4.20)
O operador Hamiltoniana é func¢ao dos operadores momento e posi¢cao, no geral, mas
considera-se, por simplicidade, o caso onde H= 2% + V(q):

A

P2\ + @l V@) las) (4.21)

(@] H |g5) = (gl 5

O termo com o operador momento pode ser reescrito aplicando a relagdo de completeza:

P P
(1] 53— la3) = [ dp'dp (ayeal¥) ') o 1) (o) (4.22)
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enquanto que o termo potencial se torna:

(@11 V(0) la;) = V(@) {@j+1la5) (4.23)

onde V' (g;) é uma funcdo que pode levar ¢; e gj41 como argumentos. Entao, a atuagao do

operador Hamiltoniana resulta em

(yal A las) = [ dp #0729 (g, ). (4.24)
Inserindo este resultado de volta na equagao (4.20), tem-se:
(@41, tja1lay ;) = / dp 79 (1 — it H(q,p)), (4.25)

onde o termo obtido dentro da integral corresponde a expansao exponencial (4.17) reali-

zada anteriormente e, portanto:

(Gis1,ti1lg), t;) = /dp eilP(aj+1=4;)=TH(a.p)] (4.26)
Esta amplitude de probabilidade corresponde apenas a um pequeno segmento de traje-
téria possivel. A grandeza que corresponde (grtr|git;) deve generalizar a equacao (4.26)
para o caso continuo. Para que isso ocorra, é necessario que haja multiplos momentos
p; associados a cada segmento de posicao g; e tempo t;. Como consequéncia, haverd
uma multiplicagdo de cada exponencial do tipo (4.26), resultando numa integragdo no
expoente. Além disso, hd uma integragdo de multiplos ¢, que corresponde a segmentos

completos. Toda essa informacao esta contida na equagao a seguir:

(grtslait) = / Dcﬂ?peXp{i / dt [pq — H(p, Q)]}, (4.27)

onde Dq e Dp correspondem a ([[}—; dg;) e (IIj=, dp;), respectivamente. O termo em
colchetes na exponencial corresponde a agao e portanto a equacao pode ser escrita na

forma:
{artplaits) = / DyDp e (4.28)
(RYDER, 1996)

4.3 Fontes

O caso da Teoria Quantica de Campos nao é coerente com o formalismo de integral
de caminho para particulas classicas. Para campos, a Lagrangeana é modificada com a

adi¢ao de uma fonte J(t) que vai gerar uma amplitude de transi¢ao do vacuo para o vacuo:
L— L+ J(t)q(t). (4.29)

Esta amplitude é dada por:
Z(J) = /Dq exp{z’/dt L+ Jq+ ;iqu]} , (4.30)

onde o termo %ieq2 corresponde a uma pequena contribuicdo imaginaria. A relagdo é
utilizada no contexto de Teoria Quantica de Campos, onde hé criacao e destruicao de

particulas.
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5 Proximas Etapas do Projeto: Teorias de

Calibre

Este capitulo tem o objetivo de apresentar temas que serao desenvolvidos na proé-

xima etapa do Trabalho de Conclusao de Curso.

5.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

A quantizagdo do campo eletromagnético envolve dificuldades associadas a pre-
servagao da covaridncia (RYDER, 1996). A escolha de calibre, entretanto, tem o papel
fundamental na definicdo do campo. Na quantizacao por meio do calibre de Lorenz, opta-

se por manter a covariancia ao estabelecer os comutadores da mecanica quantica.

5.2 Quantizacao no Calibre de Lorenz

As equagoes de movimento para o campo eletromagnético no vadcuo possuem a

seguinte forma:

0, F™ =0 (5.1a)
D, (" AY — 0¥ AP =0 (5.1b)
OA” — 0"9,A" = 0. (5.1c)

A fixagado no calibre de Lorenz consiste em realizar a transformacao
A, — A, + 0.\, (5.2)
de modo que o calibre A satisfaga a seguinte relacgao:
OA=-0,A4,. (5.3)
Como consequéncia desta escolha de calibre, tem-se:
0,A" =0. (5.4)

E possivel definir uma Lagrangeana de modo que, ao calcular a equacio de Euler-Lagrange,

o calibre de Lorenz ja esteja fixado. Esta Lagrangeana tem a seguinte forma:
1 1
L= =y F = 50, A" (55)

e as equagoes de movimento se tornam:

OA, = 0. (5.6)
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E importante salientar que, ao calcular o momento baseado na Lagrangeana (5.5), obtém-

se exatamente a relagao (5.4):

P’ =-9,A"=0. (5.7)

A quantizagao dos campos é realizada de forma covariante para preservar as transforma-

¢oes de Lorenz:
[Au(E,1), pu (27, 1)] = ig,, 6% (T — o) (5.8)

[A/m AV] = [p,uapu] =0. (59)

Nota-se que ha um vinculo no sistema dado pela equagao (5.7), portanto a quantizagao
resultara em:

) = 8,4 o) = 0. (5.10)
Esta relagao vai garantir que nao haja valores esperados negativos para a energia dos
campos, mas neste contexto foi naturalmente trazida pela teoria de vinculos. (Este fato foi

inicialmente verificado por outra abordagem, por Gupta e Bleuler.) (GAZEAU; RENAUD;
TAKOOK, 2000)

5.3 Campos de Calibre nao Abelianos

A eletrodindmica, assim como outros campos fundamentais da natureza, podem
ser analisados do ponto de vista de suas simetrias. Os campos sao grandezas definidas
para um dado ponto no espaco-tempo e, de forma geral, ha um desejo de que as simetrias
construidas sejam vélidas localmente (SREDNICKI, 2007).

o) = U(x)(x). (5.11)
Com o objetivo de manter a teoria covariante, muda-se a derivada 0, para a derivada
covariante:
D, = 0, —ieA,, (5.12)
de forma que a transformacao seja:
D, — U(z)D,U'(z). (5.13)
Um campo de calibre se transforma, portanto, de acordo com:
Au(@) = U@)Au(2)UT (@) + ~U(2)0,U" (z). (5.14)
e
O eletromagnetismo é um caso onde a teoria é invariante por:
U(z) = exp{—iel'(z)}, (5.15)

0 que resulta em:

A, (z) = Au(x) — 0, (x). (5.16)
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54 BRST

O formalismo BRST permite uma generalizacao do procedimento de quantizacao,
que pode ser aplicado a teorias onde ha simetrias locais e hd a necessidade da fixacao
de calibre. Este é construido baseado numa extensdo da teoria de vinculos (NASTASE,
2019). E possivel construir uma Lagrangeana completa que contenha somente termos
invariantes por um tipo de transformacao, chamada BRST. Os campos de calibre nao
abelianos (chamados de Yang-Mills) sao invariantes por estas transformagoes e, quando
somados a um termo, também invariante por BRST que realiza o papel de fixacdo de
calibre, produzem a Lagrangeana completa (SREDNICKI, 2007).

A simetria BRST tem uma carga associada (Qp, obtida através do teorema de
Noether, que estabelece grandezas conservadas. A Lagrangeana que engloba as simetrias

mencionadas tem a seguinte forma:
L=L.+[Qp V], (5.17)

onde L, é a Lagrangeana Cléassica e [Qp, ¥|* é um anticomutador. Quando esta Lagran-
geana ¢é colocada na acdo, a variacao da amplitude de transicdo, escrita em termos da

integral de caminho, resulta em estados fisicos invariantes por BRST:

Qply)=0. (5.18)

(FUSTER; HENNEAUX; MAAS, 2005) (NIEMI, 1989)
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Conclusao

Este projeto apresenta uma fundamentacao em teoria de vinculos, teoria classica
de campos, quantizacao e teorias de calibre. Estabeleceu-se a base para o estudo mais
aprofundado que devera ser feito na etapa seguinte, abordando mais extensamente os

temas voltados a Teoria Quantica de Campos, formalismo BRST e formalismo BV.
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