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Abstract

In this work, we introduce one of the most important methods to solve integrable systems: the thermodinamic Bethe Ansatz (TBA).
The main focus is explaining TBA applied on spinless Bose and Fermi gases, calculation of the ground state, zero temperature
thermodynamics and finite temperature thermodynamics. Then we study some techniques to turn TBA applicable in finite volumes,

as shown in literature.
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Introducao

Em mecénica cléssica, dizemos que um sistema dindmico
de corpos interagindo entre si, num espaco de fase com 2N di-
mensdes € dito integrdvel se existem N fungdes — ou cargas —
conservadas cujos parénteses de Poisson anulam-se. Em Teo-
ria Quéantica de Campos, existe um conjunto infinito de cargas
conservadas que comutam entre si. A presenca dessas cargas
conservadas nos permite resolver esses sistemas fisicos de ma-
neira exata, ou seja, de maneira tal que todas as informagdes
fisicas sobre o sistema sdo conhecidas. Isto nos permite fazer
uma modelagem direta do sistema sob estudo, sem necessidade
de aproximacdes. Contudo, o artifice da integrabilidade limita-
se a baixas dimensoes [1].
Em geral, dividimos os sistemas integraveis em dois grandes
grupos: homogéneos e inomogéneos. Sistemas integraveis ho-
mogéneos tém formulacdo em um dominio finito com condi¢des
de contorno periddicas ou tomadas como infinitas. Ja os siste-
mas integraveis inomogéneos sdo tomados em dominios infi-
nitos, como por exemplo, na presenca de uma barreira impe-
netrdvel para as particulas.
Se quisermos, por exemplo, solucionar um sistema quantico
unidimensional — ou seja, encontrar a solu¢cdo da equacdo de
Schrodinger desse sistema — podemos reduzir o problema de
encontrar o espectro da Hamiltoniana a resolver um conjunto de
equagdes algébricas acopladas. Isto pois, com essas equacdes,
temos apenas de resolver polindmios, que possuem uma com-
plexidade menor do que as exponenciais da Mecanica Quantica.
A essas equagdes algébricas acopladas, damos o nome de Bethe
Ansatz. Elas existem em diferentes tipos, que podem ser com-
binados para encontrar a solucao de um determinado problema.
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Além disso, podemos também encontrar a solugdo das equagdes
de Bethe que correspondem ao estado fundamental, i.e., o au-
toestado da Hamiltoniana com a menor energia e temperatura
termodindmica igual a zero. Assim, podemos introduzir pe-
quenas excitagdes sobre o estado fundamental do sistema e, a
partir disso, encontrar a expressdo assintdtica, no limite termo-
dinmico, para a energia dessas excitagdes. Desse modo, pode-
mos fazer a derivagdo da termodinamica (energia livre) do sis-
tema, a temperatura 7 > 0. Nesse caso, as equacdes algébricas
recebem o nome de Bethe Ansatz Termodindmico.

Neste trabalho, introduzimos os principais conceitos do TBA
e mostramos algumas aplicagdes em Teoria de Cordas. No
capitulo 1, deduzimos as equacdes de Bethe para o estado fun-
damental de um sistema 1-dimensional. No capitulo 2, estu-
damos o sistema do ponto de vista de sua termodindmica, a
temperatura 7 = 0. No capitulo 3, introduzindo o conceito de
buracos, analisamos um sistema a uma temperatura finita dife-
rente de zero. Por fim, no capitulo 4, mostramos como obter
as energias do estado fundamental e excitado em sistemas com
volume finito.

1. Equacdes de Bethe e 0 Estado Fundamental

1.1. Formalismo

Sabemos que as particulas elementares possuem graus de
liberdade internos, que chamamos spin. Definimos o operador
Spin S = 8% 857,87 como uma espécie ndo-classica de mo-
mento angular intrinseco a uma particula elementar [2]. Spins
podem assumir valores inteiros ou semi-inteiros positivos. Va-
lores inteiros de spin correspondem a bdsons. As fungdes de
onda bosonicas sdo simétricas sob quaisquer intercimbios entre
duas particulas que compdem um determinado sistema fisico.
Por outro lado, particulas com spin semi-inteiro sdo conheci-
das como férmions, cujas fungdes de onda sdo anti-simétricas
com respeito a quaisquer intercimbio entre duas particulas do
sistema fermionico. Particulas cujo spin assume valores do tipo
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S =0-,1, 5,2, ... podem estar em um dos (2s + 1) diferen-

tes estados. Por hora, iremos trabalhar apenas com bdsons e
férmions sem spin [3].

Vamos comegar nosso estudo com o sistema integravel mais
simples possivel, que nos permite introduzir os conceitos basicos
que serdao desenvolvidos mais a frente. Seja um sistema uni-
dimensional, ndo-relativistico, constituido de N particulas sem
spin e com massa m cada, denotadas por j = 1,...,N. As co-
ordenadas dessas particulas estdo vinculadas a um circulo de
circunferéncia L, 0 < x; < L, com condi¢des de contorno
periddicas, impostas da seguinte maneira:

x+L — x.

(1.1)

Um cendrio interessante, que deve ser levado em consideracao,
€ o de quando atingimos o limite termodindmico N,L — oo,

. N
com uma densidade de particulas fixa n = I Neste caso, as

particulas interagem em pares, sendo essa interagcdo regida por
um potencial reflexivo e simétrico, a saber

vix —x") = v(x' - x), (1.2)
cujo periodo é:

v(x + L) = v(x). (1.3)

Agora, fazendo A = 2m = 1, temos que a hamiltoniana do
sistema € dada por

N P N
H:_Z@_ Z v(xj — xg). (1.4)
1 J

Jj= Jj<k=1

O espectro de energia do sistema € determinado pela equagdo
de Schrodinger independente do tempo:

HlP(Xl,...,)CN) = E\P()Cl,...,)CN), (15)

tal que a fung@o de onda W satisfaz as seguintes condigdes
de contorno periddicas:

W Xjy o) = W xj+ L), j= 1,2, N. (1.6)

E importante levar em consideracdo que a funcio de onda satis-
faz as condicdes de contorno expressas em 1.6.

A funcdo de onda pode ser determinada a menos de uma cons-
tante fixada pela condicdo de normaliza¢do. No caso mais sim-
ples, ou seja, quando N = 1, a solucdo da equagdo 1.5 — re-
duzida a uma equacdo de Helmholtz — é uma onda plana com
nimero de onda k:

1
Yx)= —, E =k (1.7)
V2exp ikx
Devido as condigdes de contorno periédicas
Y(x) =¥Y(x+ L), (1.8)

o niimero de onda é quantizado como

kL=2nl, I=0,1,2,... (1.9)

Ademais, como o sistema esta vinculado a uma linha continua,
temos que o espaco de Hilbert tem dimensdo infinita e os valo-
res possiveis de I sdo ilimitados.

E esperado que as particulas desse sistema obedecam a alguma
estatistica conhecida — como a de bdsons ou a de férmions — no
sentido de que sua funcdo de onda obedeca as propriedades de
simetria ou antissimetria relativas a bosons e férmions. Como o
sistema € unidimensional, podemos reordenar as particulas na
linha continua de N! maneiras distintas. Assim, vamos deno-
minar de S y o grupo simétrico de todas as N! permutacdes dos
nimeros (12...N). Também definimos o objeto Q, que € a en-
tidade responsavel por rotular os setores em que as particulas
possuem determinada ordem, sendo Q = (Q1,..., ON) € Sy de
acordo com o seguinte modelo:

QZOS)CXQ1 <)CQ2<...<XQNSL. (1.10)
Para entender melhor como a ordenagdo das particulas funci-
ona, vamos, por exemplo, imaginar que temos N = 3 particulas
em um sistema. Neste caso, Q = 132 rotula o setor de ordem
X1 < x3 < X3 Q = 123, o setor x; < xp < Xx3 € assim suces-
sivamente, conforme vamos varrendo as permutacdes possiveis
de N particulas do sistema. O setor fundamental, que € identifi-
cado com a identidade de permutacdo / = (12...N) — neste caso,
o setor fundamental é Q = 123 — corresponde a seguinte ordem
das particulas:

I:0<x<x<..<xy<L. (1.11)
Por fim, temos que cada setor Q € adjacente a N — 1 outros se-
tores nos pontos xp; = X2, Xg2 = XQ35 ...» XQ(N-1) = XON-
Vamos denotar por Wy (x, ..., xy) a fungdo de onda no setor de
ordem Q. Ainda, vamos assumir que a funcio de onda do setor
fundamental, ou seja, ¥;(xy, ..., x5), € conhecida. Essa funcdo
de onda nao possui nenhuma mudanga em sua simetria, em res-
peito as coordenadas das particulas que compdem esse setor.
Assim, podemos definir as propriedades matematicas de sime-
tria e anti-simetria das demais fun¢des de onda dos setores nao-
fundamentais a partir dela, da seguinte maneira:
‘I’Q(xl,...,xN) = (i)nQ\PI()CQl, ...,)CQN), (].]2)
onde os sinais +/— correspondem, respectivamente, a bésons e
férmions e ¢ corresponde ao niimero de transposigdes dos ele-
mentos da vizinhanga mais préxima, que trazem a permutacio
Q para I. Podemos também reduzir a notagdo dada na equacdo
acima, usando simplesmente (—1)" = sign(Q). Dessa maneira,
podemos escrever a fungdo de onda generalizada, a saber

W(xi,...,xy) = Z On(xg2 — x01)Ou(xp3 — Xg2)...
Q€SN

Ou(xon — xow-1)Yolx1, ..., Xn),

onde Oy ¢é a funcdo de Heaviside.

Agora, vamos considerar que queremos resolver um problema
de dois corpos. Neste caso, o mais indicado € trabalhar com
o centro de massa do sistema. Por exemplo, sejam 1 e 2 duas
particulas identificadas, respectivamente, em uma linha continua,



por suas coordenadas x; e x,. Elas movem-se por todo compri-
mento dessa linha infinita. A equag@o de Schrodinger indepen-
dente do tempo que descreve esse movimento € dada por:

d? d?
_ (6x1 o 2)‘{‘ +v(x; —x)¥ = EVY.

(1.13)
Assumimos que o potencial v € simétrico e vai para zero, quando
a distancia entre as particulas € assintoticamente grande. Além
disto, quando isso ocorre, as particulas — praticamente livres,
devido ao anulamento do potencial — possuem movimento des-
crito por solugdes de ondas planas, com niimeros de onda k;
e ky e energia E = kf + kg Podemos também chamar esses
nimeros de onda de momentos. Os momentos total e relativo
sdo expressos, respectivamente, por:

K=k +ky, k=k —ky, (1.14)
e a energia total, por:
K>+ k2
E= % (1.15)

Nas coordenadas do centro de massa, a equacdo 1.13 € reescrita
conforme a seguinte separacao de varidveis:

Y(xy,x2) = expiKX¥(x), (1.16)

onde X =

movimento:

1
E(XI + x) e W(x) satisfaz a seguinte equacdo de

1 k\?
- (x) + Ev(x)‘{’(x) = (5) Y(x). (1.17)
Desse modo, vemos que o problema de dois corpos € redu-
zido a solucdo de uma equacdo de Schrodinger para uma dnica
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particula, com energia E = (E) . Ainda, considerando o po-

tencial simétrico que se anula quando a distancia entre as duas
particulas é muito grande, temos que a equagdo 1.17, sob a in-
fluéncia desse potencial, assume uma solucao par — ou bosdnica
— e uma solucdo fmpar — ou fermidnica.

1.1.1. Interagoes pontuais

Consideremos um sistema 1-dimensional, cuja dindmica da
particula seja descrita pela sua respectiva funcdo de onda — tal
que ¥(x) e ¥ (x) sejam absolutamente convergentes. Digamos
que o sistema seja regido por um potencial §. Representando
implicitamente o potencial, a matriz de transferéncia A e as
condi¢des de contorno do sistema sdo dados por [4]:

YO _ (YO
(\P'(O*)) = A(‘P'(O) , (1.18)
i a b
Ae (C d)' (1.19)
Para particulas com paridade de bdsons, obtemos:

1 0

As(c) = (c 1), (1.20)
1 b

Ay (D) = (0 1). (1.21)

Para fungdes de onda bosdnicas com paridade par, obtemos a
seguinte condi¢cdo de contorno para As(c):

c_fO) _ik(a—p)

27 F0) " 2a+p)

Para Ay (b), « = B, de modo que o potencial ndo afeta os
bdsons.

Para fungdes de onda fermidnicas (paridade impar), as condicdes
de contorno para Ay (b) sdo:

2_ O _ ika-p

b f0) 2a+p’

Neste caso de férmions, @ = —3, de modo que, para As(c), o po-
tencial ndo afeta os férmions. Percebemos entdo que as fungdes
f(x) coincidem para sistemas de dois férmions e para sistemas
de dois bdsons. Isto é o que chamamos de dualidade boson-
férmion, que também € vilida para sistemas de N particulas [5].

(1.22)

(1.23)

1.1.2. Bethe Ansatz para bosons com potencial delta

Consideremos um sistema de Bose com N particulas, cujas
interagdes sdo regidas por um potencial do tipo §. A hamiltoni-
ana desse sistema € dada pela seguinte equagdo:

N 52
Z —2 +2c¢ Z o(x; — xz).
=1 1

Jj<k
As fungdes delta dessa hamiltoniana fazem com que as condi¢des
de contorno para a fung@o de onda desse sistema sejam dadas
por:

(1.24)

0 d
— — — Wil —xn0r = Wly=x, j=1,...,N—1.
(6Xj+] 6x,-) Hxjo—x-00 = ily=xjs J

(1.25)

Esse sistema pode ser resolvido pelas equagdes do Bethe An-
satz [6]. Uma maneira didatica de encontrar essas equacdes
e fazer acréscimos sucessivos no nimero de particulas do sis-
tema, a fim de enxergar um padrio, que nos leva a forma geral
da soluc¢do, para qualquer valor de N [1]. Fazendo esse processo
algumas vezes, obtemos que, para um N arbitrério, o Bethe An-
satz desse sistema é

N
Wi (1, X0, ) = ) sign(P)A(P) exp (ikajxj). (1.26)
PESy j=1

Os nimeros de onda de ¥ sdo quantizados de acordo com o
seguinte conjunto de equagdes acopladas de Bethe:

N
k;L = 2rl; + Z o(k; — ky).
I=1,1#j

(1.27)

Os coeficientes A, que estdo diretamente relacionados com a
matriz S do sistema, sd@o dados por:

AP) = | |kpj =k + ic). (1.28)

J<l



Os coeficientes A(P) satisfazem a seguinte condigao:

Al k) = S (ks k)ACos ks ko), S (ko) = 1. (1.29)

Escolhendo um valor constante para A(P) — digamos, A(P) = 1
e combinando 1.12 com a forma geral do Bethe Ansatz que en-
contramos, obtemos a seguinte equacao para a func¢ao de onda
do setor de ordenagdo Q:
N
W1, X2 i) = 3 [Q. Pl exp (i kP,ij), (1.30)

PeSy j=1

onde

[Q, Py = sign(Q)sign(P)A(kpr, kp2, ..., kpn), (L.31)

de modo que A e os coeficientes de permutacdo P sdo relaci-
onados por 1.29. Esse formalismo pode ser generalizado para
um grande conjunto de sistemas integraveis de férmions.

1.1.3. Estados ligados para bésons

As equagdes de Bethe podem ser muito complicadas para
um sistema integravel com L pequeno. Contudo, quando fa-
zemos L — oo, elas se tornam mais simples. Nesse limite,
também podemos entender as principais diferencas entre os es-
pectros de energia para os casos atrativo ( ¢ < 0 ) e repulsivo
(¢ > 0), definidos pelo coeficiente ¢ da hamiltoniana do sis-
tema.
Podemos obter as raizes das equacdes de Bethe Ansatz de um
sistema integravel. As raizes complexas do Bethe Ansatz para
uma linha infinita sdo chamadas cordas. Elas se encontram dis-
tribuidas de maneira simétrica, equidistantes entre si, em torno
do eixo real. Procedendo da mesma forma que fizemos na se¢do
anterior — ou seja, repetindo os célculos para um aumento su-
cessivo no numero de particulas do sistema — encontramos que,
para um sistema atrativo formado por N bdsons [7], existe uma
N — corda com momento expresso por

el

kj=utiz(N+1-2)). j=1..N. (1.32)

O momento total e a energia do sistema sdo entdo expressos por

K = Nu (1.33)

2 2

K c
E=— —NN*-1D— 1.34
N ( )12, (1.34)

onde o valor minimo da energia corresponde ao estado funda-
mental da energia no setor das N particulas, de modo que a
funcdo de onda simétrica correspondente é

c
Y= exp(z Z lx; — xll).

J<l

(1.35)

1.1.4. Equacées do Bethe Ansatz para bésons repulsivos
Existéncia e unidade das solucoes

Para encontrar as equacdes de Bethe Ansatz para um sis-
tema de bésons repulsivos, devemos levar em conta que, para

um conjunto de ndimeros quanticos Iy, I, ..., Iy as solugdes do
conjunto de equagdes, para 0s momentos ki, ks, ..., ky, sdo Unicas
e reais. Essas solucdes sdo dadas pelos extremos da seguinte
funcao:

N N N
L
Blkr k. onk) = 5 Zk?—Zﬂlekﬁ Z O(k;—k;), (1.36)
j=1 j=1

j>l=1

onde

k k k2
Ok) = f dk'0(k") = 2k arctan — — ¢In [1 + —2]. (1.37)
0 ¢ ¢

Energia do estado fundamental do sistema

Quando ¢ — oo, 0 valor minimo da energia € obtido através
de uma sequéncia ordenada de nimeros quanticos I, distribuidos
simetricamente em torno de zero, de modo que /,,,, estd relaci-
onado com N, o nimero do momento. Esses nimeros sio in-
teiros para N fmpar e semi-inteiros impares para N par. A ener-
gia do estado fundamental é entdo determinada pela seguinte
equacgao:

27\2 N 2
Eo = (2—”) le. - %(N— DN(N+1).  (1.38)

L) &

A func@o de onda dos férmions livres anti-simétrica — ou simétrica,
se consideramos o caso de bdsons — no estado fundamental é
dada por:

. (X , . .
N sin (T)’ para férmions livres,
Yo = 1_[ Yxj=xi), =3 ax
k=1 S1
(1.39)
Para ¢ > 0, os mesmos [ servem para encontrarmos a energia
do estado fundamental. Assim, reescrevemos as equagdes de

Bethe da seguinte maneira:
1Y
— o L :_
k= 271L + I l; ki — k), j=1,2,..,N, (1.40)

onde, no limite termodinamico [8], definimos a densidade de

estado como !

=trel-33

A partir dessa densidade de estado e das equacdes de Bethe em
1.40, podemos definir

(1.41)

kje1 — k;j

1
= ——, pk) 20,
! Lp(kj) P

(1.42)
que correspondem a uma sequéncia de raizes das equagdes de
Bethe. Podemos entender p(k) como uma distribui¢ao, de modo
que, para L grande, L, Lo(k)dk representa o nimero de raizes
de Bethe num intervalo (k,k + dk). Em outras palavras, p(k)
corresponde a densidade de particulas no estado fundamental.
Temos ainda:

d k
P 0) = po, £ = f K o), (1.43)
0

n T)’ para bosons de niicleo duro



A partir disto, podemos definir o momento por unidade de com-
primento e a energia do estado fundamental por unidade e com-
primento, respectivamente, da seguinte forma:

N q
n== f dkp(k),

q

q
ey = Eo _ f dkk?p(k).
L -q

(1.44)

(1.45)

Tomando o limite das equacdes de Bethe, podemos obter a ex-
pressdo da densidade p(k) e escrever equacgdes para as densida-
des de energia e particulas [1].

1.1.5. Particulas com interagées finitas

Consideremos um sistema 1-dimensional composto de N
particulas sem spin, cujo nicleo possui um didmetro «, que in-
teragem sob a influéncia de um potencial da seguinte forma [9]:

(1.46)

oo paralx| < a,
0 paralx>a

A funcdo de onda do setor fundamental / desse sistema é dada
por:
¥i(x1, x2, ..., xn) = (Det)i<ji<n €Xp (ik;j, 1), (1.47)

e 0 momento e a energia totais sdo dados em termos dos nimeros
de onda, respectivamente, por:

N N
K=>k, E=) K.
j=l J=l

Esses nimeros de onda sdo quantizados através das equagdes
de Bethe

(1.48)

N
IjL =2l +a ) (= k), j=1,2,..,N. (1.49)

=1

Esse procedimento é equivalente para bsons e férmions, desde
que eles tenham o mesmo espectro de energia.

2. Bethe Ansatz e Temperatura Termodinamica T = 0

Para um grande nimero de sistemas integraveis, as equagoes
de Bethe t€m a forma genérica:

kL = 2xl(k) + Z 0k — k), 2.1)
=

de modo que 8(k) depende do tipo de interagdo entre as particulas
que compdem o sistema. No limite termodindmico, a distribuicdo
de probabilidades p(k) é dada por

1 7 @ k-K
o =et+ [ B ke @2
JT _ JT

4 2
A equagdo acima pode ser escrita numa forma de matriz, a sa-
ber:

1
= =p+Gp=(U+G)p,
2r

(2.3)

onde I é o operador identidade e G é um operador na forma
integral, com um ntcleo real e simétrico no intervalo [—g, ¢].
Seja J um operador resolvente, de modo que

I+DNI+G)=U+G)I+J) =1 (2.4)

O operador J também tem um nucleo simétrico, mas sua definicdo
¢ diferente da defini¢do do niicleo de G. Usando a equagdo 2.3,
podemos reescrever a expressdo de p da seguinte forma:
_ n
p=U+D, (2.5)
2n
onde n = 1. Assim, usando a nota¢do de matriz para p, escre-
vemos a densidade numero, a densidade de momento e a densi-
dade de energia no estado fundamental como, respectivamente,
N Ko

E
—=n'p, —=k'p=0, fo = () *p.

2 2 (2.6)

2.0.1. Reagdo do sistema no estado fundamental a uma per-
turbacdo externa

Vamos imaginar que nosso sistema integrdvel sofra a acao

de uma perturbacdo externa ¢(k). Essa perturbacdo causa uma

pequena mudanca no momento k por, digamos, um A(k), da

ordem de I Entao, temos que k — k + A(k). Neste caso, as
equagdes de Bethe se tornam:

[k + AGK)L = 2xI(k) + Z Ok + A(k) — k' — ACK)] + o[k + AK)].
k/

2.7)
Fazendo uma expansao em A(k) nessa equacao, subtraindo 2.1
e substituindo os somatdrios por integrais, obtemos a seguinte
equagdo para p(k):

2mp(k)AK)L + f ! Ak’ (k — K)p(kK)AK)L = pk).  (2.8)

-q
Fazendo p(k)A(k)L = w(k), encontramos as seguintes equacdes:

_¢ - ¢
UI+Gw =1 0=+,

(2.9)
que correspondem a resposta do sistema a perturbagdo ¢. Qual
deve ser o efeito dessa perturbacdo nas quantidades termodinamicas
K, N e E? Ora, o fato de ¢ agir sobre o sistema nao mudou o
nimero de particulas do mesmo, de modo que

AN = 0. (2.10)

A situacdo ¢é diferente para a energia e para 0 momento, ja
que eles sdo dados em termos dos nimeros de onda k. O mo-
mento serd dado pela soma dos deslocamentos k introduzidos
pela perturbagao, ou seja,
q q
AK = Z Atk) — L f dkp(k)A(k) = f dkw(k) = n1* w.
k —-q —-q
(2.11)
Para a energia, o efeito do deslocamento fard com que a sua
equacao se torne:

AE = ¢*(I + J); (2.12)



2.0.2. Termodinamica a temperatura zero
Vamos definir €(k), que é a solugdo da equagdo

I+Ge=k—pu, (2.13)

como uma nova fung¢@o de energia, onde u € um parametro que
garante que € se anula nos pontos (+g). A partir dessa nova
defini¢do, podemos reescrever a equacgdo 2.12 como

AE = ¢+ <. (2.14)
2r

Reescrevendo a equacdo da energia do estado fundamental em

termos de €, podemos escrever a relacao de Gibbs [10] como

Eo = —PL + uN, (2.15)

onde P ¢ a pressdo do sistema e u, neste caso, tem o papel fisico
de um potencial quimico do sistema.

Nas equagdes de Bethe, a perturbacio ¢(k) é tomada como —kAL
— para o caso em que aumentamos o tamanho L do sistema. A
relacdo de Gibbs para esse caso é

AE = —PAL + uN, (2.16)
onde a pressdo ¢ dada por
T]+
P=-—, 2.17
2n ( )
e o potencial quimico é dado por
(960
= —. 2.18
K=o (2.18)
Portanto, quando T = 0, temos
oP
— =n 2.19
o " (2.19)

2.0.3. Regime de baixas excitacdes

Consideremos um ponto, num sistema composto de gas de
Fermi, em que ndo h4 interagdes entre particulas. O momento
— que chamamos ” Momento de Fermi”, neste caso, é dado por
q = nn. A energia e a mudanga no momento, no estado funda-
mental desse sistema, sdo dados por:

AE(kp, ky =k = kp), K(kn, kp) = ky — k. (2.20)

O espectro de energia de um gds de Fermi é um pouco pro-
blemético, no sentido de que a descricao das excitacdes ndo
se d4 da mesma maneira que em um géis de Bose. Num géas de
Fermi, as excitagdes sdo descritas em termos de dois parametros,
de modo que A(E) ndo possui uma curva de dispersdo tnica.
Para resolver este problema, sdo definidos dois tipos de excitagdes
elementares — que dependem sé de um pardmetro: as excitagdes
de particulas e as excitacdes de buraco. Assim, denotamos kj,
como o momento do buraco e k, como o momento da particula.
Para excita¢des do tipo particulas, tomamos 0 momento do sis-
tema de seu valor inicial, por exemplo, ¢ até algum k, > gq.
Assim, a relag@o de dispersao 2.20 assume a seguinte forma:

AE,(K) = K* + 27n|K|, —o0 < K < co. (2.21)

Para excita¢des do tipo buraco, tomamos o momento do sistema

. 2
de algum valor 0 < k;, < g até, digamos g + In Neste caso, a

relag@o de dispersio se torna:

AE,(K) = 2nn|K| - K?, —nn < K < 7n. (2.22)

E importante notar que excitacdes do tipo particula e buraco po-
dem ocorrer simultaneamente e, particularmente, 2.20 € obtida
através de aplicacdes sucessivas dos dois tipos de excitacdo.
Particularmente, se este numero for finito — por exemplo, se
fizermos n excitacdes do tipo particula e m excita¢des do tipo
momento no sistema — o momento total e a mudanga na energia
serdo dados, respectivamente por:

K=> K+ K, (2.23)
J=1 J=1

AE = Z AE,(K;) + Z AEK(K), (2.24)
J=1 J=1

onde K, K} sdo momentos.

Mesmo para sistemas cujos pardmetros sdo diferentes desses
modelos mais bem-comportados como o de férmions livres,
este método pode ser aplicado, pois as excitacdes seguem a
mesma andlise qualitativa. Contudo, neste caso, devemos per-
formar uma continuag@o analitica na probabilidade de distribuig¢do
p(k) e na energia e(k), obtendo as seguintes equacdes integrais:

o) = - — f/ awTE=R) ) o<k <o, (225)
2w - 2w
q ' - ! ’
ek) =k* —p — f dk'%e(k ), —o0 <k < oo, (2.26)

q
Submetendo o sistema a uma excitacdo do tipo particula, pro-
duzimos uma perturba¢do nas equagdes de Bethe do sistema,
0 que implica uma mudanca na energia AE(k,) = e(k,), onde
e(k) é a energia de uma excitacdo elementar. O Momento é
dado por:

K(ky) = 27 f(ky) - f(q)].

Analogamente, para excita¢des do tipo buraco, também € ge-
rada uma perturbacdo nas equacdes de Bethe do sistema, que
corresponde a mudangas na energia e no momento do mesmo.
Assim,

(2.27)

AE(ky) = —e(ky), (2.28)

K(kn) = 2nf(q) = f(kn)]. (2.29)

3. Temperatura termodinamica finita

3.1. Buracos
Quando o sistema encontra-se em 7' = 0, o estado funda-

mental é caracterizado pelo que chamamos de niimeros quéanticos
de particula, expressos pela seguinte sequéncia:

{_N—l N-3 N—l}. B

27 27772



Contudo, quando T > 0, as flutuagdes térmicas fazem com
que surjam outros tipos de niimeros quanticos, que chamamos
niimeros quanticos de buraco, expressos por

{_N+1_N+3 N+1 N+3 }
> T Ty Ty

(3.2)

Seja {/; }?’: , um conjunto de nimeros quénticos do tipo particula,
e seja {I} o conjunto de niimeros quanticos do tipo buraco. Cada
momento k; de particula k de buraco é dado pelas respectivas
expressoes:

Lftkj)=1;, j=1,2,..,N, (3.3)
Lf(k)=1. (34)

No limite termodinamico, particulas e buracos estdo distribuidos
no sistema como fungdes dos momentos k, com densidade de
distribuicdo p(k). Devido ao fato de o conjunto de particulas e
buracos abranger todos os valores possiveis de nimeros quanticos
do sistema, podemos dizer que entre eles existe um vinculo,
dado por

p(k) +pk) = f (k). (3.5)
Isto nos leva a seguinte equagdo integral:
2rf(k) =k — f dk 6k — kK Yyp(k). (3.6)
Se diferenciarmos a equacgao acima, obtemos:
1
plk) +p = 5 = Gp(k). (3.7
Vi3

A partir disso, podemos escrever as equagdes da densidade de
particulas e de energia por unidade de comprimento L do sis-
tema, a saber:

n= E = fw dkp(k), 3.8)
L —oo0
e E o
e=7= f dkk?p(k). (3.9)

3.2. Equilibrio Termodindmico

Até aqui, vimos ja os casos em que a temperatura é igual a
zero e em que a temperatura € maior do que zero. Agora, es-
pecificamente, vamos estudar o caso em que o sistema atinge o
equilibrio termodindmico. Neste caso, para o ensemble candnico,
escrevemos a seguinte funcdo de parti¢do:

E = ), 5[E(p. p)IWIp, plexp (BuNlp] - BETp)),

PP

(3.10)

onde W[p, p] representa o nimero de microestados relacionado
as densidades macroscdpicas de particulas e buracos. Assim, a
entropia do sistema é dada por:

Slp,pl = In[p,p].

Definindo a entropia por unidade de comprimento e escrevendo
a energia livre de Gibbs a partir dos pardmetros p, p, no limite
termodinamico, 3.10 se torna:

2 = > 6l(p, p) exp (—Belp, IL) exp—Belpeg: peglL. (3.12)

PP

3.1D)

Tomando

0 =0,
0=Peq:P=Peq

temos a distribui¢do de equilibrio das particulas e dos buracos.
Calculando a energia livre de Gibbs por unidade de compri-

mento, temos:

(3.13)

o 1
¢lp.p) = f k(= 51047 0 + D=p Inp=7In p1+(E=pp).
(3.14)
Combinando 3.13 e 3.14, encontramos:

1n(’ﬁ)—c;1n(1+’ﬁ)+,3(p—k2):o. (3.15)
peq eq

Agora, é possivel definir uma funcdo e(k), em termos de peq, Peg>
que possui dependéncia implicita de u e 3, a saber:

Ped — exp [Be()].
0

eq

(3.16)

Resolvendo a equagio 3.15 para K2 e u, obtemos uma equacio
integral, da qual e(k) é solucdo. Essa nova equacdo contém
uma fungdo de deslocamento 6(k), cuja forma é crucial para
a obtengdo de e(k). Fisicamente, e(k) é a energia relacionada
a uma excitacdo elementar do sistema, dada uma determinada
temperatura 7'.

Quanto T = 0, beta — oo, de modo que obtemos:

eq(k) =0, k ,
,?q( ) para k> g, (3.17)
Peg =0, para k| < g
A pressdo do sistema ¢é entdo dada por:
G
P=——=-g 3.18
-8 (3.18)

Desta forma, pode-se escrever a pressdo em termos de u, €, 3, a
saber:

1
PG, p) = 5—n" In(1 + exp (-fe)). (3.19)
2nB
A densidade de particulas é calculada como:
0
n =z--pP(zp), (3.20)
0z

onde z = €% é a fugacidade, que é utilizada para substituir o
potencial quimico .

Duas tltimas observagdes sdo importantes. A primeira, € que
podemos escrever a pressdo de um sistema unidimensional, de
comprimento L, em termos da fugacidade, da seguinte forma:

BPL = ln<ZzN
N=0

onde E(N) corresponde a energia dos estados, e o sistema é
composto de bésons com potencial ¢ (repulsivo), com uma cons-
tante de acoplamento c, tal que ¢ € [0, o] [11].

Por fim, a temperatura finita, um sistema de particulas de nicleo
duro possui a seguinte pressdo [12]:

>, ep(BEV)) (32D

estados

1 1 2
pP=_ f Akl = , (3.22)
T Joo exp[Bk2 —pu+aP)+1 1-an

que é conhecida como equagdo de Bernoulli [13].



4. Integrabilidade em Volumes Finitos

Nas ultimas secdes, aprendemos a utilizar as equacdes do
Ansatz de Bethe para obter o espectro de energia de determi-
nados sistemas quénticos, bem como para obter quantidades
termodinamicas do sistema, através do Bethe Ansatz Termo-
dindmico. Contudo, em nossos cdlculos, consideramos sempre
que o sistema estava no limite termodinimico, ou seja, N, L —
co. O problema é que, quando consideramos sistemas com vo-
lume finito, a descri¢do do sistema através da matriz de espa-
lhamento (Matriz-S) — que € essencial para que possamos usar a
hipétese da corda de Bethe — nao € mais possivel, de modo que
o uso de métodos de sistemas integraveis nao ¢ mais aplicavel.
Todavia, este problema pode ser contornado através de algumas
técnicas, como serd explicado a seguir [14].

4.1. Rotagdo de Wick e simetria de espelho

Suponha que queiramos calcular a energia do estado fun-
damental em uma teoria com volume finito. Neste caso, temos
que a termodinamica do sistema € descrita pela seguinte funcio
de particdo:

7= Z exp —BE,, .1

n

onde temos que, considerando que a temperatura do sistema
seja muito pequena, o fator 8 — oo e, deste modo, a energia
do sistema € a energia do estado fundamental. Essa func¢do de
particdo vive num espago Euclidiano. Podemos obter Z e a teo-
ria quantica de campos a ela associada através de uma Rotacdo
de Wick. O método da rotagdo de Wick consiste em encontrar
a solug@o de um problema do espago de Minkowski resolvendo
um problema similar num espaco euclidiano, transformando al-
gum ndmero imagindrio do problema em um ndmero real. No
nosso caso, tomamos T — & = ir. Geometricamente, estu-
damos o problema num toroide que se degenera num cilindro
quando a temperatura termodinamica do sistema tende a zero.
Fazendo uma continuagio analitica de oo — #, podemos obter
um modelo de espelho. Isto consiste numa rota¢do dupla de
Wick sobre o sistema, o que nos d4 as seguintes relacdes para a
hamiltoniana e 0 momento do sistema:

H - ip, 4.2)

p — —iH. 4.3)

A nova”funcdo de particdo no modelo de espelho é dada por

Z =exp (-LF), 4.4)

onde L é o volume do sistema e F é a energia livre do sistema
nesse modelo. Assim, obtemos a energia do estado fundamental
do sistema como

Ey = II—;F =Lf, 4.5)

1
onde R = T que, no modelo do espelho, corresponde ao vo-

. [
lume do sistema, enquanto I a sua temperatura. A equacdo 4.5

corresponde a energia exata do estado fundamental do sistema
que estamos considerando.

4.2. Continuagdo Analitica

A equacido 4.5 corresponde a energia exata do estado fun-
damental do sistema que estamos considerando. Contudo, o
Bethe Ansatz € capaz de nos fornecer a anergia do espectro in-
teiro, ndo faz sentido conseguir obter apenas a energia do estado
fundamental. Contudo, o truque da rotacdo de Wick nos deu
apenas a energia mais baixa. Isto pode ser contornado através
de uma continuagdo analitica da equagdo do espectro de ener-
gia do sistema.
Para ilustrar, vamos considerar estado fisico que possua a se-
guinte hamiltoniana [15] :

1 0 0 1
H—(O _1)+/1(1 0).
Se calcularmos os autovalores da hamiltoniana da forma usual,
ou seja, usando algebra linear, encontramos a seguinte equagao:

EQ) = =V1 + 22,

sendo entdo a energia do estado fundamental dada pelo autova-

lor
Eo(d) = —V1 + 22, 4.8)

Essa equagdo tem um polo em A = =+i, quando fazemos uma
continuagdo analitica da mesma. Contudo, quando fazemos
isto — ou seja, quando damos uma “’volta”pelo plano complexo

e voltamos aos reais, num contorno fechado — obtemos néo a
energia do estado fundamental, mas sim a energia dos estados
excitados!

Se resolvermos o problema de autovalores através de uma equagdo
integral, obtemos a seguinte expressdo para a energia do estado
fundamental

(4.6)

4.7

1
1
EQ)=- f dz7—f(2)g(2) = 1, 4.9)
—1 Tl
1
= , 4.10
f@=—7 (4.10)
g(z) =241 - 22 (4.11)
Novamente, essa equacdo tem polos em A = +i. g(z) pode

representar alguma fung@o conhecida, mas f(z) ndo necessari-
amente o é. Tudo o que sabe-se sobre ela € que € meromorfica

i . ~ o
e tem polo em rk Fazendo uma continuagdo analitica em 4.11,

obtemos:

1
E‘(1) = - fl dzzim_f(z)g(z) +g@i/) -1, (4.12)
onde obtemos ndo exatamente a funcao original, dado que agora
temos a contribuicdo do residuo. Isto nos permite obter exata-
mente a energia dos estados excitados do sistema, sabendo ape-
nas quais sdo os polos de f e ndo necessariamente conhecendo
a expressdo explicitade E e f.

Consideracoes finais

O Bethe Ansatz termodindmico é uma ferramenta matematica
muito importante para o estudo de sistemas integrdveis, permi-
tindo encontrar a expressao exata do espectro de energia do sis-
tema, bem como suas propriedades termodinamicas.



Neste trabalho, fizemos uma breve introdug@o sobre esta técnica,
mostrando sua derivagao e aplicagdo em alguns sistemas encon-
trados na literatura. Também mostramos que, mesmo que essas
equacgdes sejam utilizadas para encontrar o espectro de ener-
gia de sistemas que “vivem” em um cilindro, podemos fazer
rotacdes de Wick e encontrar as quantidades termodinamicas
e as expressoes de energia do sistema através desse truque do
espelho. Assim, ndo necessariamente precisamos estudar um
sistema de volume infinito. Também vimos que, fazendo uma
continuagdo analitica na equagdo de espectro de energia do es-
tado fundamental, podemos obter os estados excitados do sis-
tema.

O Bethe Ansatz Termodinamico também pode ser aplicavel em
sistemas onde as matrizes de espalhamento ndo sdo diagonais.
Isso pode ser feito porque a teoria ndo diagonal pode ser escrita
em termos de uma teoria diagonal com algumas excita¢des au-
xiliares, que ndo alteram seu espectro de energia. A hipdtese
das cordas permanece a mesma e podemos resolver - agora via
Bethe Ansatz Algébrico - o sistema integravel com um proce-
dimento muito semelhante ao que estudamos aqui [16].
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