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ABSTRACT: A questao das singularidades cosmologicas na Teoria da Relatividade Geral de Einstein esta aberta desde que
A. Friedmann desenvolveu sua solugao de universo homogéneo e isotrépico, em 1922. Nesse modelo a singularidade temporal
em t = 0 ficou conhecida como Big Bang, o momento de inicio do cosmos, mas pouco ainda se sabe desse instante inicial,
mesmo apds 90 anos de sua descoberta. Dentre os trabalhos desenvolvidos a cerca desse tema esta a conjectura BKL, que
além de ditar uma solugao geral das equagoes de Einstein que contém uma singularidade, mostra como o espago-tempo se
comporta perto de um ponto tao singular.
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1 Introdugao

O proposito deste projeto é estudar os recém-descobertos fendmenos gravitacionais [1-3] na vizinhanga de singularidades
cosmologicas. O primeiro estudo do assunto foi iniciado por Belinskii, Khalatnikov e Lifshitz (BKL) ao descobrir que a solugao
geral em torno de uma singularidade cosmoloégica, na gravidade quadri-dimensional, tem um complicado carater oscilatério
e caotico, e ao mostrar que os pontos espaciais desacoplam quando ha uma aproximagao da singularidade [4-8]. Devido ao
teorema Hawking-Penrose sobre geodésicas incompletas [9], as singularidades cosmologicas, sob certas condigoes, passaram
a ser caracteristicas gerais e inevitaveis da teoria classica da relatividade. No entanto, pouco se sabe sobre a natureza das
singularidades e a aproximagao BKL é o primeiro passo na direcao de uma maior compreensao.

Por outro lado, a presenca de tais singularidades mostra que a teoria classica da gravitagao falha perto desses pontos, e
é necessario considerar a quantizagao da gravidade. Entretanto, € bem conhecido que a quantizagao direta da gravidade por
métodos convencionais gera uma teoria quantica inconsistente. Os candidatos mais promissores a resolver essas dificuldades
sdo a Teoria das Cordas e a Gravidade Quéantica em Loop. O melhor entendimento do comportamento assintotico do campo
gravitacional na vizinhanca de singularidades cosmologicas é especialmente importante, ja que pode conduzir a dicas cruciais
sobre uma teoria quantica da gravitagao correta e coerente.

Houve durante os ultimos anos um grande desenvolvimento da teoria BKL. Primeiro, teorias de Supergravidade em
dimensoes D < 11 mostraram o caréter oscilatério e cadtico do BKL. Depois, a estrutura matematica associada ao compor-
tamento BKL em torno de singularidades cosmologicas mostrou ser descrita pela algebra hiperbélica escondida de dimensao
infinita de Kac-Moody. O estudo de tais estruturas algébricas reponséveis pela natureza caotica e oscilatoria na vizinhanga de
singularidades forneceu novas perspectivas para o desenvolvimento da teoria quantica da gravitacao. Algumas possibilidades
tém sido consideradas recentemente por Damour, Henneaux, Nicolai e West [10-15].

Tais simetrias escondidas de dimensao infinita j& haviam aparecido antes em teorias gravitacionais, quando se considerava
a redugao dimensional de quatro ou mais dimensoes para apenas duas. Neste caso, o sistema se torna integravel nos niveis
classico e quantico. E notavel que a &algebra hiperbolica de Kac-Moody, como o resultado da integrabilidade do sistema,
também apareca nessa redugao quando sao consideradas teorias supersimétricas. Mesmo que a conexao exata entre simetrias
de dimensao infinita nas bi-dimensionais e o limite da teoria BKL ainda nao seja muito bem entendida, fica claro que esta
estrutura algébrica terd um papel crucial na procura de uma teoria quantica da gravitagao completa.



2 Teoria da Relatividade

A principal mudanga que a Teoria da Relatividade implantou na Fisica foi o fato de o tempo nao ser uma quantidade
absoluta para todos os observadores do espaco. A ideia pré-einsteiniana de que, dado um evento no continuum do espago-
tempo, existe uma nogao natural de eventos que ocorrem ao mesmo tempo do primeiro se mostrou absolutamente errada.
Mostrou-se verdade que nao existe uma nogao absoluta de simultaneidade, e sim uma que depende do estado do movimento.

Na relatividade especial existe um sistema de coordenadas associado a cada observador inercial, e as transformagoes
de coordenadas de um referencial inercial O para outro O’ se movendo com velocidade v com relagao & O sao dadas pelas
transformacgoes de Lorentz:

vr
Y= 2 r_ x — vl ’_ ’r_
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onde ¢ é a velocidade da luz. Agora fica claro que o tempo medido muda de um observador a outro, mesmo que estes
megam um mesmo evento. Na relatividade especial a quantidade que tem sgnificado absoluto entre dois eventos para todos
os observadores do espago-tempo nao é o intervalo espacial ou temporal entre eles, mas sim o intervalo de espago-tempo, que
representa um elemento de arco no continuum do espaco-tempo, definido como:

ds® = Adt* — da® — dy? — dz* =, datdz” (2.1)

onde 7,,,, ¢ a métrica do espaco-tempo de Minkowski diag(1—1—1—1) de assinatura (-2). Os indices gregos serao usados para
as quantidades em quatro dimensoes e podem assumir os valores (0, 1, 2, 3), onde as varidveis 2" = ct, 2! = 2,22 = y, 2% = 2,
e os indices latinos para as quantidades tridimensionais, e podem assumir os valores (1, 2, 3).

A Teoria da Relatividade Geral foi formulada por Einstein em 1915 partindo da ideia de que todos os corpos sofrem
influéncia da gravidade, e que todos os corpos caem da mesma maneira em um campo gravitacional. Este fato é conhecido
como principio de equivaléncia, e também pode ser formulado com a afirmacao de que todo referencial nao inercial é localmente
equivalente & um campo gravitacional homogéneo. Como o caminho seguido pelos corpos é independente de sua natureza, as
trajetérias de corpos livres sob acdo de um campo gravitacional definem um conjunto preferencial de curvas, assim como o
caminho de corpos inerciais o fazia na relatividade especial. Isso sugere que talvez fosse possivel atribuir & propria estrutura
do espago-tempo as caracteristicas de um campo gravitacional, e foi essa conexao que Einstein fez. Ele formulou que corpos
caindo sob & agao de um campo gravitacional seguem geodésicas, como corpos inerciais seguem geodésicas no espago-tempo

de Minkowski, mas agora a geometria do espago-tempo é diferente e o intervalo fica:
ds® = g, datdz” (2.2)

onde agora g,, ¢ uma funcdo que depende das coordenadas curviliveas 20, 21, 22,23 de forma mais arbitraria. Einstein
também assertou que as leis da fisica deveriam ser as mesmas para todos os referénciais, e a maneira de escrevé-las de forma
a atender tal condicao é a covariante, em termo de tensores.

Um tensor covariante de rank 2 é uma quantidade que se transforma como:

/A lo
0" ox’

A = - 2.3
224 Ak Oxv Ao ( )
e um tensor contravariante se transforma como:
i v
A ox* dz¥ 5, (2.4)
ox'» Hx'o :
onde é usada a convencao de Einstein para somatério de indices.
E possivel transformar uma quantidade covariante em uma contravariante e vice e versa usando as relacoes:
wo__ v _ v ov __ v
At =g A, Ap=guwA gueyg’t =0 (2.5)

E importante também definir uma derivada para tensores, chamada derivada covariante, que também forme um tensor,
€ as expressoes usuais sao:

%
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onde '/ 5 a0 chamados simbolos de Christoffel, simétricos nos indices inferiores, e podem ser escritos em termo da métrica
como:

1 6906 690(1 agaﬁ
', =-g" + — . 2.7
ap = 39 ( dx>  Oxf  Ox° (2.7)

E facil verificar que a derivada covariante da métrica V, guv = 0. A equagao da geodésica ¢ obtida usando do fato que a

. ~ . . . , . I3
quadri-aceleragdo de um objeto inercial é zero, ou seja V ut =0 (u# = ”ldis)7 de onde segue que:

d?zt
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752 + Typuu” =0 (2.8)
O fato de o transporte paralelo de um vetor, em uma superficie com curvatura, ao longo de uma curva fechada nao
reproduzir vetores iniciais e finais em uma mesma dire¢ao induz a definicdo de um tensor de quarta ordem dado por:
B org.,  ol'gg
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Tal tensor recebe o nome de tensor de Riemann, ou tensor de curvatura, e possui as seguintes simetrias:

+TsT0, — 5, Tas (2.9)

apy = ~oys: gAURgﬁfyRmﬂ’v = —Raopy, Roapy = —Roayg, Rsa8y = Rgyoa (2.10)
de onde segue:
Roapy + Rovap + Ropya =0
e a identidade de Bianchi:

Existe uma relagao entre a derivada covariante de tensores e o tensor de Riemann, dada por:

VOCVBAM — VBVQAH =A,R° (2.12)

uBa

Outras duas quantidades importantes que ajudam a calcular as propriedades geométricas do espago sao o tensor de Ricci,
que é um tensor simétrico definido como a contragao do tensor de Riemann

o arg arga o A o TA
g ’BRUOL/B'Y = Rary = WO”Y —_ 8.1;’)/ + F)\O‘FOL’y - )\’YFOLO' (2.13)

e a curvatura escalar, definida como a contragao do tensor de Ricci:
R = gm/R,uu = guagyﬁRyuaﬁ (214)

FEinstein entao formulou suas equagoes para o campo gravitacional em termos da geometria do espago-tempo envolvido,
usando a ideia de que um corpo com massa distorce o continuum do espaco-tempo ao redor, curvando o espago-tempo nessa
regiao e alterando sua geometria. Seu resultado final foi:

1 G

R;w - *g;wR = A

5 T, (2.15)

onde G ¢ contante universal da gravitacao e 7}, ¢ o tensor energia-momento dos corpos em questao, que interagem com o
espago e o distorcem.

A equagdo de Einstein também contém uma caracteristica interessante. Diferentemente das equagoes de Maxwell, onde
além das equacoes do campo também é necessario especificar a forga de Lorentz, ou seja, como o campo interage com as
cargas, as equacoes de Einstein ja contém a interagdo campo-massa. Com uma s6 equagao é possivel especificar o campo
gravitacional, que é a distor¢ao do tecido do espago-tempo causada pelas massas, e a trajetéria dos corpos nesse campo, que
sao as geodésicas desse proprio espago. Logo, para resolver as equagoes de Einstein é preciso especificar as condigoes inicias
para os corpos como suas posigoes e velocidades, e também sua energia e pressoes (elementos do tensor energia-momento),
de forma a obter uma completa descricao do problema.



3 Sistema de Referéncia Sincrono

Um sistema de referéncia em que,

goi =0, goo =1 (3.1)
de forma que 2% = t é o tempo préprio em cada ponto espacial (¢ = 1), é dito sincrono. Nesse sistema de referéncia o intervalo
é dado por:

ds? = dt* — gipda'da® (3.2)
onde g;x = —7v;x € a métrica espacial tridimensional.
No sistema de referéncia sincrono as linhas temporais sao geodésicas do espago-tempo. Isso pode ser observado do fato
N . . . I
de o 4-vetor tangente & linha de mundo de z',2% 23 = constante (ou seja, linhas temporais), u* = %= tem componentes
u® =1 e v’ = 0 e consequentemente obedecem a equacdes da geodésica:
dut
— Ty =TH =
ds aff 00
ja que Ty, e 'Y, sao identicamente nulos. Tais linhas também sdo normais as hipersuperficies de tempo constante, pois o
4-vetor normal a tal superficie, n, = 2L, tem componentes ng = 1,n; = 0, e os respectivos contravariantes n® = 1,n’ = 0,

pois ¢°° = 1. Tais componentes coincidem com as de u*, tangentes as linhas temporais.
Essa propriedade do sistema de referéncia sincrono pode ser usada para construir geometricamente um sistema desse
tipo em qualquer espago-tempo. Para isso, comega-se primeiro com uma hipersuperficie tipo espago (hipersuperficie cuja
normal em cada ponto seja tipo tempo, ou seja, esteja dentro do cone de luz de vértice nesse ponto). Todos os elementos
de intervalo dessa hipersuperficie serao claramente tipo espago. Em seguida, constroéi-se a familia de geodésicas normais a
essa hipersuperficie. Se agora tais linhas geodésicas forem escolhidas como as linhas de coordenada temporal, e a coordenada
temporal ¢ for determinada como o comprimento s das linhas geodésicas medido a partir da hipersuperficie, obtem-se um
sistema de referéncia sincrono. Dessa construgao fica claro que é sempre possivel a escolha de um sistema de referéncia
sincrono a principio. Tal escolha também nao é tnica, pois permite transformacgoes das coordenadas espaciais que nao afetem

o tempo, e ainda transformagoes que garantem a arbitrariedade da escolha da hipersuperficie inicial.
Para escrever as equagoes de Einstein no sistema de referéncia sincrono, separa-se as diferenciacoes espaciais e temporais

nas mesmas. Introduzindo a notagao

Kooy = ik
ot

para as derivadas temporais do tensor métrico tridimensional introduzimos também outro tensor tridimensional. Todas as

(3.3)

operagoes de subir indices e derivagdo covariante para kg, sdo feitas no espaco tridimensional com a métrica 7;;. O somatorio

k! é a derivada do logaritmo do determinante v = |y;x| = —g:
ﬁz::,yik%:_gika%k:lggikagikzlﬁzlﬂzaln'y (3.4)
! ot ot g ot got Ot ot
onde foi usado que dg = gg""dg,., = —ggu.,dg"”. Calculando os simbolos de Christoffel, obtém-se as expressoes:
1 1
F80 = Ff)o = ng =0, F?k = iﬁika Ff)k = 5“27 Fék = /\ék (3.5)

onde AL, sdo os simbolos de Christoffel tridimensionais, construidos a partir do tensor -, da mesma forma que I'” 5 ¢ formado
a partir da métrica g,,,. Usando as equagcoes (2.13) e (3.5) para computar as componentes do tensor de Ricci R,,,,, as equagoes
de Einstein em componentes mistas ficam:

0_ _ 9 T ki ) — =T :
0 5o 4k 8rG ( 0~ 3 (3.6)
1
i i 1 9 i i L
R =—-P} — 2.7 0t (V7KL) = 871G (Tk - 25kT) (3.8)



onde Pj; ¢ o tensor de Ricci tridimensional expresso em termos de +y;;, de forma anéloga a R, em termos de g, e foi usado

na tultima expressao que Y4 Ay, = —Af€ e que
8’}/”I€lk 8/‘62 8’}/11 il (9lilk ; : 8/€lk
— — K -+ i — K',llli + il
ot at ot kT Ty T "o

Uma das caracteristicas do sistema de referéncia sincrono ¢ o fato dele nao ser estacionario (as componentes da métrica
dependem do tempo), ou seja, o campo gravitacional em tal sistema nao pode ser constante. De fato, em um campo constante
ki = 0, mas na presenga de matéria o lado direito da equagao (3.6) é diferente de zero, o que leva a uma contradigao. Em um
espago-tempo vazio (v, = const), a equagao (3.8) leva a todos os P, e consequentemente, todas as componentes do tensor
de curvatura tridimensional Pjj;.,, nulos. Portanto, em um sistema de referéncia sincrono com métrica espacial euclideana o
espago-tempo é plano.

4 Representagao Tetrada das Equacoes de Einstein

Para determinar as componentes do tensor de Ricci geralmente é preciso fazer calculos complicados e extensivos. No
entanto, existem varias formulas que permitem simplificar esses calculos e deixa-los mais inteligiveis. Entre essas féormulas
esta a representacao do tensor curvatura na forma tetrada.

Para contruir tal representacao primeiro introduz-se um conjunto de quatro 4-vetores linearmente independentes e’(‘a)
(nomeados pelo indice a) e que obedecem a seguinte relagao:

eﬁl)e(b)u = Nab (41)

onde 7,, € uma métrica constante de assinatura (-2), normalmente escolhida como a métrica de Minkowski. Isso faz com
que os vetores eé‘a) sejam ortogonais, sendo um deles tipo tempo e os outros trés tipo espago. A matriz inversa de 7y, é
n®((n**nea) = 6%). Também introduz-se o inverso de eé‘a) como €@ de forma que:
b b
efl )efa) =4 (4.2)

Cada 4-vetor e?a) é ortogonal aos outros 4-vetores eé‘b) quando a # b. Multiplicando (4.2) por e’(’b), tem-se que:
v b b v v b v
elnel eln) = dacla) = (el ey = €0
de onde se conclui que:

efyel) = o, (4.3)

Multiplicando (4.1) por 1°¢, nota-se que e’{a) (nbce(c)#) =62, o que implica que:

ef) = 1" (o) by = Mheeyy) (4.4)

Portanto as acdes de subir e descer os indices tetrados sdo feitas através dos tensores 7°¢ e m.. A importancia dos
vetores tetrados é o fato de ser possivel expressar o tensor métrico g,,, por meio deles. Pelas relacoes entre as componentes

(a)
m

covariantes e contravariantes de um tensor, segue que e,,’ = guf,e(“)p , e multiplicando essa relagdo por e(,), e usando (4.3),

obtém-se que:

Juv = el(f)e(a)l, =4 G = nabeﬁa)e(yb) (4.5)
O elemento de intervalo é dado por:
ds? = na (efla)dx") (e(yb)dx") (4.6)

As componentes tetradas de um quadrivetor A* sao definidas como as projecoes das componentes do quadrivetor na base
tetrada, e dadas por:

Aa) = el(La)A(uﬁ A = 6551)14” =n""Aw (4.7)



E conversamente:
Ay =eMApy; AP =ef, A (4.8)

Também é possivel definir a diferenciagao "ao longo da diregao (a)"da forma:

¢
b(a) = eﬁz)@ (4.9)

Introduz-se agora os coeficientes de rotagao de Ricci 745, dados por:

Yacb = vue(a)uelgb)el(jc) (410)
e sua combinacao linear:
Aabe = YabeYach = (Vl/e(a)y - vue(a)u) ellje(yc) = (e(a)u,u - e(a)l/,,u) elljeyc) (411)
A ultima equagao segue do fato de V, A, -V, A, = 86'35 — ‘Z‘;‘; . A equagao de 4 em termos de A p. também pode ser
obtida facilmente:
1
Yabe = 5 ()\abc + )\bca - )\cab) (412)
E possivel também observar as seguintes simetrias:
Yabe = ~Vbac; )\abc = _)\acb (413)

Para determinar o tensor de curvatura na forma tetrada, primeiro é necessario escrever a relagao (2.12) usando os vetores
tetrados.

[ e) (f
VaVie(ay, = V6VaClayy = elayRorsa = oo es e e

e multiplicando a equagao por e?b)efc)e‘()‘d), tem-se:

_ B o
Riayp)e)) = (VaVee(ayy = VaVallayy) €)1 €a) (4.14)
Para escrever tal expressao em termos de 7.5 €screve-se,
Vue(a)u = ’Yabce,(_tb)el(/c) (415)

e apos outra derivacao covariante as derivadas dos vetores tetrados serao expressas da mesma maneira. A derivada covariante
de Yapc € a propria derivada ordinaria. A expressao da derivada covariante de qualquer vetor A, e tensor A,g na representagao
tetrada é dada por:

Vs Aale € = A,y + AV Va0
VaAaﬁe?a)e(ﬁb) ey = Ayv),ie) — A (0)Vdac + Ag) Dvave (4.16)
a (0) o _ b d)(b d). b
vaAge(a)eﬂ e(c) = A(a) ( ),(c) - A( ) )7dac + A(a)( )’Yd c
Finalmente,

Ray)(e)(d) = Vabe.d — Yabdse + Yabs (Y ca = ¥ ac) + Yager” va — Yagar’ ve (4.17)

onde V¢, = n%%yapc.
Contraindo os indices (a) e (c), obtém-se o tensor de Ricci, dado em termos de Agpe como:

1 1
R(a)(b) = *5 ()\ab N ,C + Aba N ,C + A° ca,b + ¢ cb,a + )\Cd bAeda + )\Cd bAdea — 5)\b cd)\acd + A° cdAab d + A° cdba d) (418)

Como os resultados obtidos nao dependem da natureza da métrica quadridimensional, é possivel também obter os tensores
de Riemann e Ricci tridimensionais trocando a representacao tetrada de quadrivetores por uma representacao triedal de
trivetores, e nesse caso a métrica 7, tem assinatura ++-+.



5 Espacos Homogéneos

Grande parte da Cosmologia moderna se foca no estudo da evolugao do universo considerando-o homogéneo e isotrépico.
Tais hipoteses nao sao de todo descartadas por dados observacionais, quando se considera a aparente homogeneidade da
distribuigao de galaxias no espago e a isotropia no mapa da radiagao césmica de fundo. Porém, tendo em vista que em escala
menores o universo nao € homogéneo, fica claro desde o inicio que analisar o universo dessa forma apenas resulta em boas
descrigoes do cosmos no seu estado atual, e que tais suposigoes talvez nao sejam o melhor ponto de partida para estudar os
estagios iniciais da evolugao do universo.

Assumir o espago como homogéneo e isotropico determina a métrica completamente, a menos do sinal da curvatura. No
entanto, considerar o espago sem quaisquer outras simetrias além da homogeneidade resulta em muito mais liberdade na
escolha da métrica. Para analisar as propriedades de tal métrica é 1til primeiro considera-la em um dado instante de tempo
t em um sistema de referéncia sincrono, de forma que ¢t é o0 mesmo tempo sincronizado para todo o espago.

Homogeneidade implica em uma métrica com propriedades idénticas em todos os pontos do espaco. Isso significa que,
dado o conjunto G das transformagoes do espago nele mesmo, um elemento de intervalo escrito como:

di* = v (24,22, 2°) da'da®
depois de uma transformagao de G passa a ser dado por:
de = ik (x/1’$/2,1,/3) dx'idx’k

onde ~;; tem a mesma dependéncia funcional das antigas e novas coordenada. Portanto, um espago é homogéneo se for
possivel levar qualquer ponto do espago em qualquer outro. Como o espago ¢é tridimensional, as trés possiveis transformagoes
diferentes sao nomeadas por trés parametros independentes.

Por exemplo, a homogeneidade do espago euclideano é expressa como a invaridncia da métrica sobre deslocamentos
paralelos do sistema de coordenada cartesiano. As componentes dessas translagoes sdo determinadas por trés parametros (sao
as componentes do vetor de deslocamento da origem), e essas transformagoes deixam invariantes os diferenciais (dz, dy, dz)
dos quais o elemento de arco é construido. No caso geral nao euclideano as trés formas diferenciais independentes invariantes

nao se reduzem a diferenciais totais de nenhuma fungao das coordenadas. Essas formas sao escritas como:
(@) 5.
el da (5.1)

onde o indice (a) nomeia os trés vetores linearmente independentes, que sao fungdes das coordenadas. O conjunto desse
vetores é chamado de frame. A métrica espacial invariante sob as transformacoes de coordenadas é dada por:

di® = nay (ega)dﬂ) (e,ib)dxk) (5.2)
= Vil = nabega)e,ib) (5.3)

onde os coeficientes de 74, sao simétricos e dependem do tempo.

Dessa forma, foi obtida uma representacao triedal da métrica espacial usando uma tripla de vetores coordenados. A
escolha desses vetores é determinada pelas simetrias do espago e portanto em geral esse triedo néo é ortogonal, de forma que
a matriz 7, geralmente nao é ortogonal. Todas as equagoes obtidas na segao 3 sao aplicaveis aqui. Em particular, no caso
tridimensional, a relacao entre os vetores do frame e seus inversos pode ser escita como (facilmente verificavel multiplicando
cada equagao pelo respectivo inverso do termo do lado esquerdo e usando que A. (B x C) = C.(A x B) = B.(C x A)):

L o 3 L 3 1 L 4 2 (5.4)

e; = —e“ xe’, e; = —e’ xe, e3=—€e Xe
v v v

(@)

%

(a)

onde v é o determinante da matriz formada pelos vetores e;"’ (vetores €(a); €@ tem componentes eéa), e;"), com cada vetor

1
(a) ocupando uma linha e as componentes dos mesmos uma coluna.

v=el] = el (e* x e%) (5.5)

(a
€




Claramente,
v = (5.6)

‘e,(cb)‘ = nu.v = nu?, onde 1 é o determinante de 7.

fe v | — o~ — (a)

pois [vik| =7 = |nab| |€;
A invaridncia das formas (5.1) sob transformacoes de coordenadas significa que:
(5.7)

ez(-a) (z)dx’ = el(-a) (2")dx"

permanece tem a mesma dependéncia funcional das velhas e novas coordenadas. Multiplicando esta tltima equagao

onde ega)
por el(“a)(x’) e fazendo da'* = %Lz/fdxi, obtém-se:
1k
k / (a) di:k / (_a) /dlzz(skd/l:d/kzax
e(a) (LI} )62 (LII) €L e(a) (J} )ez (J} ) €T i AT T Ot

dz’

(5.8)

8x”“ k " (a)

= ot :e(a)(x )ei (CC)

Essas equacdes sdo um sistema de equacdes diferenciais que determinam as funcdes 2'*(x) para um dado frame. Para
que sejam integraveis, as equagoes (5.8) devem obedecer as condigoes:
an/k an/k

Axidxt — dxldxt

Calculando essas derivadas e igualando-as, tem-se que:
k
¢t (™) )

a aeka (') 9el (z 9e' (z @
el () DL e e (o) ey (0) 2L = e (@) 2 o) DD 0 o
a el (2) defy (') 9el(z) 96!V (x
= e (@)e” () <ez’g> (1) D — e (a) A ) = el (o) ( 222 0 (D)

(f) (0 _
(#'), e usando que ———m— = ko b Bz = Bgim

Multiplicando a tltima equagao por e’(:d) (x)el(c) (x)ey

apoés algumas manipulagoes obtém-se,

6(62"')5?{1)) 86(‘f) Oek a(s’t
bk (f)Oelay _ 02(5) _
€(a) +e =0e

defy () 36/2 (") - 9e\ (x de (x
e,(cf)(x’) (e(’é)(m’)a(i)/m —6%(36/)78(;% :ezd)(sz)el(c)(x) laxl( ) _ Z'hl( )

Trocando os indices k e m no primeiro termo e a derivada no segundo termo do lado esquerdo da iltima equacgao, e

trocando os indices i e 1 por m e k, respectivamente, leva a:

G oxm ozk

m k
el (@)e(e) (') ( S R

oel) (') aegfi)(x')) _ e (ko) (ae,gf ‘() 0 (x))

Como consequéncia essas expressoes devem se reduzir a constantes:

aez('C) 865:) i k c
( 2ak  owi | C@Ct) = Cub (5.9)

As constantes C¢, sao chamadas constantes de estrutura do grupo de transformagoes envolvido. Multiplicando essa

equagao por el(c), esta pode ser reescrita como:
1
(5.10)




Essas sdo as condigoes necessarias para a homogeneidade do espago. A expressdao a esquerda em (5.9) coincide com a
definigdo de A¢, em (4.11), e que portanto sdo constantes. Por definicdo, as constantes de estrutura sao antissimétricas em
seus dois indices inferiores.

ce, = —C¢, (5.11)

a

E possivel ainda obter outra condicio sobre as constantes de estrutura notando que (5.10) pode ser escrita como relagdes
de comutacgao

[Xo, Xo] = XoXp — Xo X = CS X (5.12)

introduzindo o operador linear de diferenciagao:

A condigao extra mencionada segue da identidade de Jacobi:
[[Xaa Xb] 7XC] + HXIH XC] 7Xa] + HXC7 Xa] 7Xb] = O
= C4C! g+ CLOS + 0L 0l =0 (5.14)

E 1til também introduzir uma quantidade de dois indices através da transformacio dual das constantes de estrutura:
Cop = apaC™ (5.15)

onde g4p. € 0 tensor de Livi-Civita. Com essa forma das constantes de estrutura, a equagao (5.12) fica (lembrando que
Eapee™ = 595 — 515 € eapec® = 267),

e X, X, = CT°X. (5.16)
A antissimetrizacio dos indices inferiores ja esta contida na defini¢do de C%, enquanto que (5.14) toma a forma:
£9edClC9 =0 (5.17)

5.1 Classificagoes de Bianchi

As condigdes em (5.17) s@o as tnicas que as constantes de estrutura devem satisfazer. Mas dentre as constantes admissiveis
existem conjuntos equivalentes no sentido de que, como a escolha dos vetores do frame nao é tnica, ji que estes podem sofrer
transformagoes lineares com coeficientes constantes do tipo e(,) = AZe(b), é possivel que haja constantes de estrutura cuja
diferenca esteja relacionada com essas transformagoes. A classificacdo dos espagos homogéneos entao se reduz a determinacao
de todos os cunjuntos nao equivalentes das constantes de estrutura. Isso pode ser feito usando as propriedades tensoriais de
cab,

Primeiro, é possivel separar o tensor C% nas suas partes simétrica (n?)

e antissimétrica (h??). Como existe, em trés
dimensdes, uma correspondéncia biunivoca entre matrizes antissimétricas e vetores, pode-se representar A%’ em termos do
vetor a, definido como h*® = ga¢q,. Portanto,

0t = pob 4 gobeq, (5.18)
A substitui¢do dessa expressao em (5.17) leva a:
ayn’® =0 (5.19)

Como toda matriz simétrica pode ser posta em forma diagonal, escolhendo uma base apropriada por meio de transfor-
macoes lineares dos vetores do frame, n® adquiri a forma:

ny 0 0
n® =10 ny 0
0 0 ns



Tabela 1. Classificacdo de Bianchi preliminar

Caso | 1 | 2| 2% |28 | 3| 3% |3 | 4|5|6|6%|7

ng 0j-10 0 |- - 0O |-10]0| 0|0
N2 010 - 0 |-10 - -1010] - |-
n3 0[0] O - 0] - - -0 -1]0|-

A equacdo (5.19) diz que o vetor ay, se existir, & o ortogonal as direcdes principais definidas por n%, ou seja, jaz na

direcdo correspondente ao autovalor zero de n®®. Como a diagonalizacio nio fixa completamente a base, pois transformacoes
que permutem (ny,n9,n3) ainda sdo permitidas, se houver um zero entre os autovalores de n?, este pode ser movido para a
posigao do canto superior esquerdo. Sem perda de generalidade pode-se escrever a, = (a,0,0), o que faz com que a equagao
. implique an; = 0. Portanto, a ou n; devem zerar. As relagoes de comutacao (5. adquirem a forma:
5.19 | 0. Portanto, d As rel d t 5.16) ad f

[Xa; Xb] =Eabd (ndc + 5dcfaf) Xc
(X1, Xo] = n3 X3 — aXo, (X2, X3] = n1 X1, (X3, X1] = n2 Xy + aX3 (5.20)

As tnicas liberdades restantes na escolha dos operadores X, sao mudangas de escala da forma X; — kX1, Xo —
kaXo, X3 — k3 X3, k, # 0. Nesse caso, as relagoes de comutagao ficam (a’, nj, nh, ns foram introduzidos por conveniéncia, de

forma que n; = ]ng ,ete),
k3 a’ kq ko
[Xl,XQ} k k 7’7,3X3 leg, [XQ,X3] k‘ k ’rlle, [Xg,Xl] k k ’I7,2X2+ k‘ X3 (521)

Em particular, é possivel simultaneamente mudar os sinais de todos os n, e fazer a positivo, caso a # 0, se k1 = ko =
ks = —1. Também é admissivel fazer todas as constantes de estrutura iguais a +1, se ao menos uma das quantidades a, ns, n3
zerar. Mas se todas essas quantidades forem nao-nulas, entdo a mudanca de escala deixa a quantidade a?/nans invariante (a
construgdo explicita desses fatos é dada a seguir).

Uma classificagdo preliminar dos valores possiveis para a,ni, ns, ng esta na Tabela 1. Os tragos indicam valores a serem
determinados. E importante ressaltar que os tipos 2, 2% e 2** sdo equivalentes pois quando a = 0 qualquer permutacdo em
ni,ns,ng € permitida. Os tipos 3, 3* e 3** e 6 e 6* também sdo equivalentes pois, quando a # 0 ainda é possivel permutar
ny € ng. Na nomenclatura de Bianchi,os casos ficam:

(1) a = n1; = ny =ng = 0. Esta é denominada tipo I, e é o espago euclideano.

(2) a=n2 =n3 =0,n1; # 0. Tomando k; = k2k3 = [Xq, X3] = X1 = ny =1 Esta é chamada tipo II.

(3) a =ng =0,n1 # 0 # ny. Fazendo ky = k2’f3 = ny = 1. Porém nesse caso, no = ]1632 e nao é possivel mudar o sinal
de ny com uma escolha de k3. Considera-se entao dois casos:

(3a) ninb, > 0. Entdo faz-se k3 = /niny, = ny = 1. Hoje esse caso é conhecido como tipo VIIy da classificagao de
Bianchi.

(3b) ninh < 0. Nesse caso k3 = /—njnb = ny = —1. Este é um subcaso do tipo VI nomeado tipo VI da classificacao
de Bianchi.

(4) a = 0,n1,n2,n3 # 0. Tomando k; = kfj,? = n; = 1. Mas, como antes, ng = "igé e o sinal de niny deve ser

considerado separadamente.
! !
(4a) niny > 0. Fazendo k3 = /njnh = ny = 1. Entretanto, ny = “* e aparecem mais dois subcasos:
2

(4a1) nins > 0. Introduzindo ke = /nins = ng = 1 e finalmente n; = ny = ng = 1,a = 0. Esse subcaso é conhecido
como tipo IX e comtém como caso especial o espago de curvatura constante positiva.
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Tabela 2. Classificacao de Bianchi

Tipo Bianchi | I | IT | VIIp | VIp | IX | VIIT | V | IV | VII, | VI, | III
a 0] 0 0 0 0 0 1 1 a a 1
ny 01 1 1 1 1 0 0 0 0 0
o 010 1 -1 1 1 0 0 1 1 1
n3 0lo] 0 | 0 | 1] 1t o|1] 1 |1/
(4ag) nin% < 0. Faz-se ky = \/—n/nj = ng = —1 e portanto ny = ng =1 = —ng,a = 0, caso conhecido como tipo VIIL.
(4b) nin, < 0. Fazendo ks = \/—n)n, = ny = —1. Entretanto, nz = %;3 e aparecem mais dois subcasos:

(4b1) nins > 0. Tomando ks = /niny = n3 = 1. Fazendo uma mudanga de base tal que (X3, X5) = (X2, —X3),
obtém-se novamente os parametros do subcaso (4as).

(4bg) nin% < 0. Escolhendo ko = y/—n/n% = ng = —1. Mudando a base de forma que (X7, X3, X3) = (—X3, — X2, —X1)
o caso (4ag) é encontrado de novo.

(5) a # 0,n1 =ng = ng = 0. Fazendo k1 = o’ = a = 1. Esse ¢ o subcaso tipo V, que contém como caso especial o espago
com curvatura constante negativa.

(6) a # 0 # n3,ny = ny = 0. Escolhendo k1 = d’, k3 = “n# = a =1 =ns. Este é o tipo IV.

3

! ’
(7) a,na,n3 # 0,77 = 0. Tomando ks krll’fd = ny = 1. Nesse caso nz = ngf é preciso considerar o sinal de njnj.
2 1

(7a) nhpnfs > 0. Entdo faz-se C; = /ninf = ng = 1. Porém, fxando C; dessa forma nao é mais possivel reescalar
a. Portanto, com n3 = 1 o valor de a passa a ser arbitrario, e algebras com ny = ng = 1 e diferentes valor de a nao sao
equivalentes. Esse subcaso, quando a # 0 é hoje conhecido como tipo VII,, pois se quando a = 0 for feita uma mudanga de
base tal que (X7, X3) = (X3, —X1), o tipo VIIj é recuperado.

(7b) n4ns < 0. Escolhendo C7 = \/—nhnf = ng = —1, e como antes tipos néo equivalentes de algebras surgem para
diferentes valores de a. Quando a # 0 esse subcaso é denotado como VI, ja que quando a = 0 e a mesma mudanga de base
de (7a) é feita, obtém-se o tipo VIy. O caso particular do tipo VI em que a = 1 foi classificado por Bianchi separadamente e
nomeado por ele como tipo III.

A classificagao de Bianchi final para espagos homogéneos encontra-se na tabela 2.

5.2 Equagoes de Einstein em Espagos Homogéneos

As equacoes de Einstein em um universo que possui o espago homogéneo se reduzem a um sistema de equacoes diferenciais
de funcgoes de que dependem apenas do tempo. Para mostrar isso, primeiro é necessario escrever a parte espacial dos 4-vetores
e 4-tensores em termos do triedo base dos vetores do espago:

R(a)(b) = Rikeéa)el(cb), RO(a) = Raiez(-a), u(a) = uiez(-a).

onde todas as quantidades agora sao funcoes apenas do tempo t. A densidade de energia € e a pressao de matéria p também
sao fungoes do tempo.

De acordo com as equagoes (3.6), (3.7) e (3.8), as equagoes de Einstein em um sistema de referéncia sincrono sao expressas
apenas em termos os tensores tridimensionais ;;, e P;,. Para o primeiro (o ponto indica diferenciagido com rela¢ao ao tempo),

. b N
K(a)(b) = Mab; /iEa)) = Nac? b

e as componentes de P(4)(;) podem ser expressas em termos de 74 € as constantes de estrutura do grupo usando (4.18). Apos
substituir A%, = C2, pelos C%, usar que Naanpenere? = neape € Co® = 14C, Cap = NacpaC%é possivel encontrar:

1
P((:)) = % {QdeCad + Cdbcad + decda - Cj (Cb a + Ca b) + 52 [(Cd d)2 - QCddef] } . (522)
A identidade de Bianchi toma a forma:

PECh, + PECY, = 0.
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E por fim, as expressoes finais para as componentes triedais do tensor de Ricci ficam:

1 1 1 1 ‘
0_ 1@ 1 (b (a) 0 __ 2. @b _ sbrd ®) _ _pb® _ (b)
Ry = 55a) = 7(a)(b) Ry = 55(0) (C, —685C3.), Ry =P NG (W’%;)) . (5.23)

6 Meétrica de Kasner

Seja agora um espago em que todas as componentes da métrica dependem apenas da coordenada z° =t (¢ = 1). E
possivel mostrar que se o determinante dessa métrica satisfizer |g;x| # 0, entdo as quantidades go; podem ser feitas iguais a
zero. Por uma transformagao na varidvel ¢ também é possivel fazer gog = 1, de forma que o resultado final serd um sistema

de referéncia sincrono em que,
goo = 1, goi = 0, gik = —Vik(t)- (6.1)

Através das equagoes de Einstein (3.6)-(3.8), lembrando que agora 7;, e portanto k;; = ik, independem das coordenadas
2 o que faz com que Ry; = P;;, = 0, pode-se computar as equacoes do campo gravitacional no vicuo para o presente caso, o
que resulta noo seguinte sistema de equagoes:

/»1; + %Kjlfliz =0 (6.2)
\% (VAsE) " =o. (6.3)
Da equagao (6.3) segue que
VAKE = 2)k, (6.4)
onde A\F sdo constantes. A contracio dos indices i e k resulta em,

i 2T
de onde segue que:
1
7

Sem perda de generalidade, K’ pode ser feito igual a 1 por uma mudanca de escala em 2. Dessa forma,

) 2 2t 2 ;
O L S| NS
gl

Vit Ve

dy = 2)\idt = /v = Kt = v = K't*.

Substituindo (6.4) em (6.2),
2 12XF2\

kyi _
2(7)%+2ﬁ\ﬁ_0:>>\i P=1. (6.5)

que relaciona as constantes A
Abaixando o indice k em (6.4) obtém-se as seguintes equagoes diferenciais:

2
AT
Yik = ;)\i'ﬂk- (6.6)
Os coeficiente Al pode ser visto como uma matriz de uma substitui¢ao linear, e com uma transformagao linear adequada
das coordenadas (x!, 22, 23) & possivel deixa-la na forma diagonal. Denota-se p;,ps e p3 os valores diagonais, e assume-se

que s@o todos reais e distintos. Os vetores unitérios ao longo das diregoes principais que diagonalizam )\ﬁ» sdo n',n% n3.

Resolvendo as esquacgoes diferenciais encontra-se:

dyin 2 dyi;1 2
——= = Tpiyi1 = —— = —pidt = Inyyy = 2py Int = vy = P
dt t Y11 t
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e analogamente para as outras componentes (as constantes de integragdo foram feitas nulas por simplicidade). A solugao
final da EDO pode ser escrita como:
Yik = t2p1n§1)n,(€1) + t2p2n§2)n§f) + t2p3n£3)n§€3). (6.7)

1 vetor m ireco ix rden X, V, Z métrica é m sua forma fin
Escolhendo os vetores n', n%, n como as direcdes dos eixos coordenados (X, v, z), a métrica é posta em sua forma final,

obtida por E. Kasner em 1922:

ds® = dt* — t*Prda® — t*P2dy* — t*P3d2. (6.8)
Os ntimeros pq, p2, p3 obedecem a duas relacdes. A primeira delas segue do fato de g = —y = —t2.
1 0 0 0
0 —t?rr 0 0

I =10 o -2 0 = g = —t2(PrFP2trs)

0 0 0 —ts

Portanto, p; + p2 + p3 = 1. A segunda condigao segue de (6.5), e consequentemente p? + p3 + p3 = 1.
Os trés numeros pi, p2, p3 claramente nao podem ser todos iguais. O caso em que dois deles sao iguais pode ser obtido
facilmente e segue que:

pipip=lsp=i_L
2 2
1\’ 3p2 1
p2—|—p2+p'2:1=>2<2—p2> fp?=1= Z; _1_520
1 1 2
/ o / o / _ _ / _ _
ép(_s_)—l,p(_)—fg, Py =1=p=0, P-)=—3 ip*g

Obtém-se as triplas (0, 0, 1) e (-1/3, 2/3, 2/3). Em todos os outros casos os nameros p1,ps € p3 sao todos diferentes, sendo
um deles negativo e os outros dois positivos. Se forem arranjados na ordem p; < ps < p3, entao os nimeros ficam dentro dos
intervalos:

1
—§§p1§0, 0<ps <

IN

p3 < 1. (6.9)

)

Wl N
wl o

A métrica (6.8) corresponde a um espago plano, homogéneo mas anisotrépico, cujo volume total aumenta proporcional-
mente a t (vol = /—gdxdydz). A distancia linear ao longo de dois dos eixos (y e z) aumenta, enquanto que ao longo do
terceiro (x) diminui. O momento ¢ = 0 é um ponto singular da solugdo que nao pode ser eliminado com nenhuma mudanga
de coordenada, pois nele o tensor de Riemann, Ricci e a curvatura escalar divergem para infinito.

7 Aproximagao a Singularidade Temporal

O estudo da singularidade temporal (¢ = 0) em uma métrica sera feito considerando o modelo de universo com espago
homogéneo de tipo IX, escolha feita por simplicidade. Como na métrica de Kasner, a matéria nao ira alterar as propriedades
qualitativas da solugao, e portanto por simplicidade o espago sera considerado vazio.

A matriz 14 (t) é escolhida na sua forma diagonal, sendo os elementos diagonais denotados por a?,b?,¢?, e 1, m,n os trés

vetores e!,e?,e® do frame. A métrica espacial entdo é escrita como:

vike = a2lil, 4+ bPmmy + Enng,. (7.1)
Para o espaco tipo IX, as constantes de estrutura sao:

Cl=C2=0®=1 CL=C4L=0C}=1 (7.2)
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De (5.23) é facil ver que sob essas condigbes as componentes R(()a) do tensor de Ricci e as componentes nao diagonais
de Py zeram. Logo, para a equagio de Einstein Rb) = Ré) = R%z) = 0 resultam no seguinte sistema de equagoes
nao-lineares:

(abe) 1 9

abe  2a2b%c? [(b

) -at),

(abc) 1 _ ) -, (7.3)

_ 2
abe  2a2b2c2 [(a
(abc) 1
abc  2a2b2c2 [(a2 B b2) B 64] ’
%+5+g:0 (7.4)

As derivadas temporais dessas equagoes se simplificam se forem introduzidos, no lugar das func¢oes a, b, ¢, seus logaritimos
o, B,

a=e", b=eé", c=¢", (7.5)
e a variavel 7 no lugar de t:
dt = abcdr. (7.6)
Logo, notando que ‘é—i‘ =a,= %—i‘j—j =abc = a ., = (abc) , etc para B e v:

200, = (b2 — 02)2 — a4,
28, = (a® —*)° = b, (7.7)

2077 = (a2 — b2)2 —
(@t B4 = nBe b0t B (78)

Somando as equagoes (7.7) e substituindo a soma de derivadas segundas pela expressao em (7.8), obtém-se:

1
arBr+aryr+Brvr = 4 (a4 +b' 4 ¢t — 2070 — 2a%¢? — 2b262) : (7.9)

Esta altima relagdo contém apenas primeiras derivadas e é a primeira integral das equagdes (7.7). As equagoes (7.3) e
(7.4) nao podem ser resolvidas axatamente de forma analitica, mas permitem um estudo qualitativo detalhado na vizinhanga
do ponto singular. E possivel notar que se os lados direitos das equacgoes (7.3) e (7.7) forem nulos, elas podem ser resolvidas
de forma exata. De fato, fazendo as constantes de integracao zero por simplicidade,

Oé,r,r:0=>a=ﬁzT+B:>a=eﬁ”'
B,T,T:O:>B:2§m7+c:>b:€ﬁnﬂ—
Yrr=0=7y=p,7+ D = c=eT"
dt = abedr = dt = ePHPetPm)T g — 7 — I [(pr + P + m) 4
D1+ Pn + Pm

N ) __Pm ___Pn_
2@ = (Pu+ Do+ Do) FTPTT b = (B + P + P20 ¢ = (Py + Py + Pon) LT 77

_ D — Pm — Pn
Denotando p; = 725757 Pm = 535,45, Pr = 5rapatp,» Se8Ue que
a~ P b ~ P e~ P P+ Dm 4+ Pn = 1. (7.10)
Da equagao (7.4) com lado direito igual a zero segue que:
pi P +on =1 (7.11)
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Ainda nao foram feitas suposi¢oes sobre a ordem dos nimeros p;, pm, Pr a0 denoté-los. A notagao pi,ps, p3 serd mantida
analoga a solugdo de Kasner quando p; < pa < ps, sendo o intervalo dos nimeros o mesmo de (6.9). Esses nimeros podem
ser escritos na forma paramétrica como:

—u 1+u u(l 4 u)

“Trare PWSTLTe mUsToTE (7.12)

p1(u)

Todos os valores diferentes de p1, ps, p3, preservando a ordem, podem ser obtidos se o pardmetro u cobrir o dominio
u > 1. Os valores u < 1 sao reduzidos & mesma regiao através das relagoes:

Pl(l) -

1
I e T T R s

1 1
= p1(u), p2(a) = p3(u), ps(a) = pa(u). (7.13)
A figura 1 mostra o grafico de p1,ps e ps como fungdes de 1/u.

t

1.0
0.8
> %y
0.6
p
0.4 2A

02|

02 |04 {06 |08 1.0 Wu
-0.2

04

Figura 1.

Assumiu-se que os lados direitos de (7.7) sdo pequenos em algum intervalo de tempo, de forma a serem despreziveis, e
com isso foi obtido um solu¢do em um regime tipo Kasner. Mas tal situacdo ndo pode continuar indefinidamente quando
t — 0, pois o termo que possui exponencial negativa em ¢ aumenta nesse caso. Supondo que esse termo esteja na fungao a(t)

4, e outros termos vao pra zero

(portanto m=p < 0), segue que a destruicao do regime de Kasner acontece pelos termos a
a medida que t decresce.

Mantendo os elementos a* no lado direito de (7.7) obtém-se as seguintes equacdes:

1
6,7’,7’ =Y = 7640‘ (714)

1
047'7':*76406 9

5T 2 ’

Por esse método perturbativo, a evolugao da métrica de seu estado "inicial" (obviamente as condigoes iniciais correspondem
a um tempo depois, e ndo antes de t = 0) deve ser dada pela solucdo das equagées. Seja agora p; = p1, Pm = P2, Pn = P3, de
forma que (os coeficientes de proporcionalidade foram feitos iguais a 1 sem perda de generalidade no resultado final):

a=1t", b=1tP?, c=1"
Como abc = t,7 = Int 4 const, as condigdes iniciais para (7.14) sao formuladas na forma:

o =pr, B+ = p2, Vr = D3

E interessante notar que a primeira das equagoes em (7.14) tem a forma da equagdo de movimento unidimensional
de uma particula na presenca do campo de uma parede de potencial exponencial, com « fazendo o papel da coordenada.
Seguindo essa analogia, as condigoes iniciais do regime de Kasner correspondem ao movimento livre com velocidade constante
o, = p1. Segue dessas equagdes que, no caso de uma particula, apés colidir contra a parede a particula ird novamente se
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mover livremente, agora com velocidade de sinal opost o , = —p;. Também segue das equagdes em (7.14) que a rr + B+ =
0= a,+ B, = const, assim como « , + 7, = const. Portanto, igualando essas somas antes e ap6s a colisdo:

pAp=-p+06,=>0,=p+2p
pr+ps=—pi+7, =7, =ps+ 2.

E determinando os novos «, 8,7 e t encontra-se:

e ~ 6—1717'7 eﬁ ~ e(2+2p1)7'7 eV ~ e(p3+2pg)r7 o~ e(1+2p1)
...athij bwt”;n, ¢ o tPh
onde
/ [P / P2 — 2|p1] ’ p3 — 2|p1]|
PL=T o0 Pn =T g P T T ap 7.15

Logo, a agao da perturbacao acaba por substituir um regime de Kasner por outro, com a poténcia negativa de t trocando
da diregdo 1 para a m: se antes havia p; < 0, agora ha p/,, < 0. No curso da troca a funcao a(t) atinge seu maximo enquanto
b(t) passa pelo seu minimo. Entéo a quantidade b(t) que antes diminuia comega entdo a aumentar, e a fungéo crescente a(t)
comegca a decair, enquanto c(t) continua decrescendo. A prépria perturbacio em termos a? passa entdo a diminuir até ser
desprezivel, e a proxima evolucdo da perturbacio estara em b*, que agora cresce com a diminuicdo de ¢, e portanto havera
outro regime de Kasner e assim sucessivamente.

A regra para as trocas em (7.15) é convenientemente representada na forma paramétrica (7.12) se:

Pt = P, Pm = D2, Pn = D3,
=pu—1)=p, pp=p(u—-1),  p,=psu—1). (7.16)

O maior dos dois niimeros positivos permanece positivo, como pode ser facilmente observado da figura 1.

As trocas sucessivas em (7.16), com o pulo do expoente negativo entre as dire¢des 1 e m continua até a parte inteira do
valor inicial u se esgotar e u se tornar menor que 1. Nesse momento, u < 1 é transformado a u > 1 pelas relagdes (7.13), e
ou p; ou p,, é negativo, enquanto p,, passa a ser o menor dos nimeros positivos (p, = p2). A proxima série de oscilagoes sera
entao entre as diregoes n e 1 ou n e m. Para um valor inicial arbitrario de u, que é irracional devido ao caracter estocastico
das condices iniciais a ser comentado adiante, esse processo de trocas continua sem fim.

Portanto, o processo de evolugao do modelo na direcao do ponto singular é feito de sucessivas séries de oscilagoes, durante
as quais a distancia ao longo de dois eixos espaciais oscilam, enquanto diminui monotonicamente ao longo de um terceiro
e o volume decai aproximadamente com t. Indo de uma série de oscilagoes para outra, a direcao na qual ha a diminuicao
monotonica de distdncia muda de um eixo para outro, e assintoticamente a ordem dessa troca passa a ser um processo
randomico, assim como a quantidade de oscilagoes (épocas de Kaser) em cada série.

Um argumento que mostra esse caracteristica estocastica do processo é considerar um valor "inicial"para o parametro u
como sendo ug = ko + xg, onde kg é um inteiro e o < 1. O namero de épocas de Kasner na primeira série de oscilagoes sera
ko, e dessa forma o valor inicial para a préxima série serd u; = % = k1 + x1. A segunda série tera k; oscilagoes e o valor
inicial para a terceira serd uy = r% = ko + 22, etc. Consequentemente, a expansao do nimero ug é dado em termos da fragdo
infinita:

k-l-il

UOZ 0

k1+k2+ii
3+...

e tal expansao é descrita segundo leis estatisticas.

As sucessivas séries de oscilagoes ficam cada vez mais proximas umas das outras & medida que a singularidade se aproxima,
e um namero infinito de épocas de Kasner estd contido em um tempo universal finito ¢ e o tempo ¢t = 0. A varidvel mais
natural para a descricao do comportamento do tempo nessa evolugao nao é o tempo ¢ em si, mas seu logaritimo Int, pois em
termos dessa nova variavel todo o processo de aproximagao do ponto singular tende & —oo. O carécter qualitativo desenvolvido
e descrito é uma versao simplificada da conjectura BKL.
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8 Algebras de Kac-Moody e a Conjectura BKL

O comportamento do tipo BKL préximo & singularidade revela diversas conexoes intrigantes ocm outras teorias. Uma
delas é o fato de que em dindmicas cosmologicas em modelos baseados na teoria das supercordas, em um espago-tempo
de 10 dimensoes e no modelo de supergravidade de 11 dimensoes, a aproximacao & vizinhanga da singularidade expoe um
comportamento oscilatorio do tipo BKL. O interessante nesses modelos é que o fator responsével pelas transigoes dos regimes
de Kasner sdo os campos bosonicos ndo-gravitacionais (p-formas), e para descrever essa dindmica o formalismo hamiltoniano
se torna conveniente. A acao usada é da forma:

i 1 1 Apd o+ +1)i1.ip
R— 060~ 5 > rEh FP  FPDiien (8.1)

S = /de\/g

onde F®*Y representam a intensidade dos campos gerados pelas p-formas Ap (Fi’iflierl = antisim(0;, Ai,..i,,,)) € 08

pardmetros reais A, sao constantes de acoplamento. Essa relagao é curiosa, pois o tratamento que foi feito para se chegar na
conjectura BKL foi utilizando apenas a gravitacao classica.

Sob o ponto de vista desse formalismo, é possivel fazer uma analogia entre o espago de configuragao dos pardmetros
de Kasner que descrevem a dindmica do universo, e uma bola ricocheteando em paredes de uma mesa, que representam os
termos de curvatura espacial na teoria de Einstein ou o potencial das p-formas nas teorias de supercordas. Logo, a analise
de uma dindmica complicada do universo pode a ser bem simplificada.

Existe uma correspondéncia, ainda mais inesperada, entre o comportamento cadtico do universo ns vizinhanga da singu-
laridade e uma estrutura matematica abstrata chamada algebra de Kac-Moody hiperbdlica.

Uma algebra de Lie G sobre um corpo K, é um espaco vetorial munido de um mapa G x G — (G, denotado por
(X,Y) — [X,Y], e que obedece as seguintes propriedades para todo X,Y,Z € G,a,b € K.

[X,aY +bZ] = a[X, Y]+ V[X, Z], [X,Y] =-[Y, X]
HX’Y]’Z}+[[KZ]’X]+[[Z’X]7Y] =0 (8'2)

Se T, for uma base para uma algebra de Lie, também chamados de geradores da algebra de Lie, entao é possivel escrever
[To, Ty] = C5Te, onde C¢, sao as constantes de estrutura, que devem satisfazer C¢, = —Cf, e a identidade de Jacobi.

Uma algebra de Lie pode ser descrita inteiramente por seu geradores de Chevalley H;, E;, F;, i = 1,...,r, onde r é o rank
da &algebra de Lie (o namero de geradores H;). Os geradores H; sdo os elementos da subalgebra de Cartan da algebra G, e
essa subalgebra é composta do grupo maximal de elementos que comutam uns com os outros ([H;, H;] = 0). Os geradores
FE; e F; podem ser vistos como operadores de criagao e aniquilagao, respectivamente, similares aos utilizados em mecénica
quéntica. As relagoes de comutagao entre esses geradores é dada por:

[Ei, Fy] = 6ijHi,  [Hi, Ej] = AijEj, [Hy, F] = Ak, [Hy Hi] =0 (8.3)
e eles também obedecem as relacoes de Serre:
(adjE;)' "M E; =0,  (adjF;)' "™ F; = 0. (8.4)

onde (adjA)B = [A, B]. Os coeficientes A;; formam a chamada matriz de Cartan da algebra de Lie, e ela é tal que A;; = 2,
os termos nao diagonais sdo inteiros nado positivos e A;; = 0= A;; = 0,7 # j.

As algebras de Lie construidas sob uma matriz de Cartan A simetrizavel podem ser classificadas de acordo com as
propriedades de seus autovalores:

e Se A for positiva definida, entdo G é uma algebra de Lie de dimenséo finita;

e Se A admitir um autovalor nulo, sendo todos os outros estritamente positivos, entdo G é uma algebra de Kac-Moody
afim;

e Se A possuir um autovalor negativo e todos os outros estritamente positivos, entdo G é uma algebra de Kac-Moody
Lorentziana.
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Existe uma correspondéncia entre a estrutura de uma algebra de Lie e certos sistemas de vetores no espago Euclideano
r-dimensional, chamados raizes, e que simplificam muito a classificagao das algebras de Lie. Para cada gerador de Chevalley
é possivel associar uma raiz, e as raizes associadas a F; e F; sao ditas raizes simples. O sistema de raizes simples positiva
(vetores relacionados a E;) pode ser representado como nodos no diagrama de Dynkin (representagao pictografica da algebra
de Lie), enquanto que as linhas que conectam, ou nao, esses nodos dao informagao dos angulos entre os vetores das raizes
simples positivas.

As algebras de Kac-Moody hiperboélicas sao uma classe importante das algebras de Kac-Moody Lorentzianas, e sao
definidas como uma algebra de Lie tal que a retirada de um nodo do diagrama de Dynkin resulta na soma de algebras de Lie
finitas ou afins. Em particular, nao existem &algebras hiperbélicas de rank maior que 10.

Outra definigdo importante da teoria das élgebras de Lie é a de reflexdo de Weyl. Tal reflexao, realizada com respeito
aos hiperplanos ortogonais as raizes simples, deixa o sistema de raizes invariante. O grupo dessas reflexoes é chamado grupo
de Weyl, e os hiperplanos mencionados dividem o espago Euclideano r-dimensional em regices chamadas camaras de Weyl.
As transformagoes do grupo de Weyl levam uma camara de Weyl & outra.

Agora é possivel descrever a relacdo entre a bola ricocheteando em paredes, que descreve a evolugao do universo em torno
da singularidade cosmologica, e a correspondente algebra de Kac-Moody, fazendo as seguintes relagoes:

Os indices de Kasner que descrevem o movimento do universo entre a reflexao de duas paredes correspondem aos elementos
da subalgebra de Cartan da algebra de KM.

As paredes, ou seja, os termos nas equagoes responsaveis pela transi¢do de uma época de Kasner a outra, correspondem
as raizes simples da algebra de KM.

O grupo de reflexdes nas paredes é o grupo de Weyl da algebra de KM.

A mesa em que ocorrem as colisoes pode ser definida como a cAmara de Weyl da algebra de KM.

E possivel imaginar dois tipos de mesa: infinita, onde o movimento linear sem colisdes com as paredes é possivel e o regime
nao-cabtico se instala, ou finita, onde reflexdes com paredes é inevitavel. Incrivelmente, as cAmaras de Weyl das algebras
de KM hiperbolicas sdo dadas de um jeito que infinitas colisbes com as paredes sempre ocorre repetidamente. Também ja
foi mostrado que todas as teorias com aproximacao oscilatoria a singularidade, tais como a teoria de Einstein em dimensoes
d < 11 e modelos cosmologicos baseados nas supercordas, correspondem as algebras de Kac-Moody hiperbdlicas.

9 Consideracgoes Finais

Como frisado anteriormente, o fato de o modelo de Friedman se adequar bem para o estado atual do universo nao requer
que esse modelo também seja o melhor para descrevé-lo em seu inicio. Entao surge o questionamento de se singularidades
temporais, as fisicas, que nao podem ser eliminadas por mudanca de coordenada, sao caracteristicas gerais de modelos
cosmologicos ou apenas consequéncias das suposigoes em que esses modelos sao baseados, como simetrias. Se a presenca de
singularidades for algo independente do que se assume como ponto de partida, entao isso significaria que elas aparecem em
solugoes gerais das equagoes de Einstein, ndo apenas nas especiais. O critério de generalidade de uma solugdo é o nimero
de fungoes fisicamente arbitrarias que ela contém. Uma solucao geral precisa possuir um numero de fungoes suficientes para
que as condigdes iniciais possam ser quaisquer. No caso do espago vazio esse numero € 4, e para o espago com matéria, 8.

A singularidade presente em t = 0 no modelo de Friedman s6 ocorre no espaco com matéria, e essa solugdo possui apenas
3 funcdes arbitrarias para ajustar condicoes iniciais. E possivel mostrar que a solucao da teoria BKL contém exatamente 4
fungoes arbitrarias para a solugao no vacuo e seu grau de generalidade nao é reduzido quando a matéria é considerada. Tal
teoria indica uma solucao geral das equagoes de Einstein que possui uma singularidade em ¢t = 0, mesmo no espago vazio,
o que da indicios de que as singularidades sdo caracteristicas gerais da Relatividade Geral de Einstein. E importante notar
que para equagoes nao lineares como as de Einstein, mais de uma integral geral pode existir, de forma que a nocao de uma
solucao geral nao é exata. Nao ha motivos para duvidar que exista uma solugao geral das equagoes do corpo gravitacional
para um corpo estavel com massa razoavel.

Penrose ja havia mostrado em 1965 que pontos singulares devem existir em solugoes gerais das equagoes de Einstein, fato
que ficou conhecido como o teorema de Hawking-Penrose. Porém, seus argumentos puramente topologicos nao foram capazes
de descrever as propriedades analiticas da singularidade. Pela teoria BKL, foi posivel descobrir que proximo a singularidade a
métrica tem carécter oscilatorio, com sucessivas épocas de Kasner. A singularidade de caracteristicas isotropica e monotonica
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e dependente da matéria, como a descrita pelo modelo de Friedman, tem apenas significado de um caso especial, ja que a
singularidade encontrada na teoria BKL é inerente ao préprio espago-tempo.

Por ultimo, vale ressaltar que as respostas obtidas através da anélise proxima ao tempo t = 0 utilizando apenas a teoria
classica da gravitacao dificilmente podem ser consideradas como gerais. E claro que uma solucéo geral correspondente ao
universo real deve levar em consideragao nao apenas a gravitagao, mas a mecanica quantica, o eletromagnetismo, ou quaisquer
outras leis sob as quais a natureza é regida.
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