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Neste trabalho, estudou-se os nos e ligagbes: curvas no espago, sem auto intersecoes e fechadas.
Os movimentos principais que produzem equivaléncias, garantindo a isotopia entre tais curvas,
sao chamados movimentos de Reidemeister. O conceito-chave que permite caracterizar diferentes
nos é o invariante do no, onde verifica-se alguma propriedade ou grandeza mensuravel sobre o
n6. Investigando invariantes, chega-se a classe de invariantes polinomiais, onde determina-se uma
regra para associar aquele nd, como no polinémio de Jones, Kauffman e invariantes de Vassiliev. Nos
ultimos anos, houveram grandes avangos na compreensao da correspondéncia entre Teoria de Calibre
e Teoria de Cordas. Assim, foi demonstrado que o problema da determinagdo do espectro da teoria de
calibre pode ser reduzido ao problema de resolver um conjunto de equagoes algébricas, coletivamente
conhecidas como equagao de Yang-Baxter. Devido & sua importancia, qualquer entendimento inédito
sobre essa equagao contribui em algo para com a ciéncia.
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INTRODUCAO

Neste projeto, estudou-se os fun[1? —3] e algumas de
suas aplicagoes em teoria quantica de campos e mecénica
estatistica.

O estudo de nos, apesar de bem simples a primeira
vista, pode ser uma tarefa bastante complicada quando
considera-se a classificagao dos nés. O desenvolvimento
da teoria matematica dos nés comegou no século XVIII,
onde Alexandre-Théophile Vandermonde investigou pro-
priedades de noés.

Alguns dos matemaéticos que se envolveram com o es-
tudo de noés ao longo desses anos foram Gauss, definindo
o numero de enlaces; Lord Kelvin; Peter Guthrie Tait,
que criou uma das primeiras tabelas de classificagao de
nos. Ja no século XX, Maz Dehn, J. Alexander passaram
a tratar noés com a ideia de invariantes.

Verificando alguma propriedade ou grandeza mensura-
vel do no, é possivel caracterizar diferentes nés por meio
do conceito de invariante do n6. Ao investigar invari-
antes, chega-se a classe de invariantes polinomiais, onde
determina-se uma regra para associar aquele nd, como
nos polinémios de Jones, Kauffman e invariantes de Vas-
siliev.

Conexoes entre a Teoria de noés, teoria quéntica de
campos e mecanica estatistica, por Edward Witten, Ma-
zim Kontsevich e outros, foram possiveis com a desco-
berta de Vaughan Jones do polinémio de Jones, em 1984.

TEORIA DE NOS

A Teoria de Nés tem sido uma area muito ativa na ma-
temética, com diversas aplicagbes em areas como fisica,
biologia e quimica. Os matematicos se interessaram por
noés, por causa de um estimulo muito maior da quimica,
que dizia que atomos eram noés e que diferentes nos pode-

riam representar diferentes 4tomos. Isso os motivou pra
tentarem entender quando dois nés sao diferentes. No
fim, aquela teoria quimica nao funcionava, mas os mate-
méticos continuaram estudando ela.

Em matemaética, representamos os nés como diagra-
mas, como a figura projetada num plano e indicando nos
cruzamentos, qual corda estd em cima e qual estad em-
baixo.

Hoje em dia nos sabemos que um DNA, por exem-
plo, se acomoda no niicleo de uma célula como um né.
Nisso, comecaram a se perguntar quais nds aparecem,
com "desatar"um né e como reconhecer que um né pode
ser "desatéavel".

Aqui, estuda-se curvas no espago, sem auto intersecoes
e fechadas, ou seja, curvas que sdo imagens injetivas e
suaves de um circulo no espago tridimensional.

O no6 trivial, ou ndo-né, (Figura 1.a), trata-se de uma
corda com as pontas juntas, mas nao entrelagada. A
associacao a nos de corda é bem ttil para uma primeira
investigacao, considerando as pontas sempre unidas, pois
tratam-se de curvas fechadas. Alguns outros exemplos de
nos séo o trifélio (Figura 1.b) e o n6 de oito (Figura 1.c).

(a) (b) (c)
Figura 1. Alguns exemplos de nos, sendo eles: (a) O no6 trivial;
(b) Trifolio; (c) N6 de oito.

Um né nao é exatamente a curva ou projegao particu-
lar, mas todo o conjunto de posi¢oes que se pode assumir



quando deformada adequadamente. Considerando-se o
no trivial, por exemplo, tal no representa a classe de cur-
vas que podem deformar-se até se tornarem circulos (Fi-
gura 2), o que significa dizer que a curva esta na classe
de equivaléncia do né trivial.
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Figura 2. Um exemplo de curva desmanchavel.

Existem também os objetos chamados ligacoes, ou en-
laces, onde ao invés de apenas uma curva fechada no
espago, considera-se a colegao finita de curvas no espaco,
eventualmente entrelagadas. A ligagdo trivial (Figura
3.a) trata-se de um conjunto de nods triviais ndo interli-
gados. Outros exemplos de ligacoes estao representadas
na Figura 3.
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Figura 3. (a) Ligagao trivial; (b) - (¢) Outros exemplos de
ligagoes.

Projegcao de nds e ligagoes

Como os nos e ligagoes tratam-se de objetos tridimen-
sionais, criou-se maneiras convenientes de representé-los
através de um desenho no plano.

Para uma boa representagao de um né, desenha-se suas
projecoes perpendiculares no plano, escolhendo com cui-
dado o plano de projecao. Considerando pontos de cru-
zamento como o local onde dois pontos sao projetados.
Satisfazendo [4]:

« Linhas tangentes a ligagao em todos os pontos de-
vem ser projetadas em linhas no plano;

« Nao mais que dois pontos distintos da ligacao sao
projetados no mesmo ponto;

« O conjunto de pontos de cruzamento ¢ finito e, em
cada ponto, as projecoes das duas tangentes nao
devem coincidir.

Desse modo, nenhuma projecao degenera em um ponto
e temos duas situagoes (Figura 4) que sdo proibidas:
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(a) (b)

Figura 4. (a) - (b) Situagdes proibidas na representagio de
nos.

Quando pontos de trés trechos se projetam em um
ponto (Figura 4.a) ou quando as projegoes de dois trechos
s@o tangentes (Figura 4.b).

Aqui, a ideia é representar-se de modo que fique claro
quais pedagos do n6 passam por cima ou por baixo. Isso
pode ser feito interrompendo o desenho da curva pouco
antes do cruzamento. Outra exigéncia é que as projegoes
sejam regulares: cada cruzamento acontece apenas num
ponto e em relagao a dois segmentos da curva.

Composicao de nds e ligagoes

A composicao ou soma conectada de ndés pode ser
interpretada como se fizéssemos um n6é K; seguido de
K5 numa mesma corda e depois juntassemos as pontas.
Denota-se como K;#Kos.

Essa composicao entre nés é comutativa, como segue:

Teorema .1. Se o nd K1 € nao trivial, entdo sua soma
conectada, K1# Ko, com algum no Ka, também deve ser
nao trivial.

Esse teorema permite dizer que, uma vez que sabe-se
que um elemento é uma composi¢ao de um ou mais noés
nao triviais, nao é possivel obtermos uma circunferéncia
(0 ndo-no).

Mas como classificar um n6? Talvez, um caminho na-
tural seja classificar pelo nimero de cruzamentos. um
no6 trivial ndo tem n6. Com os esforgos de classificagao
de nos conseguiram enumerar mais de 6 bilhoes de nos e
links até 2005 [3]. A sequéncia do namero de nds prin-
cipais de um determinado nimero de cruzamento, até o
ntimero de cruzamento 16, é 0, 0, 1, 1, 2, 3, 7, 21, 49,
165, 552, 2176, 9988, 46972, 253293 , 1388705.



Equivaléncia entre nés e ligagdes

O problema central da teoria de nos é classifica-los.
Considera-se equivalentes, duas curvas tais que uma pode
ser deformada continuamente de modo que fique idéntica
a outra, sem que no processo de deformagao: se criem
auto-intersegoes; sem que a curva se rompa; e sem colap-
sos, como um no tao apertado que desaparece.

Dois nés Ky e K7 sao chamados equivalentes se existe
uma familia de pardmetros de difeomorfismos suavemente
dependendo do parametro t. A familia de difeomorfismos
f(t) é chamada uma isotopia, o conceito de deformagao
continua e sem auto-interse¢oes de uma curva no espago,
unindo os nés equivalentes e, por isso, chamados de nés
isotopicos ou isotdpicos ambientais. Portanto, dois noés
Ky e K sao equivalentes se eles sao isotépicos e denota-
se Ky v~ K7, com « sendo a relacao de equivaléncia.

Assim, surge a ideia de classe de equivaléncia de um
no, onde diagramas de ligagoes sao chamados equivalen-
tes ou isotopicos planos. Movimentos mais gerais que
garantem a isotopia entre os nods e ligagoes sao os chama-
dos movimentos de Reidemeister Q (Figura 5).
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Figura 5. Movimentos de Reidemeister. (a) 1, (b) Q2, (c)
Q3

Toda isotopia entre duas projegoes regulares pode ser
efetuada com apenas trés tipos de transigoes, essas transi-
¢oes sao chamadas de movimentos de Reidemeister. Eles
sao classificados entre €21, Q5 e Q3.

« O movimento €2; trata de um lago simples que é
criado ou deixa de existir.

» O movimento €25 envolve dois segmentos. Na tran-
sicao de uma projegao regular para outra ha dois
segmentos se tangenciando.

« O movimento (23 envolve trés segmentos e a transi-
Gao é um cruzamento onde concorrem trés segmen-
tos.

Deles, temos o Teorema de Reidemeister, que diz que
Duas ligagoes correspondem a ligacoes isotOpicas se, e
somente se, uma pode ser obtida por uma sequéncia fi-
nita de movimentos de Reidemeister e isotopias planas.
Enunciado a seguir:

Teorema .2 (Teorema de Reidemeister). Dois diagra-
mas de ligagoes correspondentes, correspondem a liga¢oes
isotopicas se, e somente se, um pode ser obtido a partir
do outro por meio de uma sequéncia finita de movimentos
de Reidemeister e isotopias planas.

Entao, seria possivel, realizando movimentos de Rei-
demeister ou isotopia plana, e transitar entre nés equi-
valentes. O n6 de oito e o seu espelhado sao iguais? Se
sim, dizemos que ele tem antiquiralidade. No exemplo se-
guinte (Figura 6) vemos como né de oito pode ser obtido
a partir de seu correspondente espelhado, com movimen-
tos de Reidemeister:

Figura 6. Exemplo 1.

Do mesmo modo, com esses movimentos, podemos
mostrar que a projecao espelhada desse no inicial pode
ser obtida, entao o n6 de oito tem antiquiralidade.

No6s também podem ser compostos. Sendo possivel
separar um no6 mais complicado (Figura 7) em nds co-
nhecidos, mas esse processo nem sempre é muito 6bvio.
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Figura 7. Composicdo de um né.



INVARIANTES DE NOS

O problema central da teoria de nos é classifica-los e
essa classificacao de nos envolve dois aspectos:

« Quando é que dois nés sao o mesmo?
« Quando é que dois nés nao sao o mesmo?

O primeiro item envolve essa transformagao de um di-
agrama de n6 em outro, discutida na secao anterior. O
segundo envolve a questao mais sutil de decidir quando
é que uma tal transformag@o nao é possivel. Essa nogao
de quando dois n6s nao sao um mesmo envolve a no¢ao
de invariantes. Resumidamente, cria-se uma regra e o
produto desse invariante nos permite classificar nos de
formas particulares com o objetivo de distingui-los.

Invariante de cor

Comecando com um invariante bem visual, temos os
invariantes de cor. Aqui, avalia-se a possibilidade de tri-
colorabilidade.

Nossas “regras”’ sao:

« Pinta-se arcos da mesma cor; Arco: comega num
cruzamento que passa por baixo e termina num cru-
zamento que também passa por baixo.

« Deve-se usar pelo menos duas cores;

« A cada cruzamento, trés cores devem ser usadas ou
apenas uma.

Nisso, teriamos casos como os seguintes (Figura 8):

a) b)

c) d)

Figura 8. Exemplos de nés sob a perspectiva do invariante de
cor. (a) e (d) Exemplos de nés tricoloridos. (b) - (¢) Exemplos
de nés que ndo podem ser tricoloridos.

Quando nao conseguimos usar pelo menos duas cores,
que é uma das regras, dizemos que o n6 nao pode ser
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Figura 9. Movimentos de Reidemeister sob a perspectiva do
invariante de cor.

tricolorido. Quando vocé passa de uma configuragao para
outra, o n6 deve continuar sendo tricolor. Se ele era
tricolor antes, a realizagao de operacoes permitidas nao
deve mudar isso.

Assim, se dois nos sao equivalentes, entao:

« ou ambos sdo tricolores
« ou ambos sdo nao tricolores

Um no tricoloravel é necessariamente nao trivial. Isso
nos garante que o trifélio (Figura 8.d), por exemplo, ndo
é um no trivial (Figura 8.c).

Os movimentos de Reidemeister também preservam a
tricolorabilidade (Figura 9).

Para o movimento ©; (Figura 9.a), conseguimos colorir
apenas com uma cor. Para Qs (Figura 9.b), temos dois
casos: onde colorimos tudo com uma cor s6; e onde temos
dois arcos com cores diferentes que, quando sobrepostos,
origina um terceiro arco com outra cor. No de tipo 3, 23
(Figura 9.c), podemos colorir com tnica cor. No entanto,
se testarmos usar 3 cores, ele nao respeita a regra de que
cada cruzamento deve ter trés cores ou apenas uma. Ou
seja, o movimento {23 também nao é tricolorido. Mas esse
critério s6 nos ajuda a definir que os nés sdo diferentes.

Um exemplo é o caso do no6 figura-oito: ele nao é tri-
color. Alguém pode tentar tricolori-lo, mas nao seria em
vao. Ele nao é o trivial e também mostra-se diferente
do trevo. O fato do trivial e do figura-oito nao serem
tricolores acaba nao garantindo nada.

Entao precisamos de um invariante mais adequado
para garantirmos mais informacao.

Invariantes polinomiais

Existem também os chamados Invariantes Polinomiais,
onde se determina uma regra para associar aquele no.



Dentre esses invariantes, um notavel é o polinomio de
Jones.

Invariante de Jones

Aqui, partimos [5] da ideia do cruzamento basico (Fi-
gura 10), onde um fio sobrepoe o outro assim, da esquerda
pra direita, de cima pra baixo. Dizemos que esse cruza-
mento pode ser escrito como uma composic¢ao.

X

Figura 10. Cruzamento basico.

Definimos um bracket que decompée o nosso diagrama
em uma combinagao de diagramas L, e Lj. e suas res-
pectivas constantes (Figura 11.a).

2 X D=0 0+ OO
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Figura 11. Bases para o invariante de Jones.

O bracket [1] de um diagrama qualquer, nosso poliné-
mio, em uniao com um no trivial é igual a uma constante
¢ vezes o bracket daquele mesmo diagrama (Figura 11.b).

Essa redugao em cada cruzamento desfaz o cruzamento

de forma que (Figura 12):
-
QO Lo

Figura 12. Cruzamento bésico dividido em L, e Ly.
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Nos temos 2 tipos de cruzamentos, entao nesse exem-
plo, nés podemos comegar decompondo o primeiro cru-
zamento em diagramas de La e Lb e depois fazemos o
mesmo com os cruzamentos restantes.

Note que o polinémio de Jones para o n6 trivial é o
mais simples, o termo constante igual a 1. Se escrevermos
o trifélio de um jeito ou seu espelhado chegamos a dois
polinémios diferentes, o que revela que ele realmente tém
quiralidade. Se um né tem um polinémio de jones igual
a 1: ele é o trivial?

Assim como nos outros invariantes, podemos investigar
esse parénteses polinomial nos movimentos de Reidemeis-
ter.

Assim, podemos investigar o parénteses polinomial no
movimento 5:
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Agora, conseguimos explorar alguns nos e ligagoes sob
a perspectiva do polindmio de Jones.

Exemplo: link de Hopf
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Nesse exemplo seguinte, exploramos o né trifélio e seu
espelhado, vemos que eles produzem polinémios total-
mente diferentes. Isso nos garante que o no trifélio e seu
espelhado sao realmente diferentes noés, e nao podem ser
obtidos por meio dos movimentos estudados.

Exemplo: no trifélio
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Esses invariantes polinomiais sao muito interessantes e
existem alguns bastante sofisticados. A verdade é que,
assim como temos invariantes palpaveis, como os de cor,
podemos explorar estruturas bem interessantes dos nés
ao criarmos invariantes mais detalhados.

Invariantes de Vassiliev

Para o que vamos ver em relacido aos Invariantes de
Vassiliev, é interessante lembrar de um teorema:s:

Teorema .3. Qualquer link L com m componentes, pode
ser transformado em um link trivial de m componentes
por meto de uma sequéncia apropriada de mudancas de
cruzamentos.

Isso significa dizer que [6], se temos um nd, transfor-
mando os seus cruzamentos, podemos transforma-lo em
noé trivial.

Se quisermos pensar nessas mudangas de cruzamento
como um processo continuo, vai existir um momento cru-
cial onde o no6 vai se intersectar a si mesmo (se auto-
intersectar).

Vassiliev introduziu um invariante numérico de nés ba-
seado numa relacao que reflete essas mudancas de cruza-
mento. Para isso, precisamos definir uma nova classe de
objetos que serao denominados por nos singulares.

N6 singular: trata-se de um mapa k : S! — R?,
sem singularidades, exceto por um ntmero finito de auto-
intersegoes transversais. Esses pontos sao chamados
pontos-duplos.

Aqui, os nés vao ser sempre orientados. O invariante
numérico (v) é chamado de Invariante de Vassiliev se ele
satisfaz a seguinte relagao:

Ay =w XY - (X))

Por essa equagao, podemos ver que os invariantes de
Vassiliev nao sao tnicos. Por exemplo, multiplicando a
equagao por uma constante, ela continua valendo. Entao,
multiplicar a equacao por uma constante nao afeta sua
validade.

Algumas propriedades de um invariante de Vassiliev
sao as seguintes.

A relagao de um termo:
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que nos diz que v desse “lago” com uma auto-intersegao
é igual a zero. Essa relagao é imediata, ainda mais con-
siderando o movimento de Reidemeister de tipo 1.

tonsoe ronde & Jamemmiends (2, .



Outra relacao importante é a relagao de quatro ter-
mos, onde essa equagao abaixo é aplicada para “fatorar”
a auto-intersecao.

A relagao de quatro termos:

A )w (£ o ) o) 0

Prova:
A relagao de quatro termos:
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Os invariantes de Vassiliev formam um espaco linear
em um campo, pois qualquer combinacao linear de in-
variantes de Vassiliev vai satisfazer a relagdo linear que
mencionada no inicio.

Vi, = {v|ord(v) < n} (1)

Esse espaco € infinito dimensional, entao é conveniente
definir um espago finito dimensional que cresga com a
inclusao de um namero suficiente de invariantes de Vas-
siliev.

Um invariante de Vassiliev é de ordem nao maior que
n se ele é anulado em nos singulares com mais do que n
pontos duplos. Assim, cada V,, forma um espago linear
com a sequéncia de inclusées. Desse modo, os de ordem
zero estao contidos nos de ordem 1, que estao contidos
nos de ordem 2 e assim por diante.

Um invariante de ordem zero desaparece em qualquer
né que contenha pelo menos um ponto duplo.

Se dois nos diferentes nao tém nenhum ponto duplo, o
invariante de Vassiliev de ordem zero vai ser igual para
os dois.

Se algum noé nao singular pode ser levado em um outro
no6 nao singular por meio de mudancas finitas dos cruza-
mentos, entdo o invariante de Vassiliev de ordem zero (o
vg) dos dois nos tém o mesmo valor.

Como vy de um né é um numero real, entao V4, nosso
espaco linear é o conjunto dos reais. Por tanto, a dimen-
sao do Vj é 1.

CONCLUSOES

Modelar matematicamente sistemas como os da mecé-
nica estatistica tem sido um dos problemas mais dificeis
dentro da Fisica. Valendo-se do Modelo de Ising é possi-
vel modelar um sistema onde apenas particulas proximas
interagem. No entanto, isso se torna inviavel para um
ntmero de particulas grande, onde o céalculo da fungao
de partigdo se torna cada vez mais dificil. O que leva-nos
a equacgao de Yang-Baxter. Demonstrou-se que a equa-
¢ao de Yang-Baxter tem conexao direta & Teoria de Nos.
Devido & sua importancia, qualquer entendimento iné-
dito sobre essa equagao contribui em algo para com a
ciéncia. E, embora Teoria de Noés seja uma teoria mate-
matica que existe ha muitos anos, com aplicagoes como
em Biologia e Quimica, recentemente mostrou-se que hé
conexoes com a equagao de Yang-Baxter. O que abre a
possibilidade de estudar Yang-Baxter, fundamental para
um enorme nimero de modelos na Fisica Estatistica e Fi-
sica da Matéria Condensada, do ponto de vista da Teoria
de Nos.
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