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Resumo

Utilizamos o teorema de Chern-Weil para definir classes caracteristicas em fibrados
principais, obtendo a conhecida forma de Chern-Simons. O operador de homotopia de
cartan é utilizado no cdlculo desta forma, e mostramos que as formas de Chern em
geral nao sao invariantes de calibre, mas se transformam por uma forma exata.
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1 Introducao

A teoria de fibrados compreende uma decricao matematica para a fisica nao perturbativa
de campos, desse modo nao nos restringimos apenas a uma aproximacao infinitesimal ou local
da realidade, mas também contemplamos os efeitos de fronteira na descricao dos campos de
calibre. Como exemplo disso, mostraremos que os potenciais de calibre das teorias de Yang-
Mills podem ser definidos globalmente, a despeito da abordagem local usualmente encontrada
em diversos livros ao mencionarem essas teorias.

Um fato importante, que mostra a relagao entre as teorias de calibre e a rica matematica
utilizada em sua descri¢ao, ocorre com os conhecidos instantons de Yang-Mills. Veremos que
os instantons sao classes de equivaléncia nao triviais do fibrado que descreve o campo de
calibre. Em particular, o nimero instanton na teoria de calibre em 4 dimensoes, com grupo
SU(2), é precisamente a segunda classe de Chern do fibrado que fundamenta a teoria.

Com base nestas ideias, nas secoes 2 e 3 apresentamos uma introducao a teoria dos fi-
brados princiapis e conexoes, com a maioria das definicoes necessarias para a compreensao
da se¢ao 4, onde estudamos o teorema de Chern-Weil, fornecendo uma estrutura cohomolo-
gica que descreve a nao trivialidade dos fibrados principais. Em seguida faremos uma breve
aplicacao destes conceitos para mostrar a interpretacao topoldgica no nimero de instanton
em uma teoria cléssica de Yang-Mills, definida no espaco euclideano.
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2 O fibrado principal

A grande relevancia dos fibrados principais reside no fato de ser o modelo geométrico do
espaco-tempo nas teorias de calibre, tradicionalmente as se¢oes desse fibrado sao associadas
com campos de particulas, de modo que os grupos de calibre correspondem as interacoes
fundamentais. Em todo o texto, salvo mencao contraria, P e M representarao variedades
diferenciaveis, G um grupo de lie com algebra de lie g, 7 : P — M uma aplicagao diferenciavel
sobrejetora e R : P x G — P uma agao livre

Defini¢ao 1. Um fibrado principal (P, 7, M, G) é definido pelas seguintes condigoes:

1. Existe difeomorfismo f : M — P/G, da variedade base M para o espago das
orbitas de P, satisfazendo a seguinte propriedade:

TOP = Te,
onde 7, é a projecao quociente.

2. P ¢é localmente trivial, ou seja, para todo x € M existe uma vizinhanca U, de z
e um difeomorfismo:

VYo : T (Uy) = Uy x G

p = (m(p), da(p))
tal que ¢, 0 Ry = R, 0 ¢y, para todo g € G ep € m(U,)

Observagao 1. Dizemos que o fibrado é trivial se existe difeomorfismo P = M x G. Um
exemplo importante de fibrado principal é o fibrado dos referenciais (ou das bases).

Exemplo 1 (Fibrado de referenciais). Consideramos o objeto F'M (M, Gl(n,R)) construido
a partir de uma variedade M e seu fibrado tangente TM. FM é o conjunto de isomorfismos
lineares entre R™ e T,, M, para cada x € M. Este conjunto pode ser identificado com o grupo
de matrizes inversiveis e herda um atlas diferenciavel por uma construgao analoga a de T'M.
A acao de GL(n,R) em FM é dada simplismente pela multiplicagao de matrizes usual:

Ry (A)=Aog, Vge GL(n,R)eAe FM

Esta acao é livre e transitiva, de modo que o espaco de oOrbitas, i.e. o espaco de classes de
equivaléncia dos referenciais, pode ser identificado com o conjunto de pontos que compoem
a variedade base, satisfazendo a condigao (1) da defini¢do.[Nakahara, p.359]

Sendo (P, m, M, G) fibrado principal e F uma variedade diferencidvel, na qual temos uma
acao a esquerda de G entdo, podemos construir a variedade Pp := (P X F')/ ~¢, onde ~¢g
é a relacao que define classes de equivaléncias dadas por: [p, f] = {(Ryp, Ly-1f) | g € G}.
Pode-se entao mostrar que (Pg, mr, M, G) é um fibrado, com projegao np : Pr — M, dada
por 7[p, f] = m(p). Diremos entao que (Pp, 7, M, G) ¢é fibrado associado a (P, 7, M, G).

Observacao 2. Note que a fibra tipica de fibrados associados passa a ser a variedade F
posteriormente introduzida. Quando a fibra tipica de fibrados associados tem a estrutura



de espago vetorial, eles sao denominados fibrados vetoriais e sao de grande importancia no
estudo de classes caracteristicas. Diremos que dois fibrados vetoriais £ e E’, de mesmo
espaco base, tém um morfismo quando existir uma aplicacao diferencidvel f : E — F’,
linear em cada fibra e satisfazendo a condicao 7o f = 7’. Mostraremos algumas construcoes
funtoriais mediante esta estrutura vetorial adicional nas fibras tipicas.

Definicao 2. Um funtor covariante J em espacos vetoriais com transformacoes lineares
satisfaz as seguintes propriedades:

1. Se T é espago vetorial, entao F(IF) é espaco vetorial.
2. Se f:F — I é linear, entao F(f) : F(F) — F(IF’) é linear, tal que:
F(fog)=F(f)oF(g) e F(ly) =Ip

Proposicao 1. Sendo F um funtor covariante em espacos vetoriais com transformacgoes
lineares, podemos construir um funtor em fibrados vetoriais com morfismo.

Demonstragao. O espago total serd: F(E) := UB]-"(E)I, onde F(E), = F(r~!(z)). Com
Te

projecao mx : F(F) — B, tal que nx(F(E),) = z,Vx € M.

O espaco total herda a trivialidade local naturalmente, da seguinte forma:

Fho) : 71 (Uy) — Uy x F(F)

p = (m(p), F(da)(p))
Sendo ¢, : 71 (Uy) — U, X F trivializagao local de E, € F(¢o)|r-1(z) := F(Palr-1()) ]

Observacao 3. Esta construcao pode ser feita analogamente para funtores contravariantes
e/ou com dois ou mais argumentos, de modo que podemos construir diversos exemplos
interessantes.

Exemplo 2. Sendo Fy,Fy espacos vetoriais, temos funtores induzidos de dual, soma direta
e produto tensorial, além de composicoes e iteracoes dessas operacoes. Desse modo, sendo
(Eg,, mr,, M,F1) e (Eq, mr,, M, Fs) fibrados vetoriais podemos construir:

1. Fibrados tensoriais, como ®" F; e FE; ® Fy, com fibras tipicas Q" F; e F; ® Fy res-
pectivamente.

2. Somas diretas (ou somas de Whitney), como " F; e £ @ Es, com fibras tipicas " Fy
e F; @ IFy respectivamente.

3. Fibrado dual EY com fibra tipica, F7.
Em todos estes casos, com os respectivos morfismos induzidos.

Terminaremos esta se¢ao mostrando uma condigao de trivialidade para os fibrados prin-
cipais.



Definicao 3. Uma se¢do em um fibrado principal, ¢ um mapa diferenciavel em um aberto
da variedade base 0 : U C M — FE, tal que m oo = I;.

Proposicao 2. Um fibrado principal é trivial se e somente se admite uma se¢ao, definida
em toda a variedade base, o : M — FE.

Observacao 4. Sendo E um fibrado vetorial sobre M, as secoes do fibrado formado pelo
produto tensorial da n-ésima poténcia exterior de T*M com E denotado por A" T*M ® E
sao chamadas de n-formas com valores em FE, denotamos o espaco dessas formas Q"(M, E).

3 Conexoes e Curvaturas

Nesta secao trataremos de alguns aspectos da teoria de conexdes. Veremos que uma
conexao nos permite gerar nocoes de Verticalidade e Horizontalidade no fibrado tangente
do espaco total, além disso, esta conexao serda formulada de modo a garantir o principio
de covariancia sob mudancas de coordendas, expresso na proposicao 6, fundamentalmente
relacionado a invariancia dos espagos horizontais sob agao do grupo de calibre.

3.1 Conexao

Seja P(M,G) um fibrado principal. Para cada elemento da algebra de lie podemos induzir
um campo vetorial no espaco total.

i:T.G — TD(TP)
A = X4
C*(P). Diremos que X“ é o campo vetorial fundamental induzido por A

Definicao 4. Seja , onde X/1f = M[ho, VpePef e

Proposicao 3. Em cada ponto p € P, o mapa ¢ definido é um isomorfismo sobre o espaco
vetorial vertical V,P := {X € T,P|m.X = 0}.

Seria interessante considerar um objeto que capaz de relacionar pontos idividuais de fibras
vizinhas. Esta é de fato a motivacao para a definicao de conexoes em fibrados principais.

Definicao 5. Uma conexao w no fibrado principal é uma 1-forma diferenciavel em P
com valores na algebra de lie g, e escrevemos: w € Q'(P, g), tal que, para todop € P e
g € G:

(woi)y =Ine Rw=Ad1w (1)

onde Ad é a representagao adjunta do grupo G em sua algebra de lie.

Observacao 5. Dada uma conexao no fibrado principal, podemos separar o espaco tangente
para cada ponto p € P em uma soma direta dada por: T,P = H,P © V,P, onde H,P =
{X € T,P | w(X) = 0}. Esta separagao herda a diferenciabilidade da 1-forma no espago
total, de modo que o conjunto de espagos horizontais, HP := {H,P|p € P}, ¢ invariante sob
acao do grupo de estrutura, ou seja RyxH,P = Hg_,P.



:[0,1] = M | ¢(0) = ¢(1) = z} é um curva fechada e

Proposigao 4. Se c € C,.(M) = {c
1(¢(0)), existe uma tinica curva ¢ : [0, 1] — P, que comega

orientada em M. Para cada p € 7~
em ¢(0) = p, tal que:

1. E projetada em c, ou seja: TocC=c¢
2. E uma curva horizontal: ~ &(t) € Hay P, Vt

Observagao 6. A proposicao anterior garante, atraves do teorema fundamental das EDQO’s,
a existéncia do mapa de holonomia H(c,w) : 7~ (z) — 7 !(z), para cada loop c, tal que
c(0) = z. Com isso definimos finalmente o grupo de holonomia em p € 7~1(x), como sendo
o subgrupo de G(p) C G denotado por:

G(p) ={g€ G| H(c,w)(p) = Rgp, c € Co(M)}

Outra propriedade interessante das conexoes é que elas formam um espago afim, de fato
podemos demonstrar a seguinte:

Proposicao 5. Sendo wy e wy, conexoes em um fibrado principal, se definirmos ¢ = w; — wy.
Entao ¢ é 1-forma com valores na algebra de lie, tal que:

1. ¢(v) =0 se v é vertical.

2. R:(¢) = Ady1¢

Observacao 7. Segue diretamente desta proposicao que para cada par de conexoes wy € wy,
temos uma familia de conexoes dada por w; = wy + t¢, para t € [0, 1].

Seja w uma 1-forma de conexao em P, para cada trivializagao local (U,, v, ), podemos
considerar o mapa diferenciavel A, : U, — U, X G, tal que A.(z) = (z,e), para entao
definir uma conexao local dada por w, = s*w, onde s, = ' o A.. Estas 1-formas locais
sao denominadas potenciais de calibre e se transformam sob mudanca de coordenadas da
seguinte forma,

Proposicao 6. Sendo = € U, N Ug, os respectivos potenciais de calibre w, e wg se transfor-
mam sob mudanga de coordenadas pela seguinte igualdade:

wg = Adt;é (wa) + t;édtaﬁ (2)

onde, o5 : Uy N Uz — G, é dada por tas(z) = ¢a(p) 0 d5' (p), p € 7 (2)

Observacao 8. As aplicagoes t,3 sao chamadas funcoes de transicao, serao assumidas
continuas e satisfazem a propriedade de cociclo: to(x) = tap(x)ts,(z), para z € U,UUzUU,.

Pela observacao (5), temos uma projegao nos espagos horizontais, hy, : T,P — H,P, para
cada p € P, de modo que a prépria conexao permite extender a ideia de derivada exterior
para 1-formas com valores em espagcos vetoriais V. Como estamos interessados na derivacao
da conexao, nos restringiremos ao caso em que V = g.



3.2 Curvatura

O conceito de curvatura abordado nesta secao pode ser visto como uma generalizacao
do tensor de curvatura de Riemann. Além disso, sob condi¢oes razoaveis, a subalgebra de
lie correspondende ao grupo de holonomia pode ser gerada pela combinacao de termos da
2-forma de curvatura aplicada em vetores horizontais. Esta relacao fundamental entre a
curvatura e o grupo de holonomia em fibrados principais é dada pelo teorema de Ambrose-
Singer.

Definicao 6. A derivada exterior de uma p-forma diferenciavel ¢ = p; ® T; em P, com
valores na algebra de lie g, é dada por:

dwgp(le 000y Xp+1) = d90<h(X1)7 ) h(Xerl)) (3>
onde {T;} é uma base de g, e dp = (dp;) @ T;

Dada uma conexao em P podemos definir sua respectiva curvatura a partir da sua de-
rivada covariante Q = d w € Q?(P,g). Segue diretamente da definigao que Q(X,Y) é nula
se X ou Y for vertical, em outras palavras dizemos que €2 é forma horizontal. Além disso,
utilizando as propriedades de w, a proposicao 3, bem como a antissimetria e linearidade da
curvatura, podemos demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 7. A curvatura €2, associada a conexao w, satisfaz as seguintes propriedades:
1. Herda a equivariancia da conexao: Ry = Ady-1(2
2. Equacao de estrutura de cartan: 2 = dw + %[w, w]
3. Identidade de Bianchi: d,Q =0

Observacgao 9. O colchete de formas diferenciais com valores na algebra de lie é definido da
seguinte maneira. Sendo {7T,,} uma base de g, e w = w*T,, € Q" (P, g), 0 = 0°T; € Q*(P,g),
definimos:
w, 6] =w A0 — (1) 0 Aw =" [To, TgJw* A 6"
af

Observagao 10. De maneira analoga a conexao temos a forma local da curvatura dada
por: €, = s:{. Quando dois potenciais sao relacionados pela equagao 2, dizemos que sao
localmente equivalentes, além disso, wg = 0 se, e somente se, wq,(z) = —0uta5(x)t;51 (x). Ex-
pandindo esta tltima igualdade obtemos §2, = 0, ou seja um potencial de calibre é localmente
equivalente a zero se, e somente se, sua respectiva curvatura local é nula.

Finalizaremos essa se¢ao com um exemplo que revelarda uma estrutura de grupo que é
imprescindivel para uma compreensao topoldgica mais profunda a cerca dos fibrados.

Exemplo 3. Sendo P(S?*, SU(2)) um fibrado principal, onde S* é obtida pela compacti-
ficagdo por um ponto: S* = R* U {co}. Podemos considerar uma cobertura do espaco
total dada por {Uy,Us} , definidas da seguinte forma: Uy = {# € R*| |Z] < R+ ¢}, e
Us = {Z € R |Z] > R—¢}, onde R e € sao numeros positivos e € infinitesimal. Observamos
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que a funcao de transigao é definida na esfera S%,, que corresponde & intercessao dos abertos
Uy e Us. Além disso, podemos assumir, pela observacao 10, que wg = 0 Vx € Ug Por outro
lado, o grupo de estrutura SU(2) é difeomorfo a S®, de modo que as fungoes de transicao,
ou seja, as aplicagoes t : S? — SU(2) podem ser caracterizadas topologicamente pelo seu

grau':
_ 1 ~1 773
n=5s /53 tr(t™ dt) (4)
R

Este é o substrato basico da teoria de Chern-Weil, o nosso objetivo agora seréd associar a
essas conexoes uma estrutura cohomologica que possa descrever a nao trivialidade do fibrado
principal.

4 Teoria de Chern-Weil

Consideraremos a dlgebra S(g) das aplicagoes multilineares simétricas S : Q" g — R,
invariantes, ou seja, S(Ad,Ay, ..., Ad,A,) = S(A1, ..., A.), VA, € ge g € G. Para cada
aplicacao S € S(g), existe um tnico polinémio, dado pelo mapa ps : g — R, tal que
ps(V) = S(V,...,V), para todo elemento V € g. E fécil ver que pg também é invariante.
De fato, podemos mostrar que a algebra das aplicoes multilineares simétricas invariantes é
isomorfa a algebra das fungoes polinomiais invariantes.

Para o teorema a seguir estaremos interessados em polindmios associados a formas com
valores na algebra de lie, pois este é o caso da conexao e curvatura em fibrados principais.

Proposicao 8. Seja (P, w, M, G) fibrado principal, w e 2 uma conexao com sua respectiva
curvatura e S uma aplicacdo k-multilinear simetrica. Entao, para a 2k-forma S(€2) em P
dada pela seguinte soma em todas as (2k)! permutacoes o possiveis:

1
S(Q)(X1, ..., Xop) = 20 > 581(0)S(UXo (1), Xo2)): oo A Xo(2h-1), Xo(an)

Entdo existe uma tnica 2k-forma S(2) em M, tal que: S(Q2) = 7*S(Q). Esta forma é
fechada e sua classe de cohomologia independe da 1-forma de conexao.

Demonstracao. Sendo Vi, ..., Vo, € T, M, para algum x € M, definimos a 2k-forma pela
relagao: B

S(Q)(‘/h ey ‘/gk) = S(Q)(Xl, ...’XQk),
onde X1, ..., Xox € T,P, e p € 7~ *(z). Pela transitividade da agao do grupo de lie nas fibras,
podemos considerar quaisquer Y7, ..., Yy, € TP, de modo que, para cada ¢ = 1, ..., 2k; temos

X, — Y, € V,P, portanto S(Q)(X1, .., Xar) = S(Q)(Vi, ..., Yop).

!Cada mapa continuo ¢t : S — S™ induz um homomorfismo ¢, : H,(S") — H,(S™), onde H,(S™)
é o n-ésimo grupo de homologia da n-esfera. Como H, (S™) é isomorfo ao grupo de numeros inteiros, o
homomorfismo induzido deve obedecer a seguinde regra: t.(a) =n-a , paran € Z.



Sejam X1, ..., Xopy1 € T,P. Pelas propriedades da derivada exterior e da curvatura:

dS(Q)(Xl, ...,X2k+1) d(ﬂ'*g)(Xl, . X2k+1) =" ( (Xl, ...,X2k+1) =

)
=d(S)(m X1, ..., e Xopr1) = d(S)(m.h(X1), ..., Th(Xopi1))
- dS(Q)(h( 1), ceey h(XQk-i—l)) - de(Q)(Xl, ) X2k+1) == 0

Onde, na ultima igualdade utilizamos a identidade de Bianchi. Portanto S(£2) é forma
fechada.

Vamos agora mostrar que a classe de cohomologia de S(€2) é invariante pela escolha do
potencial de calibre. Para isso precisamos extender o dominio dos polinomios invariantes,
logo associaremos cada mapa S, r-multilinear e simétrico, com formas diferencidveis dadas
por:

S(AL o A) (X s Xptotq) =

5 Z sgn(o Xo(1)s s Xoa)s - A Xoattae1+1) - Xo(ar+.+an)))

zll

Onde cada A; € ®Q% (P, g) e X; € T,P.
Escolhendo duas conexoes wy e wy, temos a familia de curvaturas §2; associadas as conexoes
w; (proposicao 5), utilizando o fato %Qt =d,, ¢, nao é dificil verificar a seguinte igualdade.

S(€) — 5(Q) :d{w* (k/ol S(, U, ..., Q)d )} = dQP5 ) (wy, wo) (5)

Onde, na expressao 5 definimos a forma de Chern-Simons Q(g;_l)(wl,wo). ]

Em resumo, temos que cada polinomio invariante corresponde a uma classe de coho-
mologia no espaco base, a qual denotaremos classe caracteristica. Essa correspondéncia é
independente da 1-forma de conexao utilizada e é conservada por difeomorfismos de fibrados,
portanto constitui um invariante topoldgico. Veremos a seguir um exemplo importante de
classes caracteristicas: As classes de Chern.

Exemplo 4 (Classes de Chern). Escolhendo um fibrado principal (E, 7, M, GL(k,C)), com
fibra tipica F = C*, 1-forma de conexdo w e respectiva curvatura €. Definimos k + 1
polinomios invariantes através da seguinte relagao:

det (M - —Q) Z S ()N (6)

Pela proposicao 8, podemos definir as j-classes de chern como ¢;(E) = [¢;(2)], onde
mc; (2) = 5;(22). Além disso, tomando A = 1, a equagdo 6 define a classe de chern total

DeE) (7)

Jj=0

Proposicao 9. As classes de chern satisfazem as seguintes propriedades
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1. ¢o(E) = 1€ HY(M,R)
2. (Naturalidade) c¢(f*FE) = f*c(FE)
3. (Férmula da soma de Whitney) c(P, E;) = N\, ¢(E;)

Exemplo 5. Considerando o fibrado P(S*, SU(2)), do exemplo 3, temos uma classe carac-
teristica dada pelo carater de Chern:

ch(Q) = tr [exp (%9)] _o4 tr(g> 4 %tr(%)Q (8)

Nessas condicoes ¢é possivel mostrar que as forma de Chern-Simons correspondentes aos dois
ultimos termos do lado direito da equacao 8, sao dadas respectivamente por:

) _ ¢ ¢ _ 2
QCS_%tr(w) & ch—@tr[w/\dw—l—gw/\w/\w}

Por fim, mostraremos que a forma de Chern Simons nao é invariante por transformacoes
de calibre mas se transforma por uma forma exata. Utilizando a proposi¢ao 5 e sendo S um
polinémio invariante podemos definir:

Definicao 7. O operador de homotopia de Cartan ky; ¢ dado por

o1 S (we, ) = /0 LS () )

onde I; é tal que: Liw; =0, e [;Q; = dt(w; — wo)

Proposicao 10. Sendo w, e wg potenciais de calibre equivalentes, entao a forma de chern-
simons satisfaz a seguinte equacao:

&5 (ws) — QT (wa) = Q2 (t3dtap) + d(kn QS (wsr)) (10)

Exemplo 6 (Instantons). Considerando uma teoria de Yang-Mills em R* com grupo de
calibre SU(2). Realizamos a projegio de S* = {(r1,...,r5) € R?| |F] = 3.0_,r? = 1} em R*
através do mapa:

21,
= —— i€{1,2,3,4
T Ee ! { }
1— |z
7” =
YT 1+ |7

Assumimos que o potencial de calibre nao tem singularidades em qualquer regiao da
hiperesfera S*, inclusive no infinito espacial corrrespondente ao polo sul (r = (0,0, 0,0, —1)).
Como consequéncia disso, temos que o potencial descresce pelo menos tao rapido quanto

9



o inverso de |Z|?, para distancias suficientemente grandes, e portanto Qg = 0 diretamente
da observacao 10. Pela invariancia conforme das solugoes da teoria, podemos considerar a
compactificacdo de R*, como no exemplo 3.

Desse modo o invariante dado pela forma de Chern-Simons, correspondente ao segundo
carater de Chern:

Q= . dQ(C?’;

se reduz a soma de integrais na fronteira pela proposicao 10. Concluimos portanto que este
nimero coincide com o grau das fungoes de transicao que caracterizam a torcao do fibrado
P(R*, SU(2)), e é claramente um invariante por transformacoes de calibre. Esta grandeza é
chamada de nimero de instanton, e como vimos no exemplo 3, ela determina o nimero de
vezes que SU(2) é coberto, pela fun¢io de transicao, quando consideramos todo o S?.

5 Conclusao

Neste projeto, estabelecemos uma introducao a matematica das teorias de calibre. Grande
parte da geometria diferencial que fundamenta essas teorias de campo foi abordada, reve-
lando seus aspectos globais. O préximo objetivo é entender as implicagoes matematicas da
quantizagao dessas teoriais, em particular, temos interesse em teorias do tipo Chern-Simons,
cuja acao é proporcional a integral da forma de Chern simons, vista no exemplo 3. Nas
ultimas trés décadas ela tém se mostrado uma fonte de muitas ideias diferentes e aplicacoes
na fisica tedrica de altas energias e fisica da matéria condensada, bem como em varios ra-
mos da matematica, pois fornece um método para a obtencao de invariantes polinomios
invariantes.
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