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ABSTRACT: Na teoria quantica, campos sao trabalhados como distribuigoes, porém as distribuigoes de Schwartz necessitam de
um alto nivel matematico para serem usadas, além de que muitas demonstracoes nao existem para teorias nao-perturbativas.
Uma alternativa é o uso de hiperfungoes que sao mais simples de trabalhar do que distribuigoes e, pelo teorema de Sato, todas
as distribui¢oes podem ser reformuladas em termos de hiperfung¢oes. Propomos nesse projeto o uso de hiperfungoes para
obter a expansao do produto de operadores, além da generalizacao para outras teorias, onde as complicagoes da distribuicao
de Schwartz ndo permitem avangar, esse é um problema original e ainda em aberto.
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1 Introducgao

O proposito deste projeto é explorar a conexao entre a teoria de renormalizagdo [1]| na teoria quantica de campos, onde
campos sao tratados como distribui¢oes - desenvolvida originalmente por Bogolubov, Porosyuk, Heep, Wilson, Zimmerman
(nos anos 70) e depois por Polchinski em 1985 - e a teoria de distribuigdes formulada em termos da teoria de hiperfuncoes de
Sato. A teoria de distribui¢oes de Schwartz [2] foi de extrema importancia para o avango da fisica em teorias perturbativas,
pois deu solugoes satisfatorias a problemas relacionados a delta funcdo e as singularidades que ocorrem no produto de
operadores.

A teoria, demonstragao e analise das distribui¢ées de Schwartz requerem um rebuscado trabalho matemaético, além de
uma base matematica bem desenvolvida. O teorema de Sato [3] - em que qualquer distribui¢do pode ser reformulada em
termos de hiperfungoes - é de extrema importancia, pois para compreensao da base dessa teoria é necessario, comparado com
distribuigoes, apenas o conhecimento de topologia e analise complexa. Isso transforma o uso da teoria de hiperfuncoes mais
solido, com demonstragoes mais simples, menos abstratas e com maior capacidade de se retirar sentido fisico da teoria.

A utilizagao das hiperfungoes de Sato, permite uma correta formulagao matemética do procedimento de renormalizagao,
e uma bem definida teoria quéntica de campos, que pode ser considerada como uma alternativa, por exemplo, da teoria
das cordas. Outro ponto seria reobter a expansao do produto de operadores e a sua generalizacao para outras teorias, por
exemplo, nao-perturbativas, como a gravitagao. Isso é um problema original, importante e ainda em aberto que recentemente
tem atraido muito atencao, e, até agora, nao foi tentado resolver via hiperfuncoes de Sato.



2 Integral de caminhos e a mecanica quantica

2.1 Formulagao da integral de caminhos da mecanica quantica

Na formulagao da mecénica quantica as quantidades [4] ¢ e p sdo substituidas por operadores que obedecem as relagoes de
comutagao de Heinsenberg. A formulacdo da integral de caminhos na mecénica quéntica é diretamente baseada na nocao de
um propagador K (gsts;¢;t;). Dada a funcéo de onda v(g;,t;) no tempo t;, o propagador da a fungéo de onda correspondente
no tempo ty, por um apelo ao principio de Huygens:

Plgrty) = /K(qftf;qiti)w(qi,ti)dqi (2.1)

De acordo com a interpretagdo usual da mecanica quéntica ¢ (gy,ty) é a amplitude de probabilidade da particula estar no
ponto ¢y no tempo t;, entdo K(qsty;g;t;) é a amplitude de probabilidade de uma particula transitar de (g;t;) para (gets). A
probabilidade que é observada em ¢y no tempo 2;:

P(qyty; qits) = |K (qty; git:) [ (2.2)
Temos que o propagador é (gsty|g;t;), assim:
(astslo) = [ Klastsiantoian t)da, (23)
Dividindo o intervalo de tempo em
2
H=—+V 2.4
Y4V (2.49)
é,
(artrlaits) = nlgr;o/ [T da; [T = exp § 5 D pilaien — 45) = 7H (0, 3))] (2.5)
j=1  j=0 j=o
Numa forma simbélica, pode ser escrito como:
DqDp i tr )
(grtrlaiti) :/T%Pﬁ {/ dt[pg — H(p, q)] (2.6)
ti

Efetuando a integracao em p; e o limite para o continuo temos:

wtrlat) = [a e[t [ sia.pa 1)

t;

No limite n — oo, N é infinito, mas nao ha problema, pois sempre trabalhamos com amplitudes de transicao normalizadas.

2.2 Teoria de Pertubagao e matriz S

O nosso interesse agora é mostrar como o método da integral de caminhos é utilizado no processo do célculo de espa-
lhamento, no préximo topico iremos considerar o espalhamento de Coulomb. O espalhamento de uma particula com outra é
descrito, ndo-relativisticamente, por um potencial V' (z). Ja que a expressao para a amplitude de transicdo ndo é exatamente
calculavel, como recurso, usamos a teoria de pertubagao. Isso é valido quando [ Vdt ¢ pequeno em comparagao com h. Nesse
Caso esCrevemos:

2

exp [_hz /:f V(as,t)dr} - ;.z/,:f V(a, t)dt — 2,—;2 [/: V(a:,t)dt] +o (2.8)

i

Essa é a expansao de pertubagao. Quando substituida em 2.7 temos uma expansao em séries:

K=Ko+Ki+Ky+ .. (2.9)



Onde Ky é o propagador livre e tem a forma:
m z im(zy — x;)>
Ko(zetemit;)) =0ty —t;) | ———— —_— 2.10
oastsiait) =00t =) (G ) e | gt (2.10)

E 6(t; —t;) ¢ um ordenador do tempo.K; é a primeira ordem de correcdo, com a forma:
—i ty —0o0
Ki(zyptyait;) = 5 / Ko(z gty at)V(x,t)Ko(at; xt;)de (2.11)
ti o0
Similarmente Ks:

/ dtl/ dtg/ dIEl/ dIL’QKo(’Jthf;$2t2)V(I’2,t2)K0(£Et2;I’ltl)V(lﬂltl)Ko(Iltl;xiti)

-\ 2
—1
Kg(:lfftf;l’iti) = <h)
(2.12)

Para os outros K, na expassao as formas sdo parecidas. Assim:

. ty —o0
K(x sty mits) = Koz sty aits) — %/ / Ko(zstp;at)V(x, ) Koot zit)de  (2.13)
ti [e'e]

1 —o0 —o00 —00 —o00
X— 7/ dtl/ dtz/ d.’El/ dl’gKo(.’Eftf;.’EQtz)V(CEQ,tg)Ko(iCtQ;l’ltl)V(xltl)Ko(l'ltl;.’Eiti)+.... (2].4)

h? oo

Essa é a solugao perturbativa em séries para K, e é chamada de Born Series. Agora vamos para o calculo da amplitude de
transicao. Na medida do processo de espalhamento as condigoes experimentais sao que a particula é livre em ¢ = —oco, entao
espalha e fica livre novamente em ¢ = 400. Isso é a fonte do problema, porque uma particula livre é descrita como uma onda
plana que se extende por todo o espago-tempo, incluindo o centro na interagdo V(z), entdo a particula nunca poderia ser
livre! Para contornar o problema usamos a hipdtese adiabatica. O potencial V é ligado e desligado repetidamente de forma
lenta, assim V' =0 em t = 400 e a particula seré livre. V nao deve ser ligado e desligado muito rapido pois isso implicaria
em uma dependéncia do tempo em V', o que nao deve acontecer. A condi¢do inicial era que t é uma onda plana. Assumimos
que V' — 0 quando t — —o0, tomando a primeita aproximagao de Born, temos:

W (p,ty) = / Ko(x gt g3 2its)in (4, ts)da; — % / Ko(xpt g3 2t)V (2, t) Ko (wt; 2t ) Yin (24, t;)daidadt (2.15)

O (+) denota que isso corresponde a uma onda que era livre em ¢ = 0o, e entao envolve o propagador retardado Ko(xt, z't")
que é zero para t’ > t. Estamos interessados na amplitude de detectar uma particula final com momento definido, ou seja,
uma onda plana t,,;. Isso é chamado de amplitude de espalhamento S, e é um conjunto de fungoes de onda sobrepostas.

S = /1/)Zut(fff,tf)¢(+)($f7tf')d$f' (2.16)
Substituindo () (zf,t;), temos:
7
S = /@[J;ut(scf,tfw(:vf,tf) — ﬁ/wzut(xﬁtf)Ko(:vftf;xt)V(x,t)Ko(:Et;xiti)wm(:ﬁi,ti)dxidmfdt (2.17)

Se o momento inicial e final sdo p; = hK; e Py = Ky, temos com a normalizagdo de caixa:

1 ; 1 )
i) = o |3 8= B)| s boudst) = eap 5 55— Ep0) (2.18)

2
Onde E = 2- e 7 o volume da caixa(arbitrario), substituindo ¢, e usando 7 = (27)3 por conveniéncia®, temos agora

Spi =0k —k;) — %/w;ut(xf,tf)Ko(xftf; xt)V(x, t) Ko(at; xit; ) Yinde pda;dadt (2.19)

ITambém foi usado [ e!¥Pdi = (2m)35(q)



A amplitude de espalhamento parece entdo ser um elemento da matriz S do qual o elemento (fi) aparece acima, essa é
a matriz de espalhamento ou matriz S. O primeiro termo corresponde ao caso sem interagao dando uma conservagao do
momento e uma matriz S unitaria. Interagoes genuinas estao no segundo termo e a amplitude que um certo "out" tem a
partir de um certo "in" é:

A= —% /w;‘ut(a:f,tf)Ko(xftf;xt)V(a:,t)Ko(xt;xiti)winda:fda:ida:dt (2.20)

Agora temos uma expressao para a amplitude de espalhamento em termos do propagador livre K e potencial V. O segundo
termo pode ser traduzido em um conjunto de regras para a amplitude de espalhamento, essas regras sao as " Feynman rules".

3 Quantizacao da integral de caminhos e regras de Feynman: Campos escalares

3.1 Funcional gerador para campos escalares.

Suponha que o campo escalar ¢(z) tenha uma fonte J, podemos definir a amplitude de transigdo vacuo-vacuo na presenga

5= [pseon{i [t e+ sarot) + ]} (3.1)

Ao invés de dividir o tempo em segmentos, vamos dividir o espaco de Minkowski em cubos 4-dimensionais de volume 64 e

da fonte como:

tomar em cada volume ¢ como uma contante. Derivadas sao aproximadas por:

¢ |phi(.’L’i + 4, yj,zk,tl)
e o~ 3 (3.2)
i,k
Podemos, formalmente, substituir os indices (i, j, k,{) por n, assim:
£(¢($i, yja 2k tl)a au¢(xia yja 2k tl)) = £(¢TL7 amu¢n) (33)
Dessa forma Z[J] discretizado sera:
— lim Hd¢ ex Za I AP (3.4)
N—oo n p nyYn 2 .

n=1

2,2
Quando £ = %@@8“(]& — %(particula livre), temos para Z continuo:

J] = /D¢> exp {—i/d‘*m B¢>(aﬂaﬂ +m? —ie)p — J(x)¢(x)} } (3.5)

Observe que ¢ nao obdece a eq. de Klein-Gordon, entdo vamos substituir ¢:

¢(x) = o(x) + o(x),  onde ¢(9,0" +m?* —ie)po = ¢o(0,0" +m® — ie)g. (3.6)
Assim,
ZolJ] = / (¢(a"8# +2m2 —I9? | 5(0,0" +m? — ie)go + 220" +2m2 LI ¢>J> (3.7)
Escolhendo ¢g de tal forma que:
(0,0 +m? —ie)po = J (3.8)
onde a solugao é:
/ Ap(e — )T (y)d'y,  que obedece (9,0" +m? — i) Ap(x) = —5*(x). (3.9)



Sendo Ar(x —y) chamado de propagador de Feynman?. Usando essas informagcoes temos,

ZolJ] = ea:p{_;(x)AF(x ~ y)J(y)d4xd4y} / Doexp {_22 / $(0,0" +m? — z’e)qad‘*a:} (3.10)

Temos agora uma expressdo para Zy[J] em que J e ¢ estdo separados, como Z depende somente de J, podemos considerar
o termo dependente de ¢ como um numero, tendo assim o funcional gerados para campos escalares

ZolJ] = Nexp{_zi / J(@)Ap(x — y)J(y)d4xd4y} (3.11)

3.2 Funcgoes de Green para particulas livre

Fungoes de Green, ou fungoes n-ponto, da teoria sao os valores esperados no vacuo de produtos ordenados no tempo de
operadores de campo.

1 8" Zo[J]
v ) = (0|T , s ®())]0) = — 3.12
T(xlvx% ) L ) < ‘ (¢(.’£1) ¢($2) ¢($ ))| > in 5J(.’131)6J($2)5J(.Tn) Y ( )
Onde T é o operador de ordenamento temporal. Agora vamos calcular 7 para a fun¢do 1-ponto, temos:
1 ofJ N [ —i —1i
) =100 =2 (G [arw - piaty) en{ T [H@sre—piwday}| =0 e
i 0J (1) i\ 2 2
J=0 J=0
Para 2-ponto:
1 6%2Z]J]
=-——" =1iA — 3.14
(21, 22) 2 5.0 (21)0J (z2) - iAp(z1 — 22) ( )
Para 3-ponto:
1 83 Zo[J]
2) = — =0 3.15
(@122 88) = G S S (22007 (23 B (3.15)
Para 4-ponto:
1 §*Zo[J]
== —-A —x3)A —X4)— 3.16
(w1 @228, 04) = S S N T (59)3 0 (we) B r(wz =) A (@ —o4) (3.16)
AF(.’EQ — .’Iﬁl)AF(l‘g — .’L‘4) — AF(J};; — l‘l)AF(.’EQ — 5(,‘4) (317)
Essa é simplesmente a soma de produtos de fungoes 2-ponto, entao podemos escrever:
T(21, X2, x3,24) = —7(x2,23)7(21,24) — T(22, 21)7 (23, 24) — T(23, 21)7 (22, T4) (3.18)
Em ordens maiores temos que para n impar 7(21,Za, ...,Z,) = 0 e para n par:
T(X1, T2,y oory Ton) = Z T(Tp1, Tp2)---T(Tpan—1, Tpan) (3.19)
perm
3.3 Funcionais geradores para campo com interagao
Temos que para uma Lagrangiana com interagdo no formato £ = Lg + L;¢, Zo pode ser escrito na forma:
1 6
Z|J]=N i | Lint | =—— | dy| Zo|J 3.20
el ()] i -

O que vem de um resultado impressionante ja que a parte com interagao esta explicitamente separada da parte livre. Agora
podemos calcular as fungoes de Green para o caso de campos com interagao. Nesse trabalho iremos calcular para o campo
com interacio ¢* por meio da teoria de pertubacio.

diKe Kz

2A representagdo de Fourier de A (z) é dada por: Ap(x) = ﬁ / e



3.3.1 Funcional Gerador com interacao ¢*

O termo de interacdo da Lagrangiana na teoria com interacio ¢* é L = —%(b‘l, onde g é a constante de acoplamento.
Escrevendo Z[J] normalizado,

2] = Nexp [Z [ Lint (% 5.]5”) dy} exp [F [ J(2) Az —y)J (y)]

(3.21)

{Neap [i [ Lo (457057 ) dv] ean [5E [ T@) A = )T W)}

A forma de tratar exp (z i Emt) é como uma série de poténcias na constante de acoplamento por teoria de pertubacgao.
Substituindo L;,; em Z[J] e expandindo em série de poténcias de g, temos no numerador:

0 Gagg) 0wt e [5 [ st ) 32)

Resolvendo as derivadas, temos:

{—3[AF(0)12+6¢AF(0) [/Ap(z—x)J(x)dxr—i— [/Ap(z—x)J(x) } }exp{ /J VAR(z — 1) J(y )] (3.23)

Assim no numerador, temos:

1- I {—S[AF(O)]2 +6iAp(0) { / Ap(z— x)J(m)dm] : + { / Ap(z—2)J(z)d ] } exp [ / JAFJ] (3.24)

No denominador, temos com J = 0:

1_7{ —3[Ar(0)]°} (3.25)

Expandindo o denominador na forma binomial, temos que Z[J] é:

Z[J)=1- I {GZAF( ) U Ap(z— x)J(az)dzr + U Ap(z— x)J(x)dzr} exp [ /JAFJ] (3.26)

No caso de uma fung¢ao 2-ponto, temos que 7(x1,x2) sera:

5221J]
6J(21)d5(z2)

T(CL’l,(EQ) = —

= zAF(xl — IEQ) — gAF(O) / AF(Z — 1’1)AF(Z — CUQ)dZ + 0(92) (327)
J=0

No caso de uma funcao 4-ponto, temos que 7(x1, xa, T3, x4) sera:
T(21, 22,23, 24) = —3Ap(x1 — 22)Ap(x3 — x4) — 3igAp(0) / Ap(z1 — 22)Ap(z — 23)Ap(z — 24)dz— (3.28)
—ig/AF(z —21)Ap(z — 22)Ap(z — 23)Ap (2 — 24)dz (3.29)
Esses sdo os funcionais geradores da teoria com interacio ¢* para os casos com 2 e 4 pontos.

4 Renormalizacao

4.1 Divergéncias na teoria ¢*

Uma quantidade importante que apareceu na segao anterior foi Ar(0), mas:

4
Ap(0) = (2;)4 / 4 (4.1)

¢ —m?



Podemos perceber que existe quatro poténcias de ¢ no numerador e somente duas no numerador, entao essa integral diverge
quadraticamente quando g é grande. Um caso de diagrama de ordem ¢ que também diverge é:

2/ dpy  dga 6(q1 + g2 —p1 — p2)
(2m)* (2m)* (¢F — m?2) (g3 — m?)

(4.2)

Temos quatro poténcias de ¢ no numerador e no denominador, obtendo uma divergéncia logaritmica para ¢ grande. Para
saber o grau de divergéncia superficial de um diagrama usamos:

D =dL—2I (4.3)

Onde d é o nimero de dimensoes do espago-tempo, I o ntmero de linhas internas e L o ntimero de momentos independentes.
Também podemos escrever D em termos do ntimero das linhas externas E e o nimero de vértices n como:

D:d—<g—1)E+nm—4) (4.4)

Para ¢*, temos D = 4 — E, o que nos di o resultado correto para os diagramas acima (quando E = 2, D = 2 e quando
E =4, D =0). Mas no caso em que E é maior do que 4 néo significa obrigatoriamente que o diagrama converge. Segundo
o teorema de Weinberg também temos que considerar se divergéncia de todos os sub-diagramas também é negativa.

4.2 Analise dimensional

A anélise dimensional nos d4 algumas ideias interessantes, a acao para d dimensoes:

S:/#M (4.5)

¢ adimensional (desconsiderando %). Portanto £ tem dimensao —d. O termo de energia cinética de £ é 9" ¢0,,¢(desconsidere
as dimensoes de g,,,,), como [9,] = L™(L aqui é comprimento), nés temos [¢] = L=t Agora considerando uma interacao
g¢", onde [g] = L°, entdo:

rd

b=dtr— (4.6)

A constante de acoplamento tem as seguintes dimensdes nestas teorias:

d

gdt 0 =4—d; g¢3:5=3—§; #%:0=6—2d (4.7)

4.3 Regularizaciao dimensional da teoria ¢*

Regularizagao é um método de isolar as divergéncias nas integrais de Feynman, faz com que a renormalizacao seja muito
mais explicita. Um método elegante e menos problematico é o da regularizacao dimensional. A ideia é tratar as integrais de
Loop (as que causam divergéncia) como integrais sobre um momento d-dimensional e entdo fazer o limite d — 4. O primeiro
passo é generalizar a Lagrangiana 4-dimensional para d dimensoes, obtendo:

ptlg

4!

1 1
L= 30,00"6 —m® = S6' > 20,00"6 —m” - ¢ (4.8)

d

Onde, para manter g adimensional em d dimensdes multiplicamos pelo termo pu*~%, sendo ;¢ um termo arbitrario de massa.

Agora usamos as regras de Feynman correspondentes para calcular a corregdo de ordem g para o propagador livre.

1 g d*p 1 gu* dp
49 72 d 2 _ 2 (4.9)
2m*2) pP—m (2m)d 2 p>—m
Usando que
dp g al(a—9) 1
— (=12 r2 2 4.10
/ (p2 +2pq+m2)a Z( ) ™ F(a) (—q2 —m2)_% ( )



temos que a integral d-dimensional é igual a

r (1 - Z) (4.11)

" [1
I'(—n +e) ( n') L +¥i(n+1)+ O(e)} (4.12)
(4.13)
E colocando que € = 4 — d, temos
—2
I'1-d/2)=T(-1¢/2) = — — 1+ v+ O(e) (4.14)
€
Usando que a¢ =1+ eln(a) + ...,
2
—igm* | =2 A
— -1 1 fl 4.1
3272 € Tyt (E)] [ * ( m2>} (4.15)
2
_igm
= T6n2c + finita (4.16)
Calculando para a funcdo 4-ponto para ordem g2, obtemos
1 d=dg2 d? 1 1
7/ N (:u‘ ) g / p (417)
4 p? —m2 (p—q?—m? 2 (2m)? p* —m? (p — @) — m?
g (1 - 1;’7326) + finita (4.18)

Vale a pena lembrar que as correcdes feitas nao sao da mesma ordem na constante de acoplamento g, I'?) é para a ordem g
e T para a ordem ¢g2. O parametro que permanece nos calculos é o namero de Loops (nesse caso um). Assim tendo mais
razoes para acreditar que a expansao em numero de Loops tem mais significado fisico do que uma expansao na constante g.

4.4 Renormalizaciao da Teoria ¢*

Comecaremos considerando as funcoes vértices I'?) (p)e r® (p). Para a aproximagao de 1-Loop nés estamos considerando
que seja finito, entao:

g
F(Q)(p) =p? —m? (1 — 167‘(‘26) —p? — m% (4.19)
Onde?
2 _ 2 g
m° =mj (1 + 167726) (4.20)

A massa fisica, m1, ¢ dada por —I'®(0). Aplicando o mesmo tratamento para I'(*)

] . 2, € 6
iT® (p;) = gp g;z { — 5 = F(s,m,p) = F(t,m, p) — F(u,m,u)} (4.21)

Definimos um novo pardmetro g;, que é a constante de acoplamento renormalizada®

g2Me

3272

6
g1 =gu — L - —3F(0,m, u)} (4.22)

Aqui g; é considerado finito e, ¢ infinito. Colocando I'® em termos de g,

giu e
3272

T (p;) = g1 + (F(s,m,p)+ F(t,m,pu) + F(u,m, u)) (4.23)



Figura 1. Diagramas relevantes para 2-Loop

Onde iT'™® (p; = 0) = g1, pois quando p; =ps =p3 =ps =0 — s =t = u = 0). Até agora renormalizamos a teoria ¢* para
1-Loop. Para uma aproximagao 2-Loop, temos de relevantes os diagramas na figura 1.

Pela andlise das integrais envolvidas, se acha que (veja, Amit 1978) para '™ a adicdo dos diagramas acrescenta diver-
géncias, que podem ser resolvidas com a renormalizacao da massa e redefinicao da constante de acoplamento. Entretanto,
I'® permanece divergente - a renormalizacio da massa nao remove a divergéncia do segundo diagrama. A divergéncia é
removida por absor¢ao num fator multiplicativo, e definimos a funcao 2-ponto Fg) por

F'E‘2) = Z¢(glamlalj')r(2) (424)

Agora FSP) ¢ finito e Z4 ¢ infinito. Z;/ % ¢ chamado de constante de acoplamento da renormalizacdo da func¢ao de onda (ou
do campo). Z,4 pode ser expandido no nimero de Loops, dando®

A equacao para F?) equivale a renormalizagao da amplitude do campo, mas o valor nao pode ser completamente arbitrario.
Da mesmo forma que fizemos para 1-Loop quando definimos I'(?) (0)=mq e il'(©) = g; noés queremos que em algum ponto®,
por exemplo, p? = 0, a amplitude do campo é unidade, entdo

or'?

5 =1 (4.26)

p*=0

O fato que 1“52) (p,m1, ) era divergente significa que na aproximagao 2-Loop m; ¢ infinito (quando € — 0). O vértice F&Z)
renormalizado, entretanto, d4 uma massa finita agora m,. = Z(z,m% renormalizada. Isto quer dizer que a divergéncia entre Z
e m; cancelam. E, da mesma forma que a introdugdo de Z, mudou a massa também ird4 mudar a constante de acoplamento.

Analogamente a 1“9 = Z¢F(2)
W = Z3T W (p,ma, 1) = gr = Z3gn (4.27)
Zg € uma fungao de g1 = gu®, entdo escrevendo explicitamente a fungao vértice de n-particulas renormalizada é

L (pi, oy, ) = 23 (gu )T n) (pi gm) 0w T (py, g,m) = Z," (qu)Tin) (pi, gy iy, 1) (4.28)

5 Expansao do Produto de Operadores

Na teoria quéantica de campos, para muitas aplicacoes precisamos calcular o produto de alguns operadores, como por
exemplo o produto de campos na lagrangiana, mesmo se esses operadores locais sdo quantidades bem definidas (a0 menos no

3Substituimos m —m;j na correcdo de Loop, pois o erro é de ordem g2.
. 3 2, —2e

*g em termos de g1 € g = g1u + % [% -7 F(07m17“)}

5N3zo ha contribuicdo de 1-Loop

6A escolha p? = 0 é arbitraria



caso perturbativo). Além do mais, em algumas aplicagbes como a sec¢ao de espalhamento para a formagio de hadrons por
aniquilacao total ete™ no limite de altas energias, precisamos controlar o comportamento singular do produtos de operadores
quando o ponto de aplicagdo deles coincide. O objetivo de expansdo de operadores introduzida por Wilson [5] (Wilson,
1964) é a analise precisa de quando o ponto de aplicagdo coincide, no nivel de operadores, mesmo para o produto usual de
operadores locais.

O principal resultado, conhecido como expansao do produto de operadores (OPE), é que para qualquer dois operadores
locais no espago-tempo A(z1) e B(x2) o produto deles pode ser expresso numa base de operadores locais regulares O°
acompanhados por coeficientes singulares C;(z1,x2) quando 1 — x2

T+ o

) (5.1)

A(.%‘l)B(fL'Q) = Z Ci(ml, l’g)oi(
K3
Enfatizamos que esses resultados, formulados por Wilson, sdo obtidos a partir do tratamento de campos na teoria quantica
como distribui¢coes de Schwartz. Além disso, a prova de 5.1 existe somente para teoria quantica de campos renormalizéavel
e nao pode ser generalizada para teorias nao-perturbativas mais complexas, como por exemplo, teoria de gravitagao. O
principal motivo, é que a analise dentro [6] da teoria de distribui¢oes de Schwartz requer matematica de alto nivel para se
trabalhar deixando problemas nao-perturbativos muito complicados.

6 Hiperfuncoes

6.1 Fundamentagao tedrica

Pelo teorema de Sato toda distribui¢ao pode ser reformuladas como uma hiperfuncao. A ideia de trabalhar com hiperfun-
¢oes é que hiperfungoes sao matematicamente mais simples de serem trabalhados quando comparado a distribuicoes. Antes
de entrar no assunto de hiperfungoes propriamente dito precisamos comentar sobre alguns assuntos de anélise complexa e
topologia. Primeiro precisamos definir o que é vizinha complexa [7].

Num plano complexo, dado um intervalo aberto Z = (a,b) (no eixo real), a vizinhanga complexa D(Z) é um conjunto
aberto em C que contém Z, sendo que Z é fechado em D(Z) e os pontos a,b ¢ D(Z) (ver figura 2). Outro objeto importante a

[ 1‘

Figura 2. Vizinhanga complexa D(T)

definir ¢ H(V'), H(V) é a familia de todas as fung¢oes holomorfas em V', assim um elemento de H (V') é uma fungao holomorfa
dentro do conjunto aberto V € C.

e Defini¢ao: Sendo Fy € H(D1(Z)\Z) e F» € H(D2(Z)\Z), onde D; e Dy sao duas vizinhangas complexas quaisquer de Z,
definimos a relacao de equivaléncia’ F; ~ F} se, e somente se, existe funcao holomorfa ¢ em (D (Z) N D(Z)), tal que

Fi—-F=¢ (6.1)
(D1(Z)ND2(T)\T
7Com uma equivaléncia temos acompanhado uma classe de equivaléncia, é importante notar que a classe de equivaléncia nio dependente da
vizinhanga D.
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6.2 Hiperfungao

Dado F € H(D(Z)\Z) a hiperfungdo [F]| é a classe de equivaléncia gerada pela fungdo F, ou seja, todas a fungoes
equivalentes a F'. Dividindo o conjunto D(Z)\Z na forma Dy UD_ onde Dy = CL ND(Z) & (ver figura 2) podemos escrever
F em componentes F, € H(D(Z)) e F- € H(D_(I)).

e Definigao: Dado F ou Fy e F_ o limite
liII(l)[FJr(LL' +i€) — F_(z —i€)] = f(x) (6.2)
€—
é chamado de fungao induzida. O limite pode ser reduzido a dois casos:

1° Caso - O limite exite e entao o ponto é chamado de ponto regular’
2° Caso - O limite ndo exite e entdo o ponto é chamado de ponto singular!®

e Lema: Se x € Zy e G ~ F entao a fungao induzida por G é igual a funcao induzida por F.

Exemplo: Dado F' e G abaixo, encontrar a funcdo induzida f(z) e g(x)

~ [g(z), se F e Dy _ 1
a)F{ 0w FeD b) G = (6.3)

Onde ¢(z) ¢ analitica e z € C. No caso a), temos

f(z) = Uim[Fy (x + i) — F_(z — i€)] = lim g(z + i€) — 0 = g(x) (6.4)
e—0 e—=0
ou seja, qualquer fungao analitica pode ser escrita como hiperfungao. Escrevendo o limite para b), temos para quando x # 0
. . . -1 1 1
f(z) = lgr(l)[FJr(fL' +i€) — F_(x —ie)] = 9 Eh_r>r(1) L ri— ie} =0 (6.5)

Para x = 0, temos que o limite nado existe, ou seja, « = 0 é ponto singular. Assim, podemos concluir que [G] é a defini¢do do
que conhecemos como delta fungdo, mas agora temos ela bem definida.

6.3 Integracao de Hiperfungoes

Considere uma hiperfungao qualquer [F] = [F}, F_] dentro de um dominio D4 (Z) U D_(Z), onde dentro do intervalo
aberto Z = (a,b), consideramos um intervalo fechado [p,q] C Z (ver figura 3). Escolhemos qualquer caminho v € D4 e
v— € D_ e o contorno C' = —(v4 —y_) e, assim, definimos

q[F]d:c: Fodz— | F.dz=—( Fdz (6.6)
A R S

Exemplo: Sendo Z = R; [F] = [d] = {é;ilz)}, encontrar o valor das integrais abaixo

a) / "Bldz b / " 619 (2)dz (6.7)

Sabemos que o ponto singular da hiperfuncao [6] é em = = 0, entdo escolhemos qualquer p e ¢ que contenha a singularidade,

no caso a)
/ " 6]dz = —gﬁ (2;212) —1 (6.8)
Para b)
b) / 1619 () = i %q/(z)dz — ¥(0) (6.9)

Aqui percebe-se a facilidade de demonstrar resultados ja conhecidos na teoria de distribui¢oes usando as hiperfungoes de
Sato, também vemos como uma distribuicao pode ser equivalentemente expressa em termos de hiperfungoes.

8Cy ={Vz|Im(z) >0} eC_ ={Vz| Im(z) <0}
979 C T - Conjunto de todos os pontos regulares.
07\ Ty - Conjunto de todos os pontos singulares.
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Figura 3.

7 Conclusao

O principal objetivo desse estudo foi compreender a conexdo entre a teoria de renormalizacdo na teoria quéntica de
campos e a teoria de distribuigoes desenvolvida no formato da teoria de hiperfungoes de Sato. Iniciamos esse trabalho com a
formulagao da integral de caminhos da mecénica quantica para teria quéntica de campos, depois quantizamos o campo escalar
por quantizacao da integral de caminhos. Isso nos permitiu encontrar os propagadores para o campo escalar e introduzir
interagdo na teoria. Obtivemos dentro da teoria propagadores divergentes (A(0)), como a nossa abordagem foi feita por
teoria de pertubagao, tinhamos a preocupacao de que para termos de ordem mais alta o grau da divergéncia fosse aumentar,
mas os problemas criados por essas divergéncias foram renormalizados para termos uma teoria de campos confiavel.

Como campos sao tratados também como operadores muitas vezes precisamos saber o resultado do produto entre eles,
mas quando os pontos de aplicagao se aproximam temos singularidades. Para contornar esse problema podemos expandir o
produto em uma base de operadores regulares acompanhado de coeficientes singulares quando o ponto de aplicacdo de um
operador se aproxima do outro usando a teoria de distribui¢coes de Schwartz. Entretanto o uso da teoria de distribuigoes
traz inconvenientes por se tratar de uma teoria rebuscada que necessita de alto nivel matematico e que em problemas nao
perturbativos nao permite avangar.

O teorema de Sato nos da uma alternativa que tem grande potencial de resolver os problemas onde a matemética de
distribuigoes ndo permite avangar. A teoria, demonstracao e analise dentro da teoria de hiperfun¢des é mais compreensivel
quando comparado a teoria de distribui¢gdoes dando uma capacidade maior a teoria de se retirar significado fisico. Um problema
ainda em aberto seria o uso de hiperfungoes para reobter a expansao do produto de operadores que existe para teoria quantica
de campos, além da generalizagao para outras teorias onde a matemaética da distribui¢ao de Schwartz nao permite progredir.
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