Supersimetria, dualidade e solu¢Oes exatas nas teorias de calibre

Ana Luisa Barbosa Leite", Arsen Melikyan'-**

“Universidade de Brasilia
bUniversidade de Brasilia

Abstract

Nesse estudo se registra o inicio do dominio de ferramentas matemaéticas e de dlgebra, com um pouco de teoria eletromagnética e
teoria classica de campos e topologia, que possibilitam a andlise de invaridncias e dualidades eletromagnéticas com o estudo de mo-
nopolos, levando a descoberta de valores para as cargas elétrica e magnética e evidenciando simetrias resultantes de transformacdes
como a de calibre ou de a¢@o de grupos de Lie.
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1. Preliminares

1.1. Quadrivetores

Definicdo: Dizemos que um evento tem quatro componen-
tes (ct, X, y, z) sendo a primeira a componente temporal. Pode-
mos utilizar a notagdo:

X =(ct,r) & x; = (ct,—r) & x'x;p = =12 (1)

Onde x° = ¢, x! = x, x> = ye x> = z. ProposicdoUm

tensor quadridimensional consiste de 16 quantidades Ay, que
transformam-se como dois quadrivetores. Um tensor é dito
simétrico quando A* = AM e antissimétrico quando A* =
—Ak Mais informacdes podem ser encontradas em [2]. De-
finicdo:Temos a ”quadrivelocidade”:

. dx
i_ I 2
w=— 2
Onde: ' .
dx'dx; = ds* & vu'u; = 1 3)
Analogamente: '
wu; =0 4

Proposicdo: Os quadrivetores de velocidade e aceleracdo
sdo perpendiculares entre si.
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e J elemento inverso a~! € G para todo a € G tal que
1 1

a‘a=aa  =e.

Definicdo: Um grupo de Lie, diferencidvel no espaco R,
consiste nas coordenadas ReM;; e ImMj;, que sdo espagos ma-
triciais 212, onde sua 4lgebra é o espaco tangente no elemento
unitario.

Exemplo: O grupo U(n), que é o grupo de matrizes n X n
unitdrias onde U*U = 1, de modo que |detU| = 1 para todo
UeUn).

Proposigcdo: Se uma 4lgebra A € AG, segue que:

e O produto de um elemento AG com um ndmero real estd
contido na édlgebra de Lie;

e A soma de dois elementos em AG também esta contida
na 4lgebra;

e Se A; e A, estdo contidos em AG, entdo a comutacio
[A1, A;] também estad contido em AG.

Prova: Checar [4].
Proposigcdo: Sendo a algebra correspondente a um espaco
vetorial, as matrizes da base sdo chamadas de geradores:

[T:,T;] = CipTx (5)

1.3. Homotopias e Grupo Fundamental
Definicdo: Temos uma relacdo de homotopia entre dois ca-
minhos a(s) e b(s), quando existe uma func¢io continua L(s, f)
tal que:
L0, s) = a(s), L(1,s) = b(s) ©6)
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O produto entre os caminhos, ou seja, ¢ = ab é definido por:

c(s)=a2s), 0<s < @)

| =

c(s) = b2s — 1), % <s<1 ®)

Definicdo: Uma classe de equivaléncia é um conjunto [a] em
X no qual:
[a] = {x € X|x ~ a} ©)

Onde todos os valores que possuem relagdo de equivaléncia

com x formam uma classe de equivaléncia.

Proposigdo: Se existe um conjunto de caminhos homotépicos
a a, entdo temos que [a] é uma classe de homotopia. A lei de
multiplicacdo de classes de homotopia ([a][b] = [ab]) define o
grupo fundamental de X, representado por 1 (X). A prova pode
ser encontrada em [3]].

Definicdo: O grupo fundamental mr;(X) possui as seguintes
propriedades:

1. Se [a] € m1(X) e [b] € m1(X), entdo [ab] € m1(X)
2. (ab)c ~ a(bc). Entdo ([a][bD[c] = [al([P][c])

3. [al[1] = [d]

4. [a"lal = [1]

Seja [X, Y] o grupo de todas as classes de homotopia entre X
e Y. Logo, o primeiro grupo de homotopia de Y € representado
por:

[S', Y] =m(Y) (10)

As homotopias entre as fungdes de calibre y sdo represen-
tadas por:

(S, UM] =mU1) =7 (11)

2. Teoria Eletromagnética

2.1. Tensor do campo eletromagnético

Adquirindo a expressdo da agdo pelo principio da minima

agdo, temos:
b e - ;
oS = 6f (—mcds - —Aidx’) =0
a c

Integrando por partes, temos que o termo diferencial da ex-
pressdo mostra-se como:

(12)

0A; 4
dA = ﬂd
Trocando indices e utilizando a arbitrariedade de dx', a ex-
pressdo dentro da integral torna-se zero. Entao temos:

13)

o du_e (8Ak aA) (14

“ds oxi Oxk
Defini¢do: Temos a for¢a como um tensor antissimétrico:

0A;  0A;

= ox o (15)

Teorema: Sendo o tensor de forca eletromagnética definido
acima, temos que:

-

Fy = (E.H) & F* = (-E,H) (16)

Séao invariantes: .
F*Fy (17)
FikF]mSiklm (18)

Proposicdo: Se reduzimos a expressio em para ape-
nas trés dimensdes, temos entdo que os invariantes definem-se
como:

—

H*-E*E-H

A prova dos teoremas encontra-se em [2].

19)

2.2. Invaridncia e antisimetria dos campos em relagcdo ao tempo

5] 2
o= [ i E -t
f c c

Expressao da acdo para o campo eletromagnético.

Proposigcdo:Sendo a Lagrangeana o termo entre parénteses,
apos transformacdo de Legendre apropriada temos a expressao
da Hamiltoniana:

eﬁ) dt (20)

o V2 e > - transf.

1= 22 hme ™ e = (P - -A) red
¢t ¢ 2m
2y
Colocando em termos da intensidade de campo magnético
e elétrico obtemos a Forca de Lorentz:

L =-mc

d - 3 e -
—P=eE+-VXH
dr c
Teorema: Temos que a variacdo da energia cinética, ou tra-
aqe 3
balho, utilizando vV x H - ¥ = 0, tem a forma:

d ~
_Sinz E-V
dlk e 4

(22)

(23)

A grandeza acima € definida apenas pela componente elétrica,
visto que a componente magnética exerce uma forca perpendi-
cular a velocidade da carga.

Proposicdo: A transformagdo t — —t torna H — —H. Ndo
ha mudancga de sinal no campo elétrico, de modo que o poten-
cial escalar mantém sinal.

- -
¢—9 (24)
O termo magnético muda de sinal pois o sistema passa pelos
mesmos estados em ordem reversa. Entdo:

VxA— Vx-A (25)

Definicdo: Levando em consideragdo as proposi¢des acima
e separando as componentes de particulas livres e interacdo
particulas-campo, a acdo do campo sozinho se da por:

1
Sy= ——F‘k FdQ, dQ = cdtdxdydz

Torc (26)



2.3. Invaridncia de calibre

Definigcdo: A invaridncia de calibre é definida como a adicdo
do gradiente de uma funcdo arbitrdria no potencial vetor e a
subtragdo da derivada em respeito ao tempo do potencial esca-
lar. O campo em termos de seus potenciais se da por:

~10A
== V¢ 27)
H=VxA (28)

A fun¢do f define unicamente os potenciais, que por sua
vez definem unicamente os campos elétrico e magnético. Se
subtraido de cada um dos termos potenciais o termo g—x’i, 0 po-
tencial vetor e o potencial escalar transformam-se respectiva-
mente:

of

A;:Ak—ﬁ=K+Vf (29)
rogo LS
¥ =0-—2 (30)

3. Campo Yang Mills

Definicdo: A élgebra utilizada para o estudo da teoria de
Yang Mills é dada por:

[Ta,Tb] — l abCTC (31)

Teorema:A presenca do fator i indica que (7%)* = T“. Entio,
com o produto interno definido em SU(n), temos a relacdo de
ortogonalidade definido a seguir:

1 1

(T, Ty = tr(T**, T") = tr(T*, T") = =6“T* = 55“”

> (32)

Inserindo os potenciais de calibre nessa dlgebra, temos a
seguinte associacdo:

A, = AT (33)

Teorema: A regra de transformacio para esses campos de
calibre se d4 por:
(34)

Onde w = 1 + &(x), € < 1. A forga associada a esses po-
tenciais deve conter os termos correspondentes ao eletromag-
netismo classico, como definido em (15)):

Ay = A (x) = wA (D™

0AF  0AY
F,=——- 35
7 oxr oxn (35)
A transformacdo do potencial:
Au(x) = A (x) = QA,(0Q7! (36)

Com Q =1 + &(x), em que &(x) < 1. A for¢a deve conter
um termo F,,.

Proposigcdo Considerando a transformacao dos campos de-
finida em[36] temos:

Fu — F, = QF, Q" (37)

Fazendo entdo a derivada de A/’J = QAﬂQ‘l, e comparando

o resultado com [A’u, A’v], nota-se que permanecem apenas o

primeiro termo de cada derivada, de modo que F, é definida
como:

Fu = 0,4,

~8,A, — i[A,A,] (38)

O ultimo termo, ausente na expressdo definida em (35)) in-
dica a presenca de termos no eixo complexo i.

Teorema:Se dimG = dimR, entdo o objeto ¢ = ¢*T“, com
a=1,...,dimG é o vetor formado pelos campos A,,. [4]

Entdo, a derivada covariante com a representacdo apropri-
ada se da por:

Du¢ = 3¢ — ilAy, 4] (39)

A forg¢a com o comutador:

[Dy, D,y = —i(8,A, — 0,A W — (ALA, — AVA W = —iF
(40)
Da mesma maneira, na representacdo adjunta, temos:

[Dy, Dyl = =il Fy, @] (41)

A agdo do campo de Yang Mills, determinada pelo principio
da minima ag@o, € definida por:

1
Sym=-= (42)

20 d*x trF* F,,

Onde g2 é a constante de acoplamento e a constante anterior
a integral é devido a normalizagdo do traco, definida em (32)

As equacdes de movimento sdo obtidas através da diferenciacdo

com respeito aos potenciais de calibre. Segue que:

D F* = (8,~iA)[8,A,~8,A,~ilA,, A1) = 0 = DL F* (43)

Onde o tltimo termo vem da identidade de Bianchi (* F*¥ =
%S”VWF o). As equagdes acima sdo as generalizacdes nao-
abelianas das leis de Maxwell. Os campos Yang-Mills intera-
gem entre si, visto que as equagdes resultantes sdo nao-lineares.

Explicitando a expressao inversa do acoplamento, por uma
reescala:

|
A, =-A (44)

H g H
Fy = 8,A, - 8,A, —iglA,, A (45)

Proposicdo:Com a mudanga de escala acima, temos que a
acdo do campo altera-se. A constante de acoplamento estd inse-
rida na expressdo da for¢a, multiplicando assim os termos nao-
lineares na equacdo de movimento:

1 o
Syu=-3 f d*x trF*™F,, (46)



4. Estudo de monopolos magnéticos

4.1. Monopolo de Dirac

Analisando quanticamente um monopolo, deve ser definida
uma fonte pontual de campo magnético:

B() = 4% )

Onde g € a carga magnética. Logo:

:f§~d§ (48)
2

ComdxB=0 enquanto ), representa uma esfera unitaria
em R3.

Definicdo: Introduzindo um potencial vetor A = A(P), em
coordenadas esféricas, no hemisfério superior:

> g l—cosO,
A == 49
+) 4nr senf € “49)
Logo, temos dxA=B. A situacdo € andloga para a andlise
do hemisfério inferior, exceto quando 6 = 0 (eixo z positivo),
onde A_ € singular.

Definicdo: Temos uma corda de Dirac quando para todo A

compativel com tal configuracio sobre alguma regido, a funcio
serd sempre singular em uma regido com formato de corda.
Podemos encontrar uma fun¢do y localmente definida tal
que A +A = 5,\/, visto que dx (A_)Jr +X,) = 0. y ndo pode ser
continua.
Temos a dualidade:
(E.B) — (B-E) (50)

Podemos evidenciar a invariancia de Lorentz:

F% = -F" = -E' (51)
FU = gy B* (52)

Temos entdo que
8,F™ =0 = §5F" (53)

Onde *F = %s"“”F 1p- Tal notagdo torna-se titil para traba-
lhar com transformagdes de dualidade:

N (54)

R s PR (55)

No espaco de Minkovski, d;F*” = 0. Na presenca de fon-
tes, € necessdrio incluir j” e k¥, que transformam-se da mesma
maneira que e (33).

0, F*” tem que ser diferente de 0 ebp A, precisa ser definido
nas regides onde K = 0. Como A, € definido localmente, suas
solucdes relacionam-se com uma transformacao de calibre.

O fluxo pode ser calculado em termos de y:

g= f B-di= (5><Al)d§+f (@ x A_)dS = fa}df
% xr D E
(56)
Que resulta em y(27) — x(0).

Supondo a quantizagio da particula no monopolo magnético,
entdo:

-h_, o
ZmV y=in ot 7
Teorema: e~ = e%‘:d) ¢ uma funcao de valor unico, o que
€ equivalente a condi¢@o de quantizacdo de Dirac: eg = 27n.
Outra derivacdo da condicio de quantlzagao de Dirac é pela
quantiza¢cdo do momento angular I =7x mF, que ndo é conser-
vado. De fato, utilizando a for¢a de Lorentz, temos que:

dL : d(qg7

_— = _))( _}: s 58

ar M dt(47rr) (58)
Onde a grandeza conservada é J=L- B f Assumindo que

o momento angular eletromagnético é separadamente quanti-
zado, para que entdo:

L1
Venl = 5nh. n € Z (59)

O que nos leva novamente a condi¢do de quantizacao de
Dirac.

4.2. Monopolo t Hooft-Polyakov
Definicdo: A for¢a do campo se da por:

Gy = O W, — 0, W, — eW,, x W, (60)

Onde W# sdo os potenciais de calibre, que por tomarem va-
lores em SO(3), podem ser representados como produto vetorial
em R3.

O campo de Higgs:

Dy = 8,6 —eW, x & 61)
O potencial, definido por V(¢), € dado:

V@)= A6 P, 150 < ¢ 62)

Onde a é a constante correspondente ao valor esperado do
campo no vacuo.

Com esses valores definidos, podemos montar a lagrange-
ana:

1 - = 1 > >
L= —ZG”V Gy + ED"qﬁ D¢ - V(p) (63)
Como L = L((Z, WH), a lagrangeana transforma-se da se-

guinte maneira:

g ¢ =g (64)

=g = =2 1
W, — W, = g(x0)W,g(x)™" + ;a,ug(x)g(x)‘1 (65)



Como analogia a transformacéo dos potenciais A, definidos
anteriormente. Definindo DV§”V:

@y — eW, X BB, W, — 0,W,, — eW,, x W,] = —ed x D*¢ (66)

D'D,$ = -A(¢” - a*)§ (67)

As equagdes citadas anteriormente sao as equacgdes de mo-
vimento obtidas da Lagrangeana com respeito as coordenadas
= -
W, e o

O momento candnico:

E =-G% (68)

1l = Do (69)

= = 3 . .
Temos que G;; = —¢; jkBk = &Y% B,. De maneira que a Hamilto-
niana se define como:

-

1. o 1 - - o 1 - -
HZEEZEI-FEHH-F B,Bl+§D,¢D,¢+V(¢) (70)

| =

Que € invariante sob transformacdes de calibre. O vdcuo é
definido se G = 0,D*¢ = 0 e V(¢) = 0. Quando a® = ¢,
temos o vacuo de Higgs, que apresenta quebra de simetria para
SO(3).

Encontrar solugdes para valores finitos de energia para as
equagdes de movimento implica a existéncia da integral:

E-= fﬁﬂ (71)

A configuragdo de vacuo deve ser alcangada quando a ener-
gia tiver cardter assintético em direcdo ao infinito:

Foo(P) = lim Goo(P) (72)

O limite pertence a um grupo de valores nos quais X em que
V(¥) = 0. Esses valores sdo como pontos contidos em uma
esfera M, de raio a.

Defini¢do: As fungdes de calibre sdo geradas pelo grupo de
homotopia abaixo:

SLS1=mESH=2 (73)

Z corresponde a um grupo com # inteiros, onde n corres-
ponde a quantidade de vezes que um caminho fechado circula
st = {ei"IO <6< 271}. Por sua vez, n corresponde ao grau do
mapeamento/homotopia entre os dois espacos. Essa quantidade
define o nimero topolégico da funcgdo $oo. Para valores cons-
tantes de 500, temos grau zero, que corresponde a configuracao
de vacuo do sistema.

Teorema: Uma solugdo de energia finita cujo grau seja di-
ferente de zero corresponde a uma solugéo estavel.

O grupo de calibre, representado por S U(2), é simples-
mente conexo:

mESUR) =1 (74)

Proposicdo: As solugdes t€m simetria esférica e indepen-
dem de transformacdes temporais, para que W, = 0. Entdo E'
e T1 tornam-se nulos em (70), de modo que as solugdes corres-
pondem aos valores maximos e minimos de energia.

Definicdo: Os valores dos potenciais para a solugdo das
equacdes de movimento correspondentes ao sistema, sao:

$P = -5H (75)
er
ri
Wa = [0, —€4ij—> (1 = K)],i =1,2,3. (76)
er

Onde H = H(aer), K = K(aer) e W0 = 0, devido a in-
variancia da coordenada temporal. Ademais, W tem sentido
radial.

Queremos que o limite (72)) se aproxime de a enquanto r se
aproxima do infinito. Inserindo os valores acima na expressao
da energia (7)), temos:

eJo &

_A4ma (*dg( ,dH 1, dH
E (fd—§+—(§——

2 de
a7
A integral existe desde que H e K se aproximem de O e
1 t3o rdpido quanto & = &(aer) se aproxima de zero, entdo
lim, 500(?) = a. Hd uma homotopia entre o limite e a funcao
identidade, o que sugere a existéncia da solucdo nas condic¢des
desejadas.
Seguem as equagdes de movimento:

2‘% = KH> +K(K* - 1) (78)
fz‘fii; =2K’H + %H(fﬂ -&) (79)
Que com ¢ +— oo transformam-se em:
”;_’; - (80)
‘% :2;2(H—§) ®81)

Cujas solugdes juntamente com as condi¢cdes de contorno
impostas abaixo de (77)) sio:

My r

K~ef=er (82)

~Myr

H~¢=e (83)

Onde My e My sdo as massas para os campos ¢ e W,
respectivamente.

As formas assintéticas do campo eletromagnético e mono-
polo magnético:

k
-
F;; = Sijkﬁ (84)
S 17
B=—-L (85)

er

1 A
H? + (K> - 12 + K*H* + —(H* - &)
2 42



Proposigcdo Longe da origem o modelo discutido nessa se¢do
se parece com um monopolo de Dirac de carga —47”.
No vacuo, temos:

D.$=0 (86)
¢ = d* (87)
- 1 -

dx W, = - " (88)

Note que em (88) devido ao produto vetorial, ndo consegui-
mos definir nenhuma componente de W, na dire¢do de ¢. O
que nos leva a calcular que:

=g 1 - rd 1 2

WH = @(ﬁ X aﬂgb + 5¢AH (89)
Calculando o fluxo magnético, por uma superficie £ que

envolve o volume dos monopolos, temos que a carga magnética

é:

N 1
gy = LB dS = T ed? Leijk‘Z' (61'5)( ak(Z) (90)

ré . .~ . .
Como somente ¢ tem contribui¢ao na integral acima, temos
uma dependéncia que pode ser explicada como uma classe de
. brd
homotopia de ¢, de modo que:

D64 =0 (91)

$-66=0

Conclui-se que: 6gz = 0. Logo, a carga magnética € invari-
ante sob pequenas deformacdes de ¢ e miiltipla da jacobiana de
$:T = My, que pertence a classe dos inteiros. Define-se essa
quantidade como Ny, chamada do grau de q_f : X — M. Entdo:

92)

egs = —4nNs (93)

Utilizando a hamiltoniana ({70} para obter a massa, e omi-
tindo termos positivos, temos a desigualdade:

- -

1 YR - -,
MSEf(ElEl+B,Bl+Dl¢D,¢) (94)
R3

Com uma pequena manipulag@o trigonométrica, consegui-
mos obter:

MSsinef D[$~ﬁi+0059f Di$~§i (95)
R3 R3

Como o tltimo integrando corresponde a 6,-((3 . §i), 0 se-
gundo termo torna-se ag. Analogamente para o primeiro termo,
onde sinf fu@ D;¢ - E; = aq. Entdo:

M < agcos8+ agsinf (96)

M ¢é méaximo quando g cos @ = gsin6. Logo:

M <aqqg*+g?

Definicdo: Solucdes que encaixam-se nas exigéncias acima
sdo chamadas de estados BPS, nos quais os termos que foram
omitidos na integral da massa devem ser nulos:

o7

sinf =0, cosf = =1 98)

Os termos positivos que foram abandonados em (94) séo
importantes para o estudo da desigualdade na expressdo. Para
que exista a igualdade, tais termos devem ser nulos. Anulando
0s termos temos que:

=Dyg=0 99)

De modo que, para solugdes estdveis, E; = 0. Ademais:

B; = +D;¢ (100)
O outro termo V($) também torna-se zero, entao:
AP —a>)? =0 (101)

Proposigdo: Se A # 0, entdo 52 = ¢2. Porém, tal condicdo
implica que é-B: =0. Logo, A — 0 faz com que M atinja seu
valor maximo. Cheque [1] para mais informacao.

4.3. CasoAy =0

Temos que nessas circunstancias:

i
Fuiw=0,4;= gG—'a,-G (102)
Temos que enquanto r tende ao infinito, G se aproxima de
um valor constante G = .
Definicdo: As configuracdes de vacuo pertencem ao grupo
de homotopia 73(S U(2)), como representado abaixo pelo win-
ding number:

1

NGl = =& d’x 0 G710,GG™19,GG™9G  (103)
|

N[G] = =& 0;A10;A20; A (104)

2n2
Onde usamos a aproximagdo G =~ Gy[l + io,A,(x)], para
uma vizinhanca qualquer de G com valor Gy e A(x) < 1. O
dltimo termo deixa de ser apenas das coordenadas espaciais e
comeca a também envolver as coordenadas do grupo.
Proposi¢cdo: Transformagdes de calibre podem ser repre-
sentadas por um produto. Levando em consideragao a defini¢ao
acima, temos entdo que:

N[G,G?] = N[G,] + N[G>] (105)

A quantidade N[G] ndo varia sob mudangas continuas em
[G]. Ademais, podemos utilizar esta quantidade para definir a
carga Q4 no vacuo:

04 = N[G] (106)



3.0 p I's oy 4 .
Mas como Q4 = fd Ja € 6”]’/; = 1gztF F* € uma quantia
que pode ser separada em dois estados, inicial e final, compa-

rando temos que:

2

_ 8 Uy
N, — N, = @U‘FM,F# (107)

Como cada um dos caminhos entre as configuracdes de vacuo
para cada valor de n diferem-se um dos outros por 1, entdo o va-
lor da integral da difereca N, — N se da por:

1672
2

fvd“)ctrF,“,F”y = P

Definicdo: Definindo T como o operador que leva um es-
tado de vacuo n a outro (T'|n) = |n + 1)), temos;

(108)

PAS(N)] = PIA;(0)] (109)

Para cada winding number n, hd um estado quantico |n) que
representa a configurac@o de vacuo referente a n.

Proposicdo: As configuragdes de vicuo |n) ndo sio autoes-
tados da Hamiltoneana, pois hd a possibilidade das barreiras de
potencial serem extrapoladas, entdo temos que:

0o

= > e

n=—o0o0

(110)

Onde n é definido pela inversdo da transformagao de Fourier
acima, enquanto |#) sdo os autoestados de T com autovalor e

Encontrando a matriz m X n de autovalores e autovetores da
base 6, 6 do operador T:

<9/|e—th|8> — Z eim(g'—Q)ei(m—n)9<m|e—iHl|n> (1 1 1)

m,n

5. Dualidades

5.1. Montonen Olive

Proposicdo: Grupos de calibre sdo duais, a dualidade em
questdo diz respeito as forcas forte e fraca, e troca da carga
elétrica por magnética, no espectro de particulas do limite BPS
de SU(2):

(9,8 — (&, —q) (112)
erm 1T (113)
e

5.2. O efeito Witten

Proposigdo:Temos que g = ne ou g = ne + %e. N € o opera-
dor de rotacdo em torno do eixo ¢ (ou seja, gera transformacao
de calibre).

1,
oV = 5¢><\7 (114)
> 1 -

oW, = ~—D,¢ (115)

O operador ¢*™V gera uma transformacio identidade no vicuo

e uma rotacdo em termos de ¢, em quaisquer isovetores. Como
> A - . .
em D,¢ = 0 temos e*N = 1, os autovalores de N sdo integrais.

- 1 - -
sz 0L s+ 2L s5-L [ Epg=1 a6
R 90gW,, 0009 ae Jgs e

Introduzindo o termo, cuja integral corresponde ao nimero
de instanton:

1 629 = =3 629 * = Y
== BG g - Gy = — G" -G,y 117
Lo= 3338 G Ow = ~550 w o (17)
De modo que N se transforma:
1 0 >
N»—»N——fi(i'D@ (118)
ae Jrs 0ogW;
Entao
el
AN = — 119
228 (119)
Em conclusio:
qg ef
N=-=-+— 120
228 (120)
Porém, como no monopolo supracitado eg = —4n, entdo
N =ne + %
5.3. SL(2,7Z)

Até entdo, a acdo estd definida como:

l - - 0 * - - 1 > -
+Ly=-—GC" - Gp+-——— G"-G,+=D"¢-D,p-V
Lrlo=—35 Y w+ 3 D¢ D= V(@)
(121)
Trocando Wﬂ por eWu ocultando e e 6, com um novo parametro
T= % + ‘;—’;i, temos a combinagao linear:

G =Gy + "G, (122)
Definindo o produto entre as duas quantidades:
G -G =2G,, - G* +2iG,, - G (123)
Entéo:
Low.g,+—2 am.q L In(ed,, -6 (124)
—_— . —_— . y = ——— m(T v©
42 K 32n2 g 32n g

5.3.1. Formas modulares
Definicoes:

e H: semiplano positivo de C (z = x + yillm(z) =y > 0)

o SL,(R): grupo de matrizes (
ead —bc =1

a b . .
. g)com coeficientes reais

o PSLH(R)=SLy(R)\ {1}



g:(ccl Z)eSLz(R), z€C=CU{o} (125)
Representando a agdo de S L,(R) em C:
az+b Im(z)
8= a = Im(gz) P (126)
Entdo, aagdo de S L,(R) em CmantémHe -1 = _01 _01

age trivialmente em H, ou seja, PS L,(R) = SLy(R) \ {+1} age
efetivamente.

Considere S L,(Z) subgrupo discreto de S L,(R) cujas ma-
trizes t&ém coeficientes em Z, segue:

Definicdo: E chamado modular o grupo G = S Ly(Z)\ {1},
que é a imagem de S Ly(Z) em PS L,(R). Temos os geradores

do grupo G:
0 -1
S = (1 0 ) eG (127)
11
T_(O 1)€G (128)

O dominio fundamental D da acdo de G em H consiste no
subconjunto de H formado por todos os pontos z tais que |z| > 1

e Re(z) < %, como mostrado na Figura 1.

Figura 1: Representagdo do dominio fundamental

Teorema: Para cada z € H, existe g € G tal que gz € D.
Cheque a prova em Serre [S]]

Teorema: O grupo modular G é gerado apenas por S e T
definidos acima.

5.3.2. Massa do estado BPS

De acordo com a equagdo (93), as cargas elétrica e magnética
sdo, respectivamente:

g =ne+ e (129)
2w
!
g="x (130)

e

Definicao: it = (n,, n,) corresponde a um vetor de ordem 7,
1 Rer
_
A = f (ReT |T|2)
Desenvolvendo A(7), obtemos:

1 Retr 1 £
A(r) = = 2 131
Ofeer W2 @t 0w
A massa total é, entdo:
M? =4nad*i' - A(T) - it (132)
Suponha M uma matriz (Z Z) € SL(2,7), temos:
AM-7) =M - A>r)-M™! (133)
M € invariante a acdo de S L(2, Z), pois:
- M-7 (134)

Ou seja, qualquer matriz pertencente a S L(2, Z) mantém a
massa M inalterada.
Como A(1) é positiva e definida, temos:

Mi=it'-A-it = (i) = ||l
M: .= @@+mm) A +m) =i+l
Logo, M? obedece as propriedades de norma:
i+ ail* = (] + [t >
Porém, com a desigualdade de Cauchy-Schwartz:

17+ > < (]| + [}]p* (135)

Removendo os quadrados, temos a desigualdade triangular.

M . <M.+ M (136)

n

Porém, a igualdade nédo pode ser satisfeita, visto que, 7 =
(p,q) e m = (r, s) ndo podem ser colineares, pois a colineari-
dade implica que p seja um multiplo de a, pois a e ¢ seriam
primos. Logo, a colinearidade ndo seria possivel, como con-
sequéncia a igualdade ndo pode acontecer.

6. Conclusao

Fundamentado desde o inicio, com nogdes de teoria eletro-
magnética e conceitos de algebras e topologia, o estudo teve sua
introdug@o nos campos e potenciais de calibre, evoluindo até
suas aplicagdes em monopolos magnéticos e por fim, construcao
da massa de estados saturados BPS e suas invariancias devido a
simetrias, todas estudadas detalhadamente neste material.
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