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Resumo

De forma inteiramente matematica foram definidas e descritas propriedades acerca das nogoes de fibrados
e conexao que em seguida foram usadas para identificar e descrever a curvatura em variedades de forma geral.
Estes conceitos fazem uso dos grupos e dlgebras de Lie que relacionam por operacao de grupo elementos de uma
dada fibra onde os estados quanticos de um campo podem ser descritos. Por fim, concisamente une-se todas
essas definigdes para introduzir a teoria cldssica de calibre (gauge) de Yang-Mills.
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§1 Introducgao

Da mesma forma que define-se o spin como uma propriedade intrinseca das particulas quanticas, Heisenberg em
1932 propde o conceito de spin isotdpico ou isospin [6] na tentativa de explicar a semelhanca de massa entre o
préton e o néutron. O conceito de isospin baseia-se na ideia de que na auséncia de campo elétrico ou forga fraca, o
préton e o néutron pudessem ser considerados como estados quéanticos de um dado campo referente ao nicleo. A
auséncia de interagao eletromagnética e forga fraca estd ligado ao fato de que em tais condigdes suas cargas (préton
tem carga elementar positiva e néutron carga elementar neutra) fossem irrelevantes.

Partindo de nogbes de espaco topoldgico e variedades diferencidveis, de forma completamente matematica define-
se o conceito de fibrados ou mago de fibras, onde dado um ponto em um variedade, associamos a ele uma fibra. E
construido relagoes para diferentes mapeamento em fibras ou melhor uma liberdade de identificagdo nos elementos
da fibra. Usando de equivariancia e transitividade dos grupos de Lie e por estes elementos agirem livremente,
relacionamos os elementos da fibra a partir das operagoes de grupo. A partir destas construgées, introduzimos
espagos tangentes a elementos da fibra que é formado por subespagos chamados horizontais e verticais. Pela
liberdade de definigdo de um espago horizontal somos forgados a definir uma forma-um conexado que ird separar
unicamente estes dois subespagos horizontais e verticais. Associado ao subespago horizontal temos a conexao que
sobre mudanga de coordenada na fibra nos d4 uma relacdo de compatibilidade que é a lei de transformacao devido a
mudanga de coordenada na fibra e assim surge o conceito chave das teorias de gauge, onde os elementos se diferem
por fatores de grupo por diferentes escolhas de identificacdo destes mesmos elementos.

Definindo um vetor tangente ao espago base que caminha de acordo com alguma curva, definimos um elevador
que cuidard de associar a cada coordenada no espago base uma coordenada no espago tangente & fibra. Dizemos
que o vetor faz um transporte paralelo se sempre permanece paralelo a si mesmo ou se o elevador tem sempre
componente horizontal. Fazendo este caminho no espago base ser um paralelogramo, introduzimos a nogao de
derivada covariante que cuida de medir a variagdo deste vetor tangente durante o transporte paralelo. Mostramos
que a conexao compara campos vetoriais em diferentes pontos e a forma curvatura é introduzida para cuidar de
medir a falha no fechamento do paralelogramo no caminho elevado no subespago horizontal e é visto que esta falha
é um elemento no subespago vertical. Assim, podemos ver que a curvatura é a medida de distancia vertical que faz
o paralelogramo falhar em fechar. Por fim definimos campo de for¢a e potencial de gauge.
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Yang e Mills em seu artigo original [7], definiram um campo associado ao nicleo atémico assim como suposto
por Heisenberg onde tem componente de estado quantico préton e néutron e estas componente sendo componentes
de uma dada fibra. Se num dado ponto no espago-tempo escolher um elemento de fibra (ou estado quéntico) como
sendo o préton e o outro como sendo néutron, estamos fazendo um processo semelhante a fixar uma base. Se outra
identificacao for feita entdo outra escolha de base é feita, por exemplo oposta a feita anteriormente, é de interesse
ter a dindmica invariante por fixagdo de base, ou seja temos uma teoria de gauge. Ao falar em dindmica queremos
dizer como o campo associado ao ntucleo se move no espago-tempo.

Sendo assim, da mesma forma que construimos o gauge das fibras de forma puramente matemadtica, a ideia
é usada aqui para construir a teoria de gauge de Yang-Mills, onde a dindmica dos campos sdo invariantes por
transformagao de fase (operagao de grupo).

§2 Fibrados

2.1 Definigoes

Um maco de fibras ou fibrado é composto por um espago base M de tal forma que elementos de um espago total
FE pode ser projetado em M via 7 : E — M de forma sobrejetiva, isto é, para cada elemento de M tem-se um
elemento em E correspondente. Dado um conjunto de coberturas abertas {U;} de M, para um p € U;, deve-se ter
7Y (p) = F, onde chamamos F}, a fibra em p. Temos M, E e F variedades diferencidveis. Daqui ji vemos que
um fibrado é localmente mas nao necessariamente globalmente o produto entre dois espacos onde temos um mapa
¢i 1 Ui x F— 7w~ Y(U;) de forma que 7o ¢;(p, f) = p.

Defini¢ao 1 Um fibrado diferencidvel é uma quintupla (E, 7, M, F,G) onde seus elementos sao dados por:

1. Uma variedade diferencidvel E chamada espacgo total,

Uma variedade diferencidvel M chamada espaco base,

Uma variedade diferencidvel F', chamada de fibra,

Uma sobrejecao w: E — M chamada a projecdo. A imagem inversa 7r71(p) = F}, chamada a fibra em p,

Um grupo de Lie G, chamado a estrutura de grupo, que age em F

S Gvoh o e

Um conjunto de coberturas abertas {U;} de M com difeomorfismo ¢; : Uix F — n~(U;) tal que wog;(p, f) = p.
Chamamos ¢; a trivializacao local.

Usando notagdes e o formalismo das definigdes como em [2]. Sejam U; e U; do espago base M tal que U; NU; # 0.
Para um elemento n(u) = p € U; NUj teremos duas trivializagdes locais ¢; e ¢; em U; NU; que podem mapear um
elemento p € M a duas fibras diferentes f; e f;. Existe entdo um mapa t;; : U; N U; — G que relaciona as duas
coordenadas das fibras f; e f; de forma

&5 (o, f) = ¢i(p, tij () f) 1)

onde f; = t;;(p)f;. Chamamos ¢;; de fungdes transi¢des e devem satisfazer as chamadas condigdes de consisténcia:

t;:(p) = mapa identidade (p € U),
tiy(p) =t (p) (p€U:NUy), (2)
tii(p)tik(p) = tiw(p) (p € Ui NU; NUy).

Estas exigéncias para t;; faz com que possamos construir as fibras desejadas para os pontos em {U;} em que o
produto local é satisfeito.

Quando tivermos t;; sendo identidade, chamamos o fibrado de fibrado trivial onde todo o espago total pode ser
escrito como M x F. Um bom exemplo de um fibrado trivial é um cilindro onde o espaco total é dado por S* x I,
onde I é um certo intervalo dos reais.

As possiveis fungdes transicdes nio sdo tnicas. Dado um fibrado E = M com {U;} uma cobertura de M.
Pode-se ter duas trivializagdes locais {¢;} e {¢:} para um mesmo p € U;. Se p € U; N Uj, temos também {¢;} e
{;} tal que as funcdes transicdes serdo

- ~ ——1 —
tij(p) = bip o bips (D) = bip O Pip- ®3)

E para descrever a mesma fibra, surge um homeomorfismo g;(p) : F — F para cada p € M onde
9i(p) = 1, 0 Ginp, (4)
tii(p) = gi ' (p) o tii(p) 0 g;(p)- (5)

Onde podemos ver que através desta ndo unicidade de escolha de ¢, podemos sempre estar escolhendo outra forma

de mapear elementos de E desde que ¢; ;(p) e t;,;(p) obedecam a equacdo (5), esta é a origem da teoria de gauge.
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Para um fibrado E = M definimos uma se¢do como um mapa suave s : M — E satisfazendo que
mos=1didm. (6)

Podemos restringir esta segdo a um ponto na forma s(p) = s|, e a um aberto U € M. Caracterizamos respectiva-
mente por I'(M, F') e I'(U, F') o conjunto de se¢bes em M e conjunto de seg¢des locais em U. A existéncia de uma
secdo global estd inteiramente ligada com a trivialidade de um fibrado.

Dado o espago base M, cobertura aberta {U;}, fungbes transigbes t;;(p), fibra F e estrutura de grupo G
podemos sempre fazer uma reconstrucdo de um fibrado, bastando apenas identificar a projegdo m, o espago total
FE e as trivializagoes locais ¢; de forma tnica. Primeiramente definimos um produto entre dois espacos na forma

x=uxF (7)

Dado os produtos (p, f) € U; x F e (q, f') € U; x F, queremos distinguir eles completamente tal que dado pontos p
e ¢ por exemplo, (p, f), (p, f) e (q, f), (q, f') sejam distinguiveis apenas em termos das fungoes transigoes e fazemos
isso introduzindo uma classe de equivaléncia entre (p, f) ~ (p, f') se e somente se f' = t;;(p)f. Esta equivaléncia
denotada por [(p, f)] é inteiramente projetada no ponto p na forma

™ [(p, f)] = p. (®)

Dessa forma construimos um fibrado E onde seus elementos sao [(p, f)] em que
E=X/~. 9)
A trivializacdo local serd dada por pegar duplas (p, f) e mapear em suas respectivas classes de equivaléncia, isto é

Dada uma reconstrugao de E, ela é tnica.

As defini¢oes a seguir acerca de grupos de Lie e suas propriedades segue como em [3].

Defini¢ao 2 (Grupos de Lie) Um grupo de Lie G € uma variedade diferencidvel que é dotada de uma estrutura
de grupo tal que as operagoes

1. -:GXG%G,(gl,gz) — g1 - g2,

2. 1G>G g—g 1l
s@o diferenciduveis.

Uma acéo suave pela direita de um grupo de Lie G em uma variedade M é um mapa suave:

w:MxG—M
z-g=pu(r,g) YVeeM, Vg heqQG.

l. z-e=ux, e=1idg

2. (x-g)-h=z-(g-h).
Se existe tal mapa p, dizemos que G age suavemente em M pela direita. Uma acdo pela esquerda é definida de
forma similar. Uma variedade M junto com uma acdo pela direita de um grupo de Lie G em M é chamado uma
variedade — G.

Um fibrado P 55 M com fibra G é um fibrado-G principal se G age suavemente e livremente em P pela direita
e as trivializagGes locais preservam a fibra:

¢U1- :U; XG—)ﬂ'_l(Ui), (11)

sdo G — equivariante, i.e. onde G age no elemento da fibra pela direita em U x G:

(,9:) - a = (p, gia)-

Como G age transitivamente (apds a agdo em um elemento de um espago, me retorna outro elemento do mesmo
espago) em {p} X G e ¢y é G-equivariante, G deve agir transitivamente na fibra P, também:

Preposicao 1 Se P 5 M ¢é um fibrado-G principal, entdo o grupo G age transitivamente em cada fibra.
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Como pode ser observado, estamos fazendo um processo semelhante a reconstruir uma fibra, mas aqui redefinindo
como o grupo G age com suas propriedades de equivariancia, transitividade e de agir livremente ao invés de uma
classe de equivaléncia.

Seja a trivializagdo local como em (11) dada por ¢; ' (u) = (p,g:;) onde u € 7~ *(U;) e p = w(u). A acio pela
direita de G em 7! (U;) é definida por ¢; ' (ua) = (p, g;a):

u-a= ¢;i(p, gia) (12)

para todo a € G e u € 7 *(p). Ou seja, a trivializacio local acompanha a acio pela direita e consequentemente
acompanha toda a fibra de forma continua.
Sempre que U; N U; é nio vazia, existe como antes duas trivializagdes locais para = (U; N U;):

U, NU;) % G 25 7~ (U U;) &2 (U Uy) % G. (13)

Entao ¢; o qu_l (UsNU;) x G — (U;NU;) x G é um mapa G — equivariante que preserva a fibra, isto é, para
U, Uz € 71'71(;0) existe um elemento a € G tal que devemos ter u; = uz - a. Para p € U; N Uj:

u-a=¢;(p,gia) = ¢;(p,tij(p)gia) = ¢i(p, gia). (14)

Onde as fungdes transigoes agem pela esquerda. Dado um 7(u) = p, podemos entéo construir toda uma fibra como
77 (u) = {u- ala € G}. E essa agdo deve ser livre, isto é, se ua = u, entdo a é o elemento identidade de G.

Dado uma secio s;(p) sobre U;, definimos uma trivializagao local preferencial ¢; : U; x G — 7~ *(U;) chamada
trivializagdo candnica. Parau € 71 (p),p € Ui, hé um tnico elemento g, € G tal que u = 5;(p)gn. Entdo definimos
#i por ¢; '(u) = (p, gu). Nesta trivializacdo local a secio s;(p) é expressa como

si(p) = ¢i(p, e). (15)

Onde por definicao: ¢;(p, g) = ¢:i(p,e) - g = si(p)g.
Se p € U; NUj, duas segoOes s;(p) e s;(p) sao relacionadas pela fungéo transicao ¢;;

si(p) = di(p, e)g = ¢;(p, tij(p)e) = &5 (p, ti;(p)) = ¢5(p, e)ti;(p) = s (P)ti; (p)- (16)

§3 Conexao e Curvatura

3.1 Motivacao

Seja uma variedade M, queremos caracterizar a curvatura desta variedade. Queremos saber dizer se é curva e o
quao curva é. Para isso precisamos definir algumas nogoes bésicas.

Dizemos que uma variedade M é curva quando para dois pontos, p e p’ por exemplo, os respectivos espacos
tangentes T, (M) e T,y (M) mudam conforme nos movemos de p a p’.Vale lembrar que estamos tratando de variedades
diferencidveis, e sempre falando de pontos separados infinitesimalmente. Sabemos que de forma ingénua um vetor
é caracterizado por modulo, dire¢do/sentido, entdo para um espago plano, é esperado que se movermos um vetor de
um ponto a outro, ndo tenhamos mudado nenhuma caracteristica deste vetor, isto é, ele é o mesmo vetor mas em
outro ponto. Se caminharmos de p a p’ teremos que os vetores podem mudar ou ndo, dependendo da curvatura.
Quem cuidard de observar dois tais espacos tangentes e dizer se diferem é a estrutura chamada conezdo. Dados
dois espagos tangentes como antes, definimos uma curva 'y( ) que une p e p’. Seja X € T,(M) tangente a curva
v em p, dizemos que X ¢ transportado paralelamente se X permanecer paralelo a si mesmo durante o caminho
~. Precisamos definir um operador derivada covariante que ird medir a taxa de variacao de X em relacao a t
conforme se move em 7(¢). Esta derivada covariante ird diferir da derivada parcial por uma certa quantidade que
caracteriza se a base de X variou ao andar de to a t1 por exemplo, isto é, se os espagos tangentes se diferem em dois
pontos infinitesimalmente separados. Comumente usa-se a derivada parcial ordindria em todos os casos esquecendo
o termo que reflete esta curvatura, aqui isso ndo pode acontecer, queremos conhecer este termo adicional e além
disso, medir ele. Este termo adicional que difere os dois operadores diferencial é o que chamamos de conexao. Esta
derivada covariante além disso, é nao comutativa, quem caracteriza esta nao comutatividade é a curvatura.

3.2 Definigoes

Comecemos lembrando algumas nogoes bésicas de grupos de Lie e suas algebras de Lie.

Dado um grupo de Lie, definimos translagao pela esquerda e translacao pela direita respectivamente pelos mapas
Ly:G— GeRy:G— G, que agem da seguinte forma Lyh = gh e Rgh = hg. Como sabemos, um grupo de Lie é
um grupo onde seus elementos sdo diferencidveis e sendo assim podemos falar de espagos tangentes. Ao fazer esta
translagao, induzimos automaticamente os mapas Ly : Th(G) — Tyn(G) € Ly : Th(G) — Tyn(G). Chamamos um
vetor X de esquerda invariante se Lg)?|h = )?\gh, isto é, temos o mesmo vetor mas transladado g unidades.

Definimos a dlgebra de Lie como sendo uma dlgebra onde seus elementos sdo vetores esquerda (direita) invari-
antes e escrevemos X € g. Esta algebra é fechada com o Lie Bracket [Tw,Ts] = ap Ty Os elementos {T,} sdo os
geradores da &dlgebra de Lie e fgﬁ sdo as estruturas constantes. Além disso temos o mapa adjunto ad : G — G que
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age da forma adgh = ghg™ !, que cuida da representacio de mudanca de base de um elemento. E consequentemente

temos o mapa tangente de ad, que mapeia espagos tangentes dos elementos em que o operador ad agiu, isto é,
Ad : Th(G) — Type-1(G) ou claro, Ad: g — g e tem a forma A — gAg~!, com A € g.
Seja P(M,G) um fibrado principal com espago base M e fibra G, com G sendo um grupo de Lie. Como M e
G sdo variedades diferencidveis, P é também e podemos falar de espagos tangentes ao fibrado lembrando que um
fibrado é localmente o produto de dois espagos. Para um dado p € M temos um u € G tal que 7(u) = p. Podemos
falar de vetor tangente em w e para isso, definimos que todo vetor tangente a u pertence ao espago T, P, o espaco
tangente a G, tal que
T.P=V,P®H,P. a7

Chamamos V,, P de subespago vertical e a soma direta significa que somamos componentes por componentes e
consequentemente todo vetor tangente a u € G tem componente em V,, P e H,P. Para um dado A € g podemos
definir uma curva que percorre todo u € G, através do mapa

Rezp(tA)u =u- emp(tA), (18)
isto é, esta curva mapeia v em toda a sua respectiva fibra através de uma translacdo pela direita e vale sempre
m(u) = m(u - exp(tA)) = m(p). (19)
Dado esta curva em Gj, podemos definir um vetor tangente a ela
# d
AT f(u) = — f(u-exp(tA))| (20)
dt =0

onde A* € T, P e é tangente a P no ponto u. Este vetor tem a propriedade que A% € V, P C TP e isto vale para
todo u € P, isto é, temos um campo vetorial fundamental definido de forma # : g — Vi, P tal que A — A%,

O subespaco H, P diferentemente, ndo é unicamente determinado, temos ainda que dizer como ele se comporta
quando u varia em P, o que é o mesmo que dizer que é determinado somente quando definimos uma conexdo em
P. Este subespago H, P pode ser que varie conforme ande pela fibra GG, entdo devemos exigir que obedeca uma
propriedade de ser o mesmo subespaco, diferindo apenas de uma translagao pela direita, ou seja, apenas elevado
uma certa quantidade g € G em u € G.

Defini¢ao 3 (Conexao) Dado um fibrado principal P(M,G). Uma conexdo em P € uma separagdo unica do
espaco T, P tal que

1. T, P=V,P® H,P,
2. Dado um X, € T,P entio X, = ver(Xy) + hor(X.) € dnica,
3. HygP = RgH.P parau € P eg € G.

Podemos dotar uma forma — um destas trés propriedades e como resultado separar T,,P em V, P e H,P de
forma tnica e que nao altere elementos de H, P ao agir sobre eles.

Defini¢ao 4 (Conexao forma-um) Uma conezdo forma-um representado por w € g ® TP € uma projegio de
TwP na componente vertical V,, P ~ g. Essas propriedades sao embutidas nas seguintes atuagoes de w:

1. wA*)=A, Aeg,

2. Ryw = Ad,—1w.

A segunda propriedade nos diz que a atuacao de w em qualquer X € T, P, vale
Rgwug(X) = wug(Rgx X) = g~ wg.

Preposigao 2 Definindo
H,P ={X € T,Plw(X) = 0}.
H, P satisfaz entdo que

Ry.H,P = H,,P.

Definimos entéo a forma-um conexdo w que tem valores na algebra de Lie e age sobre elementos de T, P da
forma como descrita na Def. (2) e Prep. (1) e assim divide o que é componente horizontal e vertical e além
disso provoca que o subespago horizontal permanece inalterado a menos de uma translacdo. Seja X € H,P e
suponha que Ry.X € T,y P, isto é, uma translacao pela direita em um vetor horizontal nos retornaria um vetor
com componente horizontal e vertical. Se fosse o caso, ainda assim teriamos:

w(RgX) = Ryw(X) = g 'w(X)g =0,

pois X € H, P estd no kernel de w. Antes de seguir, vale notar duas propriedades adicionais:
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1. m.X =0, se X € V,,P (desde que m(u) = p para todo elemento u na fibra, temos entdo um mapa constante
e sem diferencial),

2. [A*,B*] = [A, B]*.

Iremos agora definir um forma-um associado ao subespago horizontal. Dado uma cobertura {U;} aberta de M,
temos uma segdo local o; definida em cada U;. Definimos A; a forma-um com valores na algebra de Lie em U; e
que é dado por

Ai =ofw e g QY (Uy). (21)

Isto é, dado um forma-um 4; com valores na dlgebra de Lie, em U;, podemos reconstruir um forma w cujo pullback
através de o] é A;.

Teorema 1 Seja A; um forma-um com valores em g (TeG) em U;, uma segdo local o; : Uy — 7T71(U¢). Existe um
forma-um w com wvalores na dlgebra de Lie, tal que

wi = g; ‘7" Aigi + g; ' dpgi, (22)

que obedece a Def. (2) e Prep. (1), e que
A = ofw. (23)

Estamos definindo a conexado forma-um com objetivo de dividir unicamente o espago T, P em subespacos
horizontais e verticais, desde que como foi visto, o subespago horizontal ndo é unicamente determinado. Definimos
a forma-um A; como sendo o pullback da secdo agindo em w, para w; = w|y;, e w; = w|y, = w; terfamos duas
maneiras de separar o espago tangente em subespacos verticais e horizontais. Devemos buscar uma condi¢ao para
A; que faga w; = wj.

Dado um fibrado principal P(M,G) com segoes o; e o; sobre U; e U; que se sobrepde, U; N U;. Um vetor
X € T,M com p € U; N U definido sobre uma curva (t) : [0,1] onde v(0) = p e v(t) = X. Como visto
anteriormente, as se¢oes obedecem uma relacdo devido a existéncia de fungdes transi¢oes que relaciona dois pontos
de uma mesma fibra, isto é

oi(p) = 0;(P)ti; (p)-

Temos entao

d d 1 d
0 X = 2oi((®))| = 2 Aot (0} = Reyya(0in(X)) +05(p)tis (p) 1@%‘ - (24)
t=0 t=0 t=0
Para a segunda parte da ultima igualdade temos
1, . d d 4
129 (p)atij = a{tij (p)ts; (1)} €T (G) ~g. (25)
t=0 t=0

Que pertence & algebra de de Lie com vetores em e. Uma secao agindo sobre este elemento retorna um elemento
de V,, P, isto é
0jx X = Ry (00 X) + (t5;'dtij (X))7. (26)

Ou seja, a secdo o; agindo sobre um X € TpM é igual ao mesmo vetor resultante de o; transladado por um
quantidade ¢;; mais uma quantidade no subespaco vertical. Vale que

ojw(X) =t w(ouX)ty + t; dti (X). (27)
E chegamos finalmente na condi¢cdo de compatibilidade exigida:
Aj =t Atij + 55 dtij. (28)
A seguir usa-se a notacao de base dos espagos tangentes ds fibras como em [1]. Temos
T(P)=V(P)® H(P), (29)
com dim(T(P)) = n + d e sendo assim dim(G) = d e dim(V (p)) = n. A base para vetores X € T(P) é dada por

0 0

o T Clij B9y’ (30)

onde o primeiro termo é base de V(P) e o segundo é base de H(P) com = 1,...,ne j,i = 1,...,d. Como visto antes,
H(P) nao é especificado unicamente e esta especificagdo é dada quando Cj;; é conhecida. O mesmo procedimento
de antes ¢ realizado agora, dado um X € T(P) e Vp < T.(G) queremos ter a atuacio da conexio w em X divida
de forma tnica os subespagos verticais e horizontais. Com isso, temos

¢ 2 g0 Lo O
X—oz”agij + B <8m“ —I—Cm]agij) (31)
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Usamos (22) com

A=A ()T, (32)
sendo a forma-um com valores na dlgebra de Lie e T® é a base de geradores, denotamos por A\*/(2i). Essa base
satisfaz .

AY A A€
|:E7 Z] == fabc%- (33)
a A? m
A= Aj(x) % dx*, (34)
Chegamos em
_ 1 ga, A
w = gijl(dg)ij + gileu(I)ZdCU”gkj' (35)

A atuacio de w em X se dé entdo por w;(X) que é a atuacio mais geral da forma conexdo. Se X € H(P) entao a

—

componente vertical a;; é zero e w;(X) = 0. Desde que B* seja nao nulo, temos
a ('lk
Cuij = —Au—757 9rj- (36)
E desta forma, conhecendo C,,;;, H(P) é determinado.
Sejam dois pontos p,p’ € M e uma curva y(t) em M que une p e p’. Definimos transporte paralelo ao elevar

qualquer curva () no espago base M & uma curva 5(¢) no fibrado P desde que para um vetor X e T(P) é
transportado paralelamente ao longo de 7(t), isto é se sempre permanece em H(P) ao ser transportado ao longo
de ¥(t). Com isso, temos

70)=p,  F(0)=w,  7w(u)=p.
Para realizar este transporte paralelo através de v, pegamos um u € 7~ *(p) e construimos um elevador 5 de v com
ponto inicial © e mapeamos u a u’ € 7171(;0')7 onde u’ é o ponto de ¥ acima de p’. Em coordenadas locais, isto se
traduz como

v(t) = (zu(?) e F(t) = (zu(t),9(t)), (37)
ou seja, a curva elevada tem coordenada de espago base e de fibra. Vetores tangentes a 7(t) sdo definidos por

d .0 0

— =t — 4 . 38

at " oan +gag (38)
Estes vetores pertencem a T'P e queremos, pela definicao de transporte paralelo, que pertengam somente a HP C
TP. Queremos forga-los a estarem contidos no subespago horizontal fazendo

d zﬁi+g§g:B“(i—A“)\ga>, (39)

dat " Oxn Oxk »2i” dg
isto é
i" = B" g(t) = —B”Azﬁg = —i"AY ﬁg (40)
’ 2i TR
logo .
3(8) + 8" A% (2) 2 g(t) = 0. (41)

29
E quando um vetor tangente caminha em ~(¢) no espago base, um vetor no subespaco horizontal caminha em 7(t)
se mantendo neste subespago sempre que g(t) é restringido a ser solugdo desta equagao diferencial.
Usando (38), podemos agora calcular a taxa de variacdo de um dado vetor tangente X € M definido sobre a
curva y(t) com coordenadas locais z*, isto é, definimos

e NS U B

como a taxa de variagdo com respeito a t conforme se move ao longo de J(t). A Derivada covariante D,, é
17} A0

D, = @_AHEQ%’ (43)
e é uma forma abreviada para as bases de H(P). Para um X € T(P) = V(P) & H(P)
> 0
X=ag +B'D,, (44)

e sempre que Aj(xz) = 0, a derivada covariante é a derivada parcial comum D, = 0,. Podemos generalizar a
derivada covariante para agir em qualquer forma-r com valores em espagos tangentes de fibras a partir da derivada
exterior.

A derivada exterior é dada por d : Q" (M) — Q"' (M). Para um forma-r qualquer 7 com valores reais que age
em vetores, temos

n:TMAN..ANTM — R. (45)
Definimos um forma-r ¢ € Q"(P) @ V com valores vetoriais
¢:TPN..NTP—=V. (46)
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Definigao 5 Seja p € Q" (P)®V e X1,..., Xry1 € TuP. A derivada covariante de ¢ € definida por
DO(X1, ., X)) = dpd(X1, ..., X2 0). (47)
Podemos agora definir a forma-dois curvatura §2, que é a derivada covariante da forma-um conexao.

Defini¢ao 6 (Forma-dois Curvatura) A forma-dois curvatura é a derivada covariante da forma-um conezxao
Q=Dwe D (P)ag. (48)

Sejam vetores X,Y € T, P. Entdo a forma-dois curvatura e a forma-um conexdo satisfazem a Estrutura de
Cartan:

QX,Y) = dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)],

(49)
Q=dpw+wAw.

Foi mencionado antes que a conexao compara campos vetoriais em diferentes pontos, que a curvatura mede a
falha da derivada covariante e que ambos estdo relacionados com a curvatura do espaco, agora isto ficara claro.

Dado um sistema de coordenada {z*} de um chart U. Faremos campos vetoriais percorrerem um lago (parale-
logramo infinitesimal de lados € e §) v com ambos saindo do mesmo ponto e chegando ao mesmo ponto. A derivada
covariante mede a taxa de variagdo destes campos ao percorrerem 7(t), logo

AT 0

[DLMDV] = 8# - AuEg%a

A9 P A9 A N/ o
PR AN N S SN A ST SR LIV LY (AN N (A
g ”2@969] Oudv 595, T O Aug;95, + Al 5795, 1\ 2793,

XN/ o
bpalf AN Y N v
A"A”<21969)<21g39>’

(50)
Definimos (A*/2i)g(0/9g) = Ra, o gerador de g, onde
[Ra, Rp] = — fabe Re.
A partir disso, ficamos com
[Dy, D] = =8, ARy + 8, A% Ra + AL AY[Ra, R) = —F,Ra (51)
e podemos definir o tensor curvatura que mede a falha da derivada covariante:
F, = 0,A% — 0, A% + fanc AL AS. (52)
Para V =0/0z" e W = 3/0z" em que X,Y € H,P tal que m. X =€V e m.Y = §W, temos
(X, Y]") = 0 = 5[V, W] (53)

a partir de um elevador ¥(t). E consequentemente
[X,Y] € VP.

E assim, podemos ver que a curvatura é a medida de distancia vertical que faz o paralelogramo falhar em fechar.
Nao usamos ou comparamos os vetores tangentes 4 variedade para medir a curvatura da mesma, mas sim os vetores
pertencentes aos subespacos horizontais da fibra quando transportamos paralelamente estes vetores tangentes.

A curvatura mede a distancia vertical

QX,Y) = —w([X,Y]) = A, (54)
onde A € g tal que [X,Y] = A%. O forma F local é definido como sendo
F=0"Q, (55)

onde o é uma segdo local definida em um chart U de M. Desde que podemos escrever a forma-dois curvatura como
Q) = dw 4+ w A w, teremos o tensor curvatura em termos de A

F=dA+ AN A, (56)

a partir de o(dw) = d(c*w) e 0" (EAR) = 0*EAo™n, e por A ser uma forma-um, o tensor curvatura é uma forma-dois,
onde

_EL Nk g
F = 5 Edm A dx”. (57)

Chamamos F de Campo de For¢a, Q a curvatura e Aj(x) o potencial de Gauge.
Sejam U; e U; charts em M em que U; NU; # () tal que haja uma mudanca (z,g) — (z,9g’), isto é apenas uma
mudanga na fibra, e seja ¢’ = tg = Lig, entdo a partir da equagao de compatibilidade (28)

A; =t Atig + ;' dt, (58)
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Com F; = dA; + Ai N Ai, Fj = dA; + A; A A;, substituimos A; em F;
Fj = d( ZIAZ ij + t;jldtij) +(t :] Aitij + t;jldtij) A (t;] Aitij + t;jldti]’)

(59)
(dA, + A AN A =t J—'t”

Consideremos novamente uma curva y(t) em M. Agora iremos definir seu elevador vertical yrar(t) em T (M),
isto é, um caminho sobre um fibrado de vetores tangentes definidos sobre pontos de M. Existe um fibrado associado
T(M) & F(M), onde F(M) tem como componentes bases ordenadas. Dizemos ser associado porque cada elemento
de T'(M) pode ser identificado como um elemento de F'(M), desde que como visto dado um campo vetorial definido
sobre p € M, a liberdade de escolha da trivializagdo local ¢; ; induz a acdo de grupo GL(n,R) que cuida da
transformagao de base coordenada e sendo assim F(M) é um fibrado principal com fibra GL(n,R). A existéncia
deste fibrado associado ird induzir a existéncia de um elevador horizontal yrn em TM de 7(t) um elevador
horizontal de P. O que estd acontecendo é, um transporte paralelo de um vetor sobre M é realizado e uma
mudanga infinitesimal de onde este vetor esta definido é identificado como uma alteracdo sobre yras de onde o
vetor tangente é definido e consequentemente uma mudanga na base que é um caminhar sobre J(¢). Seja um vetor
qualquer definido sobre x € M que é identificado por um vetor XemT, (M) dado por X = a*0,. Qualquer outro
vetor tangente a algum ponto em M serd resultado de agao de grupo (ou translagdo) do vetor X. Logo, o elevador
horizontal v (t) é dado por

yru(t) =5X, (60)
onde os elementos g(t) de 3(t) sdo elementos de grupo GL(n,R) que cuida da mudanca de base do transporte de X,
isto é, estamos criando uma restrigdo para os vetores resultantes de (60), queremos que sejam apenas resultantes de
elementos que pertencam ao caminho F(t). Introduzimos A}, para expressar a combinacio de coordenadas locais
e de grupo. A taxa de variacdo é dada pela derivada covariante D,

9 WA 0 3} v e O

D, = = — .
B gxm “2i96‘g OxH BN D

(61)

Seja a curva v(t) em M que restringe a agdo de grupo transladar algum vetor somente em suas coordenadas,
isto é v(t) = (z*(t)), os vetores tangentes Y a esta curva sio dados por coordenadas @ (t). A acdo (60) pode ser
vista como uma translagao de base do vetor X que é um vetor qualquer tangente a M, os vetores tangentes & curva
~(t) sdo dados por Y e para cada ¢ temos um vetor Z correspondente. O vetor Z é dado por b*(9/0z"). Entdo a
taxa de variacao de Z em relacdo aos pontos de v(t)

o7 = X
VeZ = Sarult) = S0 o
0 0 0 ot 9 0
A o v 2 A A o
= — — AL X7 Xlad' — =1"—~—— — 1" A}
’ (3 T Oxf > v Par — B ozn T A gy
De forma compacta temos
= 0
L7 — O pH

Vg2 = C7bly p (63)

om 9 9 g
Y =C* ¢ Z =0 b = o — AR, b7 4
c o’ Oxt’ A x> Ao (6 )

Chamamos a quantidade A%_ de simbolo de Christoffel e denotamos por I'y

§4 Teorias de Gauge

4.1 Mais sobre Geradores

E de interesse trabalharmos com grupos unitarios que agem no espago vetorial de estados quanticos. Queremos
que estes geradores possam transformar estados quanticos de forma continua, isto quer dizer, que possamos al-
cancgar qualquer elemento por repetidas agoes destes elementos infinitesimais e para isso, definimos algum grupo G
infinitesimal com elementos infinitesimais préximos & origem

gla@) =14iaT* 4 ... + O(a?). (65)

Os coeficientes « sdo operadores hermitianos e T% s@o os geradores do grupo. Um grupo continuo com estas
propriedades é chamado grupo de Lie.

O conjunto de geradores T* expande o espago de transformacées de grupos infinitesimais, de forma que o
comutador dos geradores devem ser uma combinagao linear dos geradores, isto é

1%, 1) = if***T", (66)

chamamos f de estrutura constante tem propriedade que f*°¢ = — f%@°. O espaco vetorial expandido pelos gerado-
res, dotado com estrutura de adicdo comutativa é chamada dlgebra de Lie. As relagbes de comutagdo junto com a
identidade

[T, [T, T + [T°, [T°, T + [T°,[T*, "] = 0 (67)
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implica que as estruturas constantes obedecem a chamada estrutura de Jacobi
fadefbcd + fbdefcad + fcdefabd -0 (68)

Para aplicagoes em Teorias de Gauge, a simetria local é normalmente uma transformagao do tipo unitaria de
um conjunto de campos. Para termos grupos de Lie sendo variedades compactas de dimensdes finitas, precisamos
que as algebras de Lie tenham representagoes Hermitianas de dimenséo finita e que tenham geradores finitos.

Se T comuta com todas as outras componentes, temos

e =o, (69)

e geram assim, grupos Abelianos independentes e continuos. Estes grupos sao denotados por U(1) e tem estrutura
de rotacao de fase do tipo

O — 9. (70)
Se a &algebra de Lie ndo tem tais elementos que comutam entre si, a dlgebra é chamada de semi-simples.

Denotamos um grupo semi-simples por SU(N) e consiste de matizes N x N hermitianas ¢*.
Os geradores sdo normalizados como

Tr(t, 2] = D = C(r)5*? (71)

como os geradores sdo hermitianos, as matrizes D sio sempre positivas definidas e o indice r representa alguma
escolha de representagao. Para toda representacao irredutivel, temos C (r)&“b com C(r) é uma constante para cada
representacao r. Temos ainda, que

i

G T 2, (72)

Fobe =
e assim, f°°° é totalmente antissimétrico.
Se a dlgebra de Lie é semi-simples, as matrizes ¢y tem trago zero
Tr[t*] = 0. (73)
Para uma slgebra de Lie simples, o operador T?comuta com todos os geradores do grupo
T =TT,  [T°,7°T"| = (if**“T°)T* + T*(i f**“T°) = 0. (74)

J4 que as estruturas constantes sdo antissimétricas. Isto implica que 7% é um invariante da &lgebra e T2 tem
um valor constante para toda representacéo irredutivel. Dessa forma, temos que na representacio matricial, 72 é
proporcional & matriz unitaria

trte = Ca(r) - 1, (75)

onde chamamos Cs(r) de o operador quadrdtico de Casimir.
Para o caso de SU(2), caracterizamos a representacio por .J> representando o spin total, e na representacio
bi-dimensional temos uma representagdo de um spinor, dada em termos das matrizes de Pauli

== (76)

assim, pode-se definir o spin como sendo o autovalor do operador Casimir. Para toda representacao fundamental
matricial, temos

Trltth] = 56, (77)
isto é,
C(N) = % (78)

Os grupos de Gauge podem ser entao quaisquer grupos compactos de dimensao finita da forma G = Gy x Gq,
onde Gg é abeliano e (G1 é semi-simples. Mais informagoes acerca dos geradores em teorias fisicas podem ser vistas
em [5].

4.2 A Teoria de Yang-Mills

Dado um grupo de Lie G compacto do tipo SU(2), SU(3) ou U(1). Consideremos a &lgebra de Lie g para o grupo
de Lie G, consistindo de matrizes n X n e com trago zero. Consideremos ainda campos sobre o espago-tempo de
Minkowski 4-dimensional do tipo = (2°, 2", 22, 2%).

Imaginemos uma particula no espago de Minkowski como definido acima, onde seu conjunto de estados sao
definidos por 9 (x) com valores complexos em R* e definimos um espaco total P de todos os estados da tal particula.
Dado dois pontos distintos no espago-tempo, temos diferentes estados associados em P, denotados por G, e Gy
para dado dois pontos z,y. Estamos definindo a fibra P sobre o espago-tempo base M.

Sabemos que nossa Lagrangiana é invariante sobre transformagao de fase

h(x) = e P(), (79)

10
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com « sendo um nimero real constante para todo x.

Imaginemos um caso geral em que as diferentes fibras tem relagoes completamente diferentes e a tinica forma de
relaciona-las é definindo um caminho em M. Estamos falando de um transporte de ponto a ponto de uma particula
que carrega consigo seu estado. No espaco base esse caminho ¢ identificado como sua linha de mundo, ja nas fibras
chamamos de transporte paralelo. Este transporte sobre a fibra é dado por uma operacdo de grupo que age no
estado v e é identificado pela posicdo da particula, ou seja, os caminhos diferem por uma fase.

Podemos pensar em generalizar essa simetria global a uma simetria local, e assim construir uma invariancia
sobre transformacédo do tipo

P(z) = e Py(a). (80)

Que é uma rotagao de fase através de um angulo a(x) que varia arbitrariamente de ponto a ponto. Estamos buscando
entdo uma independéncia de transformagdo de fase para cada ponto do espago. Chamamos isto de invariancia de
gauge. Sendo assim, surge uma complicagao para quando tivermos termos de derivada na construgao, ja que campos
P(x) e (x+€) estdo em pontos diferentes do espago e se transformam de forma completamente diferente. Devemos
entdo construir um fator que terd o papel de compensar a diferenca de transformacao de fase em dois dados pontos,
mas esse fator ja foi construido em segoes anteriores e é a derivada covariante que inclui o termo de derivada parcial
mais um termo de conexao

D, =8, — Au(z). (81)

Seja uma transformacdo infinitesimal, temos entao
g(z) =@ =1+ a(z) =1+ o (x)t". (82)

Sabemos que A, (x) = A}, (x)(t") se transforma em primeira ordem de a® segundo

All(2) = g(2) T Au(@)g(@) + g(2) T Oug(@) = Au(z) + 6Au(2). (83)
E agora podemos verificar como a derivada covariante se transforma

Dup(z) = (Op — Au(@))(z) = [0p — Ap(z) — Oula(®)) — [Au(®), a(2)]](1 + a(z)) ()
= (14 @)(9 — Ap(2))p(2) = €@ Dy (x).

Observemos que D, (z) se transforma assim como (x). Sem essa propriedade, ndo poderiamos escrever uma
Lagrangiana envolvendo termos de derivada. Assim, qualquer combinagdo de 1 e suas derivadas covariantes que
sdo invariantes globalmente por transformacao de fase, serdo também invariantes por transformacao local. Logo,
tanto as derivadas do campo, a conex@o quanto suas transformacgoes descrevem entdo o mesmo sistema fisico.

Pode-se concluir entao que nao apenas um conjunto de campo mas toda uma classe de configuragdes de gauge
equivalente correspondem ao mesmo sistema fisico real. Isto implica num espago interno de estado sem base fixa
com respeito a um campo de matéria que se d4 em termos de componentes . Tais bases podem ser introduzidas
localmente em cada ponto do espago-tempo, no entanto, ndo hé razao fisica para fixar sua posigdo. A alteracdo
local da base é interpretada como uma mudanca de gauge do campo.

Seja uma curva y(s) no espago-tempo definido como antes por

7(s) = @u(s). (85)

O campo vetorial 4(s) de vetores tangentes a 7(s) tem componentes X, = dX,/ds. Podemos falar de transporte
paralelo de ¥ (z) ao longo de v(s) desde que

(84)

vuw(s)‘z:az(s)X,u = 07 (86)

sendo a derivada covariante na dire¢do tangencial onde as coordenadas de =y satisfazem essa igualdade. Definindo
como antes um transporte paralelo através de um paralelogramo fechado de vértices

(z,z + Arz,z + Arx 4+ Agz, x + Asx). (87)
A nao comutatividade de v (z) pode ser calculada via
[Dy, DuJih(x) = ~[0, A5 — 0 AJ, + 7" A" A%ty (), (88)

onde podemos definir
Fuy = 0,A, — 0, A, +i[Au, A] = Fit°, (89)

a curvatura no espago de estado. Onde podemos abrir o ultimo termo como segue
i[Au, Av] = i[AD (2)t", AtY] = i AL () AS () [t°, 1] = —(fP* A () AL ())t*. (90)
E abrimos as componentes do tensor F},,

F, = 0, A% (x) — B, Al (x) — fr°U AL (x) AL (). (91)

11
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Seja G = SU(2), isto é, o grupo das matrizes 2 x 2 unitdrias. Os geradores sdo dados pelas matrizes de Pauli:

1
t* = —o" 2
20", (92)
1 (01 2 (0 —i 3 (1 0
0'—(1 O)’ J—(i O)’ O'—(O _1). (93)
A conexao serd dada por
A= Al(z) <%)dﬂ. (94)
Usando a propriedade dos comutadores, temos
a by _ abco;C
[c% o] =¢ 57" (95)
Dessa forma, temos [D,,, D,] = —F};,0%/2i. Escrevemos as componentes do tensor curvatura na forma
Ff, = 0,A% — 0, AL + *" A} AT, (96)
Da lei de transformacao (59), segue que o campo de forga se transforma como
a a a a a 2 a
o ; o ; o o o o o o
FG. - ’LO[FH. - —1x — 1 a Fa - 17 ﬂ.i — Fﬂ. - ai Fa —1. 97
mgp 6 Ty (Lt ot g P gy 1= @' 57) = Bl gy a5 Bl ;] &7

Que nos mostra que Fj, nao é invariante por gauge desde que tem dependéncia em trés diregoes o“. Mas ainda
podemos tentar construir uma fungao de Lagrange invariante por gauge, na forma

a

w9

2i

E dessa forma, podemos mostrar que obtemos com exito a construcdo da Lagrangiana invariante por transformagao
de fase

1 @ 1
L= —ETT{FW%F b= = FLEL. (98)

(FL,FIY) —(eFe™™) (emF:“e*"a) = €' (Fy, Fi")e ™. (99)
Onde usa-se a propriedade do trago de uma matriz: Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB).

§5 Conclusao

Foi apresentado um formalismo completo acerca de fibrados, conexdo e curvatura que sé foi introduzido nos estudos
fisicos a partir da publicag@o do artigo de Yang e Mills em 1954. Apesar de uma enorme contribuigdo conceitual da
invariancia da dindmica de campos por transformacéao de fase ou por fixagdo de base que define o conceito do modelo
de isospin introduzido por Heisenberg, atualmente no modelo padrdo de particulas, o modelo mais aceito hoje em
dia que classifica as particulas existentes na natureza, usa-se a construgao de particulas baridonicas identificadas por
particulas formadas por quarks. A descricdo dos quarks como proposto por Murray Gell-mann em 1964 descreve
o préton e o néutron, assim como outras particulas, sendo formadas por particulas ainda mais elementares e dessa
forma no esquema de caminho dctuplo o préton e o néutron sdo algumas das 8 configuracoes dos quarks. Mais
informagoes sobre a constru¢ao do modelo padrao e o formalismo de Murray Gell-Mann pode ser lido em [6]. De
toda forma, a construc¢do matematica introduzida foi de bastante proveito por parte dos fisicos e ainda hoje temos
teorias surgindo e sendo usadas com base no formalismo de teorias de gauge, fibrados, conexao e curvatura.
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